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Modelo matematico 3Ij uniforme del Nautilus

La concha discoidal del Nautilus siempre ha sido un objeto admirado por su gran belleza
que es fruto y reflejo armonico de la naturaleza. Capta la atencion de cualquier persona
curiosa o inquieta, incita a conocer los porqués de su forma e invita a ahondar en ella,
mas si tiene acceso a ver su interior donde se observan tabiques y camaras "secretas" que
guardan sigilosamente un bello patron matematico obtenido como consecuencia de la
evolucion y adaptacion al medio del animal que la produce. Un animal denominado "fésil
viviente" que lleva haciendo matematicas desde hace cuatrocientos millones de anos,
tiempo en el que las posibles ramas evolutivas diferenciadoras no han triunfado por ser
menor la perfeccién alcanzada.
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El estudio bidimensional, realizado con anterioridad en otros articulos, de la seccién sagital
de la concha nautilica permitié determinar su caracter intrinsecamente cordobés (ligado a
la proporcion cordobesa) y también la obtenciéon del modelo matematico ontogénico de la
misma, encontrando respuestas al comportamiento diferenciado del primer verticilo
respecto a los dos siguientes. Pero la concha del Nautilus es tridimensional y uno queda
insatisfecho si no procede a intentar modelar esa tercera dimension, siendo precisamente
ese salto es el que se sintetiza en este trabajo: "El modelo matematico tridimensional
uniforme del Nautilus" y quizas en el futuro contemple plasmar el modelo ontogénico
tridimensional. La seccion frontal de la concha es la base sobre la que se construye el
modelo 3D al aplicarle el crecimiento cordobés, y aqui se reflejan las dificultades,
inesperadas, con las que me encontré y cdmo se salvaron. La forma eliptica se mostro
como base tedrica conformadora de ese perfil frontal del Nautilus y ello también acontecio
en el callo umbilical. Pero no todo son éxitos dado que los septos se muestran reticientes a
mostrar cual es la superficie matematica que los envuelve y describe... |El reto continua!l,
pero ahora lo que procede es invitarles a acompanarme en la descripcion de lo
conseguido.

En un trabajo anterior presenté el modelo ontogénico matematico del Nautilus donde
quedd compilado el conocimiento adquirido después de un amplio periodo de tiempo
investigando la seccion sagital de la concha del Nautilus y buscando dar explicacion
matematica a esa atractiva y bella bitacora calcarea que atrapa y engancha, a la vez que
engafa, pues se muestra con una simplicidad aparente cuando realmente engloba una
complejidad y una diversidad de detalles cripticos que se necesitan descodificar y que
requieren de amplia observacion, de una paciencia infinita y de un oido atento para captar
los sigilosos mensajes que emite en quedos susurros y que no pueden pillarte distraido, en
Babia. Cubierto amplia y detalladamente ese objetivo bidimensional, el lance siguiente era
obvio ¢verdad? La concha es tridimensional y como tal ha de analizarse y tratar de
comprender. Pero el salto desde planilandia suele ser, y es, dificil de lograr y las
dificultades previas encontradas generan un gran veértigo y un amplio desasosiego, si bien
las alegrias y la adrelalina segregada con ellas —cuando se logra vencer la desesperacion
que genera el que las musas continuamente te ignoren— genera adiccidn y ocultando los
sinsabores previos dan impulso a continuar, persiguiendo aprender, conocer y saber un
poquito mas, aunque ello solo lleve a adentrarse en el socratico conocimiento y en la
paraddjica conclusién de no saber nada.

Asi pues, aceptado el desafio, era necesario tratar de establecer unos limites iniciales,
que podian ser ambiciosos, pero que tenian que ser realistas para "no morir en el intento"
y no sucumbir en el camino. En analogia a los pasos dados en el estudio bidimensional
procedia inicialmente abordar el modelo uniforme, es decir, aquel en el que se considera
que la concha crece gnomoénicamente siempre de la misma forma en todas las fases
vitales del animal que la genera y, por tanto, ignorando su ontogenia, especialmente en su
periodo embrionario—. Alcanzado ese objetivo, ya habria posteriormente tiempo personal
0 ajeno para adentrarse en el modelo ontogénico—. Y este articulo es la sintesis
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divulgadora del modelo matematico tridimensional uniforme de la concha del
Nautilus que he obtenido. Quedan algunos flecos por hilvanar, o quizas puedan
interpretarse como jirones que remendar, pero los hilos estan urdidos y la tela ha quedado
suficientemente tejida para que pueda mostrarse el pafo sobre el que otros patronistas y
disefiadores pueden aportar su vision y realizacion.

Modelo tedrico tridimensional del Nautilus

En la siguiente presentacion se desglosan los diferentes aspectos que he ido
progresivamente abordando para lograr el modelo matematico presentado y a
continuacion procederé a describir resumidamente los pasos dados, las dificultades
encontradas y las decisiones tomadas.

Modelado de la seccion de Tanabe et al. (1990)

Ajuste de la/seccion transversal de la concha del Nautilus — "
Modelo segiin Tanabe et al. (1990) Seccion transversal de la concha del Nautilus

Modelo segin Tanabe et al. (1990)
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Modelo matematico 3D uniforme del Nautilus. :@

Modelado 3D de las conchas

En la literatura relativa al modelado de las conchas hay forzosamente que remontarse a
célebres autores como Moseley (1838) y Thompson (1917), casi doscientos afos de
conocimiento divulgado al respecto, y a los trabajos de hace medio siglo en el contexto de
disefio matematico computacional de Raud (1961 y 1966). Este autor nos indica que toda
concha puede modelarse en base a cuatro parametros esenciales: la curva generatriz o
seccion transversal, la distancia o posicion relativa de la curva generatriz respecto al eje
de giro, el factor de crecimiento y la traslacién en la direccion del eje de giro (sélo para
conchas turbinadas, lo cual no acontece en el Nautilus ya que ésta es discoidal).
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Consecuentemente, habiendo determinado previamente que el Nautilus tiene un factor de
crecimiento ligado a la espiral cordobesa, lo que era necesario fijar era la seccién
transversal de la concha y su posicion especto al eje de giro, quedando ambos parametros
determinados implicitamente si obtenemos la ecuacion de la curva que describe ese perfil
tomando como eje de referencia dicho eje de giro.

Un primer paso consistié en la adaptacion del modelo de Raud para que una vez fijada la
ecuacion de la curva generatriz de la concha y el factor de crecimiento se generara
automaticamente la superficie de la concha. Ello quedod reflejado en la miscelanea "Modelo
3D de las conchas discoidales" (se recomienda consultar las indicaciones ahi incluidas).
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Moddelo 3D de las conchas discoidales

La seccion transversal del Nautilus

Para determinar la ecuacion de la curva generatriz del Nautilus consideré la seccion del
Nautilus aportada por Tanabe et al. (1985), pero una vez que trabajé con ella detecté que
la imagen incluida en ese articulo debi6é de sufrir una edicién erronea en el proceso de
publicacion y se produjo una alteracidon en sus proporciones ya que esa imagen no
cuadraba ni con los datos biométricos aportados por esos mismos autores, ni con el
modelo bidimensional ontogénico (Galo, 2023). Ello forz6 a la busqueda de otras
secciones que aportaran luz y dieran forma adecuada a la necesitada seccion, a la vez
que sirvieran de constraste y verificacion con el citado modelo 2D. En concreto consideré
la seccion aportada por esos mismos autores en su articulo Tanabe et al. (1990) y los
cortes realizados por Gonzalez-Restrepo (2019) obtenidos a partir de la concha
digitalizada del Museo de D'Arcy Thompson. Esta tarea ha quedado condensado en las
miscelaneas:

e "Crecimiento en algunas secciones frontales del Nautilus", donde se verifica que la
seccion frontal de Tanabe (1985) no sigue el crecimiento cordobés y, sin embargo, los
datos numéricos aportados por dichos autores si siguen esa proporcién; que la seccién
de Tanabe (1990) y datos respectivos si siguen el crecimiento cordobés e igualmente
aontece con la imagen de Gonzalez-Restrepo (2019).

e "Secciones frontales y modelo ontogénico del Nautilus", donde se constrastan las
imagenes de las secciones frontales del Nautilus usadas en la miscelanea anterior con
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el modelo ontogénico 2D (Galo,2023) comprobando que la de Tanabe (1995) no se
corresponde, pero si las de Tanabe (1995) y Gonzalez-Restrepo (2019).

Consecuentemente se marcaba como necesario la determinacion de un tipo (holotipo)
para la seccion frontal y eso ha quedado reflejado en la miscelanea "Elecciéon de Tipo para
la seccion frontal del Nautilus" en la que les aconsejo leer la el documento de instrucciones
ya que en él se detalla el estudio realizado y las fuentes consultadas (incluidas también en
la bibliografia de este articulo divulgador). El tipo elegido es el reflejado en la siguiente
imagen, no obstante por cuestiones meramente personales —por haberlas obtenido
Gonzalez-Restrepo a peticidon mia y por ser cortes realizados sobre el Nautilus del museo
de D'Arcy Thompson— también incluiré en el modelado 3D del Nautilus el citado corte de
Gonzalez-Restrepo (2019).

diametro |ancho
Ejemplar [sexo D (mm) |B (mm) B/D

\ B27 |m 178.30 90,03] 0505
mediaBD | 04938

total m 19,00 media B/D m| 0,4955

total f 33.00 mediaBD f | 04927

. Ejemplar B-27 en los datos aportados por Hayasaka, Shozo, Tanabe, Kazushige et al.
l (1982). Field study on the habitat of Nautilus in the environs of Cebu and Negros
i Islands, the Philippines. Mem. Kagoshima Univ. Res. Center S. Pac., Vol. 3, No. 1. 1982

i p. 67-137.
|
;'l'f Table 10. Results of the test trapping for Nautilus pompilius off Bindoy.

. B “Water Shell  Shell  Wer e

goan. o Dis 6F cull. =0y T Bait Association Sex  diam.  width weight  Remarks BD
(1981) site no. liquid (ml)

{m}) (m) (mm) (gr)
B-27 9/17-9/18 LTRO11 140 B 8 sea urchins m 1783 9003 1035 Iz Q3505 =

Tipo del Nautilus. Seccién frontal Tanabe (1990).

Aproximacion de la seccion frontal y generacion del modelo 3D uniforme asociado

Fijado el tipo para la seccién frontal, se plantea la necesidad de obtener la ecuacién
paramétrica de la curva que la modela y para ello opté por aproximar la imagen de esta
seccion por una curva de Bézier. A partir de esa curva, segun lo antes indicado, se genera
el modelo 3D uniforme asociado. Pueden verse las imagenes siguientes y también
interactuar con el recurso "Nautilus, modelado de la seccion frontal con una curva de
Bézier y modelo 3D uniforme asociado".
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Aproximacion de la seccion frontal del Nautilus con una curva de Bézier

Modelo 3D asociado a la aproximacion de la seccion frontal mendiante una curva de Bézier (sin callo umbilical)

Con este recurso, también fue facil obtener respuesta a la pregunta ;cual puede
plantearse como el modelo tedrico de esa seccién frontal? La elipse se mostré como una
alternativa evidente y en este punto he de reseiar que esta posibilidad ya la calibramos
Angel Cabezudo Bueno, lldefonso Fernandez Truijillo y yo en los trabajos previos a nuestro
articulo "Sobre la forma y crecimiento cordobés del Nautilus Pompilius" (2016). En aquel
momento no dispusimos de las fuentes cientificas de Tanabe et al. que ahora se han
usado aqui y no pudimos constatarlo fehacientemente, pero ahora si. jGracias Angel! y
igracias lldefonso! La intuicion inicial se ha mostrado cierta en la yocto-yotta realidad en la
que Angel y yo habitamos. Para ti, lldefonso, que ya habitas en el continuo matematico,
todo esto es mera obviedad, pero mediante esta simplicidad matematica sentimos proxima
tu satisfaccion y compania.
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Seccidn transverséal de la concha del Nautilus
Modelo segun Tanabe et al. (1990)

La seccion
transversal
tedrica es
una elipse
e=0,63/0,84
P % =0,745
i Diametro D=2 2042 g
B=1.1200
D=2.2042
B/D= .5081

Modelo teérico de la seccion frontal del Nautilus

Modelo tedrico de la seccidn frontal y generacién del modelo 3D uniforme asociado

El modelo tedrico de la concha ventral surgia de manera natural ligado a la forma eliptica y
los salientes dorsales y el callo umbilical se mostraban fieles a ese caracter o impronta.
Observad las siguientes imagenes y el recurso interactivo "Nautilus, modelo tedrico de la
seccion frontal, de la seccién umbilical y modelo 3D uniforme asociado".

Nota bene: En el primer verticilo puede observarse cierto desajuste entre el modelo teorico
y la realidad, pero recordemos que estamos trabajando el modelo uniforme vy, en él,
obviamos la ontogenia del animal que se manifiesta de manera mas evidente justo en ese
primer verticilo.

Modelo de la concha ventral Modelo de la concha ventral Modelo de la concha ventral

‘ Eliptico global v ‘ Eliptico involuto o

Semieliptico ~ ‘

Modelo teérico de la pared ventral y de la dorsal (la pared dorsal es la ventral del verticilo anterior)
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Modelo de los salientes dorsales Modelo de los salientes dorsales

‘ Elipse v ‘ ‘Arco eliptico v

Modelo de la concha ventral

‘ Semieliptico

Modelo de los salientes dorsales

‘ Arco eliptico
Modelo teérico de los salientes dorsales y de la concha sin el callo umbilical
Modelo del callo umbilical Maodelo del callo umbilical Modelo del callo umbilical
| Arco convexo de elipse ventral ~ | Elipses tangentes v | | Arcos de elipses tangentes v

Modelo de la concha ventral
Semieliptico

Modelo de los salientes dorsales

Modelo de la concha ventral

Semieliptico

Modelo de los sali dorsales

Arco eliptico

Arco eliptico

Modelo del callo umbilical

Modelo del callo umbilical

Arco convexo de elipse ventral

Arcos de elipses langentes

Modelo tedrico del callo umbilical y de la concha con el callo



| Arco ventral v

| Arcos elipticos b

Modelo tedrico 3D uniforme sin y con callo umbilical (con perfil ventral eliptico o con arcos elipticos)

La concha embrionaria inicial

En el modelo bidimensional ontogénico (Galo 2023) observamos que el primer septo
amplifica el fragmacono embrionario y es el que marca el inicio de la pared ventral. Asi
pues, el eje que pasa por el punto de inicio de la pared ventral y el polo ventral marca el
comienzo del modelo uniforme, en el caso 3D se corresponde con el plano que pasa por
esos dos puntos y es perpendicular al plano sagital. Consecuentemente, parte de la
camara septal formada por el primer y segundo septo queda sin modelar y tiene un
crecimiento diferenciado (es cuando el primer septo es el que esta ampliandose). Para que
en el modelo global no quede un vacio irreal he optado por seccionar transversalmente
esa parte de la camara y escalar la seccion frontal tedrica de la concha ajustandola a cada
una de esas secciones (ver imagen siguiente), de esa manera el crecimiento se aborda
teniendo siempre el mismo perfil, pero con una escala diferenciada acorde con las
secciones que si se conocen. Es una alternativa personal por la que he optado al no tener
informacion al respecto en las fuentes consultadas y cuya aplicacion matematica aporta
cierto parecido con el aspecto que puede observarse en fotos de esa concha primigenia.
No deja de ser una solucion estética de compromiso sobre la que pido sean magnanimos.



La concha embrionaria inicial, una solucién de compromiso

Aspectos abiertos

No ha mucho que un entrafiable colega y amigo —Josep Maria Navarro Canut— me dijo:
"iLo que esta dando de si el Nautilus!" y jes verdad!, ello estd aconteciendo asi. Aqui, en
particular, y en nuestro contexto vital en general, es evidente que es tan corto nuestro
conocer y tan amplio nuestra necesidad de saber que cualquier detalle es un nuevo hito
sobre el que investigar y aprender. Asi pues, ¢hay algo mas que modelar
matematicamente en el Nautilus?, ;qué opinan? Mi respuesta es afirmativa. Yo trato de
escuchar al Nautilus y, la realidad, es que no para de susurrar. Otra cuestion es que yo
sepa escuchar e interpretar adecuadamente sus indicaciones, si bien les garantizo que
empefo no deja de haber nunca en mi. ;Qué aspectos quedan abiertos aun, por ahora?,
lo que surja después llegara y lo trataremos en su momento. Citemos lo siguiente:

o Si bien para el modelado 3D se ha considerado la seccién transversal de la concha, la
abertura de ésta no coincide con la seccion, sino que presenta un perfil que no es
plano, sino concavo-convexo, desde las primeras etapas vitales.

e En la seccion sagital los septos estan modelados por espirales cordobesas, ¢ pero cual
es la superficie que modela tridimensionalmente a estos? A priori, su modelado se
presenta complicado y dificil. Se observa, y parece légico lo que acontece, que la
interseccion de los septos con la concha se asemeja al perfil de la abertura, pero j,como
es en si el disefo 3D global de los mismos?



El perfil cécavo-convexo de la boca del Nautilus y los septos (jun gran problema abierto!)

e Finalmente, el modelo ontogénico 3D que incluiria como puntos pendientes a detallar la
concha inicial embrioanaria, las particularidades de los septos en el primer verticilo y la
confluencia de la pared dorsal con la concha inicial en la transicién del primer verticilo .

Modelo matematico tridimensional uniforme

El modelo tridimensional uniforme al que hemos llegado esta reflejado en el siguiente
recurso interactivo. A través de los parametros disponibles puede verse su base
constructiva y su representacion 3D. En estas indicaciones se hace una descripcion del
modelo y de cada uno de esos parametros. jLe invitamos a interactuar con él!


https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/NautilusModeloTeorico3Duniforme/indicaciones.html

Modelacién teérica de la seccién Seccion transversal de la concha del Nautilus
Modelo segun Tanabe et al. (1990)

frontal del Nautilus

Tipo: | Tanabe v | ocultatipo

Modelo de la concha ventral

Selecciona... v

Modelo de los salientes dorsales

Selecciona... v

Modelo del callo umbilical

Selecciona... v
Tangencias
Selecciona... v

v

4

.

Recurso interactivo donde se construye el modelo tridimensional uniforme del Nautilus. Acceso a ventana completay a

las indicaciones.

Finalmente en las siguientes imagenes animadas podemos observar ese modelo
matematico de la concha y un detalle del callo umbilical:


https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/NautilusModeloTeorico3Duniforme/indexb.html
https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/NautilusModeloTeorico3Duniforme/indicaciones.html

Modelo matemadtico
tridimensional uniforme
del Nautilus

José]R¥GalolSanchez{(2023)

El modelo matematico 3D uniforme del Nautilus (Arcos elipticos en la concha y arcos elipticos en el callo umbilical)

Modelo matematico
tridimensional uniforme
del Nautilus

Detalle del callo umbilical

Jose]R¥GalolSanchez{(2023)

Detalle del callo umbilical en el modelo matematico 3D uniforme del Nautilus (Arcos elipticos en el callo umbilical)

Espero que les haya parecido interesante y puesto que quedan tareas abiertas no
descarto dirigirme a ustedes con nuevos logros si consiguiera alcanzarlos.

jHasta pronto! y jqué tengan un productivo y feliz afio 2024!
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