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Transformaciones en el plano y en el espacio

Introduccion. Conceptos basicos

Definicion

Se llama transformacion geométrica en el plano (espacio) a toda aplicacién
biyectivatdel plano (espacio) en si mismo. El puntoP'=t(P)se
denomina transformado, homdlogo o imagen del punto P.

Definicion

Se llaman ecuaciones de una transformacion en el plano a las ecuaciones que

permiten calcular las coordenadas del transformado P '(x'y')de un
punto P(x,y) dado del plano.

En este curso soélo consideramos transformaciones lineales, cuyas ecuaciones
son de la forma:

P =aycx+b oyt e
y' =y x4+ boy+ o

o bien, en forma matricial:

1 1 0 0 1
' = o 4 by !
!
Yy co g by Yy
Definicion

Se llaman ecuaciones de una transformacion en el espacio a las ecuaciones

que permiten calcular las coordenadas del transformado P '(x'y',z")de un
punto P(x,y,z) dado del espacio.

1 10 0 0
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Definicion

Se llama transformacion directa, par o positivaa toda transformacién
geomeétrica que conserva la orientacion de los angulos.

Se llama transformaciéon inversa, impar o negativa a toda transformacién
geomeétrica que cambia la orientacion de los angulos.

Definicion

Se llamaisometria o movimiento a toda transformacion geométrica que
conserva las distancias. Diremos que una transformacion geométrica M es un
movimiento si para cualesquiera puntos del plano o del espacio Py Q se
verifica que d(M(P),M(Q)) = d(P,Q).

Propiedades de las isometrias:

@ Toda isometria transforma rectas en rectas.
@ Toda isometria directa conserva el valor y la orientacién de los angulos.

@ Toda isometria inversa conserva el valor de los angulos pero cambia su
orientacion.

Definicion

Se llama elemento doble de una transformacién geométrica a todo elemento
geométrico (punto, recta, circunferencia, etc.) que permanece invariante
mediante dicha transformacién. A los puntos que verifican esta propiedad (se
transforman en ellos mismos, es decir coinciden con su imagen) se les
llaman puntos fijos o puntos dobles de dicha transformacion geométrica.



Transformaciones en el plano y en el espacio

Transformaciones geomeétricas en el plano

Estudiamos en este apartado las principales transformaciones geométricas en
el plano, como son la traslacion, el giro, la simetria axial y la homotecia, asi
como sus distintas composiciones.



Transformaciones en el plano y en el espacio

Traslacion

Definicion

Dado un vector © , se llama traslacion de vector v , y se denota port;, a la
transformacién geométrica que asocia a cada punto P del plano otro

PP =i

punto P" = t:(P) de forma que se verifique

Cﬁ
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Ministerio de Educacion. Instituto de Tecnologias educativas

Banco de Imagenes y Sonidos
recursostic.educacion.es/bancoimagenes

Propiedades de la traslacion:

@ Toda traslacion es una isometria directa.
@ Toda traslacién transforma rectas en rectas paralelas a ellas.

@ Los elementos dobles de la traslacion i son las rectas paralelas al vector ©

@ Una traslacion queda determinada si conocemos un punto del plano y su
imagen.

Teorema

La ecuacién matricial de la traslacién de vector ¥ = (V1. V2] es:
1 1 0 0 1
T = vy 10 T
Yy vy 01 Iy
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donde P(x,y) y P '(x 'y ).



Transformaciones en el plano y en el espacio

Simetria axial

Definicion

Dada una recta e en el plano, se llama simetria respecto del eje e o simetria
axial de eje e, y se denota por Se, a la transformacion geométrica que asocia a
cada punto P del plano otro punto P'=S¢(P)de forma que la rectaees la

mediatriz del segmento PP .
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Propiedades de la simetria axial:

@ Toda simetria axial es una isometria inversa.

@ Los unicos puntos dobles de una simetria axial son los puntos del eje. Las
rectas perpendiculares a dicho eje son rectas dobles.

@ Una simetria axial queda determinada si conocemos un punto del plano y su
imagen.

Teorema

La ecuacion matricial de la simetria axial cuyo eje e forma un angulo a con el
semieje positivo OX, medido desde éste, es:

1 1 (0 (0 1
T’ = M cos2aw sen 2er T
Yy N sen2a —cos2a Iy
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Dénde los parametros M y N se obtienen imponiendo que un punto cualquiera
del eje, A(as,a2), sea un punto doble:

1 1 0 0 1
{1y = | M cos2a sen 2oy 1y
(1o N sen2a —cos2a (1o



Transformaciones en el plano y en el espacio

Giro

Definicion

Dado un punto C del plano y un angulo & € £ | se llama giro de centro Cy
amplitud a, y se denota por Gq, a la transformacion que asocia a cada

punto P del plano otro punto P ' = G4 (P) de forma que se verifiquen las dos
condiciones siguientes:

@ d(C,P)=d(C,P)
® PCP =a

|

AUGMENTED
REALITY

Ministerio de Educacién. Instituto de Tecnologias educativas
Banco de Imagenes y Sonidos
recursostic.educacion.es/bancoimagenes

Propiedades del giro:

@ Todo giro es una isometria directa.
@ El Unico punto doble de un giro es su centro.

@ Un giro queda determinado si conocemos el centro, un punto y su homélogo
o bien dos puntos y sus respectivos homadlogos.

10
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Definiciéon
Se llama simetria central de centro C al giro de centro C y amplitud 180°.

0(2,3)
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Teorema

La ecuacidon matricial del giro de centro C y amplitud a es:

1 1 0 (0 1
| = M cosev —sena T
' N sena COS (¥ Yy

dénde los parametros M y N se obtienen imponiendo que el centro C(c4,c;,) del
giro sea un punto doble:

1 1 () (} 1
cr | =1 M cosa —sena 1
o N sena COS Co
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Transformaciones en el plano y en el espacio

Producto de transformaciones

Definicion

Dadas dos transformaciones geométricastiyt,, se Illama producto
de ambas transformaciones, y se denota port,°t;, a la composicion de ambas

transformaciones, es decir, al resultado de aplicar primero la transformacion t; y
a continuacion la transformacion t, de forma que

siP'=t(P)y P " =t,(P ") entonces (t,ot;)(P) =P ".

Teorema

Si T4 es la matriz asociada a la transformacioén t; y T, es la matriz asociada a la
transformacion t,, entonces la matriz asociada al producto t;ot; es T, T4.

Teorema

Producto de traslaciones

El producto de dos traslaciones es otra traslacién cuyo vector es la suma de los
vectores de las traslaciones dadas. Es decir:

Trol; =T, ;

(I'F.l

El producto de traslaciones es conmutativo, es decir, el resultado no depende
del orden en que se apliquen ambas traslaciones.

Teorema
Producto de giros concéntricos

El producto de dos giros concéntricos es otro giro del mismo centro y cuya
amplitud es la suma de las amplitudes de los giros dados. Es decir:

G{f'-'.ﬂ':l 2 GI:I."-'..H:I = G{f-’.ﬂ Fat )

El producto de giros concéntricos es conmutativo, es decir, el resultado no
depende del orden en que se apliquen ambos giros.

Teorema
Producto de giros no concéntricos

El producto de dos giros no conceéntricos Gc'a1°Gcq) €S:

12



@ Otro giro G 4+a de distinto centro y amplitud a + o ' si a + o '#2k.

® Una traslacion si a + a ' = 2kx.

El producto de giros no concéntricos no es conmutativo, es decir, el resultado si
depende del orden en que se apliquen ambos giros.

Teorema

Producto de giro por traslacion

El producto de un giro por una traslacion es otro giro de distinto centro y la
misma amplitud. Es decir:

G{f'.’.n:l o -{&' = L w)
I;’E o G{f'.’.ﬂ:l = G{l".'”.n:l
El producto de un giro por una traslacion no es conmutativo, es decir, el centro

del giro producto depende del orden en que se apliquen ambas
transformaciones.

Teorema
Producto de simetrias axiales de ejes concurrentes

El producto de dos simetrias axiales de ejes concurrentes, S¢,°Sei, €S UN giro

de centro el punto de interseccién de ambos ejes, C = e4 Ne,, y de amplitud el
doble del angulo que va del eje de la primera gwa que se aplica hacia el eje

de la segunda simetria que se aplica, ¢ = 2 erCes
Teorema

Producto de simetrias axiales de ejes paralelos

El producto de dos simetrias axiales de ejes paralelos, Se.°Se;, €s una

traslacion cuyo vector es perpendicular a ambos ejes, su moédulo es el doble de
la distancia entre ambos ejes y su sentido es el que va desde el eje de la
primera simetria que se aplica hacia el eje de la segunda simetria que se
aplica.

13



Transformaciones en el plano y en el espacio

Homotecia

Definicion

Dado un punto C del plano y un numero real k#0, se llama homotecia de
centro Cy razén k, y se denota por Hcy), a la transformacion geométrica que

asocia a cada puntoPdel plano otro punto P'=Hgcu(P)de forma
-
que CP =1 CP

Propiedades de la homotecia:

Ninguna homotecia (con k#1) es una isometria.
Toda homotecia transforma puntos alineados en puntos alineados.
Toda homotecia conserva el valor absoluto y la orientacidn de los angulos.

El uUnico punto doble de una homotecia de razén k#1 es su centro. Las
rectas que pasan por el centro son rectas dobles.

Una homotecia queda determinada si conocemos el centro, un punto y su
imagen, o bien si conocemos dos puntos y sus respectivos transformados.

Teorema

La ecuacion matricial de la homotecia de centro C y razén k es:

1 1 0 0 1
=1 M k0 T
Yy N0k Uy

donde los parametros My N se obtienen imponiendo que el centro C(c4,c;) de
la homotecia sea un punto doble:

1 L 0 0 1
] = M k0 ]
s N oo k) \e

14
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Teorema

El producto de dos homotecias del mismo centro Hcx°Hck es otra

homotecia del mismo centro y de razénk-k .

Teorema

El producto de dos homotecias de distinto centro Hc'xy°Hc k) €s:

® Otra homotecia de distinto centro y razon k-k ' si k-k 1.

® Unatraslacion si k-k ' = 1.

En ambos casos, los parametros que definen la transformacion producto
deberan ser calculados de forma matricial.

Definicion

Se llama semejanza al producto de un movimiento por una homotecia o de una
homotecia por un movimiento.

15



Transformaciones en el plano y en el espacio

Transformaciones geomeétricas en el espacio

Estudiamos en este apartado las principales transformaciones geométricas en
el espacio, como son la traslacion, el giro, las simetrias y la homotecia, asi
como sus distintas composiciones.

16



Transformaciones en el plano y en el espacio

Traslacion

Definicion
Dado un vector U , se llama traslacién de vector ¢ , y se denota porit;, a la

transformacién geométrica que asocia a cada punto P del espacio otro

punto ' = t:(P) de forma que se verifique PP =i .

Propiedades de la traslacion:

@ Toda traslacion es una isometria directa.

@ Toda traslacion transforma puntos alineados en puntos alineados, rectas en
rectas paralelas a ellas y planos en planos paralelos a ellos.

@ Toda traslaciéon carece de puntos dobles.

@ Las unicas rectas dobles de la traslacion ¢ son las rectas paralelas al
vector .

@ La inversa de una traslacion de vector ¢ es otra traslacion de vector — |
es decir, t, ' =t_y.

@ El producto (composicion) de dos traslaciones de vectores i y ' es otra
. + 1
traslacion de vector # T U
@ El conjunto de las traslaciones es un grupo conmutativo.

Teorema
La ecuacion matricial de la traslacion de vector U = (U1, V2. 73) es:
1 1 0 0 0 1
T B 100 T
y | ve 01 0 Iy
z' ve 00 1 z

donde P(x,y,z) y P '(x "y ',z ") representan un punto y su transformado.

17


javascript://

Transformaciones en el plano y en el espacio

Simetria especular

Definicion

Dado un plano men el espacio, se llama simetria especular respecto del
plano 17, y se denota por S;;, a la transformaciéon geométrica que asocia a cada
punto P del espacio otro puntoP'=S,(P)de forma que el plano mes

perpendicular a la recta que une los puntos Py P 'y pasa por el punto medio
del segmento PP .

Propiedades de la simetria especular:

Toda simetria especular es una isometria inversa.

@ Toda simetria especular transforma puntos alineados en puntos
alineados, rectas en rectas y planos en planos.

@ Los unicos puntos dobles de una simetria especular son los puntos del
plano de simetria .

@ Las rectas y planos perpendiculares al plano de simetria ™ son elementos
dobles.

Teorema

La ecuacion matricial de la simetria especular respecto del plano cuyo
vector normal unitario es 7@ = (711. 72, 3 viene dada por:

o P r
v I e [—2N y
"”j _ﬁ:‘ -
T
N=|n | (n1 na ny)
Donde | es la matriz identidad de orden 3, n3 y

los parametros P, Q y R se obtienen imponiendo que un punto cualquiera del
plano de simetria 1 sea un punto doble.

18
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Transformaciones en el plano y en el espacio

Giro

Definicion

Se llama giro o rotacion de eje la recta e y dngulo a, y se denota por G q), a la
transformacién geométrica que asocia a cada punto P del espacio otro

punto P ' = G4 (P) de forma que se verifiquen las condiciones siguientes:

®p! pertenece al plano z perpendicular al eje e trazado por el punto P.

@ g angulo Pﬁ? es a, donde C es el punto de corte del plano z con el eje e.
® dpPe)=d(P'e).

Para definir univocamente el giro al que se hace referencia hay que fijar un
sentido en el eje e de giro o dar un punto y su transformado.

Propiedades de los giros:

@ Todo giro es una isometria directa.

@ Todo giro transforma puntos alineados en puntos alineados, rectas en rectas
y planos en planos.

@ Los unicos puntos dobles de un giro son los puntos del eje e de giro.

@ Los planos perpendiculares al eje de giro y las esferas centradas en un
punto del eje de giro son elementos dobles.

@ El conjunto de todos los giros del mismo eje constituyen un grupo
conmutativo.

Debido a la dificultad de expresar las ecuaciones de un giro de eje una
recta e cualquiera, vamos a ver sélo estas ecuaciones cuando el eje de giro
coincide con alguno de los ejes coordenados.

Teorema

Giro de eje OX y angulo a

La ecuacion matricial de un giro de eje OXy angulo a, cuando tomamos
el sentido creciente de dicho eje, es:

19
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1 L 0 ( ( 1
' B 0 1 (0 (0 T
g | | 0 0 cosae —sena Iy
2 0 0 senc COS (Y z
Teorema
Giro de eje OY y angulo o

La ecuacion matricial de un giro de eje OY y angulo a, cuando tomamos
el sentido creciente de dicho eje, es:

1 1 () () () 1

2 | |0 cosa (} sena 1

iy o (} () 1 () Y

2 0 —sena (0 coseoe 2
Teorema

Giro de eje OZ y angulo a

La ecuacion matricial de un giro de eje OZy angulo a, cuando tomamos
el sentido creciente de dicho eje, es:

1 I 0 0 0 1
" | | 0 cosa —sena () T
y ! | 0 senae  cosa 0 Iy
-4 0 0 0 1 z

20



Transformaciones en el plano y en el espacio

Simetria axial

Definicion

Dado una recta e, se llama simetria axial de eje e, y se denota por S, a la
transformacién geométrica que asocia a cada punto P del espacio otro

punto P ' = S¢(P) de forma que se verifiquen las condiciones siguientes:

®p y P " estan en un plano perpendicular al eje e de la simetria.
® L recta definida por Py P ' es perpendicular al eje de la simetria.

?® SiMes el punto de corte del ejeede simetria con la recta PP ', ambos
puntos, Py P ', distan lo mismo de M.

Propiedades de las simetrias axiales:

@ Toda simetria axial es una isometria directa.

@ Toda simetria axial transforma puntos alineados en puntos alineados, rectas
en rectas y planos en planos.

@ Los unicos puntos dobles de una simetria axial son los puntos del eje de
simetria e.

@ Las rectas normales al eje de simetria son rectas dobles. Los planos
normales al eje de simetria y los que contienen a éste son planos dobles.

Teorema

Una simetria axial de eje e es un giro de eje e y amplitud 180°.
Teorema

La ecuacion matricial de la simetria axial de eje e cuyo vector director unitario
es 7l = (11,792, 73) | viene dada por:

21
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T
N=| n | (m no ny )
donde | es la matriz identidad de orden 3, i3 y los

parametros P, Q y R se obtienen imponiendo que un punto cualquiera del eje
de simetria e sea un punto doble.

22



Transformaciones en el plano y en el espacio

Simetria central

Definicion

Dado un punto C del espacio, se llama simetria central de centro C, y se
denota por Sc, a la transformacion geométrica que asocia a cada punto P del

espacio otro punto P ' = S¢(P) de forma que se verifiquen las dos condiciones
siguientes:

® 1os puntos P, C y P ' son colineales.

® Cesel punto medio del segmento PP

Propiedades de las simetrias centrales:

Toda simetria central es una isometria inversa.

@ Toda simetria central transforma puntos alineados en puntos alineados,
rectas en rectas paralelas y planos en planos paralelos.

El dnico punto doble de una simetria central es su centro C.

@ Las rectas y los planos que pasan por el centro C de la simetria son
elementos dobles. Las esferas centradas en el centro de la simetria son
elementos dobles

Teorema

La ecuacion matricial de la simetria central de centro C(C+,C,,C;) es:

1 10 0 0 1
x 20, —1 0 0 T
| Tl 20, 0 -1 0 y
2! 20, 0 0 —1

23
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Transformaciones en el plano y en el espacio

Producto de transformaciones

Teorema

Producto de simetrias axiales

@ El producto de dos simetrias axiales cuyos ejes son paralelos es una traslacion de
vector perpendicular a ambos cuyo modulo es el doble de la distancia entre
ambas rectas.

@ EIl producto de dos simetrias axiales cuyos ejes se cortan en un punto M es un
giro de eje la recta r perpendicular a ambos ejes por el punto M y angulo el doble
del que forman ambas rectas.

@ El producto de dos simetrias axiales cuyos ejes se cruzan es el producto de una
traslacién por un giro (o de un giro por una traslacién).

Teorema

Producto de giros
@ El producto de dos giros de ejes paralelos es:

@ Otro giro respecto a un eje paralelo a ambos si la suma de los dos angulos de
giro no es multiplo de 2kx.

@ Una traslacion si la suma de los dos angulos de giro es multiplo de 2k, en
cuyo caso el vector de la traslacién es perpendicular a ambos ejes y su modulo
es el doble de la distancia entre ambos.

@ EIl producto de dos giros cuyos ejes se cortan es otro giro cuyo eje pasa por la
interseccion de los ejes dados.

@ El producto de dos giros cuyos ejes se cruzan es igual al producto de dos
simetrias axiales cuyos ejes se cruzan.

Definicion

Se llama movimiento helicoidal al producto de un giro por una traslacion de
vector paralelo al eje del giro.

Teorema

Propiedades de los movimientos helicoidales

@ Una transformacion es un movimiento helicoidal si y sélo si es producto de dos
simetrias axiales.

@ Todo producto de traslacion por giro, o de giro por traslacién, es un movimiento
helicoidal, cualquiera que sea la direccion del vector de la traslacion.

@ EIl conjunto de los movimientos helicoidales es un grupo que coincide con el

24



grupo de los movimientos directos.

Teorema

Descomposicion de una traslacion

Toda traslacion de vector ¢/ se puede descomponer en el producto de dos
simetrias especulares cuyos planos son perpendiculares a la direccién del

vector U , separados una distancia 177 y tales que el sentido desde el primer
plano hacia el segundo coincide con el sentido del vector t' .

Teorema
Descomposicion de un giro

Todo giro en el espacio de eje e y de amplitud a se puede descomponer en el
producto de dos simetrias especulares de planos myy 7, tales

que ™ N 1M, = e y el diedro T1€T2  es igual en magnitud y sentido a a/5.
Teorema

Descomposicion de una simetria axial

Toda simetria axial de eje e se puede descomponer en el producto de dos
simetrias especulares de planos perpendiculares entre si y que se cortan en e.

Teorema
Descomposicion de una simetria central
Toda simetria central de centro C se puede descomponer en el producto de

una simetria especular de un plano que pase por C y de una simetria axial cuyo
eje sea perpendicular al plano anterior y que pase por C.

25



Transformaciones en el plano y en el espacio

Homotecia

Definicion

Dados un punto C del espacio y un numero real k#0, se llama homotecia de
centro Cy razon k, y se representa por Hcy, a la transformacion geométrica

que asocia a cada punto P del espacio otro punto P'=Hgc(P) que verifica
—3

CP =k-CP

Definicion

Una homotecia se llama directa si la razén es positiva; en caso contrario,
diremos que la homotecia es inversa.

Teorema
Toda homotecia de razén k#1 no es un movimiento.
Teorema

La ecuacion matricial de la homotecia de centro C(C4,C,,C3) y razén k es:

1 1 00
7’ ko0
v | T ook
L o000

g— —

)
)
)

—

=
@

dénde C'j=C;(1 -k)paraj=1,2,3.
Teorema
Producto de homotecias

@ El producto de dos homotecias del mismo centro C es otra homotecia de
centroCy  razén igual al producto de las  razones, es

decir, H '(C,k')oH(C,k) =H "(C,k-k‘)
@ El producto de dos homotecias de distinto centro es:

9 Kk '#1 Otra homotecia, cuyo centro estd alineado con los centros de las
homotecias dadas y de razén el producto de las razones de dichas homotecias,

es deCir, H I(C ',k')oH(C,k) =H "(C "kk ")

9@ Kkk'=1Una traslacion cuyo vector es paralelo a la linea que une los centros

26



de las dos homotecias, es decir,H ¢ xyoHcy = T
Definicion

Se llama semejanza de razén k a la aplicacion compuesta de una homotecia
de razén k y de un movimiento.

La semejanza se llama directa si la razdon de la homotecia es positiva; en caso
contrario, diremos que la semejanza es inversa.
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Transformaciones en el plano y en el espacio

Problemas propuestos

@ Problemal

Hallar los puntos dobles e identificar los movimientos dados por las matrices:

10 ( 1 0 0
A=12 1 1( B=|5 01 = —
3 01 4 -1 0

0 0
0 1
L0

)
)

Solucion: A: Ta=(213), B: G(C(glg, ~11), =90%)s C: Sx—y+1=0
@ Problema 2

@ Calcular la matriz de la simetria S que transforma el punto (1, - 1) en el
punto ( -3, 3).

R

[ I e I ]
—
ot
ok

Solucién:
bt Calcular el centro del giro G, de amplitud "/2, gue transforma el punto (2, 2) en el
punto (0, 4).
Solucion: C(0, 2)
@ Determinar el movimiento que resulta de componer 5°GoS,.1, donde Sy G son la
simetria y el giro de los dos apartados anteriores.

Solucién: SeGeS,-; = Ti=02)

@ Problema3

@ Descomponer la traslacién de vector v = (1, - 1) como producto de simetrias
axiales. Demostrar que larecta 2x+ 2y - 1 =0 es doble.

Solucién: TV=(1, -1 = Sy=x - 1°Sy=x

A=

Identificar la transformacién de matriz

[ S Ry

1 0 y descomponerla
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como producto de simetrias axiales.

Solucion: Giro G(C(O,Z),90°) = Sy=x+2°Sy=2

@ Problema4

@ Obtener las ecuaciones de una simetria que transforma el punto P(1, - 1) en el

punto P I(4, 2).

1 0 0
S5=13 0 -1

Solucién: 3 —1 0

@ Completar los huecos en las siguientes igualdades:
@5

y=3x°5y=3x 2=T_

Solucion: Sy-3,°Sy-3x - 2 = Ta=(-6/52/5)
9D G2, 21807°T44)=S__°S)=x®5)-x°S__ =S _°S =G, )

Solucion: G, -2)180)° Ta4) = Sy=x- 4°Sy= -xSy= -xSy= x4 = Sy=x-4°Sy= -4 = G

(0, -4),180°)

@ Problemas

@ Obtener la matriz de la traslacién de vector perpendiculara v = (1, 2) que
transforma el punto A(3, 1) en un punto de larectax-y+1=0.

1 0 0
T -2 1 0
Solucién: 1 01

@ |dentificar, descomponiendo previamente en producto de simetrias, el

movimiento G, 1), -907)°T(-2,0) Y Obtener sus ecuaciones.

1 0 0
2 0 1
6 -1 0

Solucion: G{r'r{4.3j_ T IEN
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@ Problema6

@ 10 0
1 01
Identificar la transformacion geométrica de matriz -1 10
Solucién: Sy - 4
@

Hallar la ecuacion matricial del giro que transforma el punto P(0, - 1) en P '(O, 1)y

el punto Q(3, 1) en Q '(2, -2).

1 0 0
G=1{1 0 1
1 =1 0

Solucién:
@ Obtener las ecuaciones de e; y de e, para que se verifique:
-q_”:l' 1@ Glif'.’l:]..f]:l.ﬂ'ﬂ]u:l o ‘qr:l = ‘(;_4_,1::.' 1@ S‘r:g 03— @ S‘r:l = jq’]:':liﬂ.”:'

Solucién: e;: x=0,e,;y=x-1

@ Problema?7

@ Hallar las ecuaciones de las siguientes transformaciones geométricas:

@ Una traslacién T, que transforma la circunferencia de centro (2, 0) y radio 5 en la
circunferencia de ecuacién x° +y2 +4x-4y-17=0.

1 0 0
1 -4 1 0
Solucién: 2 01

@ Ungiro G(ca) que transforma larectay =x+2eny=-x + 4, siendo Cel punto de
corte de ambas rectasy a > 0.

1 0 0
G 1 0 =1
2 1 0

Solucién:

@ Unasimetria S, cuyo eje es paralelo a la recta y = 2x + 3 y que transforma en si
misma a la cénica x* +y2 -4x-2y+1=0.
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1 0 0

g 12/ — 3 4f

Solucion: =65 45 3
o 1 ( (
M = —2f 4 B

Sea M el movimiento de matriz _'1.-’{5 1.% _'1.-’{5 y sea U(0,q).

Calcular a para que la transformaciéonTy °M sea una simetria axial y obtener su eje.

Solucién: a=2,ejex-3y+2=0

@ Problema8

@ Obtener las ecuaciones de las rectas A, By Cy las coordenadas del punto (a,b) para
gue se cumpla la siguiente expresion:

t2,00°0((1,0)90°) = Sa°Sx=1°Sg°Sc = J((a,b),90°)
Solucién: A:x=2,B:x=1,C:y=x-1,(a,b)=(2, 1)

@ Sea S, una simetria de eje paralelo a la recta y = 2x que transforma el origen de
coordenadas en un punto de la recta x + y — 3 = 0. Se pide:

@ Obtener la ecuacién del eje e.
Solucion: eje: y = 2x - 15/

@ Obtener las ecuaciones de S.,.

1 0 0
Se: 6 —35 4
Solucion: -3 45 9

a3 . s . L. 2 2 .
@ Hallar la ecuacién de la imagen de la cénica x” - 4x + y” - 25 = 0 mediante la
transformacion S..

Solucién: (x — 26/5)* + (y + 7/5)* = 29

@ Problema9

Hallar la ecuacion de una homotecia de centro C(2, 0) que transforma el
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punto A(4, 2) en el punto A '( -2, -4).
1 () ]

H={ 6 =2 0

Solucion: 0 0 -2

@ Completar los espacios en las siguientes igualdades:
@ T(-33) = Sy=x+1°S___
Solucion: T(_33 = Sy=x+1°Sy =X — 2

9 Guue0) =5 oSy

Solucioén: G((1’1),90°) =Sx = 1°Sy=x

@ Problema 10

Hallar las ecuaciones de las siguientes transformaciones geométricas:

e Giro de centro C(1, 0) que transforma P(2, 1) en P '(2, - 1).

1 0o 0
1 n 1
Solucién: 1 =10

@ Simetria axial de eje paralelo a la recta y = x tal que el transformado de Q(1, 1) esta
enlarectax+2y=2.

1 00
1 01

Solucion: -1 10

@ Homotecia de centro C(1, 0) que transforma larectax+2y=0enlarectax+2y+1
=0.

Solucién: 0 0 2

@ Problema 11l
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Calcular las ecuaciones de las siguientes transformaciones geométricas en el
plano:

@ Simetria que transforma la circunferencia (x - 2)2 +(y- 2)2 =2enx’+ y2 +2x+2y=

0.
1 ] ()
S = 1 o -1
Solucién: 1 -1 0

@ Homotecia de centro C( -1, - 1) que transforma larectay=-x+2enla
rectay=-x+6.

1 0 0
H = 2.0
Solucién: 10 2

. . o . . . 2
@ Giro de angulo 45° que tiene como elemento doble la circunferencia (x + 1)° +

(y-3)°=4.
1 0 ]
(7 = ?\fﬁ —1 ﬂ;’g — ﬁ;’g
Solucién: 3-\2 V2 VIh

@ Semejanza que se obtiene al aplicar primero una traslacién de vector v= (-1, 2) y
luego una homotecia de centroC(1, 3) que transforma el punto P( -1, 0) en el

punto P I( -3, -3).

M = -3

Solucién: 10

]

0

[

(Examen de febrero, curso 2009-2010)
@ Problema 12

@ Hallar las ecuaciones del giro de centro C( -1, - 1) que

transforma B(0, - 2) en B '( -2, 0).

G -2 =1 ]
Solucién: -2 0 -1
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@ Obtener la razédn de una homotecia de centro C(2, 2) tal que el transformado del

origen esté en larectax+y=-38.

Solucién: k=3

@ Hallar las ecuaciones de una homotecia que tiene por centro el origen de

coordenadas y el homodlogo del puntoA(2, 1) esta sobre la recta x + 3y = 10.

L 00

H: o 2 0
Solucién: 0 0 2

@ Calcular las ecuaciones de una semejanza que resulta al aplicar una simetria de eje

e: y =x+ 1y acontinuacidn una homotecia de razén k = 2 que transforma el

punto A(2, 3) en el punto A '(3, 5).

I 0D
541 -3 0

]

Solucion: 1

@ Problema 13

2 10

@ Dar las ecuaciones e identificar la figura transformada de (x —4)2 + y2 = 4 mediante

las siguientes transformaciones geométricas:

a Sy=2x+1
1
5= — 4y
Solucién: Efﬁ
@ Hioo,-2)
1 1]
H = n -2
Solucién: () 0
@ Ta=(1,2)
1 1
T = 1 1
Solucién: 2 0

0 0
— J:llf'l!-, -lllf'lr
4/

f5 s ], (x+ 1815y + (y ~18/5) = 4

0
0

o]

</, (x+8)P2+y*=16

, (x+ 5+ (y-2)°=4

@ Completar los espacios, seglin corresponda, en las siguientes igualdades:
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@ Tp3°T_=Tiss
Solucion: T3°T(-7.2) = T(-s5)
Sy=x-2°Sy=xs1= __
Solucion: Sy 2°S- i1 = Gy, -1i),180%)
@ G, 1°Gaa90) = S1°5x3°5_ Sy =G, )
Solucion: Gc(,1),1807°G 3490 = Sy=1°Sx=3°Sx=3°Sy=x1 = Gic(0.1), ~00)
@ H(__,-2°Ha,1),_)=Haz1),-6)

Solucion: H((4’1)’ _2)°H((4’1)’3) = H((4’1)’ -6)

@ Problema 14

@ 10 0
2 =1 0
—2 0 -1

Identificar la transformacidon geométrica de matriz
SOIUCién: G(p(1'_1)’180°)

@ Calcular el eje y las ecuaciones de una simetria de eje paraleloalarectax+y-4=
.. . . . 2 2
0 que deja invariante la circunferencia x” -4x+y -2y+1=0.

Solucién: Eje: x+y =3

1 0 0
S={ 3 0 -1
3 -1 0

@ Obtener las ecuaciones de las rectas ey y e, para que se verifique:
5‘_4,|=J.' 2 Glzf'.’{l.l:l.ﬂf]”:l 2 51r:l = S‘_4,l=3.' 2 5‘r:-‘g 2 51_4,|=1 2 5‘r:l = 1&':{1’].3}
Solucion: e:y =2

ey =X

(Examen de junio, curso 2010-2011)
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@ Problema 15

Obtener los transformados de los siguientes puntos mediante las
transformaciones geométricas en el espacio indicadas:

@ p(4, 5, 2) mediante la traslacién de vector v = (-3, 0, 6).
Solucién: P '(1, 5, 8)

@ p(0, 3, 6) mediante la simetria especular de plano : =x+y+z+3=0.
Solucién: P '(8, 5, - 2)

° P(7, - 1, 3) mediante el giro de eje OY de dngulo 90° y sentido creciente.
Solucién: P'(3, -1, - 7)

@ p(-1, 9, - 3) mediante la simetria central de centro el punto M(1, 0, - 3).
Solucién: P'(3, - 9, - 3)

@ p(3, 5, 2) mediante la homotecia de centro C(6, 2, - 1) y razén 2.
Solucién: P '(0, 8, 5)

@ p(0, 8, - 3) mediante la simetria axial de eje e cuya ecuacién vectorial es (x,y,z) =
(2,1,2)+A(1,0,0).

Solucién: P '(0, - 6, 7)

@ Problema 16

Calcular las ecuaciones de las siguientes transformaciones geométricas en el
espacio:

@ Simetria especular respecto del plano que pasa por el punto P(1, 0, 0) y cuyo vector
normalesn=(1,-1, 2).

1 1 () ] (0 1

x’ N 1 ,r’:: E.."':i 1 ,"J;i - Eﬁi £

y' =Ly L 2 2f y

. - of o o8l 1/ -
Solucién: = 13 3 =3 5] z

® Girode eje 0Z, angulo 45° y en sentido creciente.
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! B 0 2 VZi 0 T
v | 0 v VIh o0 Y
Solucion: :j ] ] ( 1 z

Traslacion que transforma el punto P(1, 3, 6) en el punto P '(1, 5, 4).

1 1 0 0 0 1
x’ 01 0 0 T
y' - 2.0 10 Y
Solucion: 2’ -2 0 0 1 z

@ Movimiento helicoidal resultante de la composicion de la traslacién y el giro (en
ese orden) anteriores.

1 1 0 0 0 1
! 0 ﬁ;’g - ﬁ;’g 0 o
y |7 2 Vi VR oo y
Solucién: \ #’ -2 0 0 1 2

@ Problema 17

@ Dados los planos de ecuaciones mty: X + y = 1y m>: x + y = 4, encontrar las ecuaciones
del movimiento M =5,,°S...

1 1 0 0 0 1
x' 31 0 0 €
v | 13010 iy
Solucion: \ =’ 000 1 2

@ Dados los planos de ecuaciones my: z=1y mmp: x + y — z = 2, encontrar las ecuaciones
del movimiento M =5,,°S,.. ¢ De qué movimiento se trata?

1 1 () ( ( 1

' Bly Ly =2 —2fy xr

y | 83 =% s =7 y
Solucion: \ =’ -2 Yy Yy =1 z /. Girode
eje m N 1,

@ Problema 18
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Calcular las ecuaciones de la transformacién geométrica en el espacio
resultante de efectuar primero un giro de ejeOYy angulo 90° en sentido
creciente y a continuacion una traslacion de vectorv= (0, 3,0). ¢Qué
transformacion resulta?

1 1 0 0 (0 1
x’ B 0 —=1 0 0 I
3 o1 0 iy
Solucion: 2’ 0 00 -1 </, Movimiento helicoidal

@ Problema 19

Calcular las ecuaciones de la simetria axial de eje la bisectriz del plano OY Z.
¢,Cual es el transformado del punto P(1,1, 1) mediante dicha simetria axial?

1 1 000 1
x! 0 =1 0 0 T
o 1710 o001 y

Solucién: \ 2’ 0 010 =/, P'(-1,1,1)

@ Problema 20

@ Obtener la matriz de una traslacién de vector paralelo a v = (1, 2) que transforma la
recta de ecuacionx—y+1=0enx-y+4=0.

1 0 0
T = 3 1 0
Solucién: 6 0 1

@ |dentificar, descomponiendo en producto de simetrias, el

movimiento M = T( ;o) © G(;3,1), -90") Y hallar sus ecuaciones.

Solucion: G((2,2), -90°)

1 0 0
G=1{10 0 1
4 -1 0

@ Sea Sla simetria especular de plano 3x + 4y = 0.

@ Calcular la ecuacién matricial de S.

1 0 (0 (0
g _ () Thy —24/s 0
Tl 0 =Hps —Ths 0
() () 1} 1

Solucién:
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@ Hallar la ecuacién del transformado del eje OY .

z=10
rl: Lo r
Solucion: { (x — 2y =0

(Examen de junio, curso 2009-2010)

@ Problema?21

@ Hallar la ecuacién de la homotecia H de razén k > 0 que transforma la
. . 2 2 . . 2 2
circunferencia x” + y” - 2y =0 en la circunferenciax” + y" - 2y -8 = 0.

1 0 0
H = 0 3 0

Solucion: -2 0 3

@ Obtener la ecuacién de la simetria axial S respecto de la cual son invariantes el
punto P(2, 1) ylarectax+y+3=0.

10 0
5= 1 01

Solucién: -11 0

Dar la matriz del giro en el espacio de eje OY y amplitud 7T/4 en sentido creciente.

Hallar también el punto Q del espacio cuyo transformado mediante dicho giro es el
punto Q'(1, 2,-1).

10 0 0
0 VZh 0 VI
o0 1 0

0 —vZhs V2 | (2, 2, 0)

(7 =

—
e

Solucién:

(Examen de diciembre, curso 2010-2011)

@ Problema 22

@ Para un estudio grafico plano hay que aplicar, en primer lugar, la simetria de
eje r: x-y + 2 =0y posteriormente el giro de centro el punto C(-2, 1) y

amplitud a = - 90°, obteniéndose un movimiento que denotaremos por M.

@ Calcular la matriz asociada a la transformacién M.
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L 0 0
M = -1 1 0

Solucion: 10 -1
@ ;Presenta M puntos dobles? Justificar la respuesta.
Solucion: No
@ Expresar M como M = S.°T,, descomponiendo para ello el giro dado en el
enunciado en producto de simetrias axiales.
Solucién: M = Sy=1 2 T5—(_11)

r+y—z=1
2r+y=28

Hallar la ecuacion matricial de la simetria axial de eje {

1 ( () ()
8 =% =% —1f
0 =25 15 24
Solucion: \ & —Ys s =%

(Examen de febrero, curso 2010-2011)
@ Problema 23

. . 2 2 . . .
@ Alacircunferencia x” + y° - 8x + 12 = 0 se le aplica un giro de centro el origen de

. o , ] . .
coordenadas y amplitud 60°, transformandose en C . Esta circunferencia,
. .7 " .7
mediante la traslacidn de vector v = (2, 2), se transforma en C . Hallar la ecuacion

dec".

Solucién: x* + y? - 8x— 4(1 +V 3)y + 28 + 83 =0

- . / .z 2 _ . . ..
Si a la parabola de ecuacidn y” = x se le aplican los mismos movimientos que a la
circunferencia anterior, ¢ cual serd la ecuacién de la parabola resultante?

Solucién: 3x% + y? - 2\3xy + (4V3 - 14)x + (2v3 - 4)y + 20 - 443

@ Problema 24

Consideramos el giro de amplitud /4 que transforma el punto (1,1 en
el (-3, 0):
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@ ;Cudl es su matriz?

1 0 0 1 0 0

—3—+2 VI VI —3 VI —vZ,
[] 0 VI —vIfy [\ —v2 vI VI
10 0
V2 v 2
1 0 0 3 = -
-2 0 -1 VI3
l.j
O\-1 1 0 O\ 5 7

@ ;Qué punto es su centro?
D(vz/z_l/z,-zvz I:’(—a—v |:|(_\,12,_ D("Z/z—l,l/z
-3/2) 2,0) 3/2) -V2)

@ [aimagen del punto (0, -V 2) es:

D(—vz—1,—2) D(o,—vz) |:|(—2,0) I:I(—Z,—\/Z—l)

@ Problema 25

Se necesita aplicar la simetria cuyo eje es paralelo a la rectay = - 3xy que
transforma el origen de coordenadas en un puntode larectax -y +2=0.

@ La ecuacién de su eje es:
[dax+y+10=0
D y = -3X

|:|3x+y+5=0

I:l No tenemos informacion suficiente sobre la simetria como para
calcular su eje.

@ La ecuacidn matricial de la simetria es:

D No es posible obtener la ecuacién matricial de esta simetria
porque la pendiente de la recta que determina su eje es -3.

41



10 (
—3 4 —3f

I:l —1 =3k 4

1 () () 1 1

-3 =35 4 r | = &

LI\ -1 4% 3 y y'
1 () () 1 1
-3 - '1_,-'{", — "{_,-"rr, £ = a o
I:l —1 =35 4f Y iy’

N

.y . . . 2 .
@ |5 ecuacion de la imagen de la circunferencia x° + y + 2x + 4y + 1 = 0 mediante la

simetria es:

I:l No se pueden aplicar transformaciones geométricas a objetos que
no sean puntos.

I:lx2+y2+2x+4y+1=0

I:lx2+y2—2x—4y+1=0

I:lx2+y2=2

@ Problema 26

De las siguientes matrices, sefiala la que representa a Ila
transformacion Sy=,°Sy=oy+1:

100 100
10 410
[\ -2 01) [J\-2 01

1 0 0
2 0 —1
|:| 2 1 0 D Ninguna de las anteriores.

@ Problema 27
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Consideramos la homotecia que tiene como imagenes de (0, 3) y (3, - 3/2) a
los puntos (4, - 2) y (3, - 1/2), respectivamente.

@ El centro de la homotecia es:

I:l Para las homotecias, no se define ningiin punto como centro

[] (4, - 1) [] (12, - 3) L] (3,-3/a)

@ Elvector de la homotecia es:

I:l Para las homotecias, no se define ningln vector

e -5y oy a-1
@ Larazén de la homotecia es:

I EVAR I VA s [

@ La matriz de la homotecia es:

@ Problema 28
Marca la opcion correcta para que se verifiquen las siguientes igualdades:

?® Giy190) = Syx°S_
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I:lle I:’y=1

Dy=—x+2 I:’Ninguna de las anteriores

@ H_g = Hzo,-9°Hiz0,)
I:l(Z,O)yZ I:l(O,Z)y—Z

I:l (2,0)y -3 I:l Ninguna de las anteriores

@ Problema 29

En un estudio conjunto se consideran las siguientes transformaciones
geomeétricas en el espacio:

@ Simetria especular respecto del plano que contiene al punto (2, 1, 0) y es paralelo
ax-y+3=0.

Giro de eje OX, angulo 37T/4 y en sentido creciente.

@ Traslacion que transforma el punto (-1, 3, 4) en (1, 4, 3).

r+y—3=1

Simetria axial de eje { z+3=0

@ Simetria central de centro (-2, 6, 1).
@ Homotecia de razén 3 que transforma el punto (1, 0, - 2) enel (2, 5, - 1).

] (-1{' s OI-
Movimiento helicoidal T(0Z1,30°) |:

(0,0, —3

@ Semejanza Sy_,-1-0°H((-1,1,0),3)-

Se necesita indicar, para cada transformacion, si alguna de las matrices
dadas a continuacién es su matriz y en caso afirmativo escribir cual de
ellas.
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