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Resumen

Hay una tendencia a tratar de asociar o encontrar en todo aquello que es bello la

M \,» proporcion aurea o divina o a
construir objetos a partir de esta
razén porque se presuponen
ol seran apreciados como bellos por
\ el simple hecho de seguir dicha
"\ pauta. Esto, como no, también ha

" acontecido con la modelacién

matematica de la concha del Nautilus pompilius sobre la que suele afirmarse que su formay
crecimiento es aureo. Sin embargo, en este articulo se muestra y se analiza en detalle como
dicha concha lo que realmente sigue es un patrén ubicado en la denominada proporcién
cordobesa o humana. Con apoyo en un recurso interactivo desarrollado con la herramienta
Descartes se motiva el analisis y comportamiento y se procede a partir de la yocto-yotta
realidad observada a construir el modelo matematico.

On the form and the Cordovan growth Nautilus pompilius

Abstract
There is a tendency to try to associate or to find the golden ratio or the divine
il \.,» proportion in everything that is

\ . beautiful, or to try to create
objects according to this ratio or
proportion because it is assumed
\ that they will be appreciated as
‘\ beautiful objects due to the

simple fact that they follow that
pattern. This, of course, has also occurred with the mathematical modeling of the shell of
Nautilus pompilius, which is said to have a golden shape and growth. Nevertheless, in this
article it is shown and analysed in detail how this shell really follows a pattern that lies in the
so-called Cordovan ratio or human proportion. With the help of an interactive resource
developed with the Descartes tool, we motivate the analysis and behaviour and we proceed to
create the mathematical model from the previously observed yocto-yotta reality.
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1 Introducciéon

¢La Naturaleza es matematica o matematizamos la Naturaleza? Independientemente
de cual fuera la alternativa cierta --si alguna lo es, o si no lo fuera ninguna de ellas, o si lo son
ambas-- lo que si parece obvio es que basta observar nuestro entorno para reconocer
atractivas formas naturales y asimilarlas a modelos matematicos que reciprocamente se
mimetizan, estableciendo un hipertunel entre la concrecion y la abstraccion, entre el mundo
real y el virtual, que permite observar lo que en otras ocasiones hemos ubicado o definido con
la frase "Las Matematicas en la belleza vy la belleza de las Matematicas" (Galo Sanchez J. ,
2004).

El Nautilus pompilius (Fig. 1), cefalépodo del género Nautilus, es un ejemplo de esa

belleza matematica-natural. Una belleza que parcialmente se oculta en el interior de su concha
y que queda puesta de manifiesto efectuando una seccion (Fig. 2) o bien mediante una
radiografia (Fig. 3).

Fig. 2 Seccidn de la concha del Nautilus pompilius

Fig. 1 Nautilus pompilius (fuente wikipedia) (fuente imagexia)

p

Fig. 3 Radiografia de la concha del Nautilus Pompilius.(fuente: (Thompson, 1945) procedente de Green and
Gardiner, in Proc. Malacol. Soc. ii, 1897)

Un cefalépodo del orden de los nautilidos (Nautilida) que lleva haciendo matematicas
desde el periodo Devénico —hace mas de 400 millones de afios— hasta nuestra actualidad, y
qgue nos invita a matematizar. Y esto es el objeto y el fin de este estudio: ¢Qué forma tiene la
seccion de la concha y sus cdmaras? ¢ Por qué adopta ese patrén y cémo se generan?



http://proyectodescartes.org/descartescms/matematicas/item/1756-las-matematicas-en-la-belleza
https://es.wikipedia.org/wiki/Nautilus_pompilius
https://en.wikipedia.org/wiki/Nautilus
https://es.wikipedia.org/wiki/Nautilus_pompilius
http://www.imagexia.com/concha-de-nautilus/
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El estudio morfoldgico de los seres vivos es algo intrinseco a la Biologia, pero
pensamos que cuando se introduce una visién cientifica global, interdisciplinar, es cuando se
consigue un salto cualitativo esencial al aportarse no sélo la parte descriptiva —el qué— sino
también la explicativa o justificativa —el por qué—. En esa linea, y centrados en el contexto
aqui contemplado, podemos sefialar el trabajo de D’Arcy Wentworth Thompson “On Growth
and Form” (Thompson, 1945) y también, como referencia a la introduccién del ordenador
como medio para el analisis y la representacién, indiguemos el trabajo de Raup “Computer as
Aid in Describing Form in Gastropod Shells” (Raup, 1962).

En este articulo, nuestro centro de interés se ubica en la modelacién matematica del
Nautilus pompilius y para ello partiendo de la realidad de nuestro mundo fisico tratamos de
trasladar éste al mundo matematico virtual, es decir, entendemos que nuestro mundo o
“yocto-yotta realidad"’ es una proyeccién discreta del mundo matemético o “continuo
virtual”. De manera que considerando la belleza concreta tratamos de realizar una sublimacion
o cambio de estado que nos permita admirar la belleza abstracta y a través de ésta tratar de
comprender el por qué acontece la primera.

Hay una tendencia a tratar de asociar o encontrar en todo aquello que es bello la
proporcién alrea o divina

O]

_ 1+f ~1,618033.., (1)

0 a construir a partir de esta razén objetos que, por usar esta proporcion, se presupone o se
estima que seran apreciados como bellos. Y ello, como no, también ha acontecido con el

Nautilus pompilius (Peterson, 2005), si bien sin éxito (Fig. 4) porque como se dice
coloquialmente “la realidad es tozuda”. Aqui’ (Fig. 5) mostraremos que la proporcién por la
que se rige el Nautilus es la denominada proporcién cordobesa o humana®:

~ 1,306562 ... (2)

Y no sélo observaremos que el perfil de esta concha sigue el patrén de la espiral logaritmica
cordobesa, sino que todo su interior, el sifinculo y septos siguen el mismo patron de
crecimiento humano-cordobés. Asi pues, en este caso, vemos cdmo la empecinada esperanza
de encontrar el ideal de belleza divino se ve trastocada y lo que aparece es el ideal de belleza
humano en nuestra “yocto-yotta realidad”.

' En longitud, el orden de magnitud de aquello que es fisicamente apreciable o medible en nuestro
entorno se ubica actualmente en el rango determinado por el intervalo [1073%, 102°] metros, es decir,
desde la longitud de Planck al tamafio del universo observable. Pero en el Sistema Internacional el
rango de prefijos para multiplos y divisores se sitia en el intervalo [yocto,yotta], es decir,
[10724,1024], y de ahi surge nuestra denominacién de yocto-yotta realidad.

% En la seccidn segunda de este articulo, “La espiral logaritmica”, se detalla por qué estas espirales
logaritmicas son denominadas durea y cordobesa.

* El término proporcidn cordobesa o humana es debido a Rafael de la Hoz Arderius, quien introdujo ésta
* El término proporcidn cordobesa o humana es debido a Rafael de la Hoz Arderius, quien introdujo ésta
en su_articulo (Hoz Arderius, La proporcion cordobesa, 1973). Puede también consultarse en este
documento (Hoz Arderius, La proporcion cordobesa, 1996).



https://archive.org/details/ongrowthform00thom
https://archive.org/details/ongrowthform00thom
https://es.wikipedia.org/wiki/Yocto
https://www.sciencenews.org/article/sea-shell-spirals
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https://es.wikipedia.org/wiki/Rafael_de_La-Hoz_Arderius
http://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/Nautilus-JS/referencias/PROPORCIONCORDOBESA.pdf
http://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/Nautilus-JS/referencias/VIIJAEMproporcioncordobesa.pdf
http://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/Nautilus-JS/referencias/VIIJAEMproporcioncordobesa.pdf
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Varia el valor de b\ E Varia el valor de b para ajustar la concha Espiral logaritmica cordobesa

I © "o 1136 (©) (T ]

Fig. 4 Ajuste por una espiral logaritmica atrea o divina Fig. 5 Ajuste por una espiral logaritmica cordobesa o
humana

2. La espiral logaritmica

En nuestro trabajo “El grillo y |a espiral logaritmica” (Galo Sanchez, Cabezudo Bueno, &
Fernandez Trujillo, 2016) sintetizamos la construccidon dindmica de la denominada espiral
logaritmica —o también equiangular, geométrica o como mas poéticamente Bernouilli la

denomind: “spira mirabilis” o espiral maravillosa—, desglosamos las propiedades de esta
espiral maravillosa e iniciamos nuestro estudio de modelizacién matematica del Nautilus
pompilius. Incluimos aqui un resumen de todo ello, dado que utilizaremos estas propiedades y
datos en el desarrollo del modelo global.

La espiral logaritmica es una curva plana que en coordenadas polares se puede
representar mediante la ecuacion:

r=ab’cona€ R, b € RY, (3)
o bien estandarizandola tomando como base el nimero e:
r=aek? (4)
En las espirales logaritmicas podemos detallar:

a) El analisis de la curva de ecuacién (3) puede reducirse a los casos en que a € Rty
b>1.

a. Sia=0, la ecuacion (3) determina un Unico punto que es el origen de
coordenadas.

b. Si a <0 la espiral (3) es la curva simétrica, respecto al polo, de la espiral
correspondiente a la ecuacién r = |a| bP.

c. Sib =1, laecuacidén (3) queda reducida a r = a que es una circunferencia de
radio |a|.

d. Si0 < b <1, laespiral (3) equivale a la espiral simétrica, respecto al eje polar

6

6 = 0y por tanto con inversion de giro, de la espiral r = a c™“con ¢ > 1, pues

- 1
basta reescribir b = -

b) La ecuacion (3) puede reescribirse usando cualquier otra base ¢ sin mas que considerar
la expresion de b como una potencia
b=c4 (5)


http://proyectodescartes.org/descartescms/blog/difusion/item/1978-el-grillo-y-la-espiral-logaritmica
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y de ahi se obtiene
r=ac. (6)
Es en particular lo realizado en (4).

c) El coeficiente a en (3) es un factor de escala o también puede interpretarse como un

giro respecto a la espiral de ecuacién r = b?. Basta reescribir

a= b%, (7)
Es decir,

0o =logpa (8)
y (3) equivale a r = b?*%, es decir un giro de angulo —0,. Asi pues, todas las
espirales (3) que comparten la misma base b son coincidentes, son la misma espiral
sélo que girada. O también puede interpretarse que comparativamente la espiral
r = a b? tiene un angulo de retardo” 6, en su crecimiento respecto ala 7 = bg, es
decir, si representamos esta Ultima en el intervalo (—oo, 8], entonces r = a b? es
esta misma espiral sélo que representada en el intervalo (—oo, §—68,].

d) La espiral de ecuacidn (3) es geométrica en el sentido de que las distancias al polo de
todos los puntos de ella ubicados en una misma semirrecta 8 = a estan en progresion
geométrica de razén b2”. Ello es debido a que todos esos puntos se corresponden con
7, = a b*T2™ y por tanto

i = p2m (9)

n
Este valor b7 se dice que es el factor de crecimiento de la espiral (3).
e) La espiral de ecuacién (3) es equiangular’, es decir, en todo punto de ella el angulo que
forma el radio vector (segmento que une el polo con ese punto) y la tangente en él es

siempre constante. Ese angulo viene dado por:
Inb
A T
Para determinarlo, por ejemplo, basta considerar las ecuaciones cartesianas del radio
vector y del vector tangente
{x=ab9c056 {x’ ab?Inbcosd —ab?send
y=ab?send y'=ab®Inbsend + ab®cosb
y determinar cos 1y a través del producto escalar.

(10)

(11)

Si se considera la expresion (4) entonces ahi
k = cotg(y). (12)
f) Por el caracter equiangular, fijado un punto Mde la espiral de ecuacién (3) (ver Fig. 6),
ésta puede inscribirse en un rectangulo de médulo o proporcion
bz (13)
Para los detalles puede consultarse nuestro recurso “El grillo y la espiral logaritmica”

(Galo Sanchez, Cabezudo Bueno, & Fernandez Trujillo, 2016).

* Esté término es el usado por (Thompson, 1945) en la p. 799.

> Es bien conocido que la circunferencia es una curva equiangular, es decir, que en cualquier punto de la
misma, el angulo que forma el radio con la tangente es siempre constante e igual a un angulo recto.
René Descartes (1596-1650) fue quien se planted la determinaciéon de una curva que también fuera
equiangular, pero que el angulo fuera el que previamente se deseara, es decir, una generalizacién de lo
que acontece en la circunferencia. Jakob Bernoulli (1654-1705) la analizé y la denominé “Spira mirabilis”
o espiral maravillosa.
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Fig. 6 Rectangulo circunscrito a la espiral
Como consecuencia de esta propiedad denominaremos:

a. Espiral logaritmica durea a aquella que su rectangulo circunscrito asociado es
aureo, es decir, que el médulo o proporciéon de este rectangulo se corresponde

T
con el nimero aureo (1). Por tanto, dado que ha de ser bz = ®, o bien

2
b = & =, tenemos que:

i. Suecuacion es:
, 0
r=a(dr) =a(1,358456..)°. (14)

ii. Elfactor de crecimiento (9) es:
2 2

(dn) = ®* = 6,854104 ... (15)
iii. Elangulo caracteristico (10) de la espiral es:
Y = 72,97 (16)
iv. El angulo caracteristico del rectangulo aureo (£CAD en la Fig. 6)
aproximadamente:
31,72". (17)

b. Espiral logaritmica cordobesa a aquella que su rectangulo circunscrito
asociado es cordobés, es decir, que su proporcién es la proporcion dada por el

T
nimero cordobés ¢ (2). Para ello ha de ser bz =¢ o lo que es equivalente

2
b=g¢m.

i. Suecuacién es:

2 0

r=a(¢r) =a(1,185580...)°. (18)
ii. Elfactor de crecimiento (9) es:
2 21T
(¢7) =¢*=2914214 ... (19)

iii. Elangulo caracteristico (10) de la espiral es:
Y ~80,32°.  (20)
iv. El angulo caracteristico del rectangulo adureo (£CAD en la Fig. 6) es
aproximadamente:
37,43". (21)
g) La regién plana delimitada por la espiral de ecuacidén (3) puede aproximarse por
hexdgonos construidos en base a los rectangulos circunscritos asociados a ella.
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Fig. 7 Crecimiento gnomonico de paso g

En la figura Fig. 7 el hexdgono CKLMED es el gnomon del hexdgono CDFHIK, pues al
anadirlo a éste el hexagono EFHILM obtenido es semejante al CDFHJK con razén de

T
semejanza bz. Analogamente un nuevo gnomon es EMNPGF y ademds esos dos
gndémones son a su vez semejantes, con igual razon. Asi pues, de manera similar a (9),

T
el factor de crecimiento en cada paso de esta aproximacién discreta seria bz.

. . . . 21
De manera general puede aproximarse mediante gndmones obtenidos con paso —

2T

conn € Nyn = 3, y con factor de crecimiento en cada paso b= (ver Fig. 8).

. .. ; . 2w
Fig. 8 Crecimiento gnomonico de paso - con n € Nyn > 3. Caso en que n=16.
A la izquierda aproximacion gnomonica y a la derecha la misma aproximacion y la espiral aproximada en rojo

21

Y en el caso limite en el que n — o el factor de crecimiento seria lim,,_,.,, b» =1, es
decir que el factor de crecimiento instantdneo es la unidad. Esto puede considerarse
como una explicacidn al emblema empleado por Jakob Bernoulli en relacién a la
espiral logaritmica: “Eadem mutato resurgo” (Mutante y permanente, vuelvo a
resurgir siendo la misma).


https://es.wikipedia.org/wiki/Jakob_Bernoulli
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h) La longitud del arco de la espiral de ecuacién (3) comprendido entre el polo y el punto
correspondiente a r = a b¥ es

2
] = YA+in'b B (22)
Inb
o bien teniendo en cuenta (10) tenemos que
r
l= s (23)

Para su célculo basta aplicar que para la curva en polares r = f(8), la longitud de arco
entre dos puntos de argumento 6, y 6; respectivamente es

0 .
l= 901 JF(0)2 + f'(6)2d6 y considerar f(6) = ab®y 0, = —c0y 0, = B.

Consecuentemente la longitud del arco de espiral (3) comprendido entre los puntos P

y Q correspondientesa r = a bP yr = a bY respectivamente es:

lg = 2Lq (b7 —bF)  (24)

3. Modelizacion del Nautilus pompilius

3.1 Consideraciones generales

La superficie tridimensional de cualquier concha puede considerarse que estd generada
por la revolucién alrededor de un eje fijo de una curva cerrada, la generatriz, la cual
incrementa sus dimensiones pero manteniendo la semejanza. Si seleccionamos un punto de
esa generatriz, o bien un punto de la region que delimita, y unimos todos los puntos
homdlogos a él obtenemos otra curva que traza la direccién de crecimiento. Si esta traza esta
ubicada en un plano perpendicular al eje de giro entonces se dice que la concha es discoidal
—que es lo que acontece en el Nautilus— y si por el contrario tiene forma de una hélice cdnica
se dice que la concha es turbinada o helico-espiral. Como generatriz puede considerarse
cualquier seccion de la concha, sea paralela, normal o con cualquier inclinacién respecto al eje
de giro. Usualmente se considera la seccién transversal obtenida por el corte con un plano que
contenga al eje de giro y suele coincidir con la forma de la boca de la concha siempre que ésta
se ubique en un plano (ver Fig. 9), pero se detectan diferencias®.

De manera muy resumida, en la imagen de la seccidn de la concha del Nautilus pompilius
(Fig. 2), podemos observar diferentes detalles’ morfoldgicos que caracterizan la concha de
estos y otros animales.

a) La concha en si, cuya seccion a simple vista se observa que adopta una forma
espiral. En ella podemos contabilizar el nimero de ciclos o verticilos.

b) La protoconcha o cdmara inicial formada en la vida embrionaria y larvaria. Y la
teleoconcha o concha que se construye durante el crecimiento desde la forma
juvenil a la adulta.

® En una nota al pie en (Thompson, 1945) p. 813 se especifica: “En el Nautilus la «capucha» tiene
dimensiones algo diferentes en los dos sexos, y estas diferencias quedan impresas sobre la concha, es
decir, sobre su «curva generatriz». Esta ultima constituye una elipse algo mas ancha en el macho que en
la hembra. Sin embargo, esta diferencia no es detectable en los ejemplares jovenes; en otras palabras, la
forma de la curva generatriz se altera perceptiblemente al avanzar en edad.”

’ Consultar la ficha de la Dra. Villasefior (Villasefior, 2007) sobre los Ammonoideos que son cefalépodos
fosiles coetaneos del Nautilus hasta el Paledgeno.


https://es.wikipedia.org/wiki/H%C3%A9lice_(geometr%C3%ADa)
https://books.google.es/books?id=dG9JgajDlJsC&pg=PA275&lpg=PA275&dq=teleoconcha&source=bl&ots=Bauiryn1Ql&sig=cdBlDlk8pS09bU5R8CNKw_AuN-g&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwj1mLCboJPOAhWBThoKHVbsBTAQ6AEIITAB#v=onepage&q=teleoconcha&f=false
http://www.geologia.unam.mx/igl/deptos/paleo/villasenor/ammonoideos/
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c) La parte que presenta camaras llamada fragmocono.

d) Los septos o tabiques que conforman las cdmaras y que se intersecan con la
pared del fragmocono en la sutura.

e) Los restos del canal en el que se ubica el sifinculo® o tubo sifonal que une las
camaras del fragmocono.

f) La dltima camara, que no tiene sifén, que es la zona donde reside el
organismo, su habitacion.

Del andlisis realizado por Thompson (Thompson, 1945) para conchas discoidales’ se
pueden establecer dos parametros que son determinantes del crecimiento y de la forma:
a) Elangulo caracteristico de la espiral logaritmica.
b) El angulo de retardo o diferencia entre el crecimiento de la parte interior y exterior de
cada verticilo, dado que la concha se puede asimilar a un cono enrollado sobre si
mismo (Fig. 10) —la imagen se ha tomado del libro de (Ghyca, 1983)—.

Fig. 9 Vision frontal de la
concha del Nautilus
pompilius donde se observa

su boca (generatriz)

Fig. 10 La concha como deformacidn topolégica de un cono

Si se desea abordar el modelo espacial es necesario considerar como tercer parametro
Su curva generatriz.

3.2 Iniciando la modelizacion
En el apéndice | se aborda un reconocimiento visual de la seccion de la concha del
Nautilus pompilius. Efectuando un recuento de los verticilos, nos encontramos que las camaras

ocupan aproximadamente dos verticilos y medio (Fig. 11) y la cdmara habitacional comprende
. 3 . . 23 .
un sector de amplitud Tn (Fig. 12), lo que totaliza Tn , es decir, tres vueltas menos un octavo.

En el primer verticilo se contabilizan ocho camaras, dieciséis en el segundo y ocho en Ila
siguiente mitad.

8 . e . .ps s

Este enlace aporta una descripcidn funcional del sifunculo y de las cdmaras.
® Para conchas turbinadas o helico-espirales puede consultarse el libro de Thompson citado y las
variaciones que introduce Raup en “The geometry of coiling in gastropods” (Raup, 1961)



https://en.wikipedia.org/wiki/Siphuncle
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http://www.pnas.org/content/47/4/602
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Fig. 11 Recuento de verticilos y
camaras en el Nautilus

Fig. 12 Amplitud de la cdAmara
habitacional

Segun lo especificado en (9), para determinar si la espiral de la seccién de la concha es
logaritmica basta verificar que el crecimiento sea geométrico determinando la razén o factor
de crecimiento. Para ello, la modelizacion tradicional se basa esencialmente en la medicion,
pero en nuestro caso, este andlisis ha sido sustituido por la utilizacién de una escena
desarrollada con la herramienta Descartes titulada “Sobre el crecimiento cordobés del Nautilus
pompilius”®®, en la que podemos dibujar diferentes espirales logaritmicas, superponiéndolas
con la imagen, y entre ellas seleccionar aquella que mejor se ajusta’. En la escena citada se

puede seleccionar la base b de la potencia que caracteriza a la espiral logaritmica r = b? y

1% Consultar la direccién: http://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/Nautilus-JS/

" Hemos de sefalar que el procedimiento tradicional en base a mediciones puede decirse que es local
(basado en algunas mediciones puntuales), mientras que el uso de la escena es global al ser un ajuste
comparativo entre dos curvas, una la correspondiente a la seccion de la concha y otra la aportada por la
escena.

10
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determinar qué valor es el que conduce a ese mejor ajuste. Puede observarse (ver Fig. 5 o
interactuar con la escena) que esa mejor aproximacion se alcanza cuando b =~ 1,186 y este
valor se corresponde con la espiral logaritmica cordobesa (18), es decir, de base':

Kk = 1,18558 ... (25)
Surge nuestra primera asociacion entre el Nautilus y la proporcién cordobesa, pero
adelantemos que todo girard alrededor de ella —lo cual a priori es lo légico, pues es de esperar
un Unico patron de crecimiento, que es lo que confirmaremos a posteriori—.

Asi pues, en base a esta observacién, el factor de crecimiento que asignamos al
Nautilus pompilius es 2,914214 ... que es el factor correspondiente a la espiral logaritmica
cordobesa determinado en (19). Este factor ya indicamos que difiere bastante del
correspondiente a la espiral logaritmica aurea 6,854104 ... indicado en (15) (ver Fig. 4). Y
también hemos de indicar que tampoco coincide con el factor de crecimiento de 3,00 que fue
determinado por Moseley (Moseley, 1813) y referenciado en la pagina 770 de (Thompson,
1945). Moseley™ indica en su articulo en las pp. 355-356 el procedimiento seguido y detalla la
dificultad para determinar y establecer la curva sobre la que medir y consecuentemente los
segmentos radiales que sirven de base en esa medida (ver Apéndice Ill), y sobre ello incide
Thompson al sefialar:

«Observe also that Moseley gets a very good approximate result by his measurements

“upon a radius vector," although he has to be content with a very rough determination

of the pole.»™.

Un factor de crecimiento 3,00 se corresponde con la espiral logaritmica de base

1
b =32 = 1,191067 ... (26)
y en la Fig. 13 puede observarse la diferencia existente entre ésta y la seccién de la concha
objeto de estudio.

Varia el valor de b para ajustar la cO

bﬁ@@'fl.mﬁ@ 6 ‘

Fig. 13 Espiral logaritmica con factor de crecimiento 3,00 y su comparacion con la seccién de la concha del
Nautilus pompilius

" Dado que utilizaremos el valor 1,185580 ... reiteradamente asignamos el simbolo k a éste.

3 puede consultarse desde http://rstl.royalsocietypublishing.org/content/128/351.full.pdf+html o bien
localmente desde http://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales _didacticos/Nautilus-
JS/referencias/Phil.%20Trans.%20R.%20S0c.%20Lond.-1838-Moseley-rstl.1838.0018.pdf

1 «Obsérvese también que Moseley consigue un resultado aproximado muy bueno mediante sus
mediciones "sobre un radio vector," aunque tiene que contentarse con una determinacién muy
aproximada del polo.»
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Por tanto y en base a lo expuesto y observado nosotros marcamos, abogamos y
defendemos el caracter cordobés del Nautilus pompilius.

3.3 Aproximacion gnomonica de las camaras (primera fase)

Ajustada la forma global de la seccidn de la concha fijémonos en el rastro dejado por el
Nautilus en su crecimiento. Lo mas ostensible son las diferentes camaras que presenta,
delimitadas por los denominados septos, y la conexidn entre ellas correspondiente al paso del
sifunculo. Centrémonos y analicemos inicialmente dichas cdmaras que, como hemos indicado,
en el dltimo verticilo se contabilizan en un nimero de dieciséis. Por tanto, dentro del
crecimiento continuo de la concha y, consecuentemente, de la secciéon antes estudiada
podriamos decir que los septos surgen como consecuencia de un crecimiento discreto de paso

21 y
=% (27)

gue casualmente o mas bien por causalidad tiene una connotacién en la proporcién cordobesa
2w 5w

dado que el gnomon de un triangulo cordobés es un triangulo escaleno de dngulos g, V5
Puede consultarse el articulo “La Geometria de los poligonos cordobeses” (Redondo Buitrago
& Reyes Iglesias, 2009)" y también observar las imagenes en la Fig. 14 y Fig. 15 que hemos

tomado de ahi, retocando algunas etiquetas o denominaciones.

B/ 450
| S ; | 5z § : M E
/¢ * Fs  m=s>p »l

= - M
Btz ¢ -0 s ¢

Fig. 14 Proporcion cordobesa
en el octégono y triangulo
cordobés

Fig. 15 Triangulo cordobés (naranja) y su gnomon (amarillo).
El nimero cordobés ¢, el nimero de plata 6 y su relacién 8 = v2¢?

En la introduccion (ver Fig. 8) indicamos cémo se puede aproximar de manera discreta
la regién de plano delimitada por cualquier espiral logaritmica mediante hexagonos,
construidos en base a radios vectores y a las tangentes a la espiral, siguiendo un crecimiento

.. 21 . . . . s .
gnomonico de paso — conn = 3. En la Fig. 16 se refleja la aproximacion de las cdmaras con

. 2m . . - .
gnémones de paso o Se tiene un primer modelo que muestra el crecimiento del Nautilus.

Obviamente como modelo discreto es una primera aproximaciéon que esboza un patréon o
pauta. Ademas, se observa cdmo al abordar una aproximacién discreta de las camaras, la
espiral de la seccién de la concha se aproxima mal dado que se estd realizando una
aproximacién mediante una poligonal, mientras que el crecimiento de la concha es continuo.
Hemos pues de tratar de mejorar el modelo (Fig. 17) y asi mejorar la precisién de la

aproximacion.

> Accesible desde esta direccion: http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/antonia2010/cord.pdf
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<

P ? 2n A %
ot ol P 2n A
St gnomonico discreto de paso 16 X . Crecimiento gnoménico discreto de paso - .

Espiral logaritmica cordobesa Espiral logaritmica cordobesa

Fig. 16 Aproximacion de las cdmaras con hexagonos de Fig. 17 Modelo de crecimiento gnomonico discreto de
2

aso 2~ Comparativa aso
P 16" P : P 16"

3.4 Aproximacion del sifiinculo

En los septos puede observarse los restos de los orificios que permiten el paso del
sifunculo por las cdmaras. Estos, visualmente, siguen un patrén espiral y es de esperar que sea
una espiral logaritmica 1 = be, pero si utilizamos el recurso interactivo para su
aproximacién, de manera analoga a como hemos hecho con la seccién de la concha, podemos
comprobar que no hay ninguna espiral que se ajuste bien al sifinculo. Conceptualmente
parece mas ldgico intuir que cualquier punto ubicado en el interior de la concha habra surgido
como consecuencia de un crecimiento analogo al de la concha, si bien afectado por un factor
de escala, es decir, todo punto deberia pertenecer a una espiral logaritmica cordobesa de
ecuacion r = a k?. Ello se puede observar en la escena sin mas que cambiar el valor de a, y
comprobar que todos los puntos del interior de la concha formarian parte de espirales
cordobesas en las que 0,34 < a < 1. En particular podemos comprobar que los puntos del
sifunculo estan ubicados en una espiral de este tipo en la que aproximadamente a toma
valores en el intervalo: 0,65 <a <0,7. Y de esta observacién surge la cuestion: ¢A qué
valores tedricos se corresponden esos valores experimentales?

: ,/ . 7, Rk T - -
Fig. 18 Distincion de la capa interior y exterior en la seccién de concha.
A la izquierda fotografia (Thompson, 1945) p.843 y a la derecha modelacion matematica.
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Aungue, en nuestro mundo matematico, hemos aproximado la seccion de la concha
como una Unica curva, realmente el crecimiento del Nautilus se produce siguiendo ese cono
gue hemos reflejado en la Fig. 10 —pero en este caso curvandose lo suficiente para que haya
un solapamiento—, es decir, al crecer podemos ver cdmo lo que era el exterior de la concha
pasa a ser el interior y ello acontece superponiéndose una nueva capa sobre la anterior, una
capa diferente®. En la Fig. 18 se observa esa separacion en la fotografia de la izquierda y en la
imagen de la derecha se ha reflejado esa distincién utilizando dos espirales logaritmicas
cordobesas préximas y diferenciando con dos colores, azul y rojo, ambas capas.
Matematicamente podemos expresarlo como dos espirales de ecuaciones™’:

r= y r= kf2" (28)
o bien
r= y r= k2% =0,3431 ... k° (29)

lo cual puede interpretarse como que la velocidad o razédn de crecimiento entre la capa

interior y la exterior es de 0,3431... a 1, o bien que la capa exterior crece rEYCTI

2,914214... veces mas rapido que la interior (en definitiva el factor de crecimiento), o bien
segln lo indicado en (7) que la capa interior tiene un angulo de retardo de 2m.

Consecuentemente la seccion del Nautilus es una regién del plano de ecuacién:

K ?T<a<1

30
0<6<2mn (30)

r=ak {
donde remarcamos que k = 1,185580... es la base correspondiente a la espiral logaritmica
cordobesa y n el nimeros de ciclos o verticilos. Siendo precisos podemos sefialar que la region
anterior se corresponde con la teleoconcha, mientras que la protoconcha se ajustaria
tedricamente con los valores

—0<H<0 (31)

¢Cual de las espirales anteriores (30) se corresponde con el sifunculo? Si consideramos
la espiral intermedia entre la interior y la exterior —lo cual seria consistente con el hecho de
que el sifinculo fuera el eje del cono citado— entonces tendria que ser que

K™2T4+1 _ 0,3431..+1
— =

a= =0,6715.. (31)

que estd en el rango aproximado de valores determinado en la escena. Consecuentemente

segun (8) el sifunculo tiene un angulo de retardo 8, = log, 0,6715 ... = —2,3394 ... ~ —%ﬂ

frente a la concha exterior.

'® La necesaria distincién de estas capas, para poder abordar la medicién necesaria para deducir el
factor de crecimiento, era manifestada por Moseley (Moseley, 1813), ver Apéndice II.
17 , . . . . . .

Segun (8) la espiral correspondiente a la capa interior tiene un angulo de retardo de —21, respecto a
la exterior.
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3.5 Aproximacion gnomodnica de las camaras (segunda fase)

Ajustado el sifunculo, éste divide el interior de la seccion del Nautilus y cada una de las
camaras en dos regiones que pueden aproximarse gnomdnicamente con el paso discreto
indicado de i—z, lo cual puede observarse en Fig. 19 y Fig. 20. La aproximacidén mejora, si bien
en la espiral exterior y el sifunculo, en los espacios entre cdmaras, sigue denotdndose esa
aproximacién angulosa de las tangentes como consecuencia de la aproximacién discreta.

Crecimient 6nico discreto d Iz 4 ~ 2n
recimiento gnomonico discreto de paso - x Crecimiento gnoménico discreto de paso ¢

[<|»

Fig. 19 Aproximacion de las cdAmaras con hexagonos Fig. 20 Modelo de crecimiento gnomdnico discreto

2w . Y . 2w . Y
de paso T apoyandose en el sifunculo. Comparativa. de paso o apoyandose en el sifunculo.

3.6 Aproximacion gnomonica de las cAmaras (tercera fase)
Los pasos para abordar una mejora en la aproximacién se muestran obvios:

e Ampliar el nimero de espirales logaritmicas cordobesas intermedias (ver Fig. 21 y Fig.
22).

F S A ) S A
Crecimiento gnoménico discreto de paso % v 0 Crecimiento gnoménico discreto de paso 5—7; v ”

Fig. 21 Aproximacion de las cdAmaras con hexagonos Fig. 22 Modelo de crecimiento gnomdnico discreto
2m . o1e . 2n . ee .
de paso T apoyandose en familias de espirales de paso o apoyandose en familias de espirales
cordobesas. Comparativa. cordobesas.

e Considerar un paso menor entre septos abordando una divisién de las camaras y por
tanto acercandose el modelo al crecimiento continuo (ver Fig. 23 y Fig. 24).
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<>

imi Erico di n_ A e o 2z
Crecimiento gnomonico discreto de paso <7 & Crecimiento gnoménico discreto de paso — 7=

Fig. 23 Aproximacion de las cdmaras con hexagonos de  Fig. 24 Modelo de crecimiento gnomaénico discreto de
2w . . 2 . . .
paso —~ apoyandose en 15 espirales cordobesas. paso —— apoyandose en varias espirales
Comparativa. cordobesas.

3.7 Hacia el modelo continuo

La proporcidon cordobesa se ha manifestado como patrén Unico en la morfologia y
crecimiento del Nautilus pompilius. Pero siguiendo la misma pauta, posiblemente no nos
equivocaremos si formulamos la conjetura de que los septos deberian seguir también un
patron cordobés. Para iniciar su verificacion podemos utilizar nuestro recurso interactivo y
abordar una comparacién de dichos septos, al igual que hicimos con la seccién de la concha,
con espirales logaritmicas y en particular con la espiral logaritmica cordobesa. Como fruto de
esa comparativa, en la que se puede desplazar el polo y la base de la potencia que define a la
espiral para ir cotejando, se observa que cuando la espiral es cordobesa (en concreto cuando
aproximadamente® r = 0,5 k) los septos encajan, segln puede verse representado en la
espiral gris de la Fig. 25. En concreto se observa que todos los septos son arcos de esa espiral.

Fig. 25 Ajuste de los septos con arcos de espirales logaritmicas y en particular con la cordobesa (color gris)

18 . . ;. .
Posteriormente determinaremos el valor tedrico del factor de escala de esta espiral cordobesa. Ver
(49).
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Fig. 26 Espiral que aproxima los septos (amarilla) y la Fig. 27 Detalle de la espirales sobre las que se
que describe el polo (magenta) aproximan los septos

Es mas, en el proceso de cotejar con la espiral logaritmica cordobesa (ver espiral
amarilla en la Fig. 26) se puede observar como una vez encajado un septo, para encajar el
siguiente es necesario trasladar el polo de esa espiral y que la curva que describe ese polo se
asemeja a una espiral (la magenta en la Fig. 26) —analizando las coordenadas se comprueba
que es también una espiral logaritmica cordobesa—. Adicionalmente al pasar de un septo a
otro, el arco de la espiral con el que coteja es uno que se obtiene como consecuencia de un
desplazamiento en esa espiral, es decir, si al pasar de un septo a otro equivale a incrementar el
angulo en la espiral azul de la Fig. 26 en i—z, el arco del segundo septo es una traslacion en la
espiral amarilla del septo anterior en ese mismo angulo seglin veremos mas adelante. Ver el
detalle de las espirales citadas en la Fig. 27 e interactuando en el recurso.

En la Fig. 28 puede observarse la modelizacidn de los septos donde se ha distinguido
cada uno de los arcos en los que queda dividido por el sifunculo con colores diferentes (rojo y
verde). En la Fig. 29 podemos ver una comparativa entre el modelo matematico y la seccion de
la concha, en él puede observarse y sefalarse que en los ultimos septos hay cierta
discrepancia, situacion que concuerda con referencias bioldgicas en las que indican diferentes
estadios de crecimiento y marcan un estadio adulto caracterizado por cambios morfolégicos
que afectan a los Ultimos septos™. En nuestro caso (Fig. 29) se muestra un aumento en el
espacio real entre septos frente al tedrico esperado. No olvidemos, lo ya indicado, que un
modelo matematico no es mas que una proyeccién idealizada y de pautas fijas. No obstante
aqui es facil, si se desea, introducir en el modelo matematico la simulacion de ese cambio en el
crecimiento adulto, pues basta hacer una traslacion®® del polo y septo en un &ngulo

. T / . s .
aproximadamente de e Es mas puede considerarse un modelo matematico mixto
contemplando un tipo de crecimiento hasta la fase juvenil e incluir esa traslaciéon en el
comportamiento adulto, pero en lo que sigue optamos por un modelo matematico puro, sin

incluir los cambios sefialados en dicho estadio.

¥ En (VillaseRior, 2007) pueden consultarse los estadios de crecimiento de los Ammonoideos y en
particular el estadio adulto.

 En las Fig. 21 y Fig. 23 hemos reflejado esa traslacion y ahi puede observarse cémo las camaras del
estadio adulto se ajustan muy bien y las del estadio juvenil son las que ahi presentan ese desfase.
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Fig. 28 Aproximacion de los septos. Modelo Fig. 29 Comparacion del modelo matematico con la
matematico. seccion de la concha.

La pauta observada hasta ahora se prolonga y todo encaja en un patrén Unico
cimentado en la proporcion cordobesa. Y esto nos permite establecer un modelo matematico
global que reproduce globalmente la morfologia y el crecimiento continuo del Nautilus
pompilius (Fig. 30). Modelo que puede observarse en una animacién del recurso interactivo y
gue procederemos a describir y a analizar.

0 matemadtico del Nautilus pompilius

Fig. 30 Modelo matematico del Nautilus pompilius

3.8 El modelo matematico
El modelo matemdtico tiene como patrdn basico el crecimiento cordobés del Nautilus

pompilius. Por tanto, todo punto del interior y concha (Fig. 30) pertenece a la regidn plana de

ecuacidon (30), en definitiva a una espiral de ecuacién r = ak? que denominaremos
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“longitudinal” y a su vez pertenece a un arco de una espiral logaritmica cordobesa®!

IM

“transversal” (como parte de un septo o de un arco semejante) de ecuacion paramétrica:

{x =Pt dileos®) o 1o 32)

y=PB+d k%sen(6)

donde d = 0,5 en base a lo observado en el recurso interactivo y lo reflejado en la Fig. 25, y
tendremos que determinar para cada septo tanto el valor del polo (P, P,) comoeldeay f.

Asi pues, segun lo analizado previamente, en el instante de crecimiento dado por un
angulo A:

e Los puntos de la concha exterior son los que verifican

r=k% 0<6<2i (33)
e Los puntos de la concha interior pertenecen a
r=k%"2" 0<f<A (34)
e Los puntos del sifunculo
31
r=x’"7% 0<6<2 (35)

Y las cdmaras siguen un crecimiento gnomanico.

3.8.1 Analisis de las camaras
Los puntos A,A’, A" reflejados en la Fig. 31 expresados seglin sus coordenadas en
polares de acuerdo con (27) y (33) serian:

21

(s, 6,),4' (k%45 0, +25), 47 (25,0, +22%)  (36)

y andlogamente B, B, B" por (34) son:

21

B(KBZ—ZTI’ 6,), B’ (K92‘2"+16, 0, + i—Z) ,B" (Kez—zm.zi—’;' 6, + 2 i—:) (37)

Fig. 32 Desfase angular entre el punto inicial y el final
de un septo

Fig. 31 Detalle de las camaras

21 . . . .. .
Todos esos arcos no son mds que traslaciones de arcos de la espiral logaritmica cordobesa de
ecuacionr = d k?.
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donde 6, y 8, puede observarse en la Fig. 32 que son diferentes, hay un desfase angular entre
el punto inicial de un septo y el punto final del mismo.

Por el crecimiento gnomodnico la cdmara A’A”’B”B’ es semejante a la AA’'B’B,
consecuentemente:

d(AI’AII) _ d(AII’BII) _ d(B”,B’) _ d(A’,B’)
dea’,4) ~ d(A'B") ~ dB'.B)  d(AB)

(38)

donde d(-, -) representa la longitud del arco de espiral correspondiente.

Aplicando (24)

4/ 2 21
d(A’,A”) — lAIAII — 1]‘:: K ( 91+216 _ K61+E) (39)
2 21T
(A, A") = Lyg =2 (%736 — k) (40)
Y por tanto
AAA) _ yTe (41)
d(A,A")
Andlogamente de (37) y (24)
d(B’,B”) — Ki_z (42)
d(B,B")

Por lo que por (38)

d(AII,BII) _ d(AI’BI) _ 2m
aa By a@am (43)

Dado que B y A son puntos de un septo, segln (32), el arco BA puede representarse mediante
la ecuacion

= Cy +d k%cos(6
{x x +diccos(9) 0 € [63,65 +A0;]  (44)

y = C, + d k%sen(8)

donde A6 representa un incremento del dngulo 83 y (Cy, C,) es el polo de la espiral a la que
pertenece ese arco. En la figura Fig. 33 es el arco de color verde que pertenece a la espiral
pintada con igual color, pero con menor grosor.

Analogamente para B’ y A’ tendriamos

=C'y +dxcos(8
{x xhdricosO) o g 6 108, (45)

y=Cy+d k9sen(6)
que en la figura Fig. 33 seria el arco de color rojo correspondiente a la espiral de igual color.
Por lo que por (24):

d(a',B") _ kP4 x9a—1
d(AB) ~ k93 kbO3_1

(46)
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Y por (43) ha de ser

k04 KA04_q 2n

= K16 (47)

k93 K031
2
y portanto 8, — 65 = =V AG; = AB,.

Es decir, dos septos consecutivos se corresponden con dos arcos de igual amplitud A de la

espiral de ecuacidn (32), pero que se diferencian en un adngulo de i—: . Asi pues, si en (44)

2T 2T
0 € [a, B], entonces en (45) 6 € [a + E’ﬂ + =

3.8.2 Los septos

Utilizando el recurso interactivo, se observa que los polos C(Cy,Cy) y C'(C'y,C"}) y
todos los andlogos correspondientes al resto de septos son puntos pertenecientes a una
espiral cordobesa, la dibujada de color magenta en la Fig. 33, y que aproximadamente es la de
ecuacion:

r=20,5x? (48)

Esta, quizds, realmente podria corresponderse con la espiral intermedia entre la de la concha

interior (34) y la del sifunculo (35), es decir, 7 = e k? con

k2741 _op om
e=—2 2“‘ =3 = 0507359 ... (49)

que es el valor tedrico que le asignaremos en nuestro modelo.

10

0,507359 ... = K~ 1268782 T o 375 T (50)

Fig. 33 Ubicacion del polo en la espiral de cada septo y arco de cada uno de ellos
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Y de acuerdo a lo denotado en (36) y (37) las coordenadas polares de esos dos polos serian

C(e k%, 05) (51)

2T
C'(e k%%1s, 05 + 21—: (52)

. . 21 ;. .
Es decir, hay un desplazamiento de 1¢ due se corresponde légicamente con el crecimiento

angular gnomodnico entre septos. Para justificar esto ultimo basta aplicar lo realizado
anteriormente con las camaras, por ejemplo, a los triangulos 0AC y 0A'C’.*

Con la escena interactiva hemos determinado que si denotamos por n la posicién del
n-ésimo septo contabilizado en el sentido de crecimiento del Nautilus, entonces los angulos
antes citados se corresponden con los siguientes valores

0, = ni—z (53)
0, =(n—1)—— (54)
93=(n—6)i—’;+i—’: (55)
Apy == (56)
95=(n+1)i—’;—% (57)

Base tedrica del fragmocono
El fragmocono se configura como adiccién a la protoconcha. En la Fig. 34 se puede
observar una fotografia de la protoconcha y el inicio del fragmocono en un ammonites y en la

Fig. 35 hemos superpuesto lo que podria considerarse como la base inicial tedrica del
fragmocono (tridngulo naranja) y de su gnomon (triangulo amarillo) en el que se ubica el
primer septo.

A
; b
o~ .
=3 Micras
Fig. 34 Protococha e inicio del fragmocono en un Fig. 35 Base inicial tedrica del fragmocono (tridngulo
ammonites (Villasefor, 2007) naranja) y gnomon del mismo (triangulo amarillo)

22 . . .. . . /
Todo esto puede considerarse que son excesivas coincidencias, pero muy al contrario no es mas que

consecuencia de las propiedades de esta espiral maravillosa, resumidas por Bernoulli en su “Eadem

mutato resurgo”. Ver en el Apendice Il la propiedad basica que conduce a lo aqui obtenido e indicado.
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Fig. 36 Simulacion del crecimiento discreto del Nautilus a partir del triangulo cordobés como base tedrica del

. . 2m 2
fragmocono. A la izquierda paso Y2 la derecha con paso Teo’

Fig. 37 Base tedrica de crecimiento del fragmocono

La amplitud angular de los septos (56) es significativa porque nos aporta informacion
acerca de cual seria esa base inicial tedrica del fragmacono, pues en relacién a ella se
establece el modelo de crecimiento de la concha y de los septos (ver Fig. 36). En el Nautilus
dicha base se corresponde con un tridngulo semejante al tridngulo cordobés BDA dibujado en
la Fig. 37, el cual se obtiene a partir del tridngulo cordobés BDE y de su gnomon BEA. En esa
imagen se observa que el angulo

ABE=2=22 (58)
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es el angulo de crecimiento gnomodnico discreto interseptos el cual fue determinado desde el
principio del analisis. Y el angulo

BEA = =— (59)

que coincide con el ACB, es la amplitud del arco de espiral cordobesa que determina cada
septo. El tridangulo cordobés y su gnomon se configuran como la base del crecimiento del
Nautilus pompilius, es el germen a partir del cual el Nautilus muestra la razén primigenia de su
forma y de su crecimiento.

4 Conclusiones

A través del detallado y progresivo andlisis realizado en este articulo hemos ido
construyendo la base tedrica o modelo matematico que soporta a la bella morfologia del
Nautilus Pompilius y hemos tratado del encontrar el modelo de crecimiento que conduce a
poder explicar y a comprender por qué adquiere esa forma. Desde su inicio la espiral
logaritmica cordobesa tomd presencia y a medida que la mirada se deslizaba hacia algun
nuevo detalle esta espiral ha vuelto a imponer su presencia marcandonos y alumbrandonos el
camino del descubrimiento y de la adquisicion del conocimiento. La belleza del Nautilus
pompilius se sustenta en la proporcién cordobesa o humana y todo punto de su concha o del
interior ha quedado determinado por la interseccién de dos espirales cordobesas. El germen o
base inicial matematica que explica el por qué acontece todo lo observado se ha ubicado en el
crecimiento gnomonico de un tridngulo cordobés, las propiedades de éste se trasladan al
desarrollo y comportamiento global detectado y modelado.
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Apéndice I
Un reconocimiento visual de la seccion de la concha del Nautilus pompilius nos permite
ubicar los elementos que la componen y caracterizan.

1. El perfil sigue la pauta de una espiral, es decir, una linea curva que es descrita por
un punto que se va alejando progresivamente de otro punto fijo (el polo) a
medida que va girando alrededor de él.

2. Enelinterior de la concha se observan tres zonas diferenciadas:

a) El nucleo inicial correspondiente al estado embrionario o protoconcha (Fig.
38).

b) Una segunda zona que esta dividida en cdmaras por los septos (tabiques
de separacion), los cuales en su parte central presentan restos del

sifunculo.
c) Lacamara habitacional del animal que se situa en la parte final (Fig. 39).

Q"

. B N

w

Fig. 38 Protoconcha Fig. 39 Camara habitacional

Fig. 40 Camaras entre septos
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3. Las camaras interseptos, ver Fig. 40, comprenden dos vueltas (verticilos) y media y
podemos contabilizar:
a) Ocho camaras en el primer verticilo.
b) En el segundo dieciséis.
c) Otras ocho camaras en la media vuelta final.

. . . . , 3
4. Lacamara habitacional que abarca aproximadamente un angulo de -

En la literatura bioldgica estan documentadas diferentes fases de crecimiento
postembrionario distinguiendo un estadio neanico, uno juvenil y otro adulto lo cual puede
asociarse en este caso respectivamente a las primeras ocho camaras —que tienen una

. T . . g . . Y )
amplitud angular de paso 22 las dieciséis siguientes —con paso s va las ocho ultimas

. T I ) . ,
—en las que el paso es algo superior a s El analisis matematico realizado en este articulo

permite reproducir sin dificultad este comportamiento diferenciado, sin embargo nuestro
objetivo principal es la obtencién del modelo matematico a partir de lo observado en la yocto-
yotta realidad, pero sin necesidad de proyectarlo de nuevo en ésta. Asi pues, el paso entre

. . T .
septos lo consideraremos constante e igual a 5+ que como se detalla en este documento tiene

un fundamento tedrico en todo el modelo.
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Apéndice II
Procedimiento seguido por Mosley para determinar el factor de crecimiento del Nautilus

pompilius.

“These conclusions were directly verified by the following observations. A shell of the
Nautilus pompilius was cut through the middle in a direction perpendicular to its axis, and a
tracing was taken of the section of its spiral surface; this tracing is copied in Fig. 41Fig. 41.

e e ;.
T " o Bogwiew, bk

Fig. 41 Determinacion empirica del factor de crecimiento

It was made from the dark line which shows, on the section of the internal whorls of the
shell, the line of that pearly surface which the animal deposits as a covering to its completed
portion, as it advances in the construction of it. It is important to make this observation,
because as it extends one whorl of its shell over another, the animal deposits continually upon
the pearly surface of this last a new coating of shell, and thickens it; and it is in the centre of
this thickened section that is to be found that section of the pearly surface, of which the edge of
the external whorl is a continuation, and from which this tracing was taken.

It will be found that the distance of any two of its whorls measured upon the same
radius vector. Thus

a b is one-third of b c,
d e is one-third of e f,
g his one-third of h i,
| k is one-third of I m.

The curve is therefore a logaritmic spiral.”
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Apéndice III
En la pagina 777 de (Thompson, 1945) se enuncia una propiedad de las espirales
logaritmicas de gran interés:

Si sobre cualquier radio polar OP de una espiral logaritmica se dibuja un triangulo
OPQ, el lugar geométrico de los puntos Q correspondientes a tridngulos semejantes a él
construidos sobre radios polares es una espiral semejante a la inicial. En la Fig. 42, Q,Q',Q"
estdn en una espiral semejante a la dibujada.

P

Fig. 42 Semejanza en la espiral logaritmica

La demostracion es sencilla ya que al ser los triangulos semejantes entonces:

0Q _ 001 _ 001 _
op ~ opr~ opn

(60)

De donde 0Q = k OP, y dado que OP es el radio vector de una espiral logaritmicar = a b,
entonces OP = a b? y por tanto 0Q = k a b?, es decir los puntos Q pertenecen a una espiral
logaritmica de ecuacién r = k a b? semejante a la anterior y con igual razén de semejanza que
la existente entre los tridngulos.

Esta propiedad se puede generalizar a cualquier otra figura o curva construida sobre
un radio vector y asi se muestra evidente cdmo se reproducen las mismas formas al crecer la
espiral.

30



