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Prologo

Prélogo.

Hoy en dia nos encontramos en una sociedad en transformacién, con nuevas posibilidades
para el acceso al conocimiento y con herramientas que potencian la relaciéon entre los
conceptos al momento de aprender. La adaptacion de los procesos de
ensefanza/aprendizaje a esta sociedad, a sus procesos, a sus nuevas costumbres y
requerimientos es un gran desafio que como docentes pretendemos abordar.

La idea de este libro nace a partir de los escritos de la Mg. Ing. Sonia Pastorelli. Y, como en
el marco de la cultura del aprendizaje nos encontramos ante la necesidad de brindarle a los
jovenes un nuevo escenario que aproveche las TIC, es asi como surge el disefio y
programacion de un simulador de sistemas dinamicos bidimensionales, DaVinci, como tesis
final de la carrera de grado en Ingenieria en Sistemas de Informacién de la Ing. Valeria
Bertossi, que fuera dirigida por la Mg. Ing. Pastorelli. El simulador resulté muy util a la hora
de ensefar y nos motivd, como docentes, a explotar el potencial de las tecnologias
emergentes al servicio de diversos propdsitos educativos. Por ello nos propusimos un largo
camino cuyo producto resultara este libro digital de ecuaciones diferenciales, con la
direccion de la Ing. Eva Casco y el apoyo de la UTN, en el que las autoras volcamos todo
nuestro conocimiento y experticia.

Este objeto de aprendizaje interactivo combina la multimedia con objetivos didacticos
propios y actividades interactivas de aprendizaje para su consecucion, pues poseen un gran
potencial comunicativo, informacional, colaborativo, interactivo, creativo e innovador.

A través de él esperamos que nuestros alumnos puedan conocer y apropiarse de la realidad
desde sus contemporaneos recursos tecnologicos.
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SECCION |

ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA
DE PRIMER ORDEN

"¢ Como puede ser que la Matemaética,
siendo al fin y al cabo,

un producto del pensamiento humano
independiente de la experiencia,

esté tan admirablemente adaptada

a los objetos de la realidad?"

Albert Einstein



SECCION I: Ecuacion Diferencial Ordinaria de Primer Orden

1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) de Primer Orden

En muchos problemas ingenieriles las relaciones entre variables se establecen en funcién de
razones de cambio. Algunos ejemplos son:

d

=
d*y
axz - 9
’u ou
aztay =0

En esta seccidn se formalizara el concepto y se veran técnicas para resolver algunas de las
ecuaciones diferenciales mas usadas en ingenieria.

1. 1. Ecuacion diferencial (ED).

Una ecuaciéon diferencial es aquélla en la que interviene al menos una derivada o
diferencial de una funcion incégnita. Por ejemplo:

x'(t) = 2 x(¢t) y'(x) —2y'(x) = x % + %y = sen(x) xdx+y*dy=0
a1 Pu, o _ Fu L o _
dx + xy = sen(y) ax? t ay 0 dydx2 +xy y2 0

Las ED pueden clasificarse segun distintos puntos de vista:

ordinaria

a) Segun la cantidad de variables independientes { .
parcial

La ecuacion diferencial ordinaria (EDO) es una ecuacion que contiene funciones de una
sola variable independiente y una o mas de sus derivadas con respecto a dicha variable.

Ejemplos:
y'(x)—2y'(x) =x
xdx+y*dy=0
x'1@®) —x,®) =x, )+t +1
La ecuacion diferencial parcial (EDP) es una ecuacién que contiene funciones de dos o mas
variables independientes y algunas de sus derivadas con respecto a esas variables.

Ejemplo:

%u odu

ozt ay ="

b) Segun el orden: El orden de una ED es el mayor orden de derivacién que aparece en la
ecuacion.
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3u %u
— =0 es de
2y0x2 + xy 2y 0 es

Por ejemplo, x'(t) = 2 x(t) es de primer orden; mientras que
orden 3.

c) Por el tipo de operacion (lineal o no) a la que esta afectada la funcion incognita

{lineal
no lineal
. ?u u __ dy 1 . .
Por ejemplo, ozt = 0 vy Lty = sen(x) son lineales, mientras que

dy 1. _
Lty = sen(y) no lo es.

Estas clasificaciones suelen determinar el método de soluciéon, de alli que es importante
reconocerlas. En este libro sélo se trataran las EDO.

Solucion y tipos de soluciones.

Una solucion de una ecuacion diferencial es toda relacion entre las variables que no
contenga derivadas ni diferenciales y que, al remplazarla en la ED, la verifique en un
intervalo de las variables, es decir, la transforme en una identidad.

No todas las ED tienen soluciéon. El tratamiento de la existencia y unicidad de la misma
reviste cierta complejidad, por lo que no se abordara dicho problema en este libro. Como
cualquier ecuacion, las ED pueden o no tener solucién, pero si la tienen, no sera unica.

Por ejemplo, la EDO lineal de segundo orden y’+ y"" = 0 admite la solucion y = e™* vya
que la verifica. Notar que (—e™) + E’:j =0.

7 1"

y y
El lector puede probar que y = 4 — e~ también es solucion.

Hay tres tipos de soluciones para las ED:

Solucion general: es de tipo genérico, contiene constantes arbitrarias (tantas como el orden
de la ED). Asi, y=A4 + Be™ es la solucién general de la ecuacién de segundo orden
y +y'’'=0.

Solucion particular: es cualquier solucién que puede obtenerse asignando valores
particulares a las constantes arbitrarias. En consecuencia,y =4 —e* e y= e ™* son dos

soluciones particulares de y’ + y’' = 0. En general, estas soluciones se obtienen con datos
adicionales sobre la funcidon buscada, denominados condiciones de frontera o iniciales, tales

como y(x,) =y, o y(0) =y,.

Solucion singular: solucién de la ED que no puede ser obtenida particularizando la solucién
general.

EJEMPLO 1:

La EDO y=2xy —y(y)? admite por solucién general la familia de parabolas
y?=2cx—c%
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RESOLUCION:
Notar que la solucion general tiene una constante dado que la ecuacion es de orden 1.

Para verificarla se deriva m. a m.:
2yy' =2c >y =cy’

Remplazando en la ED:

1323

y=2xy' -y (y)?* = 2xcy -yl

& ! N\ %
AN 7

Sustituyendo y? por 2¢ x — ¢* se verifica finalmente \
la  solucion  propuesta porque se obtuvo

7
2xc—c2=2xc—c* (identidad). 0 Jllil

7
7
N
N\
DN

Usando una condicién de frontera, por ejemplo, que i ' N \\\\ '

el punto (1;—1) verifica la solucién, se puede ,I/// \\\\\

determinar el valor de c: - N
(-1D)?2=2c(1)-c*=>c=1 ;;é{éf \§§§§§

Asi, y> = 2 x — 1 es una solucién particular (la curva /éf : \§\

soluciéon que contiene al punto (1;—1)). Pero el
lector puede verificar que esta ED también admite las soluciones y = x e y = —x, que son
dos rectas envolventes de la familia anterior, las que no pudieron ser obtenidas de la
solucion general y? = 2¢ x — ¢?, por lo que se las denomina soluciones singulares (las que
no se trataran en este libro).

iy

Al igual que para resolver una ecuacion, no existe método tnico para resolver una ED, pero
si existen algunos métodos prescriptivos para ciertas clases o familias de EDO. Es mas,
muchas ED que aparecen naturalmente en otras ciencias no han sido solucionadas (aun).

Algunas se resuelven por “inspeccién” (ensayo y error), lo que consiste en “intuir’ una
solucioén, y luego confirmar si dicha solucién imaginada verifica la ecuacion.

Ecuacion de Abel

El ensayo y error se puede utilizar para resolver la EDO denominada ecuacion de Abel:
y' = ky. Esta ecuacién, frecuente en muchas ramas de la ciencia, expresa que la razéon de

. d . . . .
cambio, d—i’, de una funcién y(x) es proporcional al valor de dicha funcién para todo x. No

es dificil imaginar una funcion cuya derivada sea proporcional a si misma: la funcién que
califica es la exponencial y = Ce*¥* ya que y'=kCe**=ky(x) (la derivada es
proporcional a la funcion).
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Si ademas se conoce el valor inicial €, de la funcién buscada (esto es y(0) = C,) puede
determinarse la Unica solucion del problema. Asi, y(0)=C, = Ce*°=_C. Luego,
y = C,e**.

EJEMPLO 2:

Por experimentacion se sabe que la desintegracién radiactiva se comporta seguin el
siguiente principio: La tasa a la que una cantidad de un isétopo radiactivo se desintegra es
proporcional a la cantidad de isétopo presente. La constante de proporcionalidad depende
unicamente de la particula radiactiva considerada.

La vida media de un isétopo radiactivo es el tiempo que tarda una cantidad de material
radiactivo en desintegrarse a la mitad de su cantidad original. Se sabe que la vida media del
carbono 14 es 5730 afos. Dicho dato es importante porque puede ser utilizado para
determinar el tiempo transcurrido desde la muerte del material organico, dado que el
isotopo C-14 constituye una porcion constante del carbono total y una vez que la materia
muere, el C-14 presente se desintegra. Entonces, al medir la cantidad de C-14 que aun
permanece en la materia organica puede calcularse el “tiempo desde la muerte”. Utilizar los
datos dados para determinar la cantidad de afnos de la que data un fésil que tiene un 10 %
del C-14 original.

RESOLUCION:
La EDO que modela la cantidad de carbono a través del tiempo es % =ky(t).

Entonces, y(t) = C,e¥t. La constante k puede determinarse usando el dato que la vida
media es t,1 = 5730 afos.
2

Luego, y(t,,l) =0,5C, = C,ek573°,
2

Luego, €573°k = 0,5 = k = ";g‘;(f) ~ —0.000120968.

Notar que k es negativa dado que la cantidad de C-14 disminuye (la funcion solucién es una
exponencial decreciente; luego, su razén de cambio es negativa).

La funcion que modela la cantidad de carbono presente luego de t afnos es:

In(05),
y(t) = C,e 5730

Llamando t,, al tiempo de data del fosil, y utilizando la ecuacién anterior:

In(05),
Y(tm) = 0,1C, = C,e 5730 '™

In (0,5) In (0,5)

Asi, 0,10 = e 5730 ™ = [n0,10 = In (0,10)
5730

n(0,5)

t, = t, =5730

10

= t,, = 19000 anos.
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En adelante, se desarrollardn métodos que permiten resolver algunas de las EDO que
comunmente se utilizan en ingenieria.

Se separa el estudio en dos partes: las EDO de primer orden y las EDO de orden superior
(esto es, orden mayor o igual a 2).

1.2. Algunos métodos para determinar la solucién de una EDO de primer orden.

Las EDO de primer orden pueden escribirse genéricamente como F(x,y,y") = 0, mientras
que la solucién general es una familia de curvas cuya ecuaciéon tendrd la forma
f(x,y,C) = 0, siendo C una constante arbitraria.

Se trataran métodos para solucionar las EDO de primer orden:

(de variables separables
homogéneas

4 lineales de primer orden

| exactas

ktransf ormables en exactas

1.2.1. EDO de primer orden de variables separables.

La ecuacion F(x,y,y") = 0 se denomina de variables separables si se puede reescribir de la
forma: g(y)dy = f(x)dx. O en su forma equivalente: g(y)y' = f(x).

Para resolver la ecuacion se integra miembro a miembro: [ g(y)dy = [ f(x)dx. Si ambas
integrales pueden ser resueltas, el problema estara solucionado. Notar que al resolver cada
integral apareceran en ambos miembros una constante de integracion, las que se reuniran
en una.

EJEMPLO 3:

In(x)
xy+xy3’

Resolver y' = x>0,y #0.

RESOLUCION:
,  In(x) dy  In(x) 3 _In(%)
Y =iy ra dx x(yd) O YFTyIdy=— dx
In(x) 1 1
3 — . a2 PN S
f(y+y)dy—f iU S A i

1
=Eln2(x) +C

Luego, expresada en forma implicita, la solucion es:

y*+ 2y —In*(x)+C=0

11
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Si el lector piensa que el ultimo sumando debié ser 2C, note que el doble de una constante

arbitraria es otra constante arbitraria.

En el grafico de la derecha se aprecian algunas de
las soluciones particulares.

Note que dichas curvas no intersecan al eje y, ya
gue el dominio de la ecuacién exige que x > 0.

Si bien el dominio también requiere que y # 0, lo
que implica que tampoco hay interseccion de las
curvas con el eje x, a simple vista pareciera que si
las hubiera. Esto se debe al método de graficaciéon
del Geogebra (calcula en forma numérica algunos
puntos pertenecientes a la curva y luego los une
con pequenos segmentos de recta).

Es de destacar la importancia de tener presente el

dominio de la ecuacién original para interpretar correctamente la salida provista por los

softwares graficadores.

Por consiguiente, la salida grafica debe ser interpretada como la que se muestra a

continuacion:

0.5

1.2.2. EDO de primer orden homogénea.

La ecuacion F(x,y,y") =0 se denomina homogénea si se puede reescribir de la forma

y

y' = f (Z). Con lasustituciéon v =2 se la transforma en una EDO de variables separables.
X X

12
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v(x) = % =y =v(x)x
Notar que v depende de x. Derivando m. a m. respecto de x:
y' =vix+v

Reemplazando las ecuaciones anteriores en y’' = f (i)

v'x+v=[fw)

dv dv dx . . .
Operando wX= fw)-v = o De este modo, la ecuacion tiene las variables
separadas. Se resuelve como la desarrollada en el apartado 1.2.1. para finalmente
reemplazar v = f
EJEMPLO 4.
Resolver xyy’' = x? + y2.
RESOLUCION:
r_ .2 2 r_ X4y ¥y x  y_ 1,y
xXyy =x"+y° = y = xy —xy+xy—y+x— %+x
Luego:
1 y 1
r_ _— 7
y = y + - > +v
X

Se reescribié la ecuacion y' = f(v) = f (;) Entonces es homogénea; y para resolverla, se

la transforma en una EDO de variables separadas haciendo el cambio v = % =y=vX.

Entonces: 1
’ ’ 1 ! 1 dx i -

y =vx+v=-4+v = vx =->vdv=— 7 \/
v v X i \$‘

Integrando m. a m.: ")'

fvdv:f%:>O,5v2=ln|x|+C AR
Volviendo a la variable original: ] .
’5"\ ""‘i

(;> =2In|x|+C=y?*=2x*In|x| +Cx* =

= y = +/2 x2 In|x| + C x2

En el grafico se pueden apreciar algunas curvas
integrantes de la familia solucién.

13
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1.2.3. EDO Lineal de primer orden.

Es aquélla que puede escribirse de la forma y’+ P(x)y = Q(x) donde P(x)y Q(x) son
funciones continuas sobre un intervalo dado. Por ejemplo, y'+ i y=x%; x#0.

Para resolverla se empleara un recurso muy utilizado en la resolucion de ecuaciones
diferenciales que es el uso de un factor integrante. Pero para entender mejor la esencia del
procedimiento se resolverd, a modo de ejemplo constructivo, la ecuacién

y’+%y=x2;x>0.

La clave para resolverla serd multiplicar m. a m. por la funcién x (operacion vélida ya que
x #0).

y’+iy=xZ = (y’+%y)x=x2x=> xy'+ y=2x3

Si se observa con atencion, los dos sumandos del primer miembro se pueden expresar
como la derivada del producto “xy” yaque xy’'+y = (xy)’. Asi, la ecuacién se reescribe

(xy)' =3
Integrando m. a m. se tiene:

f (xy)'dx = J- x3dx
Usando propiedades de la integral indefinida:

4
[(xy)'dx =xy=fx3dx=xz+c

A,
xy =
Explicitando la solucion general:
_x N C
Y=4 Tx

Notar que la clave fue transformar el primer miembro en la derivada de un producto (al
multiplicar por el factor x), lo que permitié luego calcular su integral. A ese factor (x en
este caso) se lo denomina factor integrante.

Se probaréd ahora que y’+ P(x)y = Q(x) tiene como factor integrante una funcién I(x)
calculandolo.

y'+ P(x)y = Q(x) = multiplicando m. a m. por I(x) =
= 1(x)y" + Ix)P(x) y = I(x)Q(x)

Al igual que en el ejemplo anterior se supone que el primer miembro es la derivada de un
producto:

1)y +I1x)P(x) y =1(x)Q(x) (¥
Iy’

14
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Entonces debera cumplirse:
IX)y) =1(x)y'+ I'(x)y = I(x)y'+ I(x)P(x) y
Luego, I(x) debe ser tal que convierta en igualdad:
Iy’ + ')y = I(x)y'+ I(x)P(x) y

I'(x)d
Iy = 0Py = 12 = P(x) =55

= Inl(x) = [P(x)dx + C

dI(x)

= P(x)dx :fl(x)

= [P(x)dx =

Dado que P(x) es continua, se garantiza la existencia de I(x).
Luego:

I(x) — efP(x)dx+C

El valor € indica que hay infinitos factores integrantes, pero para resolver la EDO se

necesita solo uno. Por ello se adoptara el mas sencillo: € = 0. Luego, I(x) = el P@dx  Aqj
reemplazando en (*):

(ef P(x)dx y)' — efP(x)de(x)

Integrando m. a m.:

[(erPwe yyax = [ efreotqu) ax

efP(x)dx y = f efP(x)dxq(x) dx + C

Explicitando la soluciéon buscada:
y= fP(x)dx (f efP(x)de(x) dx + C)

Nuevamente, la existencia de y estad garantizada porque P(x) y Q(x) son funciones
continuas en un intervalo dado, y, por lo tanto, integrables en él.

Resumiendo:

Dada y'+ P(x)y = Q(x); P(x) y Q(x) funciones continuas sobre un intervalo =

—=y= m(f el PWdxQ(x) dx + C).
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EJEMPLO 5:
Resolver y’+i y = x2; siendo x > 0.
RESOLUCION:
La EDO y’+i y=2x%* es lineal ya que tiene la forma y'+ P(x) y = Q(x). En ella,
P(x) = i y Q(x) = x?, continuas en el intervalo dado: x > 0.

La solucidn sera:

1 1 1
y = efP(x)dx (f ef P(X)de(x) dx + C) = fld (J ef;dxxz dx + C)
e’x*

_ ! il g 4 €) = = |x|x?dx + C
y= S| e x“dx = 1xl x|x“dx

Usando e!™!*l = |x| vy el hecho que sélo se busca la solucién si x > 0:

el = |x| = x
= 1(f 3d +C)—1 x4+c
y=\yxre T x\ 4

B x3+C

Y=\a %

Si el lector se pregunta por qué se eligio6 como dominio x > 0, recordar que tanto P(x)

como Q(x) deben ser continuas.

Se deja como ejercicio probar que al mismo resultado se llega si x < 0.

o

1.2.4. EDO Exacta de primer orden.

Es aquélla que puede llevarse a la forma f,(x,y)dx+f,(x,y)dy =0 6
fx(x,¥) +fy,(x,y)y' =0, siendo f(x,y) una funcién con derivadas de segundo orden
continuas en una regiéon D de R2.

Recuerde que y es funcion de x. La solucién de la ecuaciéon puede sospecharse

f(x,y) = C, dado que si se aplica la regla de la cadena se obtendra la EDO dada, luego, la
verifica.

La pregunta obligada es cémo advertir que P(x,y) + Q(x,y)y' =0 puede llevarse a
f+(x,y) +f,(x,y)y' =0. Dicho de otra manera, ;existe la funcién f(x,y) tal que

f[xxy)=Px,y) v f,(x,y) =Q(x,y)?

Recordando el teorema de Clairaut, f,,(x,y) = fyx(x,y). Por lo tanto, debera cumplirse
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fry@y) =Py (x,y) v fyx(x,¥) = Q:(x,¥).

Luego, el criterio de exactitud puede expresarse como:

LaEDO P(x,y)+Q(x,y)y =0; P(x,y)y Q(x,y) funciones con derivadas continuas
sobre una region D del plano xy, es exacta si y s6lo si P,,(x,y) = Q.(x,y).

Si se da dicha condicién se buscara entonces la funcion f(x,y) resolviendo el sistema:

{fx(x, y) = P(x,y)
fy(x,y) =Q(x,y)

EJEMPLO 6:

Resolver 4x3y + y + (x* + x — cos y)y' = 0.
RESOLUCION:

Para determinar si la EDO es exacta se debe usar el criterio de exactitud.
P(x,y) =4x3y+y = g—5= 4x3 +1

Q(x,y) =x*+x—cos(y) = ‘;—Z =4x3+1

Dado que L a—Q, la ecuacién es exacta.

ady ox

Luego, la solucién es f(x,y) = € siendo f(x,y) una funcién tal que:
fx(x,y) =P(x,y) =4x3y +y €))
fy(xy)=Q(x,y) =x*+x—cos(y) (2)

Integrando la (1):

f= [ fepar= [@xy+y) dx=xty +xy+ by
Al integrar respecto de la variable x debe agregar h(y). Note que la misma al derivarse
respecto de x es nula.
Derivando ahora la obtenida anteriormente con respecto a la variable y vy utilizando la (2):
fy =x*+x +h'(y) =x*+x—cos(y)
Luego, h'(y) = —cos(y).
Finalmente, h = sen(y).

Recordando que la solucién responde a la forma f(x,y) = C, la solucién es:
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x*y + xy+sen(y) =C

o

1.2.5. EDO de primer orden transformables en exactas.

Muchas ED se transforman en exactas usando un factor integrante. Se desarrollard ahora
un método para concluir si una EDO de primer orden tiene o no un factor integrante del
tipo I(x) o I(y) que la convierta en una EDO exacta, para la cual ya se desarroll6 un
método que la soluciona.

Condicion de existencia del factor integrante I(x):

P(x,y) +Q(x,y)y' =0
Multiplicando m. a m. por I(x):
I(xX)P(x,y)dx + I(x)Q(x,y)dy =0

Usando el criterio de exactitud:

0IX)P(xy)) _ 9I()Q(xy))

ady ox
Desarrollando las derivadas:
oI (x) aP(x y) _91(x) aQ(x y)
0—yP( y) +1(x) ax Qx,y) +I(x) ———

=0

Agrupando los términos que contienen I(x):
IX)(Py, - Q,) =I'(X)Q(x,y)

(Py=0x) _I'®
Qxy) I
funcion que sélo depende de la variable x; luego el primer miembro también debera serlo,
(Py—Qx)
Q(x.y)

Luego, Notar que si existe ese I(x) buscado, el segundo miembro es una

es decir es funcién de x (condicién de existencia de I(x)).

En ese caso, integrando m. a m.:

Q)

(Py — Q) I'(x) (Py
—————dx = dx Inl d
oGy = | T = i = [ o
(Py- Qx)
Luego, el factor integrante es: I(x) = el oen ¢

Condicion de existencia del factor integrante I1(y):

P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =0
Multiplicando m. a m. por I(y):

I(y)P(x,y)dx + 1(y)Q(x,y)dy = 0

18
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Usando el criterio de exactitud:

AIP(xY) a(IQ(x))

dy B x
Desarrollando las derivadas:
al JoP 61 d
a(y)P( D+ IG) (xy) ) Qe y) + 1) 29EY). Q(xy)
y dx
=0

Agrupando los términos que contienen I(y):

I'»P(xy) = 1()(Q,—P,)

I'(y) — (Qx—Py)
1(y) P(xy)
funcién que solo depende de la variable y, luego, el primer miembro también debera serlo.

Luego, . Notar que, si existe ese I(y) buscado, el segundo miembro es una

En ese caso, integrando m. a m.:

f(ox Py) 4y j‘l’(y) ”(y)zf(ox Py) .

d
P(x,y) e R P(x,y)
f(Qx—Py)
Luego, el factor integrante es: I(y) =e’ P&y

Finalmente puede resumirse:

Dadala EDO P(x,y) + Q(x,y) y' = 0; P(x,y) y Q(x,y) funciones con derivadas continuas
sobre una region R del plano xy:

. (Py-0x) L . [y,
Si QyTy) es funcién sélo de x = el factor integrante I(x) = e’ ¢x» " |a transforma en
exacta.
(Qx ) . s , . f(Qx Py)dy
Si Py S funcion sélo de y = el factor integrante I(y) = e’ P&x» ™ la transforma en

exacta.

ENota: Este teorema no asegura que todas las EDO de primer orden tengan factoré
| integrante, ni tampoco permite encontrar todos los factores integrantes posibles de la |
' misma. Sélo permite encontrar, suponiendo que los tenga, factores integrantes univariables. |
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EJEMPLO 7:
Encontrar la solucién particular de 2xy+ 3x%2y +3y? + (x2 +2y)y’=0 usando la
condicion de frontera y(1) = 2.

RESOLUCION:

2xy +3x%y +3y* + (x2+2y)y'=0
p Q

Explorando si existe factor I(x):

(Py—Qx) _ (2x+3x%+6y)—(2x) _ 3x*+6y _

Q(x,y) x2+2y x2+2y

Notar que I(x) = 3 no depende de la variable y. Luego, puede concluirse que existe el
factor integrante. El mismo sera:
(Py—0Qx)
I(x) = e Gy W = f3dx = g3

Luego, la nueva EDO e3*(2xy + 3x%y + 3y?) + e3*(x? + 2y) y’ = 0 serd exacta.
P* Q*

Se verificard primero este hecho (lo que permitiria detectar algun error). Es exacta si se
cumple:

.2
3e3*(2xy+3x2y+3y?) ,(J_u\ ae3* (x%+2y)

P = * e
y Q x’ dy ax

&7

e3* 2x +3x* + 6y) = 3e3* (x% + 2y) + e3*2x
e3* 2x +3x*+ 6y) = e3* (3x% + 6y + 2x)

Ahora, verificada que la nueva EDO es exacta, se resolverd usando el procedimiento
fr= €3 (2xy + 3x%y + 3y?)

descripto, esto es, buscar la funcién f tal que {fy = &% (a2 + 2y)

Se comenzara integrando la segunda ecuacion del sistema (por simplicidad):
f= ffydy = fe3"(x2 +2y)dy = f(e“x2 + 2ye3*)dy = e3*x%y + e3*y? + h(x)
f = e3*x%y + e3*y? + h(x)
Derivando la anterior y usando la primera condiciéon del sistema:
fr=3ye3x? +2xye3* + 3 e3*y? + h'(x) = e3*(2xy + 3x%y + 3y?) =
= 3ye3*x? +2xye3* +3e3*y? + h'(x) = e3*2xy + 3e3*x?y + 3e3*y? = h'(x) =0 =
= h(x) = K (constante que se unifica con la proveniente de la soluciéon f(x,y) = C).

Luego, la solucién general es  e3*x%y + e3*y? = C.
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Para determinar la solucién particular se determinara la constante € usando la condicion de
frontera y(1) = 2,estoes,si x=1 = y =2.

Reemplazando en e3*x%y + e3*y? = C se tiene e31122 + e3122 = 6 €3 = C.

Por lo tanto, la solucion particular es e3*x2y + e3*y? = 6 e3.

v

1.3. Aplicaciones.

Hasta aqui se han desarrollado algunos de los métodos mas comunes que resuelven EDO
de primer orden. Se veran ahora algunas aplicaciones de las mismas.

1.3.1. Trayectorias de flujo. Xy

Las trayectorias de flujo de un campo vectorial son las seguidas por una particula cuyo
campo de velocidad es el campo vectorial dado. Por consiguiente, los vectores del campo
vectorial son tangentes a las lineas de flujo.

EJEMPLO 8:

a) Graficar el campo estacionario v = (— %,x).

b) Visualizar la linea de flujo de una particula que se suelta en el punto (1;1) .

c) Determinar la ecuacién de la familia de lineas de flujo y describirlas
geométricamente.

d) Determinar la que contiene al punto (x,;y,), particularizando luego con (1;1).
¢Coincide con la imaginada?

RESOLUCION:
a) y b) Utilizar el simulador DaVinci 2@

dt

Simplificando y separando variables:

c) Si la trayectoria es: // N \ Q Q\
, fAY N
() = (x(;y®)) = FO =9 = 1 VA LAt
wan g o H
. _ dt _ 2
= (@) =37 =f=—"2 | | :
[

—2xdx =ydy

NN
AR

. :\‘\\\.ﬁ_:--__:‘--..—._
NS

Resolviendo la ecuacion: i
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2
La familia x? + ’;— = C esta integrada por elipses concéntricas con semieje mayor sobre el
ejey.
d) Para determinar la solucién particular que contiene al punto (x,; y,) s6lo se debe calcular
la constante C, reemplazando x por x, e y por y, en la ecuacién de la familia:

2 2 2
x(2,+¥=c = x2+y2—=3|c(2,+’;—0

2
+2=1.

La linea de flujo que pasa por (1; 1) es la elipse: 3

o

=
N|w| %

1.3.2. Familias ortogonales.

Una trayectoria ortogonal a una familia de curvas y = f;(x, C) es otra curva que cruza a
cada una de las curvas de la familia de manera ortogonal. La coleccion de trayectorias
ortogonales de una familia forma lo que se denomina familia ortogonal y = f,(x,K). Se
dice que son familias mutuamente ortogonales. Por cada punto (x;y) cuya abscisa

pertenezca al dominio pasa una integrante de cada una de ellas. Las rectas tangentes a las

. . ) d d
mismas forman un angulo recto. Luego, sus pendientes m; = ﬁ ym, = ﬁ

. dfy d . . .
relacion mym, = —1. Entonces £ ﬁz —1. Esto permite concluir que, conocida la

ecuacion y = f1(x, €) que representa una familia de curvas, su familia ortogonal estara
df, 1

representada por la ED o= —?.
X

verifican la

EJEMPLO 9:

)

Determinar la familia ortogonal de x? — y? = k vy graficar algunas curvas de ambas. S

RESOLUCION:

En primer lugar, se calcula m,. En este caso, al ser una funcién implicita F(x,y) = K puede
usarse derivacion implicita:

df, , F, 2x X

ax Y TTF, T 2y y

Luego la familia ortogonal debera verificar la EDO:

dx df, X
dx

Resumiendo, se debe resolver:
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y’ =-2X &"@s I ¢’¢":"¢
x NSSss SOPCS
: NS SSssn==22227777,
Separando variables: ‘W W)
I e s s 0 9y 22,01 1
d d AR 200,
= NS 7 i
x y IR 0!
TS AL
. g T I
Resolviendo la ecuacion: “ .
_dx_ dy __ — ) =
—= f S = Inly| = —In|x| + C = ":;,’,;z’z""' \\‘3&{{3\““:‘
117/ S
s S S R
La familia ortogonal de la familia de hipérbolas 2 2 e SR ESSSSSNN
s 5 - - _ 55K TR
x* — y= =k es otra familia de hipérbolas xy = Z S
C.
EJEMPLO 10:

Determinar la familia ortogonal de y = k x3 vy graficar algunas curvas de ambas. ®
RESOLUCION:
y=kx} = my=y' =k3x?
=

Aqui es necesario reemplazar k = xl

Luego:
_ 2 _ 3y
my ==3x°“=— S
1 x3 x '\?\Q.

TR
Entonces la familia ortogonal es tal que: "o‘gg\\\\\\\\
df 1 ‘ll“\\\\ i
’ = atl} = — = < .w
dx a1 (7
dx

v Nl = —
Vi = 3ydy=—xdx

Resolviendo la ecuacion:
2 2
f3ydy=f—xdx:>3y7=—x7+6:>

= 3y% + x% = C (notar 2C es una constante) .

Entonces, la familia de elipses 3y% + x? = C es ortogonal a la familia de parabolas cubicas

y = kx3.
L
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EJEMPLO 11:

)

Mostrar que las familiasy = ke ™ e y2 =2x+ C son ortogonales. Graficar. ‘&

RESOLUCION:
fiiy=ke™ y fy*=2x+C
my=y'=-ke*=-2e*=-y. m=-y

Para calcular la pendiente en cada punto de la
segunda familia se usara derivacion implicita.

Luego:

Finalmente, para todo punto (x,y) del plano se
verifica my m2=—y§=—1. Por lo tanto, las
familias son ortogonales.

También pudo probarse que son ortogonales
determinando la ecuacion diferencial que representa

-1
. d d
a una de ellas y resolviendo 2 — _ (ﬂ) .

dx dx

Las familias ortogonales son muy utilizadas en ingenieria. Por
ejemplo, en eléctrica, las lineas de fuerza del campo eléctrico son
ortogonales a las lineas equipotenciales si se plantea el problema en
dos dimensiones.

Idéntica situacion se da en problemas de flujo bidimensionales
(como el correspondiente a una presa hidraulica tal cual se
o —j—r—.— muestra en el corte): las lineas de flujo (trayectoria del agua) son
‘\_‘\\:f T '—f.'i/‘/ perpendiculares a las lineas equipotenciales (lineas que unen los
puntos con igual presion).

1.3.3. Circuitos eléctricos con impedancia.

EJEMPLO 12: .

En el grafico se muestra un circuito eléctrico sencillo. En el mismo

hay una bateria que genera fuerza electromotriz capaz de mantener LH
una diferencia de potencial E(t) y una corriente I(t), la que se medira [|F—o

en amperes A. El circuito tiene ademas una resistencia R y un E(t) v
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inductor de inductancia L.

Se desea conocer la corriente I(t) que se generara en el circuito.
a) Paracualquier E(t); R y L
b) E(t) =12V; R=202; L = 1H.
c) E(t) =12sen(t); R=2Q; L= 1H.

Nota: en el Sistema Internacional de Unidades:

El voltio V se define como la diferencia de potencial a lo largo de un conductor cuando una
corriente de 14 utiliza 1W (watt) de potencia: V = W/A.

Ampere A es la unidad de intensidad de corriente eléctrica. El Coulomb C es la cantidad de

carga desplazada por una corriente de 14 en el tiempo de 1 segundo s.Asi A4 = % .

El Ohm 2 es la unidad de resistencia eléctrica tal que 2 = %.

El Henrio H es la inductancia eléctrica de un circuito cerrado en el que se produce una
fuerza electromotriz de 1V, cuando la corriente eléctrica que recorre el circuito varia
uniformemente a razén de 14 por segundo. Equivale H = 2 s.

RESOLUCION:
a) La ley de Ohm expresa que en cada resistencia R la caida de potencial es proporcional a
la resistencia y a la corriente (AVz = RI), mientras que la caida en el inductor es
proporcional tanto a la inductancia como a la variacion de corriente en él (AV, = L%). Una

de las leyes de Kirchoff establece que el voltaje que proporciona la fuente E(t) es
equivalente a la suma de las caidas de potencial en el circuito (debido a la resistencia y a la
inductancia).

dlI
E(t) = AV, +AVg = L——+IR

Note que la EDO resultante L% + IR =E(t) eslineal.

E(t)

Reescribiéndola, I'(t) +§ I(t) = = siendo P(t) = % y Q(t) = E®

L

R
Luego, la solucion general es I(t) = (f efidt$dt + C).

1
L

Para calcular la solucién particular debe usarse la condicion inicial 1(0) = 0.

R
Advertir que si R esta dada en que 2 yL en H, entonces % = g = ﬂ—ﬂs =s71 luego el1% es

adimensional si t es el tiempo en segundos.

Por otro lado:

L H 0s V/As

E®) V_W/A W/A W A
s s
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R
Luego fefi‘"%t)dt, estard en Ampere si E esta en Voltios, L en Henrios, R en Ohms y t en

segundos.

Asi, teniendo cuidado de utilizar las unidades del sistema internacional es posible prescindir
de ellas en la resolucién de la ecuacioén.

b)R=20;L=1H y E(t) = 12V.

R_2_, E®_12_ 4,
L 1 L 1
1 e*! C
— 2dt - - = R
I(t)—e“dt<fef 12dt+C>—eZt<12 > +c>_6+e“

Utilizando 1(0) = 0 = 6 +—; € = —6.
Luego:
I(t) =6(1 —e™?)

Notar que, en este caso particular, rapidamente la corriente se estabiliza en 6A,
practicamente.

R it Al
it)=6(1- %)
L 4
| — 2
Efrtj t[s]
¢ R=2Q; L=1H y E(t)= 12sen(6t)V
Y=2=2 Z0=2-12sen(6t)
1
_ 2dt _ T 2t
10 =g (f e/24t12 sen(6t)dt + c) = eZt(uf e’ sen(6t) dt + c)
2
Siendo [ e?t sen(6t)dt = L [ sen(6t) — 3 cos (61)]

20

2t

1 e

o [ sen(6t) — 3 cos (6t)] + C)

Utilizando I(0) =0=-1,8+C = C=1,8.
i(t) = 0,6 sen(6t) —1,8cos (6t) + 1,8 e 2
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it) (Al

2.6156 |--- i(t) = 0.6 sen(6t) -1.8 cos(6t) +1.8 g2t
1.9841 b - f= N ooan

[u} 12 22 T2 T2 2 Girr2 !
L L
-2

Tanto de la expresion analitica de I(t) como de su grafico se desprende que la corriente
no es periodica, sin embargo, cuando t — oo, el sumando 1,8 e 2 pierde su influencia
sobre la corriente (lim,_. 1,8e %t =0), entonces I(t) tiende a estabilizarse en un
comportamiento periédico (I(t) = 0,6 sen(6t) — 1,8 cos (6t) ), donde la corriente maxima

serd I,,,, = 1.897.

Se deja como ejercicio resolver el caso genérico, fuerza: E(t) = A sen(k t); inductancia Ly
resistencia R; esto es la EDO a resolver es:

LI'(t)+RI(t) = Asen(kt)

En este caso se debera probar que la corriente estara dada por:

ALk R A
Tt RZ (R sen(kt) — k L cos(kt))

I(t) = e L
D= TRy
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Ejercitacion propuesta

Conceptos basicos, ecuaciones separables y homogéneas.

1. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

a) x%y'+y=0 Rta:y=Ce1/x
dy _ xVx?+1 e (ar y _ 1.2 3/2
b) o Rta: (y — 1)e¥ = S(x*+ 1)+ C

2. Resuelva el problema con valor inicial:

a) Z—z=y2+1,y(1)=0 Rta:y = tg(x — 1)
b  T=ps w0 =1 Rtau=1-VeZ+t+4

X 3. Resuelva el problema con valor inicial y" =y sen(x),y(0) = 1. Investigue el concepto
de campo direccional y grafiquelo junto a la solucién usando un SAC. Rta:y = el=¢05(*)

Xy 4. Dibuje el campo direccional de la ecuacion diferencial. Después utilicelo para dibujar la
curva solucién que pase a través del punto dado.

1
I — 2 * = e—
y' =v2,(0,1) Rta: y -

Xy 5. Dada: y' = %

a) Dibuje el campo direccional.

b) Grafique algunas curvas solucién, sin resolver la ecuacion diferencial.

c) Resuelva la ecuacion diferencial. Rta:y = +V2Vx + C

d) Dibuje las soluciones obtenidas en el inciso (c) y compdrelas con las grdficas del (b).

6. Diga si la ecuacion es homogénea:
a) x2+14+2xyy' =0 Rta: No homogénea

b) y =lny—Inx Rta: Homogénea

7. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas:

r_ (x-y) . _x E
a) = Rta.y—2+x
d 2 2
b) é = % Rta:y = +x,/C + 2 In(x)
c) xy' =y + xe¥/* Rta:y = —x In(C — In|x|)
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%> 8. Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia de curvas. Dibuje a varios miembros
de cada familia:

a) y = kx? Rta:x2+2y2=C
b) y=(x+k)? Rta: y3 =3(x + C)
c) x? -2y =k Rta:y = C/xz

9. Sean y(t) y V(t) la altura y el volumen de agua que hay dentro de un tanque, en un tiempo t
dado. Siel agua se derrama a través de un orificio que estd en el fondo del tanque y cuya drea es

a, entonces la ley de Torricelli dice que: Z—t = —a \/@ , donde g es la aceleracién debida a la
gravedad.

a) Suponga que el tanque es cilindrico y que tiene una altura de 2 metros y un radio de
0,5 metros y ademds que el orificio es circular y con un radio de 2 centimetros. Si se considera
g=298 m/sz, muestre que y satisface la ecuacion diferencial: “% = \/mﬁ

252
b) Resuelva esta ecuacion para determinar la altura del agua en funcion del tiempo t,
suponiendo que el tanque estd lleno en el tiempo t = 0.

c) ¢Cudnto tiempo pasard para que el tanque se vacie por completo?

17500+/5t—49t> ) 12505

Rta: b) y(t) =2 — 3905250 7

S=~6min39s

Ecuaciones lineales de primer orden.

1. Determine si la ecuacion diferencial es lineal:

a) y' +x%y = y? Rta: No lineal

b) xy =x—y Rta: Lineal

2. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) y' —3y=e* Rta:y=Ce3x—%ex
b) y' —2xy=x Rta:y=Cex2—%

c) y'cos(x) = ysen(x) +sen(2x), — T/, <x<T/,
Rta:y = %sec(x) —cos(x) + C sec(x)
d) Z—z+2xy=x2 Rta:y=%x+Ce‘x2—§e‘x2fex2 dx

d
e) - YtgO) =1 =T/ <0<T/;  Rtay=tg(6)+Csec(V)

3. Resuelva el problema con valor inicial:
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a) y+y=x+e*, y(0)=0 Rta:y =x —1+2(e* +e™) =x— 1+ Ch(x)
b) y' —2xy = 2xe*", y(0) =3 Rta: y = (x2 4 3)e*”
c) XZZ—z + 2xy = cos(x), y(m) =0 Rta:y = sen(x)/xz

4, Resolver y' =1+ 3x — 2y, y(1) =2 Rta: 0,75 e?72* + 1,5x — 0,25

5. La ecuacioén no lineal y' + P(x) y = Q(x)y™ se la denomina ecuacién de Bernoulli.
a) Muestre que se transforma en una EDO lineal realizando el cambio de variable z = y'=™.

b) Use el resultado anterior para resolver y verificar las ecuaciones

1

b-1 y' +e*y=e*y? Rta:y = ——=

b-2 y'+ vy =;—z ;y'(-1) =1 Rta:

y=11 je—?»—?»x (—226 - 903\[3%_37_11 +9Y12V60 — 44 + 2e3+3%(8 — 24x + 36x2 — 36x3 + 27x4)>
6. En el circuito mostrado en la figura, una bateria () suministra un voltaje constante de
4 [V], la inductancia es de 2 [H], la resistencia es de 10[Q], y R
ademds 1(0) = 0. VA
a) Encuentre I(t). o L
b) Determine la corriente después de 0,1 [s]. T
Rta:a) I(t) = 4 —4e™5t  b)4—4e /2 ~ 1,57[A] canmtadr

7. La figura muestra un circuito que contiene una fuerza electromotriz (fem), un capacitor con
una capacitancia C farads [F], y un resistor con una resistencia de c ||
R ohms [Q]. )

€ R

La caida de tension a través del capacitor es Q/ C donde Q es la carga

Conmutador

(en Coulomb). La segunda ley de Kirchoff establece: RI + % =€(t)

T ene: R 410 =
Pero, I = dt,as:quesetiene. Rdt+CQ e(t)

Suponga que la resistencia es de 5 [Q], la capacitancia es de 0,05 [F], que una bateria suministra
un voltaje constante de 60 [V] y que la carga inicial Q (0) = 0 [C]. Determine la carga y la
corriente en el tiempo t.

Rta: Q(t) =3(1 —e™*), I(t) = 12¢7*
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8. Los psicdlogos interesados en la teoria del aprendizaje estudian las curvas de aprendizaje.
Una curva de aprendizaje es la grdfica de una funcion P(t), el desempeno de alguien que estd
aprendiendo alguna habilidad, como una funcién del tiempo de capacitacion t. La derivada

dp / d¢ representa la razén con la cual el desempefio mejora. Si M es el nivel mdximo de

desempeno que puede tener un aprendiz, resulta razonable suponer que dp / dt €S proporcional a
M — P(t). (Al principio, el aprendizaje es rdpido. Después, conforme el desemperfio aumenta y se
aproxima a su valor mdximo, la razén de aprendizaje disminuye). En consecuencia: P/ dt =
k(M - P()).
Donde k es una constante positiva. Resuelva esta ecuacion diferencial lineal y dibuje la curva de
aprendizaje.

Rta: P(t) = M + Ce™*¢

9. Un objeto con una masa m se lanza desde su estado de reposo y se supone que la
resistencia del aire es proporcional a la velocidad del objeto. Si s(t) es la distancia recorrida
después de t segundos, entonces la velocidad es v = s'(t) y la aceleracién es a = v'(t). Sig es la
aceleracion debida a la gravedad, entonces la fuerza de atraccion sobre un objeto es mg — cv ,
donde c es una constante positiva; ademds, la ley de Newton establece que

dv
m_o-=mg = cv
a) Resuelva esta ecuacion diferencial para determinar la velocidad en el tiempo t.
b) ¢Cudl es la velocidad limite?
c) Determine la distancia del objeto que cae, después de t segundos.

Rta: a) v(t) = % (1 - e‘Ct/m) b) vim = % c)s(t) = % [t + (%e‘“/m)] -9

c2

Ecuaciones exactas.

1. Determine si cada ecuacion diferencial es exacta:
a) xsen(y) +ycos(x) y =0

b) 2xy3dx + 3x%y2dy = 0

d
o) (x=-»+E+yT=0
Rta: a) No exacta b) Exacta c) No exacta

2. Determine si la ecuacién diferencial es exacta. Si es asi, resuélvala:

a) 2x +y +(x + 2y)y'=0 Rta:yzi(—xiM)
b) 3xy—2 +(By?— x2)y' =0 Rta: No exacta

c) sen(y) + (1+x cos(y)y' =0 Rta:xsen(y)+y=2C
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2

d) (x+y) e+ (x — x;) ey y' =0 Rta: xyex/y =C
e) xIn(y)dx — (x+yliIn(x))dy =0 Rta: No exacta

1,2y _ (x 1\ cxyl—yx2 =
f) y + x3 (y2 + x2) dx Rta: xy yrm=0
3. Resuelva el problema con valor inicial:
a) 3x2+ 2xy +3y?+ (x2+ 6xy)y' =0, y(1) = 2 Rta: x2y + 3xy? + x3 = 15
b) 1+ ycos(xy)+xcos(xy)y' =0, y(1) = 0 Rta:y = arc sen(1-x)
4. Muestre que la ecuacién dada no es exacta, pero que se convierte en exacta cuando se

multiplica por el factor integrante especificado. Después, resuelva la ecuacion.

a) y2+ A +xy)y' =0, I(x,y) =e* Rta: ye®™ = C

5. Encuentre un factor integrante y después resuelva la ecuacion:

a) 3xy + 2y2 + (x? + 2xy)y' =0 Rta: x3y + x%y?2 =C

b) 2xy + 3x%y +3y?2 + (x2+ 2y)y' =0 Rta: e3*(x%2y +y?) =C
6. Pruebe que toda ecuacion diferencial separable es exacta.
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SECCION lI: Ecuacién Diferencial Ordinaria de Orden Superior

2. Ecuacion Diferencial Ordinaria Lineal (EDO L) de Orden Superior.
Es aquélla que se puede escribir de la siguiente forma:

a,(X)y™(x) + -+ a; ()Y (%) + ag()y(x) = f(x) A ap(x) #0

Salvo casos especiales, los métodos de solucién de ED de orden n > 1 son complejos y en
muchos de ellos no es posible obtener una solucién exacta, debiéndose emplear métodos
numeéricos para alcanzar soluciones aproximadas. En este libro se trataran las denominadas
con coeficientes constantes.

Ecuacion Diferencial Ordinaria Lineal de orden n con coeficientes constantes (EDO
L cc).

Es aquélla que se puede escribir como:
a, y™ + - +ay' +tagy =f(x), a, #0 Aa; ER
En el caso particular que f(x) = 0, la ecuacién anterior se denomina homogénea (EDO LH

cc).

2.1. Teoremas sobre EDO L de orden n.

Teorema 1: Condicion suficiente para la unicidad de la soluciéon de una EDO L cc con valores
iniciales.

H) Dado el sistema formado por una EDO L cc de orden n y n condiciones iniciales,
donde f(x) es continuaenI, xy € I, a,, # 0.

(A, y™ + - +a,y' +agy=f(x)
4' y(x0) = €

y'(x0) = ¢4
| (n-1)
ky(xo) =Cp-1

T) Existe una Unica funcidon y(x) que satisface el sistema en I.

Sin demostracién.m Nota: Cuando en este texto se indica “sin demostracion” es porque la
misma escapa a las posibilidades de este curso.

El teorema 1 (que en realidad es valido cuando a; son funciones continuas en algun
intervalo I permite concluir que la solucién general de a, y™ + - +a;y +apy = f(x)
serd una ecuacién que contiene n parametros, los que luego se determinaran usando las n
condiciones iniciales.
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Teorema 2: Principio de la superposicion.
H) y, essolucion de ay(x)y(x) + a;(x)y’'(x) + - + a,,(x)y™ (x) = f1(x)
y, es solucion de ay(x)y(x) + a;(x)y’'(x) + -+ a,(x)y™(x) = f,(x)

T) y = y; + y, es solucion de:
ay(X)y(x) + a; ()Y’ (x) + - + a, () Y™ (x) = f1(x) + f2(x)

Demostracion:
Por hipétesis:
a0y + a ()Y’ + -+ a, ()y, ™ = f1(x)
ag(x)y; + ay(0)y’, + - + a,(0)y,™ = f,(x)
Sumando m. a m. y sacando factor comun se obtiene:
a1 +y2) +a; ()Y’ +y,) + -+ a1 ™ + ¥, ™) = f1(0) + f(x)
Usando la propiedad lineal de la derivada: y;™ + y,® = (y; + y,)™
(X)W1 +y2) + a1 ()1 +y2) + - +a, ()1 + )™ = f1(0) + f2(x)
ay(0)y + a;(x) y'+ -+ a,()y™ = f1(x) + f(x)

=1

Teorema 3: Existencia de n funciones linealmente independientes que son solucion de la EDO L
cc de orden n.

H) Dada y™(x) + ap_1 y™ D (x) + -+ a;y"(x) + a,y(x) = 0

T) Existen n funciones linealmente independientes que la solucionan.

Sin demostracion.m
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Teorema 4: Combinacion lineal de las soluciones de una EDO homogénea.

H) y,(x) e y,(x), soluciones de aq y(x) + a;y'(x) + -+ a,, y™(x) = 0. (%)
¢, Y c,, constantes cualesquiera; a; funciones continuas en algun intervalo I.

T) y(x) = c;y1(x) + ¢y, (x) también es solucion de:

a,y(x) +a; ¥y’ (x) + -+ a, y™(x) =0

Demostracion:

Por propiedades de la derivada:
Y™ = c1y1™ + ey, ™
Reemplazando en el primer miembro de la EDO:
ao [c1y1 +2y2 1+ a4 [013"1 + ¢y, |+ 4 an [e1y1™ + €y, ™]

Reagrupando y utilizando como factor comin a ¢4 y c5:

€1 aQpy, ta,y, +ota,y; ™ +

| =0 ya que por por hipétesis y; es solucién de la ecuacién homogénea (*) |

+c ayy2 +azy’, +tay,y, ™ =0

| =0 ya que por por hipétesis y, es solucién de la ecuacién homogénea (*) |

Lo que significa que y = ¢y, + c;y, verifica agy + a;y’ + -+ a, y™ =0.

=
2. 2. EDO Lineal Homogénea con coeficientes constantes (EDO LH cc).

Combinando los teoremas anteriores es posible concluir que para encontrar la solucién de
una EDO LH de orden n es suficiente encontrar n funciones y; linealmente independientes,
i=1.n

La solucién general serda y = Y7, ¢;¥;(x); c; constantes.
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Teorema 5: La ecuacion caracteristica.
H) y = e™* es solucién de a,, y™ + a,_; y" PV (x) + -+ a;y'(x) + a,y(x) = 0.

T) m es solucién de la ecuaciéon a,m" + a,_;m* ' +--+am+a, =0.

Demostracion:

Para demostrar este teorema se usard un recurso muy comun: el “ensayo y error”, que en
otras palabras es proponer una solucién, ya sea azarosamente o con algun criterio intuitivo,
y aceptarla o descartarla, segun verifique o no la ecuacién. En matematica suele decirse
“por inspeccion”. Dado que se buscan funciones tales que una combinacion lineal de sus
derivadas se anule, es bastante légico pensar que la misma debe tener la particularidad que
sus derivadas se parezcan entre si y a ella misma.

Una funcion que califica es:
y= emx
Asi:
yl = me™*; y" — mzemx; y(n) = mte™*
Reemplazando en la EDO homogénea:
ae™ + a;me™ + a,m?*e™ + --- + a,m"e™ =0
e™(ay + aym+ a,m?* + - + a,m") =0

Dado que e™* # 0, se necesita entonces que a, + a;m + am? + --- + a,m" = 0, que es lo
que se pretendia demostrar. El lector puede probar la que la reciproca también es cierta.

=t

La ecuacién ay + a;m + ay,m? + -+ a,m" = 0 se denomina ecuacién caracteristica, y a
su primer miembro, polinomio caracteristico.

Dado que se trabajara soélo con a; € R sera un polinomio de grado n, luego, por el teorema
fundamental del algebra, se sabe tiene n raices; las que pueden ser reales o complejas,
simples o multiples. Se denominara m;,i = 1:--n, a dichas raices.

Si las n raices son distintas se cuenta entonces con las n soluciones linealmente
independientes necesarias para formar la solucion general (notar que si m; # m, la Unica
solucién de Ae™* + Be™* =0 es A=0y B =0, luego e™* y e™* son linealmente
independientes). De lo contrario, si alguna de las raices tuviera orden de multiplicidad
mayor a 1, deberan encontrarse las funciones faltantes para completar las necesarias n.

Ademas, para el caso que las raices sean complejas, deberan realizarse algunas

36




SECCION lI: Ecuacién Diferencial Ordinaria de Orden Superior

consideraciones para que las soluciones aportadas por este teorema conserven el
tratamiento de la EDO en el campo de los reales. Se tratardn a continuacién los cuatro
tipos posibles de raices del polinomio caracteristico con coeficientes reales, explorando en
primer lugar el caso particular de la de orden 2.

Teorema 6: Solucion general de la EDO LH cc de segundo orden con coeficientes reales segun el
tipo de raices de su polinomio caracteristico.

H) ay” + by’ +cy=0;, pm)=am?+bm+c y my,m, raicesdep(m).
T) a) my; ym, raicesreales distintas: y = ¢; e™* + ¢, e™*,

b) mi=m, = y=ce™M* +c,xe™”*,

c) my, = a+ B i raices complejas conjugadas =

= y = c¢; e cos( Bx) + ¢, e sen( Bx)

Demostracion:

En todos los casos se busca un par de soluciones Li. Se sabe que el polinomio a m? +
b m + ¢ tiene exactamente dos raices, pudiendo ser éstas reales (iguales o distintas) o
complejas, dependiendo de si  b? — 4ac es positivo, negativo o nulo. Se analizardn por
separado las tres posibilidades.

a) Si b2 —4ac > 0, por el teorema de la ecuacidn caracteristica, las funciones e™* y e™2*
son dos soluciones de la EDO. Note que si m; # m, la Unica solucion de Ae™* +
Be™* =0 es A= B =0, luego, e™* y e™* son linealmente independientes. Luego, la
solucién general sera:

—b—\/b2—4acx —b+\/b2—4acx
y =cem* +c,e™* =c e 2a +ce 2a
. . ] . b
b) Si b? —4ac = 0 tiene dos raices reales iguales, m; = m, = % el teorema de la

b
ecuacion caracteristica solo aporta una de las soluciones: y; = e™* = e 2¢*. Se debe

b
probar que bajo estas condiciones y, = xe z* es también solucién (solucidn
propuesta).

Derivando:
, _b_ b b
y,=e 2a” — Exe 2a
., b _b. b _b_ b2 _ b, b _b,  b* _ b
Y 2= T 2q% M T 2% M T gg@¥e M T T g M T ggre ™
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Reemplazando en ay’’ + by’ + cy, se pretende demostrar que se reduce a 0.

17 ’ b —Lx bZ —Lx —Lx b —lx —ix
ay ' +by +cy=a —Ee 2a +4—azxe 2a +b(e 2a —%xe 2a)+c<xe Za>

Desarrollando y reagrupando:

17 ’ LR L R L —L,
ay '+ by +cy=—Dbe 2 t L. xe 2 + be 2a — S.Xe 2 + cxe 2
" ’ —b? —Lx —4ac —Lx
ay' ' +by +cy=|—+c | xe 2a = +c)xe2a =0
4a b 4a

Reemplazando
b?%=4ac

b
Entonces que ay’’+ by’ +cy =0 , lo que prueba que y, = xe” 22" es solucion de la

. . b . ., L.
EDO si b? — 4ac = 0 (esto es, si — 5, s raiz doble de la ecuacion caracteristica).

Luego, la solucién general es:

-b b
y =ce™m* +c,xe™* =c,e2a* +¢c,xeza”

c) p(m) tiene dos raices complejas conjugadas si b? —4ac < 0. Note que m; # my,
luego el teorema de la ecuacion caracteristica aporta las dos soluciones Li buscadas.

Estas son y; = e@tBDx ¢ y, = e(a—Bbx,
Asi, la solucion general puede expresarse como:
y(x) = Ae@+BDx | Bela-Bix
El problema radica que estas soluciones son complejas. Usando la forma exponencial de
un complejo (ver apéndice):
y(x) = Ae™*(cos(Bx) + i sen(fx)) + Be**(cos(—Bx) + i sen(—fx))
Siendo coseno una funcién par y el seno impar:
y(x) = Ae™(cos(Bx) + isen(fx)) + Be**(cos(Bx) — i sen(Bx))
Reagrupando:

y(x) = (A + B) e**cos(Bx) + i(A — B) e*sen(fx)

€1 €2

Esta expresién da las soluciones reales y complejas de la ecuacién diferencial, aunque en
este texto solo se esta interesado en los coeficientes que arrojan valores ¢, y ¢, reales.
Es de observar que e“cos(Bx) y e*™sen(Bx) son funciones linealmente
independientes.

Luego, la solucién general es:
y(x) = e** (¢4 cos(Bx) + ¢z sen(Bx))

=1
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EJEMPLO 1.
Determinar la expresion general de y(x) tal que: y'' — 3y’ + 2y = 0.
RESOLUCION:

La ecuacion caracteristicaes m? —3m+2 = 0.

_ -(=3)y(-3)%-412 _ 3+1
5 -

2.1

Las raices son m, ,
Luego, m; =2y m, = 1.
Solucion general: y = ¢, e*+c, e?*.
Verificacion:
y =cq e+ 2c, e
y' =c1 e+ 4c; e
y' =3y +2y=c; €+ 4c, e?* —3 (c; e+ 2 ¢, e2*) + 2 (¢, €5+ ¢, e2%) =

=cie*t+t4c,e’*—3cie*—6c,e**+ 2cie*+2c,e?* =0

v

EJEMPLO 2:
Determinar la expresion general de y(x) tal que: y”"+y = 0.
RESOLUCION:

La ecuacion caracteristicaes m? + 1 = 0.

—0+V02-4.1.1 +2i
2.1 )

mi, =

Las raices son complejas: m = +i .
Luego,

y(x) = e%*[c; cos(1x) + ¢, sen(1x)] = y(x) = ¢4 cos(x) + ¢, sen(x)

Verificacion:
y' = —cqysen(x) + ¢, cos(x)
y' = —cq cos(x) — c; sen(x)
y""+y=—c;cos(x) — cy sen(x) + ¢, cos(x) + ¢, sen(x) =0

L2
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EJEMPLO 3:
Determinar la expresion general de y(x) tal que: y''+ 2y’ +y = 0.
RESOLUCION:

La ecuacion caracteristicaes m? + 2m+ 1 = 0.

_—(z)iw/(2)2—4.1.1_—2i0_
B 2.1 B B

2

-1

ml‘z

Tiene dos raices iguales m = —1.
Entonces la solucién generales y=c; e™* +c, xe ™.
Verificacion:
y=—-ce*+tc,e*—c,xe’*
y' =cie*—2c,e*+cyxe’*
y' +2y +y=
=cie*—2c,e*+tcyxe*+2(—cie*+ce*—cyxe)tcie*+teyxe ™t =

=cie*—-2c,e*+cyxe*—-2cie*+2ce*—2c,xeF+cieF+exe*=0

vy

EJEMPLO 4.

Ecuacién diferencial con un parametro. Resolver y’'+ ky’+y =0,k € R.
RESOLUCION:

La ecuacion caracteristicaes m? + km+ 1 = 0.

—k+Vk?-4

Las raicesson x = >

Las raices seran reales (iguales o distintas) o complejas, segin el valor de k. Asi, se
distinguen tres casos segtin k* — 4 sea positivo, negativo o nulo.

Como las soluciones son diferentes, deben tratarse como casos distintos:

e k?—-4=0 = k= 42;laecuacidn caracteristica tiene dos raices reales iguales =
ke ke
— y=Ae2” +Bxez2
o k?—4>0 = k €(—o00,—2)U (2, 0); la ecuacion caracteristica tiene dos raices

L —k— k2—4x —k+\/k2—4x
reales distintas = y = de 2 + Be 2

e k2—4<0 = k €(-2,2); laecuacién caracteristica tiene dos raices complejas =

—k [4—_)2 _K2
= y=e2_x[Acos< 42k x>+Bsen< 42k x)]
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El teorema 6 puede generalizarse para una ecuacion diferencial ordinaria lineal y
homogénea de orden n con coeficientes constantes reales a través del teorema 7.

Teorema 7: Solucién general de la EDO LH cc reales constantes de ordenn .
H) ayy™ +a;y® P+ +a, 1y +a,y=0; a,+0

p(m) = aym™ + aym™* 1 + .-+ a,_ym + a,, polinomio caracteristico de la EDO LH.
T) La solucién general tendrda n sumandos que se determinaran con las siguientes reglas:
a) Por cada raiz real simple m de p(m) la solucion general tendrd un sumando ¢ e™*.

b) Por cada par de raices complejas simples a + Bi de p(m) la solucion general tendra 2
sumandos: c e “*cos(Bx) + c,e “*sen(Bx).

c) Por cada raiz real m de orden de multiplicidad k de p(m) la solucién tendrd k
sumandos de la forma c¢;x"e™; r=20,1, ...,k — 1.

d) Por cada par de raices complejas multiples de orden de multiplicidad k a + Bi la
solucién general tendrd 2k sumandos del tipo x"e “x(Al cos(Bx) + A, sen(ﬁx)) con
r=0,1..kK—-1.

Sin demostracion.m

41




SECCION lI: Ecuacién Diferencial Ordinaria de Orden Superior

EJEMPLO 5:

Determinar la expresion general de y(x) tal que: 4y’ —y’'=0.
RESOLUCION:

La ecuacion caracteristica es:
4m3-m=0

Factorizando:
4m?* -m=4m (m2 —i) =4m (m——)(m+—)

, . 1 1
Las raices son reales y simples: 0; 2 ~3

Luego, la solucidn es:

1 1 1 1
y = A1 eox+A2 e_ Ex + A3 eix == A1+A2 e_7x+A3 87x

o

EJEMPLO é6:
Resolver y® + y® —7y@ — 5y 4 6y = 0.
RESOLUCION:
La ecuacion caracteristica es:
mt+m3—-—7m*-m+6=0

Usando el lema de Gauss pueden determinarse sus raices (o al menos dos de ellas, para
luego de factorizar parcialmente el polinomio y usar la resolvente para determinar las
restantes).

Las raices son todas reales y distintas: 3;—1;1;2.
Luego, la solucién es:

y=A4,e 3 + A, e *+A;e* +A4, e**

o

EJEMPLO 7:

Resolver y® + 4y®3) + 14y®@ + 4y 4+ 13y = 0 sabiendo que y = cos (x) la soluciona.
RESOLUCION:

La ecuacion caracteristica es:

m*+4m3 +14m? +4m+13 =0
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Para conocer las 4 raices se usa el hecho que cos(x) es solucion. Ello implica que la
ecuacion caracteristica admite el cero complejo 0 + i, (cos (x) = e®*cos (x)). La ecuacion
caracteristica tendra como factor el polinomio m? + 1. Haciendo el cociente entre los
polinomios puede concluirse que:

m* +4m3 + 14m? + 4m+ 13 = (m? + 1)(m? + 4m + 13)

La resolvente permite concluir que las dos raices restantes seran también complejas:
-2+ 3i.

Luego, la solucién es:

y = A; cos(x)+A4, sen(x)+A; e ?* cos(3x)+A, e ?* sen (3x)

o

EJEMPLO 8:
Resolver y® —2y3) + 2y —y = 0.
RESOLUCION:
La ecuacion caracteristica es:
m*-2m3+2m—-1=0

Las raices de ésta son m =—1 y m = 1 (con orden de multiplicidad 3). Puede probarse
esto utilizando el Lema de Gauss para determinar las dos primeras raices (1y - 1).

Usar la regla de Ruffini para factorizar:
m*-2m3+2m—-1=(m-1)(m+1)(m? - 2m+ 1)

Finalmente, emplear la resolvente para probar que las dos raices restantes también son
iguales a 1.

La ecuacion caracteristica factorizada es entonces:
m*-2m®+2m-1=(m-13(m+1)
Luego, la solucién es:

y=A4,e *+A, e* + Azx e* +A4, x* e*

o

EJEMPLO 9:
Resolver y® + 6y + 9y = 0.
RESOLUCION:

La ecuacién caracteristica es:
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m*+6m?+9=0
Notando que es un trinomio cuadrado perfecto:
m*+6m?+9=m?>+3)2=0
Luego el par de raices complejas +v3i son raices cuyo orden de multiplicidad es 2.
Luego, la solucién es:

y = Ayx cos(V3 x) + A,x sen(V3 x) + A3 cos(V3 x) + A, sen(V3 x)

v

2.3. EDO de orden superior no homogénea con coeficientes constantes (EDO L NH
cc).

Recordar que no homogénea implica que f(x) no es la funcién nula. Se mostrara ahora que
para determinar todas las soluciones de una EDO lineal no homogénea (ya sea con
coeficientes constantes o variables), solamente se necesita hallar una solucion de ella y la
solucion general de su homéloga homogénea.

Teorema 8: Solucidon general de EDO lineal no homogénea de orden n.
H) ay; aq;-+;a,y f(x) funciones continuas en I
Yp € ¥* son soluciones de:
ao y(X) +a; y'(x) + -+ ap,y™(x) = f(x) (1)
Ve = €1Y1 + €Y, + -+ ¢, Y, €S solucidn general de:
apy(x) + a;y'(x) + -+ a,y™® =0  (2)

T) ¥y =y, +y. essolucion de agy(x) + a1y’ (x) + - + a,y™ (x) = f(x)

Demostracion:

Por hipétesis:

{“0 Y+ a y () + -+ ayy' ™ = f(x)
ap yp + aly;J(x) +oeet anyp(n) = f(x)

Restando m. a m. y sacando factor comun:

a(y" = yp) + ai(y” = ¥p) + -+ an(y @ -y ) = 0
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Haciendo uso de la propiedad de la derivada: (y*(") - y,(,")) =(y - yp)(n), se tiene que la

funcion y = y* — y,, verifica la ecuacion (2), luego, es por hipotesis y, .
Asi:

Y = ¥p =Y
Y despejando:

Y =YptYe

=1

Se usara el teorema anterior para el caso en que todas las a; son constantes, luego, sera
valido en el intervalo donde f(x) sea continua. Este teorema permite centrar la atencion en
la bisqueda de una solucién propia y,; soluciéon de ayy + a;y’ + - + a,y™ (x) = f(x);
dado que la solucién de ayy +a.y' + -+ a,y™(x) = 0 se determina facilmente como
se hizo en la subseccion 2.2.

Notar que esta ultima soluciéon aporta las n constantes necesarias para formar la solucién
general.

Existen dos métodos, cada uno con sus ventajas y desventajas. Para usar cualquiera de
ellos, la solucién de la homogénea ag y(x) + a;y(x) + - + a,,y™ (x) = 0 juega un papel
importante. Dichos métodos son:

e Variacion de los parametros o de las constantes: tiene por ventaja su generalidad, es
decir que se aplica a cualquier EDO L NH cc. Consiste en transformar la EDO en un
sistema de n ecuaciones donde las n incognitas son funciones. El obstaculo en su
aplicacion esta asociado a calculos tediosos.

e Coeficientes a determinar: lleva corrientemente a calculos sencillos pero tiene por
desventaja su particularidad, dado que sélo se aplica a algunas EDO; aquéllas en las que
intervienen funciones f(x) cuyas derivadas tienen formas semejantes a f(x).

2.3.1. Variacion de los parametros.

Se demostrara este método para una EDO de segundo orden, y luego se generalizara para
uno de orden n.
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Teorema 9: Método de variacion de los pardmetros para ay" + by' + cy = f(x)
H) y4; y» soluciones Lide ay" + by +cy =0

U1y +uzy; =0

_f™

Existen 2 funciones u; derivables tales que solucionan § = { ., .
w1y +uzy; = “a

T) ¥y, = ug (%) y1(x) + uz(x) y2(x) essoluciénde ay” + by’ + cy = f(x)

Demostracion:

Siendo y. = ¢1y1(x) + ¢c3y,(x) solucién de la ecuacién homogénea asociada a la que se
desea resolver este método consiste en suponer que la solucion propia de ay” + by’ +
cy = f(x) serd y, =uy(x)y(x) +uy(x) y,(x). Esta suposicién es la que da origen al
nombre del método dado que se cambian los pardmetros c; por las funciones u;(x) (se
hacen variables los parametros). Se simplificara la notacién de las funciones y;(x) y u;(x)
con y; y u; prescindiendo de denotar que dependen de x.

Asi:
Yp = U1Y1 T U2Y>
Calculando la primera derivada:
Y'p = Uiy + WY + Uy, + upy;

Reordenando:

!

_ ’ ! ’ ’ o ’ ’
Yp= WY1 TWy:+ Wy tuzy; =Yy, =uy; tuzy;
~—_——
=0 por hipétesis
(primera ecuacién de S)

"o,
Calculando lay":
Y'p = wiys Hwyy Fupy; +upy;
La y, sera solucién de la EDO ay” + by’ + cy = f(x) si la verifica. Reemplazandoy, ,y’,

e ¥, en el primer miembro de la ecuacién se tiene:

:?

a(uyy; +uyyy +ubys +upyy) + b (wyy) + upyh) + c(ugyy +uzy;) = f(x)

Agrupando los términos que tienen factor comuin u;:

uy (ay’l’ +by;+c y1> + u, (ay’z’ + by, +c¢ }’2> +a(uyy, + uiyy) = f(x)
=0 =0 _f@

a

Los dos términos entre paréntesis son nulos por hipoétesis, ya que y; e y, son soluciones de

46




SECCION lI: Ecuacién Diferencial Ordinaria de Orden Superior

la EDO homogénea. El tercer paréntesis, también por hipétesis es equivalente a f(Tf) por la
segunda ecuacion de S. Entonces, utilizando y, se redujo la EDO a la identidad f(x) =
f(x).

Por ello y, es solucion propia.

-1

EJEMPLO 10:
Determinar la expresion general de y(x) tal que y'’ + y = sec(x).
RESOLUCION:

Dado que la ecuacidon caracteristicam? + 1 = 0 tiene raices complejas porque m = +i,
entonces:

Yp = €1 €05(x) + ¢, sen (x)
Usando variacion de los parametros se propone la solucion:
Yp = Uq €0S(X) + u, sen (x)

El sistema a resolver es:

g { u; cos(x)+u, sen(x) =0
u;(—sen(x)) + u; cos(x) = sec(x)

Usando Cramer:

0 sen(x)
|sec(x) cos(x)|
cos(x) sen(x)|

| —sen(x) cos(x)

u; = —sen(x) sec(x) = —tg(x)

cos(x) 0
|—sen(x) sec(x)|
| cos(x) sen(x)|
—sen(x) cos(x)

1

u; =

Integrando:

u, =f u;dx = f—tg (x) dx = In|cos (x)|

uzzfu’zdxzfldxz x
La solucion propia es:
Yp = Uy €0s(x) + u, sen (x) = In|cos(x)| cos (x) + x sen(x)
La solucién general es:

y=Y.+y, =A; cos(x) + A, sen (x) + cos(x) In|cos (x)| + x sen(x)

v
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EJEMPLO 11.:
Determinar la expresion general de y(x) tal que y"' + y = cos(x).
RESOLUCION:
La ecuacién caracteristica m? + 1 = 0 tiene raices complejas porque m = +i, entonces:
Yp = Aq cos(x) + A, sen(x)
Usando variacion de los parametros se propone la solucion y, = u, cos(x) + u, sen(x)
El sistema a resolver es:

S = {ull COS(x) + u,2 Sen(x) =0
~ u (—=sen(x)) + u, (cos(x)) = cos(x)

Usando Cramer:

| 0 sen(x)
u; = cos(x) cos(x)| _ —sen(x) cos(x) = uy = J u;dx =

| cos(x) sen(x)|

—sen(x) cos(x)

cos?(x)
2

= f —sen (x) cos(x) dx =

| cos(x) 0

-sen(x) cos(x)
| cos(x) sen(x)
—sen(x) cos(x)

u, =

= cos?(x) = u, = fu’zdxz

= f cos?(x) dx = %(x + sen(x) cos(x))

cos?(x
Yp = Uy cos(X) +u, sen (x) = )

cos(x) + %(x + sen(x) cos(x)) sen(x) =

3 2
_ x sen(x) + cos (xz) + cos(x) sen®(x) _ %xsen(x) + %cos(x)(cosz(x) + sen?(x)) =

1 1
= Ex sen(x) + Ecos(x)

Se omite el sumando %cos(x), dado que esta incluido dentro del sumando A, cos(x) dela

solucion caracteristica.

Luego:

Yp = Ex sen(x)

Yy=Yc+Yy,=A41cos(x)+ A, sen(x) + %xsen(x)
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Usando una demostracién similar al caso particular de una EDO de orden 2 hecho
anteriormente puede probarse el siguiente teorema:

Teorema 10: Método de variacion de los pardmetros para una EDO L de orden n.
H) y1; ¥2; ...; yn soluciones Lide agoy(x) + a1y’ (x) + -+ a,y™(x) = 0

3 n funciones u; derivables tales que:

(uyy: + uyy, + .+ Uy, = 0
wy; + uyy; + ...+ UnYn = 0
s : o

uly(ln Rt uzy(n 2+ unygln =0

1 f(x)

(i y " Y+ wpytY o+ wys D o= B2

T) yp = ug(x) y1(x) +uz(x) yo(x) + -+ + u,(x) y,(x) es solucion de:

apy(x) + a1y’ (x) + - + a,y™ (x) = f(x), no siendo f(x) la funcion nula.

Este teorema da las herramientas para resolver una EDO L NH de orden cualquiera. Notar
que S es un sistema lineal cuyas incognitas son u;; i =1,..,n. Los coeficientes del
sistema lineal son las funciones que generan el espacio solucién de la EDO homogénea
asociada y las n — 1 primeras derivadas de cada una. El sistema § puede ser escrito de la
forma matricial como Mu' = T.

Y1 Y2 u} / \
/ Y1 Y2 = \/ \
| (n 2) (n 2) (n 2)

\zg 2 yygfl . /\ - / \f(x)

Al determinante de matriz M se lo denomina Wronskiano y puede mostrarse que es no
nulo si y sélo si el conjunto formado por las n y; son linealmente independientes (lo que en
el teorema 10 estd garantizado por hipdtesis). Esto conlleva a que el sistema S sea
compatible determinado y permite encontrar las n funciones u;. Integrandolas se pueden
encontrar las u; buscadas.

EJEMPLO 12:
Resolver y""'+y' = sec(x).
RESOLUCION:

La ecuacion caracteristica es m® +m = (m? + 1) m = 0. Tiene dos raices complejas
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simples (m = +i) y una real, también simple (m = 0).
Luego, y. = c¢q cos(x) + ¢, sen(x) + c3.
Usando variacién de los pardametros se propone la solucion:
Yp = Ug €0S(X) + u, sen(x) + uz
El sistema a resolver es:
cos(x) u; +sen(x)u; +1uz; =0
S=q—sen(x)u; +cos(x) u; +0u; =0
—cos(x) u; — sen(x) u, + 0 u; = sec(x)
Usando Cramer:
0 sen(x) 1
0 cos(x) O
, sec(x) —sen(x) 0 -1 1 J > J ~
= = =—1=>uy =| ujdx=| —-1dx= u; =—x
feg! cos(x) sen(x) 1 1 1 1 1
—sen(x) cos(x) O
—cos(x) —sen(x) O

cos(x) 0 1
—sen(x) 0 0
0

TSR
—sen(x) cos(x) O
—cos(x) -—-sen(x) O
cos(x) sen(x) 0
—sen(x) cos(x) 0
/ —cos(x) -sen(x) sec(x)| sec(x) )
uz = cos(x) sen(x) 1 T 1 s = f us dx = f sec(x)dx =

—sen(x) cos(x) O
—cos(x) —sen(x) 0

= In|sec(x) + tg(x)|
Reemplazando en y, = u; cos(x) + u, sen(x) + us:

Yp = (=x) cos(x) + (In|cos(x)|) sen(x) + In|sec(x) +tg(x)|
Luego:

Y=Y +Y, =c1c05(x) + c; sen(x) + c3 — x cos(x) + sen(x) In|cos(x)| +

+In|sec(x) + tg(x)|

L2
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Luego de los ejemplos anteriores puede notarse que este método es eficaz, dado que,
siempre que se conozcan las soluciones de la ecuacion caracteristica, es posible resolver la
EDO L NH, cualquiera sea la f(x). Sin embargo, ain en casos sencillos, necesita de
numerosos calculos muchas veces engorrosos. Sin embargo, son algoritmizables, por lo que
los SAC lo utilizan.

Por fortuna, para las f(x) mas frecuentes en problemas de fisica e ingenieria, es posible
utilizar un método mas eficiente ya que logra resolver las EDO con menos calculos,
denominado coeficientes indeterminados, el que se desarrollara en el apartado 2.3.2.

2.3.2. Coeficientes a determinar (o coeficientes indeterminados).

Como se expresd anteriormente, este método es una regla particular para resolver la
ecuacion:

apy(x) + a;y' (x) + - + a,y™(x) = f(x)

Se podra usar sélo si f(x) tiene la forma: e**[P,(x) cos(bx) + Q,,(x) sen(bx)], siendo
P, (x) y Q,,(x) polinomios de grado ny m respectivamentey ay b constantes.

Notar que f(x) puede tener distintas formas de acuerdo a los distintos pardmetros, muchas
de ellas presentes frecuentemente en ecuaciones que modelan problemas reales de
economia, ingenieria o biologia. Por ejemplo: f(x) = P,(x); f(x) = ke®**; f(x) = k cos(bx);
f(x) = e**P,(x); f(x)=ke**cos(bx); f(x)=P,(x)sen(bx).

Se aplica para dichas funciones porque ellas tienen derivadas que conservan sus
caracteristicas al derivar, esto es, una combinacion lineal de sus derivadas tendra la misma
forma. Este método consiste en plantear una solucidon que se “sospecha” factible. Se
ilustrara el método con algunos ejemplos sobre cédmo elegir dicha funcion para luego
formalizar la eleccion.

EJEMPLO 14:
Resolver la ecuaciéon y' —y = 4x% — 3.
RESOLUCION:
La ecuacion caracteristica es m? — 1 = 0. Tiene 2 raices reales (m = +1).
Luego, y.=cie* +ce™™.

Para la solucién propia se debe proponer una posible. Dado que se busca una funcién que
derivada dos veces y sumada a su opuesta sea un polinomio de grado 2 (4x% —3) “se
conjeturard” que y, = Ax? + Bx + C (esto es porque y” —y tiene altas probabilidades de
ser también un polinomio de grado 2). Se deben determinar los coeficientes A, B y C para
que y, verifique la EDO.
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Y= Ax*+Bx+C
y’p=2Ax+B
yllp=2A

Reemplazandoen y' —y = 4x% — 3:

2A- (Ax*+Bx+ ()= 4x* -3 —Ax* —Bx+2A—C=4x* -3
y//p Yp

Para obtener la solucién se debe pensar que se buscan dos polinomios idénticos, y que esto
se logra sélo si los coeficientes homodlogos son iguales. Esto lleva a plantear el sistema:

-A=14 igualando coeficientes de x? A=—-4
-B=0 igualando coeficientes de x — B =0
2A — C = -3 igualando términos independientes C=-5
Siendo:
yp =—4x* -5

La solucion de la EDO dada sera:

y:Alex‘l‘Aze_x_ 4‘x2_5

o

EJEMPLO 15:
Resolver la ecuacion y’' —y = cos(x).
RESOLUCION:
La ecuacidn caracteristica es m? — 1 = 0. Tiene 2 raices reales (m = +1).
Luego, y. =c1e* +c, e

Para la solucion propia se debe proponer una factible. Se “conjetura”
Yp = Acos(x) + Bsen(x). Se deben determinar los coeficientes A y B para que Yy,
verifique la EDO.

yp = Acos(x) + B sen(x)

y', = —Asen(x) + B cos(x)

y'p = —Acos(x) — B sen(x)

Reemplazando en y'' — y = cos (x):

(—A cos(x) — Bsen(x)) — (Acos(x) + B sen(x)) = cos(x) — 24 cos(x) — 2B sen(x) =

yup Yp

= cos(x)

Para que esta expresion sea una identidad los coeficientes se elegiran con las condiciones:
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. .. 1
{—ZA =1 igualando coeficientes de cos(x) A=—=

—2B =0 igualando coeficientes de sen(x) resolviendo B=0 2

Luego:

1
Yo»="73 cos(x)

Y la solucién general es:

1
y=cie*+ce” — ) cos(x)

Notar que aqui también, al igual que en el Ejemplo 14, la eleccion de la solucion propia se
fundamenta en el hecho que tanto ella como sus derivadas pueden ser combinaciones

lineales de la funcidén f(x).

EJEMPLO 16:
Resolver y'’+y = cos (x).
RESOLUCION:
La ecuacioén caracteristica m? + 1 = 0 tiene raices complejas porque m = =+i.
Entonces y, = ¢, cos(x) + ¢, sen (x).

Dado que se busca una funcién que al sumarle su segunda derivada dé cos(x), al igual que
en el Ejemplo 15, se puede imaginar una y, = A cos(x) + B sen(x).

Procediendo de igual manera:

yp = Acos(x) + B sen(x)
y'p = —Asen(x) + B cos(x)

y"p = —Acos(x) — B sen(x)

Reemplazando en y'’ + y = cos (x):
(—Acos(x) — B sen(x)) + (A cos(x) + Bsen(x)) = cos(x)
Sumando los términos homélogos se obtiene:
i0 = cos (x)!
Se obtuvo un sistema incompatible (recordar que la ecuacion debe verificarse Vx).

¢Por qué en el Ejemplo 15 el método permitié encontrar la solucién y en éste no? La
respuesta es sencilla: la funcion “supuesta” no fue la correcta.

Un lector avezado pudo notar que si la solucibn complementaria es
y. = A cos(x) + B sen(x), la solucién propia nunca pudo haber tenido la misma “forma” (la
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primera debe verificar y’'+y =0 y la segunda y"’ +y = cos (x). Es por ello que es
neuralgico para este método conocer la solucién complementaria, porque en el caso que la
propuesta hubiese coincidido con la misma, se debe elegir otra. La selecciéon se hace con
similar criterio, esto es, buscar una funcién cuyas derivadas conserven las caracteristicas de
f(x). Latécnica es proponer la misma que se eligié anteriormente, pero multiplicada por x.

Este ejercicio, entonces, no fue correctamente resuelto. Vea la resolucién correcta en el

Ejemplo 17.

EJEMPLO 17:

Resolver la ecuacion del Ejemplo 16, y" +vy = cos (x), usando
Yp = x(A cos(x) + B sen(x)).

RESOLUCION:
Y, = x (Acos(x) + B sen (x))
y'p, =Acos(x) + Bsen (x) + x (—Asen (x) + Bcos(x))
y'p =—Asen(x) + Bcos(x) + (—Asen (x) + Bcos(x)) +x (—Acos (x) — Bsen(x))

Agrupando términos y reemplazando en y’’ + y = cos (x):

—2Asen (x) + 2 Bcos(x) + x (—Acos(x) — Bsen(x)) + x (A cos(x)+ B sen(x)) = cos(x)
Y'p Yp

Simplificando:
—2A sen(x) + 2B cos(x) = cos (x)

=
Il

{—ZA =0 igualando coeficientes de sen(x)
2B=1 igualando coeficientes de cos(x) resolviendo |B

N|=O

=— sen(x
La solucion general es:
1
y = ¢q cos(x) + ¢, sen(x) + 2 sen(x)
Este es idéntico al Ejemplo 11, que se resolviéo como ilustracion del método de variacion de
los parametros. Notar que los calculos fueron aqui mas sencillos.

o
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---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

El éxito del método “coeficientes a determinar” para encontrar la solucion propia de una
. EDO L NH cc depende de la correcta eleccién de la solucién propuesta. Para una buena |
' eleccion, plantear una forma analoga a f(x) y compararla con la solucién caracteristica, si
esta contenida en ella (ya sea completamente o algin sumando), se la debe multiplicar por x
 (jy repetir el procedimiento!) '

EJEMPLO 18:
Resolver la ecuacion y'"" — y'' = 4x.

RESOLUCION:
La ecuacidn caracteristica es m3 — m? = m?(m — 1) = 0. Tiene todas raices reales, una
simple (m = 1) y una doble (m = 0).
Estohaceque y.,=c;e*+c, e’ +c3xe® =c,e*+c¢, +c3x.
Dado que f(x) = 4x es un polinomio de primer grado, la funcién “imaginada” es otro
polinomio del mismo grado: y, = Ax + B. Notar que ésta estd contenida en y. (en los
sumandos ¢, + ¢3 x).
Se propone, entonces, y, =x (Ax+ B) = Ax? + Bx. Pero parte de ésta (Bx) también

incluida en y, (en el sumando c3 x). Se formula, entonces, y, = x*(Ax + B) = Ax> + Bx?.
Notar que ninguno de los sumandos esta contenido en y..

yp = Ax3 + Bx?
y’p = 3Ax? + ZBxi
y”p = 6Ax + 2B |
y'", =64 )

Remplazandoen y'"' —y" = 4x:
64 — (6Ax + 2B) = 4x

Luego, para que la anterior resulte una identidad:

2

—6A=4) _ [(a=-1
64280} :{B:_Z

Siendo entonces:

2
Yp = —§x3 — 2x?

Y la solucién general:

2
y=Alex+A2+A3x—§x3—2x2
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Formalizacién de las reglas para proponer la solucién propia de la ecuacién (1):

apy(®) + a1y (1) + azy®(x) + -+ apy™ (@) = f(x) (1)
ay(x) + a1y’ (x) + azy® (@) + - + a,y™(x) = 0
) Si f(x)=e**P,(x) = y,= e**Qu(x); Pp(x) y Q,(x) polinomios de grado n
) Si f(x) = ea*[P, (x)cos(bx) + Ry, (x)sen(bx)] =
> y, = e%%[Q,u(x) cos(bx) + Ry (x) sen(bx)]

Siendo P,,, y R,, polinomios de grado n; y n, respectivamente; Q,, y R,, polinomios de

grado m = mayor(nq, n,)

I1) Si luego de aplicar las dos reglas anteriores algin sumando de y, estd contenido en la
solucion complementaria multiplique la y, anterior por el factor x*, donde k es el menor
entero positivo tal que ningun termino de x* Yp Ppertenecea y..

EJEMPLO 19:

Para cada EDO proponer (no resolver) la solucién propia para el método de los coeficientes

a determinar:
a)—y"" +3y" — 4y = sen(3x)

b) —y"" +3y" — 4y = x? sen(x) + x cos(x)

A)—y""+3y" -4y =x e**

d) 2y''+ 4y = sen(2x) + 3x cos(x)

e)y'' —4y' =x1

Ny +y" -2y’ = -Sh(x)

RESOLUCION:

En todos los casos, para proponer correctamente es conveniente conocer la solucién
complementaria. (EC: Ecuacion caracteristica).

a) EC:—m3 +3m? —4=—-(m—2)%2(m+1)
Ye =4 e?* +A2xe2x +Aze™*
yp, = Asen(3x) + B cos(3x)

b)—y""+3y"—4y=x* sen(x)+ x cos(x)
— ()
polinomio polinomio
grado 2 grado 1
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EC.-m®+3m?-4=—-(m-2)*(m+1)
y.=A,e** + A, xe** + Az e™*
yp, = (Ax%+ Bx+ Osen(x) + (D x* + Ex + F) cos(x)
)-y""+3y"-4y= «x e

polinomio
grado 1

EC:-m3+3m? —-4=-(m-2)?*(m+1)
y.=A;e* + A, xe** + Az e™*
Yy = x* (Ax + B) e** = (A x> + B x?) e**

Advertir que no pudo elegirse (4 x + B) e** debido a que estd contenida en la solucién
complementaria; y tampoco x (A x + B) porque parte de ésta estd contenida en y,.
d) 2y’ + 4y = sen(2x) + 3x cos(x)

EC: 2m?+4=0 > m=4V2

y. = A; cos(V2x) + A, sen(v2x)

Para esta EDO conviene utilizar el principio de superposicién ya que el seno y el coseno no
tienen el mismo argumento (uno tiene 2x vy el otro x).

Para: 2y’ + 4y = sen(2x)
Yp, = Asen(2x) + B cos(2x)
Para: 2y’' + 4y = 3x cos(x)

Yp, = (Ax + B) sen(x) + (Cx + D) cos(x)

e) y'—4y'=x71

. - , - . _ 1
No es posible utilizar el método de coeficientes a determinar, dado que x71 = - nhoes
una de las funciones a la que se le pueda aplicar el método. Notar que una combinacién
. . 1 . . 1

lineal de las derivadas de ~  jamas podra ser o

Ny +y"—2y"'=-25h(x)

Si bien no es posible utilizar el método de coeficientes a determinar directamente, dado que
2Sh(x) no es una de las funciones que califica para aplicarlo, es posible hacerlo si se utiliza

1224

la equivalencia Sh(x) = # Se debe resolver y'""+y"" —2y'= —e* + e7*.

Usando el principio de superposicion, es conveniente encontrar la soluciéon propia de

1 1244

y'""+y"-2y'=-e* e y'""+y""—2y’'=e*separadamente.
EC: m3 +2m? —2m =m(m — 1)(m + 2)

Luego:
Ye = A1 + AZ e* + A3 e_zx
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Para y"’+y"” -2y’ = —e*, y, = Ax e* (dado que Ae* estd incluida en y,).
Para y""+y"” —-2y'=e*, y,, = Be™.
EJEMPLO 20:

Resolver la ecuacion y'"" — 4y’ = x? + x sen(2x).
RESOLUCION:

La ecuacidn caracteristica, m® —4m = (m — 2)(m + 2)m = 0 tiene 3 raices reales
simples.

Luego:
Yo = A1e%* + Aye ¥ + A,

Usando el principio de superposicién, se resolverdn por separado y'''—4y’'=x%* e
1244

y'""'— 4y’ = x sen(2x).

o y'-4y'=x

Dado que x? es un polinomio de segundo grado, se propone:
Yy = x (Ax* + Bx + C)

Notar que si se adoptara Ax? + Bx + C, C esta incluida en lay, (representada por el
sumando Aj).

yp = Ax3 + Bx? +Cx\I
yp = 3Ax* + 2Bx + C &
yp = 6Ax + 2B |
v, =64 )
Sustituyendoen y'"" — 4y’ = x?:
64 — (3Ax%* + 2Bx + C) = x>

Igualando los coeficientes de ambos polinomios:

6A—4C=0 A=-1
—8B =0 resolviendo B =
—124=1 c=_1
8
Luego:
1, 1
Y= T ¥ Tg¥

. y'""'— 4y’ = x sen(2x)
La f(x) = x sen(2x) tiene la forma:
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f(x) = e**|P, (x) cos(bx) + Ry, (x)sen(bx)|
Siendo: @ =0; P, (x) =0;R,, =x; b= 2.

Como el grado de P esn; =0y el de R es n, =1, los polinomios que multiplicaran a
sen(2x)y acos(2x) seran de grado 1.

Se propone:
¥, = (Ax + B )sen(2x) + (Cx + D)cos(2x)
Luego:
Yy, =(A-2D - 2Cx)sen(2x) + (C + 2B + 2A x) cos(2x)
y'", =(-124 + 8D + 8C x) sen(2x) + (—12C — 8B — 84 x) cos(2x)
Sustituyendo en y'"’' — 4y’ = x sen(2x):
(124 +8D + 8C x) sen(2x) + (—12C — 8B — 84 x) cos(2x) —
—4[(A—2D —2C x) sen(2x) + (C+ 2B + 2A x) cos(2x)] = x sen(2x)

Igualando los coeficientes:

A=D=0
~124+8D—4A+8D =0 ( 1
8c+8c=1 4 B=—-—
~12C— 8B —4C—8B = 0 resowienas | 10
—84-84=0 lc=1¢
VYp, = — % sen(2x) + 11—6x cos(2x)
Luego, usando el principio de superposicion:
y=A.e** + Ae ¥ + A; — ix3 — 1x + _ 1 sen(2x) + L X cos(2x)
1 2 312 8 16 16

o

EJEMPLO 21.:

Resolver la ecuacion y"' — ky' +y = e™*, siendo k una constante real.

RESOLUCION:

La solucion complementaria depende de k (ver el Ejemplo 4).
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Asi:
-k -k
ciez +c,xez” si k=42
—k—/ k*-4 —k+y k*-4
y.=4¢c1e 2z “+ce z si k € (—o0,—2) U (2,0)
—k 1/4__k2 1/4__k2
Lez_x lC1 cos <T x) + ¢, sen (Txﬂ si k €(=2,2)

Para determinar la soluciéon propia usando el coeficiente a determinar se propone
¥p = C e™%, salvo para el caso en que k = 2, dado que alli la solucion propia conjeturada esta
incluida en la complementaria.

Casoa)k #2
yp=Ce™
y,=-Ce™
y',=Ce™

Reemplazandoenla EDO y" + ky' + y = e™:
Ce*—kCe*+Ce*=¢€e""*

C—-kC+C=1
C2-k=1
C— 1
2-k
Luego:
1 —X
Y» =3 §°
Casob) k=2

ye=cie *+cxe™™*
yp-Cx*e™*
yp,=CQR2xe*—x*e™)
y',=CQRe*—-2xe*-2xe*+x*e™).=Ce*(2—4x+x?)
Reemplazandoen la EDO y" + 2y' + y =e™:
Ce*2—4x+x)+2C2xe*—x?e*)+Cx’e*=¢e*
Ce*2—4x+x*>+4x—-2x>+x¥) =¢e*
2C =

C =

NIm
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Luego:

Concluyendo:

( 1 ,
cpe*+cxe™™ +Ex2e‘x si k=2
cie*+cyxer +Ze‘x si k= -2
y =1 —k—J/K? -4 —k+/K2-4 1
c,e 2 ‘4 ez T+ e sik € (—o0,—2) U (2,0)
-k, V4 — k2 \/4 k2 )

ez |A;cos|———x |+ A, sen 2 — ke"‘ si k €(-2,2)
\

o

61



SECCION lI: Ecuacién Diferencial Ordinaria de Orden Superior

Ejercitacion propuesta.

1. Resuelva las siguientes diferenciales:
a) y'—=3y'+2y=0 Rta:y = cie* + c,e?*
b) 3y"—8y'—3y =0 Rta:y = cie 3 + ¢ e3*
c) y'+2y'+10y=0 Rta:y = e‘x(q cos(3x) + czsen(3x))
d) y'=y Rta:y = cie* + c,e ™
e) y"+ 25y =0 Rta: y = ¢; cos(5x) + c,sen(5x)
f) 2y"+y'=0 Rta:y = c; + c,e /2

n ! E \/_ \[_
3g) y' —y +2y=0 Rta:y = e2<c1 cos(%x)+czsen(77x)>

d? d - —1-

h) d—;+2£—y=0 Rta:y = ¢,e(1+V2)x 4 ¢, o(-1=V2)x
. d? d -
i) 2% + é +3y=0 Rta:y = e /4[c, cos(\/ﬁx/4) +c, sen(\/ﬁx/él)]
2. Resuelva el problema con valor inicial:
a) y'+3y' —4y=0; y(0)=2, y'(0)=-3 Rta:y = e* +e™**
b) y'—2y'+2y=0; y(0)=1, y'(0) =2 Rta: y = e*(cos(x) + sen(x))
o y'-2y-3y=0; y(1)=3,y(1)=1 Rta:y = 2e™* + 3071

n ’ 1
d) y'+9y=0; y("/3) =0,y ("/3) =1 Rta: y = —Zsen(3x)
3. Resuelva, si fuese posible, cada problema con valor en la frontera:
a) y'+4y'+4y=0; y(0)=0, y(1)=3 Rta: y = 3xe~2**2
b) y'+y=0; y(0)=0, y(m) =0 Rta: ¢ sen(x)
4. a- Demuestre que el problema con valor en la frontera y" + ay = 0, y(0) =0, y(L) =0,

tiene sdlo la solucion trivial y = 0 para los casosa =0 y a < 0.

b- Para el caso a > 0, determine los valores de a para los que este problema tiene una
solucién distinta de la trivial, y proporcione la solucién correspondiente.

Rta: b) a = n?m?L™%, nesunentero, y = sen(nmxL™1)

5. Resuelva la ecuacién diferencial o el problema con valor inicial, utilizando el método de
los coeficientes indeterminados.

a) y"—y —6y=cos(3x) Rta:y = c;e3* + c,e ™ — 75—8COS(3x) — 71—8sen(3x)
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by y'"—4y'+4y=e* Rta:y = e?*(¢cix + ¢,) + ée"‘

c) y"+36y=2x%—x Rta: y = ¢; cos(6x) + ¢, sen(6x) + (g) - (:—6) — 32%

d) ¥ =2y +5y =x+sen(3x), y(0) =1, y'(0) =2

ey = px (323 797 1 2.3 _ X
Rta:y =e (650 cos(2x) + 1300 sen(Zx)) toxt+ o+ cos(3x) 5 sen (3x)

e Yy -y=zxe% y0)=0y(0)=1 Rtay=3er—Zerie(ly-2)

6. Escriba una solucion propuesta para el método de los coeficientes indeterminados. No
determine los coeficientes:

a  y'+2y' +6y=x*e* Rta: y, = (Ax* + Bx® + Cx? + Dx + E)e?*

b) y" =2y + 2y = e*cos(x) Rta: Vp = xe*(A cos(x) + B sen(x))

7. Resuelva la ecuacién diferencial utilizando: (a) coeficientes indeterminados, y (b) variacion
de pardmetros:

a) y'+4y =x Rta: y = c¢; cos(2x) + ¢, sen(2x) + %x

b) y' =2y +y=e** Rta:y = cie* + cxe* + e

8. Resuelva la ecuacion diferencial empleando el método de la variacion de pardmetros:

a) y'+y=sec(x), 0<x< g Rta:y = (c; + x) sen(x) + (c; + In(cos (x))) cos(x)

b) y'—=3y'+ 2y =

1+e™%

Rta:y = [¢c; —x + In(1 + e¥)]e* + [c, + In(1 + e™™)]e?*

c) y' —y=1/, Rta:y=[cl—%fex—xdx]e‘x+[c2+%fex;xdx]ex

9. Optativo: Mostrar, utilizando al menos dos métodos, que y = % f: f(t) senw(x — t)dt es una

solucion propia de y" + w?y = f(x). Ayuda: Resolver verificando y usando variacion de los
pardmetros.

10. Seguramente el lector noté que al determinar las u; en el método de variaciéon de los
pardmetros  usando [ u!dx se omitié en la resolucién de las integrales la constante de
integracion. Dar razones para dicha omision.

11. Resolver usando coeficientes indeterminados y variacion de los pardmetros las EDO:
a y" -4y =4 Rta:—x + A+ Be?*+Ce™%*
b) y"+4y' =4 Rta: x + A + B cos (2x) + C sen (2x)
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2
c) y'"+4y" =4 Rta: >+ Ae™ + B + Cx

12. Movimiento del proyectil en un medio viscoso: Encontrar la posicion 7 del proyectil de masa
m disparado desde (0,0) con rapidez v, y dngulo sobre la horizontal «, suponiendo que después
de disparado, ademds la fuerza gravitacional existe una de rozamiento que es proporcional y

opuesta a la velocidad F = —k m®. Utilizar un SAC para comparar las trayectorias a iguales v,
y o cony sin rozamiento.

Rta: 7#(t) = (x(); y(t)) siendo:
vg cos(a)

x(6) = 29D (1 — gokty

2
y(t) =MD (1 — gty — I

30

20

[u] 20 40 G0 a0 100 120 140 160 180 200 220
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Sistema Lineal
de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

con coeficientes constantes

“Si la gente no piensa que las matematicas son simples,
es sOlo porque no se da cuenta
de lo complicada que es la vida”

John Von Neumann
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3. Sistema Lineal de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Lineales con
coeficientes constantes.

Hasta el momento, se estudié la solucién de una EDO L (con o sin los datos de valores
iniciales, dando por resultado una familia solucién o una Unica solucién, dependiendo del
caso). Ahora se tratara el problema referido a resolver sistemas EDO lineales, esto es
encontrar las funciones que solucionan simultdneamente un conjunto de ED.

Normalmente esos sistemas aparecen en modelos que involucran determinar mas de una
funcion de la misma variable independiente, la que normalmente suele ser el tiempo. Por
ejemplo, determinar la posicion de un moévil sujeto a un campo de velocidad conocido, o
determinar la concentracién de un quimico en distintos tanques comunicados entre si. En
esta seccion se asumira como variable independiente a t y como funciones incognita a
x1(t); x,(t) (en general, x;(t)), aunque para facilitar la notacién se omitird indicar la
dependencia de t, nombrandolas como x; y x,. Hay métodos muy sencillos que permiten
transformar un sistema lineal de cualquier orden en uno de primer orden; por ello se
trataran solo éstos.

Se resolverd un sistema de ecuaciones diferenciales (SL EDO) por dos métodos, uno
denominado método de eliminacién y otro, matricial.

3.1. Resolucion de SL EDO por método de eliminacion.

El nombre de este método elemental proviene del hecho que transforma el SL EDO en otro,
pero que posee una incognita de orden superior de una uUnica funcién incégnita. Esto se
puede resolver usando los procedimientos de la seccion Il. Consiste en despejar de una de
las ecuaciones una de las funciones y reemplazarla en las otras, obteniendo asi un nuevo
sistema con una ecuacién menos. Se repite la operacion hasta lograr una Unica ecuacién
lineal.

EJEMPLO 1:

!
. xXq1=-3x1+x
Resolver el sistema { 1 1772
X = 4x1 - 3x2

, sabiendo que x;(0) =1 y x,(0) = 0.
RESOLUCION:
Despejando de la primera ecuacién:
X, =x"1 +3x;
Derivando m. a m.:
x',=x"1+3x"
Reemplazando éstas en la segunda ecuacion del sistema, se tiene uno equivalente:

x”1 + 3x’1 = 4'x1 -3 (x'1 + 3x1)
—_—— ~

x’z X2
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El que se reduce a:

{xZ = x’1 + 3x1
x”1 + 6x’1 + 5x1 =0

Notar que ésta es una EDO de segundo orden. La ecuacién caracteristica de la misma es
m? + 6m + 5 = 0; que tiene por solucion dos raices reales distintas: m; = -1ym, = 5.

Luego:
x; = Ae t + Be™5t
Reemplazando este resultado en la primera ecuacién del ultimo sistema se obtiene:
x; =x'y +3x; = —Ae™t — 5Be 5 + 3(Ade”t + Be 5t) = 24e™t — 2Be™ %
Luego, la solucidn general del sistema es:
{xl = Ae '+ Be %!
x, = 2Ae ! — 2Be™>t

Utilizando las condiciones iniciales:

{x1(0)=1 :{1=A + B

x,(0) =0 0=2A-2B
Luego:
A=B= !
2
Finalmente, el sistema tiene por solucioén:
1 1
x,= e t+-et
172 2
x, =et— e 5t
1 Xy 1%,
[ ; _ -t _Sr
X, ()= %e +% e
X, (H=e - et

0.4

0.2

*¥ Utilizar el simulador DaVinci para graficar las soluciones encontradas. Notar que si
t —» oo, ambas funciones solucion tienden a 0.

Este puede tener una interpretacion fisica. Suponiendo el campo de velocidad:
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v =(-3x+y;4x — 3y)

Se desea encontrar la trayectoria de la particula que se suelta en (1;0); o sea, la linea de
flujo. Notar que se debe resolver v = (x'(t);y'(t)) = (-3x+ y;4x — 3y), siendo
x(0) =1; y(0) =0.

Mas alla del cambio de notacion, el sistema es el resuelto recientemente. Con el simulador
puede apreciarse en el Plano de Fase el campo de velocidad ¥ y la trayectoria
() = (x(t);y(t)) encontrada. En tanto que en el Plano de las Series de Tiempo se observan
las graficas de las funciones solucion:

1
x(t) = Ee‘t + Ee‘St

y) =et—e™

Notar que si t —» o la particula se acerca al origen (0; 0).

WNEEEaINNIK
\\&m““::\ \ :
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i *:::‘x\ .
NN/ ::ti\ " a:
. & ey
\\\\\\g\@?: ERRRNN \\\ L _1
\\\\\\\“Iiiiii@\\x\\ j
:::141'\\ 04 5 N,
§\\ ASSHALE Q&.\\\\\\ y |
M:&E"“" Planc; de Fase mwn;:&mmx ? : S:ries 1de Tl:;m P ;

v

EJEMPLO 2:
X1 =—X1+Xx3 — X3
Resolver el sistema | x; = 4x; — 3x;,
X3 =x1—3x3+t
RESOLUCION:

Despejando x3 de la primera ecuaciéon se tiene x3 = —x; —x;+x, Yy derivando,
x'3 = —xi{ —x'y + x’,. Reemplazando éstas en las otras dos ecuaciones del sistema:

{ x;, = 4x1 — 3x;
—x1—x'1+x,=x1;-3(—=x3 —x1 +x3) + ¢
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Simplificando:
x, = 4x1 — 3x;
{—x’l’ —4x';+ x5y =4x; —3x, + t

El procedimiento general apuntaria a despejar x; de la primera ecuacion vy, luego de calcular
x'4, reemplazarlas en la segunda. En este caso no es necesario, dado que al reemplazar x;,
en la segunda se simplifican varios términos y la ecuacién resultante es una EDO de una
Gnica funcién incégnita: —xi —4x'y + (4x; — 3x;) = 4x; —3x, + t; simplificando
x]{ +4x'; = -t
Al resolver x] +4x'y = -t se tiene como ecuacion caracteristica
m? +4m =m(m+ 4) = 0; luego, la solucién complementaria sera
X1 = Ae® + Be™* = A + Be™*; y la particular, siendo que f(t) =t es un polinomio de
primer grado, tendra la forma x;, = (C; + C2t)t = C;t + C,t* (notar que fue necesario
multiplicar por t, dado que en el caso de haberse adoptado €, + C,t el sumando C, seria
incorrecto dado que forma parte ya de la solucién complementaria).
Asi, x'1, = €1 +2 Cat 'y X"y, = 2 Cy; luego, reemplazando en xj + 4x’y = —t se obtiene
2C, +4(C; +2C,t ) = —t.

1
2C,+4C; =0 C1=1

; luego:

Para determinar las constantes, se resuelve el sistema { .
8C, =-1 C, =1

Entonces:

1 1
— -4t _ 42
x,(t) = A+ Be +16t 8t

Introduciendo ésta en x; = 4x; — 3x, se lleva a la ecuacién diferencial lineal de primer
\ 1, 1
orden xj +3x, = 44+ 4Be * + t —_t%

Siendo P(t) =3 y Q(t) = 44 + 4Be %t + % t— %tz y utilizando:

1 1
x, = e~ J3dt [C+fef3‘“(4A+4Be““+zt—§t2)dt] =

1 1
=e 3t [C + f edt (4A + 4Be~ % + Zt - Etz)] =

1 1
=e 3t [C + f (4Ae3t +4Bet + Zte“ — Et2e3t)]
Resolviendo la integral es posible llegar a:
4 1 1 1 1 1
x, = e 3t [C + §Ae3t —4Be ™t - ge“ + Ee“t — Ee“ + + §e3tt - ge”t2

Simplificando:
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4 7 7 1
=e3C+sA—-4Be™ ——— 4+ —t ——t*
x=e btz € 108 736" "6

Para obtener x5 es posible reemplazar los resultados anteriores en x'3 = —x7 — x';y + x'5.

Luego:

55 t
S 4 B —4t __ 3C -3t _
X3 =qaq T A€ € 12

Resolviendo esta ecuaciéon de variables separables se tiene:

2

55 -4t -3t t
X3(t)=mt—Be + Ce _ﬁ-l-D

Notar que hasta aqui parecen ser 4 las constantes. Se sabe que en realidad son 3. La
cuarta, D, es seguro una combinacion lineal de las anteriores. Para obtenerla, simplemente
se reemplazan las funciones x(t), x,(t) y x3(t) obtenidas en el sistema. Reemplazando en
X7 = —X1 + x5 — x3 se tendra:

4BeH 41y
16 4
1 1 4 7 7 1
=—|A+Be™ ™ —t——t2> ( StC+-A—-4Be™ -— —t——t2>—
( MEARETA AL R G ¢ "108736' 6
55 t?
(22 . po-4t -3t _ -
(144t Be™™ + Ce 24+D)
Operando en el segundo miembro y agrupando términos comunes:
1 1 7 A t
_ 4t — e __ " 2 -4t _
4Be +16 4t 108+3 D — 4Be 2
1 7 4 A . —_55 .4
Luego,E——E+E—D,porloqueD— a3

Finalmente, el conjunto solucién es:

1 1
x(t)=A+Be ™+ —t——t>

16 8
4 7 7 1
xz(t) = §A —4Be““+e‘3tC —mﬁ'gt —gtz
A 55 t> 55
t)=—— B -4t C -3t t——— —
%3(0) =3 - Ber + Ce™ 4+ Tt — o1~ 132

Se deja como ejercicio verificar la solucion.

o

Habrd notado el lector, a partir de los ejemplos, que este procedimiento resulta muy
laborioso, lo que justifica indagar en un método mas eficiente y sistematico para resolver
sistemas similares a éste. Se tratara el mismo problema en la subsecciéon 3.2. con el uso del
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algebra lineal.

3.2. Resolucién de SL EDO usando matriz exponencial: uso del Algebra Lineal.
3.2.1. Sistemas Homogéneos.

Suponer el sistema:

x'1(t) = ag1x1(t) + agpx2(8) + -+ agx, (1)
x'5(t) = azx1(t) + azx2 () + - + azpx,(0)

x’n(t) = anlxl(t) + anzxz(t) + -t annxn(t)

donde a;; € R (aunque podrian ser funciones continuas, sélo se trabajard con constantes
reales). El mismo se puede escribir de forma matricial:

!
X1 a;; Qg A1n X1
Xy |_[ @21 Q22 azn || X2
X', An1 Az - Au,/ \Xn

o en su forma vectorial:
x'(t) = A, xX(t)

Si X(t) = {x1(t); x,(t); ...; x,(t)} son soluciones del sistema x’(t) = A; X(t) y, ademas, el
conjunto es linealmente independiente, se lo denomina conjunto fundamental de
soluciones.

Observar la similitud de x'(t) = A, X(t) con la ecuacion de Abel x’(t) = a x(t), la que tiene
por solucion desarrollando en serie:

242 343
x(t)=Ce‘”=C<1+at+ +—t+---+ann+--~>
2! 3! n!

El segundo teorema de esta seccion mostrard que una expresion similar es la solucion del
sistema de EDO.

Matriz exponencial.

Se comenzara por la definir conceptos necesarios del dlgebra lineal. Sea la matriz cuadrada
A, se denomina matriz exponencial a la matriz:

1 1 1
As — A2 A3 4.4 ATy
els =1+ A; + 51 A" + A" + -+ A"+
Luego:

Agt 1 2 1 3 1 n
elst = I+ Ast + 55 (Ast)? + 57 (Ast)* + -+ — (A" + -
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EJEMPLO 3:

0 0 0

(9 0 9)

Calcular e® =e‘\o o - 0/,
RESOLUCION:

e’ = I+0+l(0)2+l(0)3+--- =1
N 2! 3! B

Adoptando A° = I la anterior permite escribir efs = Y2 14" y edst =y= L

n=0n! n=0 s

EJEMPLO 4.
aqq 0 0 el t 0 0
Siendo D = O Gz mostrar que e?t =| 0~ e®f 0
0 0 “ Qpn 0 0 .. @nn t
RESOLUCION:
a11 0 cee 0
En el caso que A sea una matriz diagonal D = 0 ‘}22 : , calcular e”* es un
0 0 ann
problema sencillo, dado que:
a11 0 see 0 n alln 0 see 0
D" = 0 az9 0 — 0 as- 0
0 0 A 0 o a,,"
Luego:
4 o o a;;" 0 0
elt = Z d (D)™ = Z 1D”t” = Z Tloo ayn 0
n! n! n! :
n=0 n=0 n=0 0 0 annn
- 1
z o (a; )" 0
TI.:O . cee O
) 1 0 et t 0 0
eDt — 0 Z l (az,t) _ 0 ezt 0
n=0 :
: : - : 0 0 etnnt
- 1
0O o0 z o (azt)"

0

H]
I
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Teorema 1: Convergencia de la matriz exponencial e3st.
1 1 1 o
H) et =1+ Ast+ (A0 + 5 (A0)° + -+ — (A D"+ =27, |(A )"

T) e4st es convergente para todo t.

Sin demostracion.m

Teorema 2: Solucion general de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales; forma matricial.
H) A, € R™™; con coeficientes reales

x(t) funcion vectorial derivable sobre R™
K € R™ cuyas componentes son constantes cualquiera

T) X(t) = e K es solucién de ;;(t) = A, X(t)

Demostracion:

Por hipodtesis:
1 1
elst =1+ A t+o (A )% + |(Ast)3 + o+ E(Ast)"+ = E EA’}t"

Usando el teorema que expresa que una serie de potencias puede derivarse término a
término sin que por ello cambie su radio de convergencia, se tiene:

— 1 1 1
d(e’s'K) d(e’s")_, d(I+Ast+T(Ast)2 +T(Ast)3 +o+ (A" + )é
i at &7 ' dt ' k=

d(e’'K) d < 1 L wd/1 L own -,
=V = — —A ntnK = Z—<—A ntn) K: Z_A ntn_l K
dt dtZ}n! $ 0dt n° n°
n= n=

n=1

. . o . (dl , .
Notar que la derivada del primer término de la serie (z)es nulo, de alli que la dltima

sumatoria comience desde n = 1. Haciendo algunas simplificaciones se tiene:

Ast—> [ee] oo
UB) Z L ek = lA mtlgmg
dt n—-1"7° camb?, m!
tando ;=0
n-1=m
d(e*'K) i 1 -
dt Usando m=0 m'

Am+1_A Am
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—_. (o]
d(eAStK) 1 m.m | Ast 7
= A —A, 't |K = A, e’ s'K
dt o . s m! $ ) s
Sacando factor comun m=0 Us'ar}d'o, la
las matriz As y extrayéndola defmlczon de
fuera de la sumatoria;idem K matriz exponencial
Entonces:

d — _
At _ Agt
es'K|=A4; es'K

dt(&—/ﬁ ) § o —
X() X(®)

Lo que prueba que X(t) es la solucién general de la ecuacion ;;(t) = A, X(t).
|
Observaciones:

x1(0)
X2 .(0)

x3(0)
valor de K pues xg = x(0) = e4"K = IK = K. De forma similar, mostrar la segunda
afirmacion del teorema 3.

Si se conoce la condicion inicial (0) = = X, se puede determinar facilmente el

Teorema 3: Solucidn particular de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales; forma matricial.

x'(8)) = A X(0)

es X(t) = eAstx,
%(0) = %, °

La solucién particular de

e A = , {
y lade {’i (t) = ‘i{ X(t) o X(t) = eAst-ty,
x(t) =x,

Este teorema da el procedimiento para encontrar la solucidon particular del sistema
x'(t) = Ag X(t) si se conoce la condicion inicial X(0).

El método se reduce a calcular la matriz e4st, denominada matriz fundamental del sistema o
solucién matricial fundamental. La complejidad de la determinacion est depende de A;.

Por orden de complejidad, se trataran los tres casos posibles:
1) A, es diagonal.
2) A, no es diagonal, pero es diagonalizable.

3) A no es diagonalizable.
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3.2.1.1. A es diagonal.

eaut 0 0
Lasoluciones X(&) = O, e:““t L
0 0 we.  eMnt
EJEMPLO 5:
X1 =2xq
Obtener la solucion general del sistema$ = {x, = —x, y la particular sabiendo que
x3=0
x1(0) 3
x(0) = | x2(0) | =(4|.
x3(0) 5
RESOLUCION:

En forma matricial, S es:

!

X1 2 0 0\ /*1
x|=(0 -1 0](=x2
X3 0 0 0/1\x3
La solucién general es:
X1 A\ [/e*t 0 0)\/A X1 Ae?t
X;)|=e’"|B|=l 0 et 0 ||B|=|Xz])=|Be!
X3 C 0 0 eOt Cc X3 C
Y la particular:
X 3 3e?t
X |=et'4]=|4et
X3 5 5

v

3.2.1.2. A, no es diagonal, pero es diagonalizable.

Tampoco es dificil utilizar el teorema 3 si la matriz A; es diagonalizable, esto es, existe la
matriz invertible C tal que A, = CDC™1.

Bajo estas condiciones:

A"=CD"C 'y (A;t)"= C(Dt)"C!
Agt 1 2 1 3 1 n
e’s =I+Ast+E(Ast) +§(Ast) + -+ E(Ast) + -

Reescribiendo:
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Dt)? Dt)3 De)"
e’st = CIC™! + CDtC™ + C%C‘l + C%C‘l +ot C( n,)

Notando que cada sumando de la serie tiene como primera matriz del producto a C y ultima
a €1, se extraen de ellas como factores comunes:

c'+

1 1 1
erst =C|I+D t+E(Dt)2 +§(Dt)3 ot S (DO A c!

eAst = C eDtc—l

Luego:
etut 0 0
Xo=c[ 0 e=' 0 g
0 0 etnnt
EJEMPLO 6:
. 1=—"2x1+
Dado el sistema § = {x,l *1T X , obtener:
X, =5x1 +2x;

a) La solucion matricial fundamental del sistema.

b) La solucién general del sistema.

c) La solucién particular, tal que x;(0) = 6 y x,(0) = 7.

d) la solucion particular, tal que x,(1) =0 y x,(—1) = 3.
RESOLUCION:

La forma matricial de S es:

Los autovalores de A, son tales que:

|2t L =9-2=a=13
Para determinar los autovectores se resuelve 4% = A%.
Luego:
s 5m () e (2 () =2
es = 5m(l) o (2 () =3(0)
Con  estos  datos  es  posible  diagonalizar 4, segin

(2 )-(1 900 901 9
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de-coer-(1 (5 QG D &)

At _ 1( Se—3t + eSt _e—3t + eSt)
"6\ —5e 3t 5e3t -3t 4 53t

IR o
RO

e

5 1 1 1

_ A(Ze 3t +-e3 )+ B(—-e 3 +-e3)

b) La solucion general es X(t) = eAst(g) = (6 5 6 5 Zt i’ 3 2 3
A(—ge +ge )+B(ge +Ee )

c) La solucion particular se obtiene planteando (g) = (6) .

7
Luego:
23 13
%1 o[ 6° &
_ adst
X(®) (xz)“ e (7) 23, 65
6 6 °
Por lo tanto:
X, = ?e‘” + %e”
X, = —%e‘“ +%e3t
X, (t)=A (Ee‘“ + le3t) +B (—le‘“ +1le3t
d) Del item b: e L% o :
Xz(t) =A (—ge‘“ + ge:“) + B (ge_3t + ge3t)

X (1) =0=4(3e3+1e3)+B(-1e?+1e?)
Usando las condiciones iniciales 5 2 5 s 13 5
X,(-1)=3=4(-3e+32e3)+ B(3e3 +2e7?)

3 3
Resolviendo este sistema se obtendra 4 = (:082)2 YB = %, por lo que la solucioén sera:
+e
108e3 /(5 1 18¢3 1 1
X (f) — Cersten) (2ese 4 2e)
1O =GTe2\6¢ T6% ) T57e5\76° T6°
108¢e3 5 5 18e3 /1 5
X () = (__ -3t 2 3:) (_ -3t ;. 2 St)
20 =5 ez "6¢ T6° ) 54ef\6° T6°

Nota: X;(t) y X,(t) podrian simplificarse si se continlla operando. Queda como ejercicio
resolver este sistema usando el método de eliminacién, debiendo llegar al mismo resultado.

o
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EJEMPLO 7:

Dado el sistema (i:;) = (: :;) (2) determinar:

a) La matricial fundamental del sistema.

b) La solucién general del sistema.

c) Lasolucion particular si x;(0) =1y x,(0) = —1.

d) La solucion particular si x;(0) =1y x,(m) = 0.
RESOLUCION:

a) En este caso los autolvalores son complejos ya que 2 ; A —Z_i al= 1+22=0>

= A= +i.

240\ /270
El espacio propio es gen {( 5 >< 5 >}
1 1

240 2-0\ 2+i 2-i\ "1
La matriz A, es diagonalizable segun (2 _1) = < T) ((l) 0.) <T T) .

5
5 -2 1 1 —U\1 1
240 2-0\, S+
Ast _ ¢ oDte-1 _ | 5 5 e 0 ) 2 2
€ CemC 11 (0 eit)| 5i 1-2i
2 2
Reemplazando e = cos(t) + i sen(t) y e” = cos(—t) + i sen(—t) = cos(t) — i sen(t):
o ~5i 1+2i
st — (% ?) (cos(t) + i sen(t) 0 ) 2 2
S\ 1 0 cos(t) —isen(t))\ 5 1-2t
2
Luego, simplificando el producto matricial anterior:
Agt _ (cos(t) + 2 sen (1) —sen(t) )
e = 5 sen (t) cos(t) — 2 sen(t)

X1\ _ ax(AY_ (4 cos(t) + 2A sen(t) — B sen(t) \ _
b) ( ) = ¢ <B) <5A sen(t) + Bcos(t) — 2B sen(t)) -
_ (Acos(t) + (2A— B) sen(t)

B ((SA —2B) sen(t) + B cos(t))

J (X1) _ eAst( 1) _ (cos(t) +3 sen(t)) - {Xl = cos(t) + 3 sen(t)

X, -1 7 sen(t) — cos(t) X, = 7 sen(t) — cos(t)
d) { A=1 {Xl = cos(t) + 2 sen(t)
-B=0 X, = 5 sen(t)

o
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3.2.1.3. La matriz A, no es diagonalizable.

Aqui es necesario recurrir a la forma canénica de Jordan de la matriz A;. Asi, puede
mostrarse existe la matriz J tal que 4, =CJC™ L.

Se tratara solo el caso A; € R**2, no diagonalizable. El polinomio caracteristico tiene dos
raices iguales 4 y A, tiene un Unico autovector v;. Se demuestra en cursos avanzados de
Algebra Lineal que el segundo vector columna de C se obtiene de la ecuacidn
v, = (A, — A1) v,. Este sistema tiene infinitas soluciones; se debe adoptar una no nula.

. _ A 1 ]t_< el‘lt telt)
Ademas,]—(0 A)’ y et = 0 it )

Finalmente, e4st = C e/tC-1. Luego, X(t) = C &'t'C 1K

EJEMPLO 8:

4

Dado el sistema (i,;) = (g :?,) (;;) determinar:

a) La matricial fundamental del sistema.
b) La solucién general del sistema.

c) La solucién particular si x;(0) =1y x,(0) = —2.

RESOLUCION:

1+2).+12:0:>11'2:—1

Aqui, los autovalores son iguales, ya que |3 ; A

—-5-2
— . 7 3 -2\ - — — 1
Para calcular v, se resuelve la ecuacion v, =—-1v;, = v, = .

8 5 2

Para calcular v, se resuelve la ecuacion usando 4 = —1:

3 E)mene() - e

La matriz A, se reescribe bajo la forma de Jordan:
3 -2 <1l>—1 1(0 >
= 4 .
<8 —5) 2 0(0 —1) 4 -2
1
2

1 _ _
a) eAst=Ceﬂc—1=<1 z)(et te_f)(" >:
2 0/ 0 e 4 -2

_ ( et +4tet —2tet )
8te ! et —4tet

(=2

N | =

b) (X1> _ oAt ( A) _ (A(e‘t + 4te ") — 2B te‘t>
X, B A8te '+ B(e ™t — 4te™)

_ {Xl = Ae '+ (44 —-2B) te!
X, = Be '+ (84— 4B)te!
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X1> Al 1 {Xl = et +8te”t
= s et
) (Xz € (2) X, = 2et+16tet

Ty

3.2.2. Sistemas No Homogéneos.

Se verd un método para resolver los SL EDO que respondan a la forma
X)) = A2 + f(0).

Teorema 4:
H) x;(®) y X,(t) son soluciones del sistema no homogéneo x'(t) = A, %(t) + f(t) (D

T) x;(t) — x;(t) es solucion del sistema homogéneo x7(t) = A,%(t) (2)

Demostracion:
Por hipdtesis:
X1 = A, 7 () + £(©)
x7(0) = A; (0 + £(©)
Restando m. a m. estas ecuaciones se tiene:
21(8) = x5 (0) = A, 5 (0) + (1) — (A, (D) + F(©) = A, (1(D) — (1))
Luego, x7(t) — x,(t) verifica el sistema homogéneo (2).
=1
Esto significa que x; — X, = x, = X; = X + x, . Advierta la similitud del teorema 4 con

el teorema 8 desarrollado en la seccidon Il para ecuaciones diferenciales lineales no
homogéneas. Al igual que en su similar, este teorema permite concluir que la solucién

general del sistema no homogéneo (1) puede expresarse como X(®) :)Tc(t)+XT,(t),

denominando X, a la solucién general del sistema homogéneo.

Luego x;(t) = X.(t) + x5(t), lo que se interpreta que cualquier solucién del sistema no
homogéneo puede expresarse como la suma de la del homogéneo mas una propia.

Asi la solucion general del sistema no homogéneo x(t) = A X(t) + 7(t) sera
X(t) = z(t) + X_p)(t), siendo )Tc(t) = eAtK y )Tp(t) una solucién propia.
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La solucion general de  x7(t) = A, %(t) + f(t) es X(t) = eA K + }Tp)(t).

Para la determinacién de la soluciéon propia )Tp)(t) de un SL EDO de primer orden se
demostrara el siguiente teorema:

Teorema 5: Método de variacion de las constantes para determinar la solucién propia.

H) Dadax’(t) = A, X(t) + f(t); A matriz cuadrada de tamano n; 7(t) con funciones
componentes continuas.

T) X_p)(t) = elst | e~ Astf(t) dt es solucion propia del sistema no homogéneo.

Demostracion:

Por las similitudes mencionadas anteriormente entre los sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales con las ecuaciones diferenciales lineales no serd casual que se utilice

el método de variacion de pardmetros o de constantes para determinar X, (t).
Se supondré entonces que X,,(t) = e’st U(t); esto es: se varia el vector constante K por la
funcién vectorial u(t).

Derivando m. a m.:

X—’,; =A; et U + et
Xp(®

Asi:

X, = A X, +elstu (1)
Por otro lado, XT, es solucion de:

X () =A%) + f(©)
Entonces:
X, =A4,X,+ f(b) (2)

Utilizando las ecuaciones (1) y (2): e4st ' = f(¢).

Sabiendo que e4st es no singular, es posible despejar U’ = e‘Astf(t) , Y a partir de ésta
calcular Uul) = [es tf(t) dt, siendo entonces la solucién propia
X,(t) = et [e s f(t)dt. E\‘ﬂ'
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EJEMPLO 9:

x| =4x +2x, + €'

Resolver el sistema { , ¢
Xy =3x1+3x, +e

RESOLUCION:
La forma matricial es (2) = (; ;) . (2) + (z:) .

Los autovalores de (L; :) son 6 y 1, dado que ambos son soluciones de:

4—-1

2| _(q_ -6 =
s T4 i ]=@-n6-n-6=0

El conjunto de autovectores es {(i) (_g)} .

Luego, la diagonalizacion de la matriz se expresa:
_ -1
G3)-G DeIGE T
G3)=-(G 3G )
La solucion matricial fundamental es:

=3 D0 |

La inversa de la matriz fundamental es:

= DE"Y

Usando estos datos, la solucién complementaria es:

U=l N —

U] = U1 W

_ e(‘; 2)e 1( 2e' + 3% —2e'+ 2e6t>
5

5\—3et + 3eft 3et + 2ebt

U= 1w
U= U1 N

= e_(g g)t = 1( 2et+3e 6 —2et+ 2e‘6t)

5\—3e~t4+3e 6t 3et 4 2e 6t

Ui = o1 W
Vil m U1 N

X = et R = 1( 2et +3e% —2e! + 2e6t> (A) _ (A(2e" + 3e%") + B(—2¢" + 2€%)
¢ 5\-3e’ + 3e%  3e' +2e%/\B A(—3e' + 3e%) + B(3e' + 2e%)

c

v _( 2A-2B)e'+ (34 + 2B)e"t
(—34+2B)et + (3A+ 2B)e®

Solucién propia:
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3(1, = eAst [ e~Ast f(¢t) dt

X, = _1( 2et +3e%  —2et + 2e6‘) f 1( 2et+3e 6t —2et+ 2e‘6t) (et) dt
P 5\-3et +3e% 3et + 2e 5\-3et+3e % 3et+2e0/\et
X = i( 2et +3e% —2e'+ 2e6t)f (e‘St) di =
P 25\-3e' +3e% e’ + 2% est
e~5t
_ i( 2et +3e% —2e' + Zeﬁt) / -5 \
25\—-3e! +3e% 3e’ + 2 e‘St/
-5
- 1,0t
Xp=-— 5 (et)
Luego:
- = o X 1{ (2A—2B)e' + (34 + 2B)e% 1[/et
X=X+ Xp= (X1>=_ t 6t __(et)
2/~ 5\(-34+ 3B)e' + (34 + 2B)e 5\e
Finalmente:
2A - 2B 3A+ 2B 1
1= get +¥e6t __et
5 5 5
(—34+3B) , (3A+2B) ., 1,
2 = = et + = e*—ce
EJEMPLO 10:
. X'\ (2 =1\ (%1 -2 . .,
Dado el sistema (x’2> = (5 _2) (xz) + ( . ) determinar su solucién general.
RESOLUCION:
Del Ejemplo 7 resuelto en sistemas homogéneos se sabe que:
. 240 2-0\ a1+
s i[5 5 (e" 0 ) 2 2
1 1 0 eit 5i 1-2i
2 2
(: :;)t _ (cos(t) + 2 sen (t) —sen(t) )
€ B 5 sen(t) cos(t) — 2 sen(t)
Solucién complementaria:
Y — pAgt A
X, = e (B)
3 = (cos(t) + 2 sen (t) —sen(t) ) (A) _ ( Acos(t) + (2A — B) sen(t) )
€ 5 sen(t) cos(t) — 2 sen(t)/\B/  \(54 — 2B) sen(t) + B cos(t)

Solucién propia:
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—

X, = eAstfe‘Astf(t) dt

? =
_P(cos(t) + 2 sen(t) —sen(t) )f (cos( t) — 2 sen(t) sen(t) ) (—2) dt
B 5 sen(t) cos(t) — 2 sen(t) —5 sen(t) cos(t)+2sen(t)/\ t
X = cos(t) + 2 sen(t) —sen(t) j —cos(t) + 4 sen (t) + t sen(t)
P ( 5 sen(t) cos(t) — 2 sen(t)) (10 sen(t) + tcos(t) + 2t sen(t))
3 = (cos(t) + 2 sen(t) —sen(t) ) ( —sen(t)—(4+t)cos(t) )
P 5 sen(t) cos(t) —2sen(t))\(2+¢t) sen(t) — (9 + 2t)cos(t)

Xy = (—_94—_ Ztt)

Solucién general:

X=%.+%,
- = .= _ (Acos(t)+ (24— B) sen(t) ) —4—t
X=X+ Xp= ((SA — 2B) sen(t) + B cos(t) (—9 - Zt)

Finalmente:

{Xl =Acos(t)+(2A—B)sen(t) —4—t
X, = (54— 2B) sen(t) + B cos(t) —9 — 2t

o

Si se quiere resolver el sistema no homogéneo x'(t) = A, X(t) + f(t) con valor inicial
x(ty) = xq , no es dificil comprobar que la solucidn sera:

X () = eAt0) x5 + [ e~A(=9) f(s)ds (%)

Notar que: e 4s(t=5) = gAst gAss

Entonces:

t t
f e 4st e4ss f(s)ds = e~4st f e’ss f(s)ds
t

0 to
ya que e st es una constante para la integral.
Asi:
t

X(t) = eAst-t) x; + eAst f e~4ss f(s)ds

to

Si se deriva m. a m. se tiene, usando las reglas de derivacién de la exponencial y la de un
producto:
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t

-7 d d t — d —
— Ag(t—ty) Y2 Agt —AgSs Agt —Ags
X' (0 T (e )xo + dt(e )ftoe f(s)ds + e T <Jt0e f(s)ds)

Por el teorema fundamental de las integrales definidas %ftt e Ass f(s)ds = e-Astf(t)

t
Xl(t) — AS eAs(t—to)x—(; + As eAstf e—Ass f(s)ds + eAste—Ast f(t)
Lo
Sacando como factor comun la matriz Ag entre los dos primeros sumandos y considerando
que la inversa de e4st es e 4st:

t
X' = A, (eAs(t‘to)xT, + efst J e 4ss f(s)ds) +If(®)
t

0

X(t)
X =4,X®)+f®
Luego, verifica la ecuacion:
X0 = A, %O + f(©)

Si se evalta X(t) en to:

to

— —

X(ty) = etslot) xg + e7Asb f e~s* f(s)ds =e'% +ehh0=Xx
to I

=0
dado que la longitud del intervalo
de integracion es nulo

X(t,) = X verifica la ecuacion ().

La solucidn de la ecuacion con valor inicial {f (t) = /ix(t) ) o
x(to) = Xo

t
X(t) = eAs(t=to) x, + f els(t=9) f(s)ds

to
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EJEMPLO 11:

: , (X' (2 -1\ (%1 — _
Dado el sistema del Ejemplo 10: (x'z) = (5 _2) (xz) + ( . ) expresar simbodlicamente:
a) La solucién si x;(0) =1y x,(0) = —1.

b) La solucion propiasi x;(m) =1y x,(m) = 0.
RESOLUCION:
_ — (1
a) tO—O, xo—(_l)
Luego:

t

X(t) = eAst (_11) + eAst J e=4ss f(s)ds

0

X(t) = ( —4 —t+ 5cos(t) + 2 sen(t) )
~ \—-9—2t+9sen(t) + 8 cos(t)
b) t,=T;xg = (3)
Luego:

t
X(t) = eAst-™ ((1)) + e4st J. e 455 f(s)ds
T

o —4 —t— (5+ m)cos(t) — sen(t)
X = (—9 —2t—(9+2m)cos(t) — (7 + n)sen(t))
Nota: Los calculos se realizaron utilizando un SAC.
At _ cos(t) + 2 sen(t) —sen (t) _ (cos(t) — 2 sen(t) sen(t)
e = ( 5 sen(t) cos(t) — 2 sen(t)) B ( —5 sen(t) cos(t) +2 sen(t))

o

EJEMPLO 12:
X1 =—X1+Xx3 — X3
Resolver el sistema { x5 = 4x1 — 3x,
X3 =x1—3x3+t
RESOLUCION:

La forma matricial del sistema es:

X3 -1 1 -1\ /% 0
x,|=| 4 -3 of[x2])+[0
X3 1 0 -3/\x3 t
Primero se resolvera el sistema homogéneo. La diagonalizacion de la matriz arroja el

85



SECCION lIl: Sistema Lineal de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias con coeficientes constantes

resultado:
/ 1 1 1\
101 -1 —103—40()'4‘;;"
1 0 -3 111000\11 1/
4 12 12
Asi:
/ 1 1 1\
-1 0 3 e_4t 0 0 I 4 ‘_!]-_ :I
efit=Ce”C'=| 4 1 4J( 0 e 0] O -3 3 |
0t
11130 0 e \1 1 1/
4 12 12
La solucién complementaria es:
1 1
/Z(3A+B—c)+Z(A—B+c)e-4t \
. *1 AT E! 1 |
X(O)=(*2 | =ebt(B]= §(3A+B—C)—(A—B+C)e““+§(—B+4C)e‘3‘ |
¥3/ e ¢ 1 1 1
E(3A+B—C)—Z(A—B+C)e““+§(—B+4C)e‘3t

Notar que, sin perder generalidad, cambiando la expresion de las constantes:
1
Ki=7(34+B-0)
K,=;(A-B+C)

1
K3 = 7 (=B +4C)

La solucién anterior se puede expresar en forma mas sencilla:

Kl + KZ e_4t
X1

4
— _ _ —4t -3t
Xc(t) — <x2> — 3K1 4K2 e + K3e
X3 c K1

? - KZ e_4t + K3e_3t

Para determinar la solucion propia se resuelve la ecuacion X, = etst [ e Astf(t) dt.

Recordando la propiedad de la matriz exponencial “siendo e“st = € eP*C~1 entonces su
inversa es (e4st)1 = e 4st = (Ce PiC~1; esto es, los autovalores son reciprocos, y sus
autovectores no cambian”
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/ 1 1 1\
-1 0 3\ o o\ * 1 7|
0t
1 1.17%0 0 e \ 11 11/
4 12 12
/ 1 1 1\
-1 0 3\ /e* 0 0\ 4 ‘; ZI 0
“Ast £ (¢) = 3t
ef(t)—4-14-0e0|0—§ 3 [0
11 1/\0 o0 1 \ 1 1 1/ t
4 12 12
- _ 4t
/ 4+4te \
—Agt § =|_£ f 3t s |
e~ st f(t) | —3+3te* —te |
t 4 1 /
- _ 3t 4 4t
\ 12+3te 4te
Luego:
X_p>= eAstfe‘Astf(t) dt
1 1 1 t 1
(-2 1 —z) ["atate" \
Xp=| 4 1 4Jl 0 e 0fJf 0 —2 —-|f|—~—+—te“—¢e“ | dt
11 1/\ o 0 °\ 3 3 3'3
1 1 1 t 4 1
T EERET) -+ te ——te
4 12 12 12 ' 3 4
et et F (1)
/ 1 t t* \
64 16 8
— 37 7t ¢ |
P71 7232736 6 |
\ 229 55t £
1728 ' 144 24
Finalmente:
X, =X, +X.()
Ki+K,e™* / 1+t & \
/1+ z€ \ 64 16 8
4 |
|

X1
[3)-

X3
229 55t t?

_ _ |
§K1—4Kze‘”+K3e 3t + 37 +2_ﬁ |
k432 36 6 )

1728 ' 144 24
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Luego, la solucién es:

( 1 t t?
=K, +K,e % ——+-————
x1(¢) 1+ Kze 64-+16 g
4 7 t?
<x2(t) =§K1—4Kz e“”+K3e‘3t —mﬁ'%t—z

229 55 t?
1728 144 24

K
?1 — K, e ™ + K;e 3t -

Resta verificar la solucién y compararla con la obtenida por el método de eliminacién (las
gue en una primera mirada podrian parecer distintas).

Kx3 (t) =

Solucién lograda por método de eliminacién en el Ejemplo 2:

( 1 1
x,(t) = A+ Be™* +1—6t— gtz

4 7 7 1
—4t -3t 2
<x2(t)——3A—4Be +e?'C 108+36t 6t

A 55 t> 55
(x3(8) = 3 Be*'+Ce 3t + —t———

144 24 432
<2

Los ejemplos desarrollados en esta seccion usando el algebra lineal seguramente plantean
interrogantes al lector. Uno de ellos es que las formulas demostradas requieren tediosos
calculos entre matrices, especialmente si éstas son de orden mayor que 2. Sin embargo,
ésta es muy util ya que los calculos pueden eludirse al traducirlos en un algoritmo sencillo
de programar en un sistema algebraico de computos.

Otro interrogante es que dicha formula sdlo permite resolver el problema si las condiciones

iniciales con las que se cuenta valorizan todas las incognitas (compontes de )7) en el mismo
valor de t,. Si se conocen los valores iniciales de las componentes (o incluso de una
derivada) en distintos valores de la variable, el problema se resuelve determinando primero
la solucién general, para luego encontrar las constantes. El siguiente ejemplo ilustra tal
situacion.

EJEMPLO 13:

Dado el sistema (i:;) = (; :;) (i:) + (_i) expresar simbdélicamente:

a) La solucién particularsi x,(0) =1y x,(m) = 0.
b) La solucién particular si x} (g) =—-1 y x,(0) =1.
RESOLUCION:

X1 =Acos(t)+ (2A—B)sen(t)—4—t

X, = (54— 2B) sen(t) + Bcos(t) —9 — 2t (resuelto ya en el

La solucién general de S es {
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Ejemplo 10). Usando este resultado y los datos para cada item:

) {Xl(O) =1=Acos(0)+(2A—-B)sen(0)—4—-0 =4 -4
X,(m) =0=(54A—-2B)sen(m) + Bcos(nt) —9—-2n=—-B—-9—-27
A =5
B=-9-2
los valores de los parametros hallados:
{Xl(t) = 5cos(t) + (19 + 2m) sen(t) —4 —t
X,(t) = (43 + 4m) sen(t) — (9 + 2m) cos(t) —9 — 2t

b) Xj(t) =—-Asen(t)+ (2A—-B) cos(t) — 1

Queda asi planteado el sistema { . (en este caso ya resuelto). Reemplazando

X,(0)=1=(54-2B) szen(0)+Bcos(0) -9-2(0)=B-9
A =0
B=10"

{ X’l(g) =—1=—Asen(“)+(2A—B)cos(§)—1= —A-1

Resolviendo {

Reemplazando los valores de los parametros hallados:

{Xl(t) =—10sen(t) —4—1t
X,(t) = —20sen(t) + 10 cos(t) — 9 — 2t

o
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Ejercitacion propuesta
Utilizando los dos métodos (eliminacion y matricial) resolver los sistemas planteados.
X’l == x1 + x2

1. DadoS:{
XZ =—3x1—x2

; siendo x,(0) =1; x,(0)=0

a) Dar la matriz fundamental.

b) Resolver el sistema.
cos(\/ft) + % sen(\/ft) % sen(\/ft)

Rta: a) A =
%2 een(v3t)  cos(vat) - Lsen(¥2)

(x, = cos(V2t) + %sen(\/ft)

Rta: b)
kxz = —%sen(\/ft)

xll = k1xq
7

2.Dado S {x L

; siendo k, y k, constantes distintas.

a) Dar la solucién matricial fundamental.

b) Resolver el sistema.

klt 0
Rta: a ( € >
) —14+ekat 1
— Aokt
Rta: b) {xl Ade .
X, = kot + e¥1*A+ B

3 Dado S: {x 1 = x; + 8x, + sen(t)

; siendo x,(0) =0; x,(0) =1
X2= X1 =X

a) Dar la matriz fundamental.

b) Resolver S.
e 3123t —4e73l44e3t
Rta: a) —e‘3?;+e3t 5 e—3§+ 3t
6 3
X, = —g e 3t + ge“ — 0,1 cos(t) — 0,1sen(t)
Rta: b) { 13

-3t 4 7 3t _
kxz o€ te 0,1sen(t)

!/

. X, =—4x, —x .

4. Dado el sistema { b 172 (necesita usar forma de Jordan)
X = X1 = 4Xp
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a) Calcular la solucién general.
b) Mostrar que {x,(t); x,(t)} = {(1 — t)e~3t; te 3!} es solucidn

x;=Ae 3 -(A+B)te 3

Rta: a
){xz =Be 3" +(A+B)te 3

Rta:b) A=1;,B=0
o -3t o
X1 =2X =X te (autovalores imaginarios)

5. Encontrar la solucién general de { ,
X o = 5 X1 — 2x2

Rta: {xl =—0,1e73 + Acos(t) + (24 — B)sen(t)
“(x, =0,5e73% + B cos(t) + (54 — 2B)sen(t)

e 7 -2 i
X1 =7X = 2% (autovalores complejos). Calcular:
x,=10x —x;

6. Dado S:{
a) La solucion general.
b) La solucién particular que verifica x,(0) = 0y x, () = e3".
Rta: a) {xl = A e3 cos(2t) + (24 — B)e3 sen (2t)
" x, = Be3 cos(2t) + (54 — 2B)e3t sen (2t)

Rta: b) Idem (a),donde A=0yB =1

x'y -3 3 =3\ /%
7. Dado S: | x/, =<—4 3 —4)<X2>. Calcular:

x's 0 -1 0/\x3

a) La solucién general.
b) La solucién particular siendo x,(0) = 0; x’,(0) = 0; x3(0) =3.
x; = (4A =3B 4 3C) + (=34 + 3B — 3C)e!

Rta: a){x, = (—24 + 2B — 2C)et + (24— B + 2C)e"t
x3=(—4A+3B —3C) + (24— 2B + 2C)e + (24— B + 2C)e"*

x; =-3+3¢t
Rta:b) {x, =2et +2e7t
x3=3—2e' +2e7t
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SECCION IV

Teoria cualitativa

"Parece que uno de los rasgos fundamentales de la naturaleza
es que las leyes fisicas fundamentales

se describen en términos de

unateoria matemética de gran bellezay poder,

para comprender la cual se necesita

una norma muy elevada de matemaéticas...

Uno quizas pudiera describir la situacion diciendo que

Dios es un matematico de orden muy elevado,

y que El us6 matematica muy adelantada

para construir el universo"

Paul Dirac



SECCION IV: Teoria Cualitativa

4. Teoria cualitativa.

En matematica es importante estudiar la estabilidad de las soluciones de ED, es decir, cémo
difieren las soluciones bajo pequefas modificaciones de las condiciones iniciales. Dicha
estabilidad es muy importante en la ciencia que utilice la ED (por ejemplo, en la Fisica), ya
que, en la realidad, las condiciones iniciales normalmente no se conocen con certeza (datos
obtenidos con aparatos de poca precisidon), y es importante que pequefios cambios de las
mismas no generen comportamientos cualitativos diferentes en la soluciéon encontrada.

Cuando la diferencia entre dos soluciones con valores iniciales cercanos es cualitativamente
grande se dice que el sistema no presenta estabilidad, y, por supuesto, en ingenieria no se
valora positivamente esta situacion.

Debido a que toda ED puede reducirse a un sistema de ecuaciones diferenciales (SED) de
primer orden equivalente, el estudio de la estabilidad de las soluciones de ED puede
reducirse al estudio de la estabilidad de los SED.

Si bien el analisis se puede hacer para un sistema de n ecuaciones, dado que interesa
utilizar caracteristicas graficas de la solucion, el tratamiento se hara para sistemas con dos
incognitas.

4.1. Estabilidad de los sistemas lineales.

Hasta ahora, el estudio de las ED y SED se ha centrado en el problema de obtener
analiticamente las soluciones exponiendo algunos métodos de resolucion de ciertos tipos
de ecuaciones y sistemas. Interesa ahora dar otro enfoque, esto es, obtener informacion
“cualitativa” sobre el comportamiento de las soluciones. Se usaran ejemplos para
caracterizarlo. La solucién buscada sera interpretada como lineas de flujo de campos de
velocidad. Los ejemplos, aun teniendo enunciados similares, arrojaran soluciones muy
distintas entre si. Luego, los resultados obtenidos seran motivo de analisis en la subseccién
4.2.

EJEMPLO 1: Matriz del sistema lineal con autovalores imaginarios puros.

Determinar la trayectoria que seguira una particula que se suelta en el punto Py(2;0)
guedando sujeta al campo de velocidad estacionario o auténomo (estable en el tiempo)
v=>4y;—x).

RESOLUCION:
Dado que v = (x’; y') = (4y;—x) el problema se resolverd a través del sistema lineal:
! — 4
{;, _ _z, con las condiciones iniciales x(0) = 2; y(0) = 0.

La solucién se encontrara resolviendo el sistema:
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()=(1 96
Los a_utovetlores de As; son Ay, = +2i, mientras que una base del espacio propio es
(.

Diagonalizando:

G Y . - s . -1
4= 0=0F DG 2205 9
La exponencial matricial es:

(° *) _ (-2i Zi(ehi 0 ) —2i 2@\
eto_(1 1)0 e—Zti(1 1)
e(—ot ‘:)‘)=(—2i zi)(cos(Zt)+isen(2t) 0 )(—zi zi)‘l
1 1 0 cos(2t) —isen(2t)/)\ 1 1

(0 4t) ( cos(2t) 25en(2t)>
e —

-t 0/ = 1
—5 sen (2t) cos(2t)

Usando la condicion inicial:

(x) _ e(—ot ‘:)t) (2) K (2cos(2t))

y 0 —sen(2t)
La trayectoria es pues:

{x = 2 cos(2t)
y = —sen (2t)

Los graficos siguientes muestran la salida provista por DaVinci del campo de velocidad y la
trayectoria solucion obtenida. En el dltimo grafico solo se graficaron algunos vectores del
campo que tienen origen en la trayectoria determinada para que se aprecie claramente la
tangencia. También puede realizarse la simulacion mediante DaVinci. Xy

e | -
s 2 BN \\< 2

A —
S B e kB A
Tt '

e A \‘ \\
.f.f”"' “*x\.R\\\\U
X X ®

\ x ¥ w0 /BN
\ARNSRS e 1A I
SIS A ) |
LT A e I R i
N R D B M e

NS R o o e
—i] x= iy b=~
I& y= -1 x

- i.f—',,,‘// e
! 1 2 3

3 2 ) b 1 7 3 3 2 ) 3
s Plano de Fase ? sl Plano de Fase Liizisssremiiz ?
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>

—

x =2 cos (21) \

- i3 ] T
Modo ‘Edicién’
Tie = 1

e ~ Plano de Fase i o e e o s s O T
Notar que si la condicion inicial estuviera dada genéricamente por (xg; yo) la solucion seria:

1
X = xg cos(2t) + 2y, sen(2t); y = yo cos(2t) — 2 %o sen(2t)

Aqui, x e y son funciones de periodo m (notar que siendo 4 = +Bi las funciones tienen

. 2w . . . . .
periodo T =?). Luego, la linea de flujo serd una curva cerrada simple (se deja como

ejercicio mostrar que en estos casos es una elipse).

T

EJEMPLO 2: Matriz del sistema lineal con autovalores reales distintos y positivos.

Determinar la trayectoria que seguira la particula que se suelta en el punto (—1;-3)
sometida al campo de velocidad estacionario ¥ = (3x — 2y ; x).

RESOLUCION:
v=y)=0Bx-2yx) = {;, z ix - Zy, con las condiciones iniciales x(0) = —1;

y(0) = -3.

Forma matricial del sistema:

Diagonalizando:

_ -1
a=(; 0)=G D6 DG D)
Entonces:

G o)=(2 1 (e“ 0) 1 -1 G ‘”)_<—et+2e2t 2et—2e2t)
er 0 _(1 1) 0 eé€t (—1 2):> et 0/= —et + e2t 2et — @2t

Luego:
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()= (Y- (BT

x = —5e’ + 4e?; y = —5e' + 2e*

Notar que a medida que t aumenta, también lo hacen x e y. Si la condicion inicial fuera
dada genéricamente por (x¢; yo) la solucién sera:

G)=<% G

y Yo
Esta es:
x(t) = (—et +2e*) x, + (2 et —2e*) y,
y®) =(—e" +e*)x,+(2e" —e*)y,

Cualquiera sea (xg;y¢), Si t > 0 entonces |x| » oy |y| - co. La particula se alejara del

origen. X’y

Moo Eacen
-4

o

EJEMPLO 3: Matriz del sistema lineal con autovalores reales distintos y negativos.

Determinar la trayectoria que seguira la particula que se suelta en el punto (1;-2)
sometida al campo de velocidad estacionario o auténomo v = (—3x + 2y; —x ).

RESOLUCION:

x'=-3x+2y

, , con las condiciones iniciales
y =—X

v="%y)=(-3x+2y;—x) = {

x(0) =1; y(0) = -2.

Forma matricial del sistema:

Diagonalizando:
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Entonces:

(-2 (e—Zt 0) 1 -1y (¥ Zt)_(—e‘t+2e‘2t Ze‘t—Ze‘Zt)
e ? _(1 1) 0 et (—1 2):»e CU T lethe2t zet_e

Luego:
X\ _ (321 _ (—5e7t+6e %
(y) et o (—2) B (—Se‘t + 3e‘2t)
x=-5e"t+6e % y=-5et+3e?
Notar que a medida que t aumenta, tanto x como y tienden a cero.

El lector puede verificar que a idéntica solucion se puede llegar para la condicion inicial
genéricamente (xq; ¥o)- ;;%

e Plano de Fase 'ZUlininisn i ?

o

EJEMPLO 4: Matriz del sistema lineal con autovalores reales de distinto signo.

Determinar la trayectoria que seguira la particula que se suelta en el punto (1,9; 1)
sometida al campo de velocidad estacionario ¥ = (—3x + 4y; —2x + 3y ).

RESOLUCION:
x'=-3x+4y _ _
{y, A ORSERPIORS

Forma matricial del sistema:

Diagonalizando:
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=3 H-C D Ve DT

Entonces:
(3 _ 2 1y(et 0y 1 -1 (3t %) (2et—et —2et+2et
e\-2t 3t _(1 1)(0 et)(—1 2)=>e 2 3t _(e‘t—et —e-t+zet)
Luego:

Xy _ (341,09 (1,8et+0,1¢€!
(y)_e_” a0 ( 1 )_(0,9e‘t+0,1et)
x=1,8et+0,1e’; y=09et+0,1¢'
T 7

; / /,'/,/"' s :
7

S

P

2 ‘///";//

x + 4y
X 439
£ 2

st o Plano de Fase ‘“oiiuwilmisiinz ?

Notar que a medida que t aumenta, tanto x e y aumentan en valor absoluto, esto significa
que la particula se aleja del origen.

El lector puede verificar que dependiendo de (x,,y,) sera el signo de x y de y cuanto
t - o. Probar con el simulador DaVinci los distintos resultados al mover el punto que
representa las condiciones iniciales, los que pueden intuirse viendo el campo. 2@

v

EJEMPLO 5: Matriz del sistema lineal no diagonalizable, autovalores iguales.

Determinar la trayectoria que seguira la particula que se suelta en el punto (0;-2)
sometida al campo de velocidad estacionario v =(3x—2y;8x—5y); y luego a
U= (-3x+2y;—8x+5y).

RESOLUCION:

8 -5/

El lector puede mostrar que la matriz tiene dos autovalores iguales, y que la misma no es
diagonalizable. Usando forma de Jordan:

Se debe resolver (;) = (3 _Z) (x), con las condiciones iniciales x(0) = 0; y(0) = —2.
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— _ -1
1= =G ") De %)

Entonces:

e 0 [ ORI P R COVAC

Luego:

()= ()

x =xp(e’t+ 4te™t) — 2y,tet; y=8xpte t + yo(et —4te™)

//
.
% //z///

- 5 _r
| 7 // +
\ b z ‘
[”"““"“’“ Plano de Fase Chl ot K

Notar que si t - o, (x;y) —= (0; 0), situacién que se deba a que 4, , es negativo. xy

Para la condicion inicial dada, la linea de fluyo serd x = 4t e™; y = —2e~t + 8te!, situacion
gue se esquematiza en el grafico anterior.

Si, por el contrario, el Unico autovalor de la matriz del sistema es positivo, si t — oo, se dara
que x| > o0 e |y - co.

El lector puede verificar esto usando v = (-3x + 2y;—8x + 5y ).
La solucién que obtendra sera:
x = xo(et —4te’) + 2y, t et
y=-8xpte' + yy(e +4te')

En el siguiente grafico se particulariza paraxy =1,7 e y, = 3.
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o
// ///

(7 4 Y /8 l
sl PIano de Fase e T e T

o

EJEMPLO 6: Matriz del sistema lineal con autovalores complejos conjugados.

Determinar la trayectoria que seguira la particula que se suelta en el punto (0;—-2)
sometida al campo de velocidad ¥ = (9x—5y;25x—11y)y luego a v =(11x—
5y;25x — 9y).

RESOLUCION:

Se debe resolver {x = 9x =5y

y = 25x — 11y’ con las condiciones iniciales xo = 0; y, = —2.

Forma matricial del sistema:
xX\_(9 -5\ (%
(y’) B (25 —11) (y)
Los autovalores de A; son 4, = —1 % 5i.

Diagonalizando:

4= 7)=Cs" 5000 L2005 55

Entonces:

-1

elos 10t — (z+: z5 )(e(—1+5i>t 0 )(2+i 2—i)‘1

5 0 e(-1-50t 5 5
_ (z +i 2-— i) e~*(cos(5t) + sen(5t)) 0 (2 +i 2-— i)‘1
5 5 0 e *(cos(5t) — sen(5t)) 5
Simplificando:
e(295 _—151)t _ ot (cos(St) + 2 sen(5t) —sen(5t) )
5 sen(5t) cos(5t) — 2 sen(5t)
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9

(i) = e(zs —11)t (;C,‘;)

¢t (5t) + 2 sen(5t) - sen(5t) 0
(;) -¢€ (COS ;s:n(;f)n t cos(5t)sin2 sfm(St)) (x )

Luego, la linea de flujo vendra dada por la forma paramétrica:
x=et (xo (cos(St) +2 sen(5t)) - Yo sen(St))
y=et (5 xo sen(5t) + y, (cos(5t) — 2 sen (St)))

Advertir que a medida que t aumenta et - 0, por lo que (x;y) — (0;0) , aunque lo hacen
siguiendo un camino espiralado, como lo muestra el grafico, en el que se particulariza con
xo =0, yo = —2. Usando DaVinci, cambiar el punto inicial y observar la trayectoria. xy

3
[2
1)

| /ﬂ /

0 |

v/ x'
%I//YI//I *l
-

sl Plano de Fase :::‘":.:.,:';‘;:’::,_.um ?

o - . . . x"\ (11 -5
Una situacion algo distinta se obtendra si se resuelve el sistema (y') = (25 _9) (y)

Los autovalores son 4;, = 1 + 5i.

Procediendo de igual manera se tendra:

x=et (xo(cos(St) + 2 sen (5t)) — Yo Ssen (5t))

y=et (Sxo sen (5t) + yo(cos(St) -2 sen(5t)))

Notar que si t > o entonces et - o, por lo que ambas coordenadas aumentan
indefinidamente, aunque lo hacen siguiendo un camino espiralado, como lo muestra el

grafico: }:gy

101



SECCION IV: Teoria Cualitativa

‘ //7/ "

y 1'/ u .

,ﬁ?‘i"‘” Plano de Fase Luimiisswmmims ?

o

EJEMPLO 7: Campo no auténomo. Matriz del sistema no homogéneo con autovalores
imaginarios puros.

Determinar la trayectoria que seguira una particula que se suelta en el punto (1;-1)
quedando sujeta al campo de velocidad ¥ = (y — 1.5 sen(4t); —x — 1.5 cos(4t)). Notar
que el campo ya no es estacionario, dado que depende de t.

RESOLUCION:

La solucién se encontrara resolviendo el sistema no homogéneo:

X\ 0 1\(X —1.5 sen(4t) - 4. _
(y’) = (_1 0) (y) + (_1. = cos(4-t)>’ con las condiciones iniciales x(0) = 1; y(0) =

Este sistema ya fue resuelto usando X(t) = eAs(t~t) xg + ft; eAs(t=9) f(s)ds.
1 —_o-—( 1. 0 1 1.5 sen(4t)
Aqulr to - Or xO - (_1) ’ AS ( 1 0) .Yf(s) (_15 COS(‘]’t)).
La solucion es:
1

_ 2 (—3 cos(t) + cos(t) cos(3t) + 2 sen(t) — sen(t) sen(3t))
X =

1

2 (2 cos(t) + 3 sen(t) — cos(3t) sen(t) — cos(t) sen(3t))

Luego, la trayectoria es:

x(t) = %(—3 cos(t) + cos(t) cos(3t) + 2 sen(t) — sen(t) sen(3t))

y(t) = %(2 cos(t) + 3 sen(t) — cos(3t) sen(t) — cos(t) sen(3t))
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SECCION IV: Teoria Cualitativa

En los graficos siguientes se visualiza la trayectoria en distintos instantes debido a que el
campo es variable con el tiempo. Para apreciarlo puede ejecutar este ejemplo en el

simulador DaVinci.
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Tiempor

- 1 5+ (LS*en(4n) v I ~ - 1 y + (-L5*en(4))
y'o= i x +  (-1.5%cos(41) _ 3 -1 x +_(-1.5*cos(41)
, - % — a —— : ;
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4.2. Punto de equilibrio de un sistema lineal. Estabilidad.

Sistemas auténomos y no auténomos.

Dado el sistema bidimensional {

mientras que {

x'1(t) =X1— Xy + tz
x,z(t) =Xx1+ X3

x'(t) = f(x,y) + hy(t)
') =g(xy) +hy(t)’

no dependen explicitamente de t (tiempo). Por ejemplo, {

se dice que es autonomo si x' e y’

x'1(t) = x4 — x3

, es autonomo
X z(t) = X1 + X2

no lo es. Note que los sistemas lineales homogéneos

son auténomos, mientras que los no homogéneos no, excepto que la funcién vectorial
R =h, )i+ h(0)j=K=0.
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Plano de Fase y Orbita.

La soluciéon de un SED de dos ecuaciones con dos funciones incégnita con condiciones
iniciales dadas es una pareja de funciones (x(t);y(t)). Para representar graficamente la
solucién del sistema frecuentemente se utiliza la curva paramétrica. A la curva se la
denomina drbita o trayectoria, mientras que al plano xy, plano de fase.

Las orbitas suelen brindar, codificada, mucha informacién del sistema. El estudiante puede
apreciar que en los ejemplos de la subseccion 4.1. se graficaron érbitas de sistemas lineales
bajo la interpretacion de lineas de flujo.

Puede observarse que es una caracteristicas de los sitemas auténomos que la érbita no
depende del valor inicial tg, pero si del valor (xg; o).

A modo de ejemplo, en el grafico siguiente se representan las orbitas del sistema
’

(;,) = (g :;) (;) + (_(2)) con condiciones iniciales (;gzg) = (_1); particularizando
cont,=0,t,=2 yt,=4. Note que en todos los casos la representacion grafica es la
misma, sea ésta ¥(t) o T(t —ty). Si se consideraran trayectorias de tres moviles, éstos
recorrerian el mismo camino, pero encontrandose cada uno en distintos puntos del plano
en un instante dado. Se puede apreciar este hecho ejecutando la simulacion desde el libro
interactivo.

Por el contrario, en el siguiente grafico se muestran las orbitas del sistema no auténomo
X\ _ (2 -1\ (% (-2 . x(to))_ 1\, o
(y’) = (5 _2) (y)+( t) con las condiciones (y(tg) = (_1), particularizando con

t,=0,t,=2 yt, =4. Lasimulaciéon del libro interactivo muestra la situacion.

Note que las drbitas son distintas (mas alld que conserven alguna similitud en su forma).
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"(t) = g t, = .
X(0) = f(%) X(t) =% oo
y' @) =9gxy) Y(t,) = Yo
son continuas y con derivadas parciales continuas entonces la existencia y unicidad de la
solucion esta garantizada.

Dado el sistema auténomo { , problema con valor inicial {

Dado que las érbitas de cualquier sistema general autonomo son independientes de t, se
supondra, por simplicidad, t, = 0.

Punto critico.

, ” : . : x'(t) =f(xy)
Se denomina punto critico (x,, del sistema auténomo de primer orden { , ,
P ( 0 yO) p y (t) — g(x’y)

si f(x0,¥0) = g(x0,¥0) = 0.
x(t) = x,
y(@) =Y,
x'=0 = f(x0,¥0)
y' =0 =g(x0,¥0)
(%0, ¥0) €n un campo de velocidades ¥ = (f(x,y), g(x,y)), ésta permanecera en reposo ya
x'()=fxy)
y'(t) =gxy)

Note que { es una solucién, estable o de equilibrio, del problema con valor inicial

ya que la verifica: { Esto significa que si se suelta una particula en

que la velocidad ¥(xg,y¢) = 0. Pero interesan las demas soluciones de {
(cuando las condiciones iniciales no son (xg, ¥o)-

Es por ello que a un punto critico se lo denomina punto de equilibrio del sistema.

EJEMPLO 8:
X =x-1Dy-1)

. tiene por puntos criticos (1; -1
y(©) = (x+ D(y+1) 1 POrP (=D

El sistema homogéneo no lineal {
(-1;1).

Algunas orbitas y los puntos criticos (en azul) se observan en el siguiente grafico. También
se pueden apreciar ejecutando el ejemplo en el simulador DaVinci. };@
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4/
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Notar que las érbitas varian mucho de forma pero se pueden intuir del grafico del campo de

velocidades.

o

EJEMPLO 9:
xX(t)=2x+y

El sistema lineal homogéneo {y’(t) —x+2y

tiene como Unico punto critico el (0; 0).

Las orbitas y el punto critico se observan en el grafico siguiente y puede experimentarse

M
=\
= b
I

)

7
7,

con el simulador DaVinci:
)
7

o

R
AN\
L

N INS=—

7 y = x ¥
/./// Ve, W/ 7¥L TD// /S A | R AR\ R
-4 2 N 2 4
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EJEMPLO 10:

x'(t)=-2x—y

, tiene infinitos puntos criticos (x; —2x).
y(®) =-2x-y P ( )

El sistema lineal homogéneo {

Las orbitas y los puntos criticos (la recta azul) se observan en el siguiente grafico. Esto
también puede observarse con el simulador DaVinci. *p Experimentando notara que
cualquiera sea el punto P, elegido, la particula seguird una trayectoria rectilinea
acercandose asintéticamente a uno de los infinitos puntos criticos.

Moo Egean Plano de Fase iiuiiismmmmsios ?

T2

107



SECCION IV: Teoria Cualitativa

Estabilidad del punto critico.

Se dard una definicién no formal, pero intuitiva, de estabilidad del punto critico en la que se
hara referencia a “cercania” entendiendo como tal "dentro de un circulo de radio finito".

e Se dice que el punto critico (x,;y,) del sistema es estable si una trayectoria que esta
“cerca” de mismo en el instante t = t, permanecera cerca de él para todo t > t,,.

e Se dice que el punto critico (x,; y,) del sistema es asintéticamente estable, cuando es
estable y las trayectorias se aproximan al punto conforme aumenta t. Esto es, si
t - +oo, entonces x(t) = x, e y(t) - y,. Este es un caso particular de estabilidad.

e Se dice que el punto critico (x,;y,) del sistema es inestable cuando no es estable. Esto
significa que las trayectorias que empiezan cerca del punto de equilibrio se alejan de él
a medida que transcurre el tiempo, es decir, cuando la variable independiente t — +o.

El punto critico (—1; 1) del Ejemplo 8 es estable, mientras que el punto critico (1;—1) es
inestable. Use DaVinci *y vy advierta que si la particula se deposita en (—1;1) (use
condiciones iniciales x, = —1; y, = 1), la misma permanecerd en reposo dado que este
punto es un punto de equilibrio. Sin embargo, si se realiza un pequeno cambio en las
condiciones iniciales, la misma seguira una trayectoria cerrada, que estara dentro de una
circunferencia de radio finito. Ello se debe a que este punto es de equilibrio inestable. Si
en el mismo campo se deposita la particula en el otro punto critico (1; —1) no se movera,
pero si se la desplaza (muy poquito), la misma seguird una trayectoria que se alejara
indefinidamente del punto. Note que las graficas de series de tiempo muestran que tanto x
como y son funciones acotadas en el primer caso, mientras que al menos una de ellas no lo
es en el segundo caso. En el Ejemplo 9 el Unico punto critico es inestable, mientras que en
el Ejemplo 10 los infinitos puntos criticos son asintéticamente estables.

En lo que sigue, el estudio se centrara en dos cuestiones que constituyen una parte esencial
del plano de fase de los sistemas lineales auténomos:

— La disposicion de las trayectorias cerca del punto critico (x,; y,)-

— La estabilidad o inestabilidad del punto critico (x,; y,).
Clasificacion de los puntos de equilibrio en sistemas lineales homogéneos.

Se verd que la naturaleza y estabilidad del punto critico queda caracterizada por los
autovalores de la matriz A del sistema.

Si (0;0) es su Unico punto critico, equivale a decir que |Ag| # 0 vy, por ello, que los
autovalores 4; y 4, son no nulos simultaneamente. En funcién del comportamiento de las
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trayectorias en relacion con el punto critico aislado (0;0) éste se denominara:

nodo

punto de silla
centro

foco

Nodo.

El punto critico es un nodo si los autovalores 4;y 4, son reales y del mismo signo. Las
orbitas son similares a semirrectas o parabolas.

e A, # A, negativos: “el movil” se acerca al origen, el equilibrio es asintéticamente
estable. (Grafico de la izquierda) Se puede apreciar este hecho ejecutando el ejemplo
N° 4 de la galeria de "Sistemas Autonomos" del simulador DaVinci. ,5,‘@

e A; # A, positivos: “el movil” se alejan al origen, el equilibrio es inestable. (Grafico
central). Se puede apreciar este hecho ejecutando el ejemplo N° 5 de la galeria
de "Sistemas Autéonomos" del simulador DaVinci. Xy

e A; = A,: suele mencionarselo como nodo impropio. El ejemplo N° 10 de la galeria
de "Sistemas Autonomos" del simulador DaVinci muestra el caso de autovalores iguales
negativos (grafico de la derecha); en tanto que el ejemplo N° 11, autovalores iguales

positivos. 2@

MNITSn iy e
o e = =
W e e
N e e
WA 2 ) =

Note que para los dos primeros casos x(t) = A et + B e*2t (en forma similar y(t)),
mientras que para el tercero x(t) = e**(A4 + Bt) (en forma similar y(t)).

Punto de silla.

El punto critico es un punto de silla si los autovalores 4, y 4, son reales y de distinto signo.
Las orbitas, cuando t — +oo, se presentan como trayectorias que se acercan al origen al
principio y luego se separan de él. Esto permite concluir que todo punto de
silla es inestable. Las trayectorias son similares a hipérbolas o semirrectas, como lo
muestra el ejemplo N° 6 de la galeria de "Sistemas Auténomos" del simulador DaVinci. Note
que x(t) (o y(t)) responde también a la expresién x(t) = A eMt + B ezt pero a diferencia
del caso anterior los dos sumandos de x(t) tienen comportamientos distintos para t — +oo.
Sin embargo, cuando el punto critico es un punto de silla siempre x(t) — o e y(t) — oo.
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Centro.

El punto critico es un centro cuando los autovalores son imaginarios puros. Las trayectorias
son curvas cerradas que rodean al origen que, en general, tienen forma de elipses, de modo
gue ninguna trayectoria tiende a él cuando t » 4+ 6 t - —o0. Por ello, el punto critico es
estable, pero no asintéticamente estable.
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Foco.

El punto critico es un foco cuando los autovalores son complejos conjugados y tienen parte
real no nula. Las d6rbitas son curvas en forma de espiral y, conforme t — +o0, se pueden
presentar dos situaciones:

e Re(Ad;) <0: las trayectorias se acercan al origen; el equilibrio es asintéticamente
estable. (Grafico de la izquierda). Ejecutar el ejemplo N° 1 de la galeria de "Sistemas
Auténomos" del simulador DaVinci para apreciar este hecho. Efy

e Re(4,) > 0: las trayectorias se separan del origen; el equilibrio es inestable. (Grafico de
la derecha). Ejecutar el ejemplo N° 2 de la galeria de "Sistemas Auténomos" del
simulador DaVinci para apreciar este hecho. Eﬁy
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SECCION IV: Teoria Cualitativa

e . "= b
Tabla Resumen para punto critico aislado del sistema {x’ ax + Dy
y =cx+dy

A modo de sintesis, se propone completar la siguiente tabla. En el libro interactivo se

puede obtener la respuesta correcta.

t > oo 2 e
s Orbita | Punto
Autovalores x(t); y(t) Equilibrio . ,I u .
x(t) - | y(t) - similar | critico
A>2,>0 Aellt 4 Belt2lt infinito
A <2,<0 Aelt 4 Be~lhlt semirr./
parab.
(7]
% A,=4,<0 Ae Mt 4 Be-lMlt
o nodo
AM=2,>0 Ae'lt 4 Bteltlt impropio
A <0<, Ae Wlt 4 Beltlt inestable
a & | 2,, = +Bi ACos(Bt) + Bsen(Bt)
= H
(3]}
t_é- : a<0 e“‘(Acos(ﬁt) + Bsen([}t)) 0 oscilando
Q o
O ~ a>0 e“‘(Acos([}t) + Bsen([}t))
EJEMPLO 11:

, e - . 1) =x,+2
Caracterizar el equilibrio del punto critico del sistema {x,l( ) = X1+ 2%, )

RESOLUCION:

La forma matricial del sistema es:
X1\ 1 2\ (%
(x'2> N (3 —4) (xZ)

Los autovalores de la matriz (; _i) son A4, =-5y 4, =2, luego el equilibrio es
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SECCION IV: Teoria Cualitativa

EJEMPLO 12:
x1(t) =11x; —3x, + 13x3
Caracterizar el equilibrio del sistema { x5(t) = 72 x; — 19x, + 72x5 .
x3(t) =4x1 —1x, +2 x3

RESOLUCION:

La forma matricial del sistema es:

x'q 11 -3 13\ /X1
x, =72 =19 72||*2
x's 4 -1 2/\x3

11 -3 13
Los autovalores de la matriz (72 -19 72) sondy =—-3; A, = -2 y A3 = —1; luego, el
4 -1 2

equilibrio es asintdticamente estable.

o

EJEMPLO 13:
Considere el sistema de masa resorte del grafico. Imagine que se estira el | Repese
resorte superior una distancia x,, . . . desde el reposo y al inferior x,, . . 5
. ) . = k, o
se lo suelta luego. El desplazamiento vertical a partir del punto de 3 oy
equilibrio (reposo) de las dos masas se denotan con x;(t) y x,(t). Se Mi': """ g
desea analizar el tipo de equilibrio que alcanzara el sistema para el caso n:;kz :
H . Me 0 )
particular: 6 1o
ky=0,03 2, k,=0,01"%; m;=27kg; m,=18kg
RESOLUCION:
Usando la ley de Hooke se sabe que las fuerzas netas sobre las masas estan dadas por:
d?*x4(t)
(Fi® = ks 210 + Ra () — 1 (0) = my 5"
d?x,(t)
| F2(®) = —ky (2, (1) — %, (1)) = m, —de

Las condiciones iniciales estardn dadas por los estiramientos iniciales X1, Y X2imicia Y 12

velocidad inicial de las masas v1 Se omitird indicar que tanto x;(t) como

inicial Y V2miciar*
x,(t) dependen de t.

Luego, el sistema resultante sera:
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SECCION IV: Teoria Cualitativa

x1(0) = X145cia1

n_  Kkitkp kp
X1 = my X1 + my X2 con xZ(O) = X2jnicial
k k ! =
xy =ty ke x1'(0) = V1ym
my m

xZ’(O) = V2nicial

Notar que este sistema puede ser rescrito como un sistema de primer orden introduciendo
el cambio de variable x3 = x; y x4 = x3. De este modo, x5 =x]y x'4 = xj.

Notar que con este cambio de variable x3 y x, son las velocidades en x; y x5,
respectivamente.

L
(xl—xg
ki+k k "=
xj] =— 1mzx1+—2xz |y = x4
1 ; 1 kitks k;
Entonces v ke Ky es equivalente a {xs ==y, +-Lx,
Xyp = —X1—— X3 | 1 1
mz m2 x, =X, _k,
k4—m2 17,2

Para analizar cualitativamente la estabilidad del sistema se deben buscar los
autovalores de la matriz (obviamente utilizando un SAC). Con los datos dados,

i vy

. . V6
los autovalores son dos pares de complejos conjugados: 4, = 1—5

V3, . . . s .
Azq = o5 L Mas alla de la solucidn, de acuerdo a la Tabla Resumen, el tipo de

= 00 9 -

equilibrio es estable, pero no asintoticamente estable (lo que significa que las
masas oscilaran idefinidamente alrededor del punto de equilibrio). El tipo de
equilibrio es valido para las 4 funciones incognita (luego, la velocidad también
tiene el mismo tipo de equilibrio).

iy

3

EJEMPLO 14: Vibraciones Amortiguadas

El resorte estd sujeto a una fuerza de fricciéon, producto del medio viscoso.
Experimentalmente se muestra que la fuerza de rozamiento es proporcional a la velocidad
de la masa. La constante ¢ de proporcionalidad depende, entre otras cosas, del fluido
(cuanto mas denso, mayor es la constante) y de la forma de la masa. Caracterizar el tipo de

equilibrio.
RESOLUCION:

Usando la ley de Newton y la de Hooke se tiene que la fuerza actuante en el resorte
F=ma=mx" es la suma de la reposicion del resorte F,,, = —k x y la de rozamiento
F,,, = —cv = —c x' (la constante ¢ > 0, el signo negativo se debe a que la fuerza se opone
al movimiento, luego a v).

Luego:

mx



SECCION IV: Teoria Cualitativa

Transformado la EDO en un SL usando x' =y; x"

x'=y
S:{, k c
y==nxX"27

m m

=1y’ resulta el sistema

Matricialmente:

0 1
! X
(x’) =k _c (y)
y m m
—ctvVc2-4km 2 .
Los autovalores son x = — De acuerdo a los valores de Vc¢2 — 4k m, los mismos

pueden ser reales (iguales o distintos), imaginarios o complejos.

a)c? — 4k m < 0: Amortiguamiento escaso, se tiene dos raices complejas, con parte real
negativa % El equilibrio es asintéticamente estable, tanto x (desplazamiento) como y
(velocidad) tienden a cero oscilando.

“ "
— /\ Al '

y A ~—=

y

@ || | Velocidad .
R Series de Tiempo ?

b)c? — 4k m > 0: Amortiguamiento excesivo, se tiene dos autovalores reales negativos
distintos (notar que Ve2 —4km < Vc2 = ¢). El equilibrio también es estable, tanto x
(desplazamiento) como y (velocidad) tienden a cero, pero sin oscilaciones.

oy R
e t
y
y Velocidad
. 4
l;@ Series de Tiempo ?
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SECCION IV: Teoria Cualitativa

c)c? — 4k m = 0: Amortiguamiento critico, se tienen dos autovalores reales negativos
iguales (notar que Vc2 — 4km < +Vc2 =¢). El equilibrio también es estable, tanto x

(desplazamiento) como y (velocidad) tienden a cero sin oscilaciones, aunque notar que
la rapidez maxima es mayor que en el caso anterior.

o

RIS

®

R

|

Velocidad

o< ||

4

R Series de Tiempo ?

Se pueden comprobar estos resultados con el simulador DaVinci. Xy

L2

El punto critico aislado del sistema lineal autbnomo
es estable si y sélo si todos los autovalores tienen parte real no positiva;

es asintoticamente estable si y sélo si todos los autovalores tienen parte real
negativa;

es inestable si existe al menos un autovalor con parte real positiva.

Importante: la estabilidad de la solucion de una ecuacién diferencial ordinaria homogénea
de orden n puede ser caracterizada por las n raices de su ecuacion caracteristica.
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Ejercitacion propuesta.

X 1. Sea el campo de velocidades v(x;y) = (x — y)T + (6x — 4y)].

a) Plantear el sistema de ecuaciones diferenciales que permiten determinar las trayectorias
de flujo 7(t) = x(t)T + y(t)J.

b) Probar que dicho sistema puede reducirse a x" (t) + 3x'(t) + 2x(t) = 0; y(t) = x(¢t) —
x'(t).
c) Resolver la primera ecuacion del inciso anterior.

d) Encontrar la trayectoria de una particula que parte del punto (—1; 1).

e) En el grdfico se muestran tres trayectorias de flujo, una de ellas es la buscada.
Determinar la misma, justificando la respuesta.

S| AR )
e

Grdfico | Gra'ﬂico 1l Grdfico lll

N (x=x-y
Rta: a) {y’ = 6x — 4y
Rta:b) x = e 2t + c,et

Cy(x=3e7%t —4e7t
Rta: c) {y — -2t _ go-t

Rta: e) Grafico I. Los autovalores son negativos, la érbita es similar una
parabola. Cuandot - wo,x - 0ey — 0.

Xy 2. Un mévil se mueve siguiendo una trayectoria 7 (t) = x(t)T + y(t)j, de tal manera que
en todo (x;y) su velocidad estd dada por #(x(t);y(t)) = (x — 2y)T+ (3x — 2y)]. Siel
movil parte del punto (1; 3):

a) Plantear el sistema de ecuaciones diferenciales que permiten determinar la trayectoria.

b) Probar que dicho sistema puede reducirse a las ecuaciones x'(t) + 3x'(t) + 4x(t) =0,
2y(t) = x(t) — x'(¢), (x(O);y(O)) = (1;3).
c) Encontrar la trayectoria.

d) En el grdfico se muestran distintas trayectorias, una de ella es la buscada. Determinar la
misma, justificando la respuesta.
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SECCION IV: Teoria Cualitativa

Y
L

Sl

N M
R (-

Grdf_ico I Gra’t[ico [} Gra'qico m Grdfico IV

/.
e
/

L

fx'=x=2y ; x(0)=1
Rta: a) {y’ =3x—2y ; y(0)=3
1 1
x = e_Etcos(?t)—S 15e_5tsen(§t)
Rta: c) L s\ VI N4 Ji5
y=3e 2 cos(Tt)—Te 2 sen(Tt)

Rta: d) Grafico I1. Los autovalores son complejos con parte real negativa, luego,
la 6rbita es una espiral. Cuandot - o,x - 0ey — 0.

2@ 3. Si los autovalores de la matriz del sistema lineal de ecuaciones diferenciales son
todos positivos ;es estable el punto critico del sistema y la érbita una espiral? Justificar.

Rta: No. El sistema es inestable y la 6rbita es similar a una parabola o semirrecta.

Xy 4. Resolver el sistema {x,l = —2x1 t X,
5x1 + 2x2

N . Caracterizar el equilibrio de su punto critico.
2

— 3t -3t
Rta: {xl 1€ 3t+ €2€ _3¢ Equilibrio inestable.

x, =5c;e’* —cye
X 5. Una particula se mueve en el plano xy con velocidad v(x,y) = (x+ ky;2x -y).

¢Cudles serdn los valores de k para que la trayectoria de la particula sea eliptica?

Rta:k<—§

x'= —3x+ky

Y = —x+2y cexisten valores de k para los cuales lim,_,,, y(t) =

2% 6. Dado el sistema S:{

oo? Justificar.

Rta: Si. Para k < 6 un autovalor es positivo.

Xy 7. Caracterizar el equilibrio del punto critico y la érbita del sistema S: g ) i :jx + Y
Rta: Equilibrio asintdticamente estable en el punto critico (0;0).

Orbita: similar a parabola o semirrecta.
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SECCION IV: Teoria Cualitativa

. _— . o . x'= =3x—y
Xy 8. Caracterizar el equilibrio del punto critico y la érbita del sistema S: {y’ —5x 43y

Rta: Equilibrio inestable. Orbita: similar a hipérbola o semirrecta.

2@ 9. Hallar la soluciéon general de los siguientes sistemas homogéneos, caracterizar el
equilibrio del/los punto/s criticos e indicar la forma de la trayectoria solucion (6rbita):

X = 2x+3y x=cef+ce Equilibrio inestable.
G) S'{ 7 Rta: 2 4t —t A . . . . . P
y =2x+y y=36e"—ce Orbita: similar a semirrecta o hipérbola.
b s: {x = 3x—4y Rtad ¥ = 2c;et+c, et +2¢c,tet Equilibrio inestable.
W=x-y \y=ciet +ctet  Orbita: similar a semirrecta o parabola.
x'= x—5y R x=c+ce ™ Equilibrio asintoticamente estable.
o)S: {y' = 2x — 10y ta: y = z =01t 2 e~% Orbita: similar a semirrecta o parabola.
d)s X =x—y Rt {x = clcos(t) + c,sen(t) Equilibrio estable.
. r a 4 B B
y =2x—y = (¢, — ¢3) cos(t) + (c1 + c3)sen(t) Orbita: elipse.
( 3
| x = e2" (¢, cos (@t) + ¢, sen (@ t)
x'= x—3y 2 2
e)s: {y’ = 4x — 4y Rta.% ,
ty = % e 2t <(5C1 — \/23c2) cos (g t) + (\/2301 + 502) sen (? t))
Equilibrio asintéticamente estable. Orbita: espiral.
—3+«/§t —3-/5
2x+y xX=ce 2z +c,e 2
f) S: { _ Rta: iy e

2
Equilibrio asint6ticamente estable. Orblta. similar a semirrecta o parabola

9 10. Escribir la forma general de(x (t); y(t)) y caracterizar el equilibrio del punto criticde:

1
= _4 t x = —2c¢ysen(2t) + 2c,cos(2t) + -
a)s: { y+ Rta: ! ? St
y'=x y = ¢;cos(2t) + c,sen(2t) + " Equilibrio inestable.
r_ _ _ (Y10 —J1iot V10 _ Viot
b)S:{x, ;2x-;3y Rta:x_ (2 +1)c1e +(2 1)C2€
yom ey y =c; e V10 4 ¢, VIOt Equilibrio inestable.

11. Una particula se soltard en el punto (3;0) en un campo estable de velocidad
v(x,y) = (x + ky)T + (2x + ky)J. ¢Existe/n valor/es de k para el/los cual/es la trayectoria
de la solucién es una elipse? Justificar.

Rta: k = -1
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12. Sea el campo de velocidades v(x,y) = (x — 10y)t+ (3x — 10y)j. Si una particula se libera
en el punto(0;1)en el instantet =0, ;seguird la trayectoria x = 10e7>t — 10 e~ *;
y =6e %t —5e~*4? ;Es eliptica esta trayectoria? Justificar.

Rta: La trayectoria es correcta pero no es eliptica porque x e y no son periédicas.

x'==-2x+(k+1)y
y' =kx+ 2y
trayectoria de la solucidn es una elipse? Justificar.

13. Dado el sistema S: { , k € R. ;Existe algun valor de k para el cual la

Rta: No. Para que las 6rbitas solucion sean elipticas deberia cumplirse
k? + k + 4 < 0,pero no existe k € R que lo verifique.

3@ 14- ;Es posible que una particula sometida al campo de velocidad estacionario
v(x,y) = (—x + 8y)T + (—=3x + 22y)] que se libera en el punto (—5;0) siga la trayectoria
7(t) = (e7?t — 6e")T + (—1,5e7%¢ + 1,5ety)] ? Justificar.

Rta: No. Los autovalores no son — 2 y 1.

x'=x-—2y

Y =x+y cpuede ser y = et + eV% una de sus soluciones?

Xy 15- Dado el sistema S :{
Justificar.

Rta: No. Los autovalores son complejos conjugados.
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Ejercitacion Complementaria

Ejercitacion complementaria.

1 - Para la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y' = —%y + xﬁ probar que la
sustitucion z = ﬁ la convierte en lineal de primer orden y hallar su solucién.

C2
x4

Rta:y=6—14x4+%+

2. Probar que la sustitucion z = y~3 transforma la ecuacién y' + P(x)y = Q(x)y* en una
ecuacion lineal de primer orden.

3. Hallar las curvas que verifiquen y' = tg(x)y + cos(x).

X sen(x) c

Rta:y =

2 cos(x) 2 cos(x)

4. Dada la ecuacion diferencial xy' +y —x? = 0.
a) Determinar la solucion general.

b) Determinar la curva solucion que contiene al punto (1; 2).

x2
Rta: a) y =5+

R0

2
Rta: b)y=%+%

5. - Hallar:

a) La familia de funciones que verifique la ecuacion (x + 1)y — xy’ = x3 — x2.
b) La funcién de la familia del inciso a que cumple y(1) = 1.

Rta: a) y = x% + Cxe”

Rta: b) y = x?

6 - Determinar la solucion para x*y’ + yx = 1 cuando y(1) = 2, conx > 0.

In (x) + 2

X X

Rta: y =

3

"
w

&7 7. Para la familia de elipses kx* + y* =1,(k > 0), ¢son pardbolas las trayectorias
ortogonales? Justificar.

2 2
Rta: No. —y? +inly| = "7 +C

8 - Determinar la familia de curvas solucion de y'(x? + 3) = xy. Graficar.
Rta:y =vx2+3C
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Ejercitacion Complementaria

9. Dada la ecuacion 2y'x? = xy:
a) Determinar la familia de curvas solucién y graficar.

b) Determinar y representar la curva de la familia que contiene al punto (1;4) y la recta
tangente en dicho punto.

c) Obtener una ecuacién para la curva ortogonal a la familia que contiene al punto (1;4), la
recta tangente en dicho punto y graficarlas en el mismo sistema de representacion del inciso b.

Rta:a)y?2 =xC b) y? = 16x;y = 2x + 2 c)y=——+—;y=—%x+%

Yy =2z +2

10. La familia ortogonal a la familia y? = kx es el conjunto de elipses y? + 2x? = C. Graficar
dos integrantes (una de cada familia) que se correspondan y sus respectivas rectas tangentes en
un punto de interseccion.

Rta:

Fap.)
b4
A

11 - Calcular las trayectorias ortogonales a la familia de elipses x? + 2y? = k2. Graficar.

Rta: y = x2C
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Ejercitacion Complementaria

0
BN\

I

m—

m

N

S

%
[

12. Seay = f;(x), y = f,(x) soluciones de y" + ay' + by =0, donde a,b € R. Demostrar
que y = f;(x) — 2f,(x) también es solucion.

b
13. Si b%? — 4ac = 0, demostrar que y = x e 22" es solucién de ay” + by’ +cy =0.

x'=y
!

xz:V14. Resolver el sistema S:{ 7,
y =X

siendo x(0) = y(0) = 1.
Rta: x(t) = y(t) = et

53% 15. Resolver el sistema S: {;, : E);C , siendo x(0) = y(0) = 1.

Rta: x(t) = cos(V2t) + V2 sen(vV2t); y(t) = %(cos(\/it) —V2sen(V2t))

16. Proponer las soluciones que permiten resolver la ecuacion y'" — 4y = f(x) por el método
coeficientes a determinar:

a) f(x) =xe* + cos (2x)
b) f(x) =e*
Rta: a) y, = c;e®* + c,e™?%; y, = Axe* + Be*; 1y, = C cos(2x) + D sen(2x)

Rta: b) y. = c;e®* + c,e™; y, = Ax e?*

17 - Resolver la ecuacion diferencial y" + y = f(x) e* para:
a) fx)=2;y(0)=1; y'(0) =0

b) f(x) = e™™ + e *tg(x)

Rta:a) y = —2 sen(x) + e*

Rta: b) y = ¢, cos(x) + ¢, sen(x) +%e"‘ —cos(x) In (Hsenm)

cos(x)
18. Dar la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales:
a) y”—2y’+y=§ , x>0

b)y"+3y'=1+xe™3*
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Ejercitacion Complementaria

c) y' + 4y = sen?(x)
Rta:a) y = c,e* + cyx e* —%x e* +% In|x|x e*

_ 1 1 _ 1 —
Rta:b)y=c;+c, e 3x+§x—gx2 e 3x—6x e 3

x sen(2x)

Rta: c) y = ¢, cos(2x) + ¢, sen(2x) +% .

19. Para la ecuacién diferencial y" + 2y’ + vy = cos(2x) + e, indicar la forma de la solucidn
propia propuesta. Expresar (sin resolver) la forma de la solucién general.

Rta: y, = ¥, + ¥, = Acos(2x) + B sen(2x) + C x*e™*

yl’l ypZ

Y=Y +y, =cre™* +c; xe™ + Acos(2x) + B sen(2x) + C x*e™*
Yc Yp

2
20. Resolver la ecuacion diferencial % + 4y = 5 sen(px) para:
ap=2
b)p # 2

Rta:a) y = ¢; cos(2x) + ¢, sen(2x) — %x cos(2x)

5
(4-p?)
y = ¢, cos(2x) + ¢, sen(2x) + %x cos(—2x)yp =-2

Rta: b) y = ¢; cos(2x) + ¢, sen(2x) +

sen(px) yp # —2

21- Dada y” +y = e* + x hallar la curva solucion que pasa por el punto (1;0) y donde
y'(0) = 0.

elt¥_el=X4 o x2_2ex+1-e2+e
2e

Rta: y =

22- Hallar la solucién de la ecuacion y"' + 4y = sen?(x), siendo y(0) = 0; y'(0) =1.

2
Rta:y = — é cos(2x) + %Sen(Zx) — %(zx) + % = sen(x)cos(x) — xsen(’:)ws(x) + sen4(x)

23. Encontrar la familia de curvas solucion de y" — 3y’ + 2y = e* que pasan por el origen de
coordenadas.

Rta: y = ce?* — ce® — x e*.

24. Hallar la solucién de y' = e=2**5Y que cumpla y(0) = 0.

Rta:y = —% In (Ee‘zx —3)

2 2
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25. Encontrar la funcién y(x) que verifique y" +vy' = xe™™, y(0) =2, y'(0) = 1.

Rta:y =4 —2e™* —%xze‘x —xe™*

™
&726. Encontrar todas las funciones y(x) que verifiquen y" + 4y = sen(x) e y(0) = 0. Usar

el interactivo para graficar.

Rta: y = csen(2x) + gsen(x)

27.Dada la ecuaciony” + 2y’ +y = f(x)e ™ :

a) Proponer una solucién propia para el caso en que f(x) = 2x — 1.
b) Hallar la solucién general para el caso en que f(x) = In|x|.
Rta:a)y = Ax3e™™ + Bx?e™*

Rta:b)y=cie ™ +c,xe™ — zxze‘x +%x2 In|x|e™

x'(t) =2x+ ky

y't)=2x+y
cuales las curvas 7(t) = (x (t); y(t)) que lo solucionan son elipticas.

28. Dado el sistema S: { , dar el o los valores de k € R, si existen, para los

Rta: No existe k. Los autoalores tienen parte real distinta de O.
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Férmula exponencial de un complejo.

Recordando los desarrollos de e*; cos(x) y sen(x):

=1+ +x2+x3+ +xn+ —Zm adl
T TR = Lion!
xZ x4 x6 (_1)nx2n oo (_1)nx2n
R A _____.uzzz.____
cos(x) 2w e Tanyr neo (21)!
x3 x5 x7 -1 nx2n+1 o) -1 nx2n+1
sen(x)=x——+———...+L =Z CO™ ™
31 51 7 (2n + 1)! neo 2N+ 1)!

Usando estas tres férmulas es posible obtener la forma exponencial de un complejo de la
siguiente manera:

Usando el desarrollo de e* se encontrara el de ef:

ﬁ BB i3 B4i4 Bs i5 36 16 37 ;7

Bi — 1
€ +ﬁ+2. 30 & s el g T
i’=i*=i""=1
. . p . . il=i5 =i+l — §
Usando las propiedades de la potencia de la unidad imaginaria ¢ , — .. — .
i-=i°= l =-1

; B> B ﬂ“ B> . B B
Bi — j—— i+ - _qi4..
e TR TR TR T 7L
Reordenando los términos de la serie es posible descomponerla en dos partes. La primera,
agrupando los términos reales y la segunda, la que contiene imaginarios puros.
B> B B° B B B’
pi — ¢ "4 4 _F 4. i — —f +—f —T—j+ ...
et =1 2|+4|+ 6!+ + Bi .l+ i .l+

Sacando factor comun de la segunda serie la unidad imaginaria, puede notarse que cada
una de las series involucradas son el desarrollo de sen(f) y cos (B):

P _ BZ B“ BS . g2, B5 B’
efi=(1-C 184 L) qi(p-C+8 L)
cos(B) sen(p)

eft = cos(B) + i sen(B) (férmula de Euler)

Finalmente, usando las propiedades de la potencia e**Y = e*e¥ se llega a la forma
exponencial de un complejo e**Fi = e®efi = e*(cos(B) + i sen(B))

e**Bt = e*(cos(B) + i sen(pB))
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Matriz exponencial.

Usando similitudcon e* =1+ a + %az +%a3 + 4 %a" + .-« se define:

1 1
—I+A+2|A2+3A3+ +—A”+ 2 —A"

Usando dicha definicién uede mostrarse que esta serie de matrices converge para toda A:
el =1 y (e l=e4

a, 0 - 0 een 0 0
Saap=|0 %z v O _o_[ 0 e= 0
0 0 eee Aun 0 0 eann

D: matriz Diagonal, luego: A = CDC™! = e4 = CcePC™1.
J: matriz de Jordan, luego: VAER™™ 3 J,C/A=CJC! = el =CelC!

/11)

Si A; € R¥? no diagonalizable (A =24, =2;); Vi =(A;—ADv, ]= (0 )

e]t _ elt t eﬂt

- 0 el t
Solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.
A: matriz cuadrada.

1- X(t) = eAt K es solucién de x'(t) = A X(t)

2- X(t) = eA(t-x;  es solucién de {x (0 = A, x()

3- X(t)= eMt(K+ [etf(t)dt) es solucion de x'(t) = A, %(t) + (1)

4- X(¢) = et x5 + ftto eAs(t=5) f(s)ds es solucion de {x ® :_)éS)x(t)_": f@®
X(lg) = Xy

Tabla Resumen.

Solucién general de sistemas lineales homogéneos de ecuaciones diferenciales ordinarias
con coeficientes constantes:

EO)- (e ()
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x(t); y(t) con forma

Autovalores

Reales 11 * AZ A e)*lt + Beﬂzt
A1, Ai=2, AeMt+BteMt
Complejos
plej e“*(A cos(Bt) + Bsen(Bt))
A1z = at i

126




Epilogo

Epilogo

Las EDO abordadas en este libro son modelos simplificados de problemas que
habitualmente aparecen en ingenieria. No obstante, constituyen un pequeno conjunto del
vasto universo de las ecuaciones diferenciales. La mayoria de los modelos matematicos de
sistemas reales se caracterizan por su no linealidad debido a que muchas cosas en la
naturaleza se comportan de forma no lineal. Pero para estudiar su estabilidad se procede a
su linealizaciéon, aunque se pierdan ciertas soluciones fisicas. Es por ello que en la seccién
IV se desarrollé el concepto de estabilidad Unicamente en relacion a los sistemas dindmicos
lineales.

Edward Lorenz, matematico y meteordlogo estadounidense, al estudiar el espacio de fases
de sistemas dinamicos tridimensionales no lineales que modelan fendmenos de la atmodsfera
terrestre, descubrio en 1963 el llamado “atractor de Lorenz”. Con sus investigaciones sentd
las bases de la Teoria del caos, rama de las matematicas, la fisica 'y otras ciencias (biologia,
meteorologia, economia, etc.) que trata ciertos tipos de sistemas dinamicos muy sensibles a
las variaciones en las condiciones iniciales: los sistemas cadticos. Dado que estos sistemas
dependen de gran cantidad de variables, pequefas' variaciones en las mismas pueden
implicar grandes diferencias en el comportamiento futuro.

Por ello Lorenz dijo que era tan dificil pronosticar las condiciones climatolégicas a largo
plazo. Este obstaculo de la prediccion, denominado efecto mariposa (nombre devenido de
la forma de mariposa del atractor descubierto), lo expuso en una conferencia bajo el
titulo ";Puede el batir de las alas de una mariposa en Brasil dar lugar a un tornado en Texas?".

Otros ejemplos de tales sistemas incluyen el Sistema Solar, las placas tectonicas, los fluidos
en régimen turbulento y los crecimientos de poblacion.

En la version digital de este libro puede observarse la animacién que muestra uno de los
sistemas cadticos mas simples que existen: el péndulo doble. Puede apreciarse que, ademas
de su trayectoria irregular, depende sensiblemente de las condiciones iniciales, ya que al
darle cada vez una posicién inicial ligeramente diferente, se obtiene una trayectoria
completamente distinta pasado cierto tiempo.

Aquellos alumnos inquietos e interesados en asomarse al mundo de los sistemas no lineales
cadticos pueden ver la pelicula “El Efecto Mariposa”, estrenada en 2004 y que, de la mano
de los directores y guionistas Eric Bress y J. Mackye Gruber, muestra cémo un infimo
cambio en la linea del tiempo del protagonista, por mas trivial o insignificante que aparente,
puede provocar un rumbo totalmente inesperado y un cambio radical en su vida.

También en "El ruido de un trueno" Ray Bradbury hace una exploracion a través del género
literario de ciencia ficcién del efecto mariposa. Cuenta la historia de un hombre que
contrata los servicios de una agencia de viajes en el tiempo para participar en un safari a la
prehistoria. La expedicidon camina sobre una plataforma de metal que gravita sobre el suelo
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ya que cualquier leve pisotdon a un ser vivo, por pequeno que fuese, acumularia
consecuencias como una gran bola de nieve hasta llegar a modificar la realidad en el
presente. Para conocer el final de la historia habrd que leer el cuento, aunque se puede
adelantar un detalle: el protagonista se salié de la plataforma y trajo pegada a su bota una
peqguena mariposa...

Lo sorprendente es que la historia precede al trabajo de Lorenz por casi diez afnos, mucho
antes de que fuera acuiado el término efecto mariposa y los principios entendidos por la
comunidad cientifica. El mismo efecto ocurre en la dindmica planetaria, estudiada por Henri
Poincaré hacia fines del siglo XIX, varias décadas antes de la formulacion de la Teoria del
caos.

La genialidad de Isaac Asimov tampoco puede dejar de deslumbrar. En "El fin de la
eternidad" presenta un mundo de viajes a través del espacio-tiempo en el que el futuro
puede ser modificado; pero eso si, bajo un meticuloso analisis que haga tender a cero la
probabilidad de ocurrencia de hechos no deseados, previo a la efectiva ejecucion
del cambio minimo necesario que refleje en la realidad modificada el resultado mdximo
esperado.

Retomando la idea de estos formidables autores del siglo XX, la serie de ciencia ficcion
estrenada en 2015, “El Ministerio del Tiempo”, de los directores Javier y Pablo Olivares,
trata sobre una institucion gubernamental secreta cuyos funcionarios vigilan las puertas de
acceso hacia otras épocas para impedir que cualquier intruso viaje desde o hacia el pasado
con la intencién de modificar la Historia en beneficio propio. Pero los empleados de este
ministerio no resisten la tentacion de viajar a escondidas por asuntos personales. Por nimios
que fuesen los hechos que viven cuando se transportan a todos les acarrean
consecuencias... Serie digna de ver en Netflix!
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