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Prefacio

Este libro digital interactivo se ha disenado con fundamento en la
filosofia del Proyecto Descartes)S: "Trabajando altruistamente por la
comunidad educativa de la aldea global", que sélo busca desarrollar
contenidos educativos para el provecho de la comunidad académica,
esperando Unicamente como retribucion el uso y difusiéon de estos
contenidos. El contenido del libro, al igual que los objetos interactivos
se han disenado de tal forma que se puedan leer en ordenadores y
dispositivos moviles sin necesidad de instalar ningun programa o
plugin. El libro se puede descargar para su uso en local sin
dependencia con la red, a excepcion de algunos videos incluidos en el
texto. Todos los objetos interactivos se han disenado con el Editor
DescartesJS.

La herramienta Descartes)S se caracteriza por una innata
interactividad, por permitir realizar representaciones de objetos bi y
tridimensionales, por gestionar expresiones de texto y de férmulas, por
integrar objetos multimedia como imagenes, audios y videos, por tener
la posibilidad de reflejar casos concretos y también potenciar la
conceptualizacién de tareas y procedimientos mediante la utilizaciéon de
semillas aleatorias y controles numéricos, graficos y de texto, y con ellos
poder abordar la evaluacién de manera automatica, tanto la correctiva
como la formativa. Con DescartesJS es posible el disefno y desarrollo de
objetos educativos que promueven el aprendizaje significativo,
posibilitando esa deseada construccién del conocimiento. !

El contenido de este libro se basa en un curso de capacitacion del
editor DescartesJS para docentes que, por la dificultad de concertar
un horario presencial, permite una opcién autodidacta acompanada
de material interactivo para una mayor comprensién de los temas
tratados.

1 \éase https://proyectodescartes.org/iCartesilLibri/descripcion.htm.
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Retomando la introducciéon a la documentacion de Descartes)S de
Radillo, Abreu y Espinosa, podriamos coincidir en que este libro esta
destinado tanto a personas que no han usado DescartesJS como a
personas que tienen cierta experiencia y desean mejorarla. En cada
apartado del libro se proponen ejercicios y se incluyen ejemplos para
que el lector pueda comprender paso a paso la funcionalidad de
DescartesJS y su enorme potencial para crear objetos interactivos de
aprendizaje.



http://descartes.matem.unam.mx/doc/DescartesJS/DescartesJS.pdf




Componente Curricular de Matematicas

El Estado colombiano, decidido a elevar la calidad de la educacion,
introdujo el enfoque basado en el desarrollo de competencias en los
estudiantes, lo cual supone el transito desde el aprendizaje que
centra la atencion en el dominio de contenidos, a una educacién
basada en competencias que no se agota en el sistema educativo, sino
que se desarrolla de manera permanente en interacciéon con el
mundo.

De esta manera, consolidar una politica de calidad enmarcada en el
desarrollo de competencias implica, entonces, una transformacion de
fondo de las practicas pedagodgicas, del funcionamiento de la
institucion educativa y del papel de los actores educativos, teniendo
como protagonista al estudiante. Buscando desarrollar este modelo
se han realizado esfuerzos por elevar la calidad de la educacion en el
pais; en este sentido, el Ministerio de Educacién Nacional (MEN) ha
puesto a disposicion de docentes, directivos docentes, padres de
familia y publico en general herramientas pedagdgicas como:

e Los lineamientos curriculares. (1998).

e Los Estandares Basicos de Competencias (EBC). (2006).
¢ Los Derechos Basicos de Aprendizaje (DBA). (2015).

e Las matrices de referencia. 2016.

e Las mallas de aprendizaje. 2017.

Herramientas que constituyen el punto de partida y sustento de
todas las estrategias de mejoramiento, ademas son un importante
insumo para el disefio curricular y el cambio en las practicas
pedagdgicas [6].



ESTRATEGIAS DE MEJORAMIENTO

Elementos que contribuyen a mejorar los
procesos de evaluaciéon por competencias y
las practicas en el aula de clase por parte de
los docentes para alcanzar cada vez mejores
resultados y hacer que la educacién en
Colombia mejore su calidad. Ampliar imagen

Componentes / Pensamientos
Especificos del drea de matematicas.

5 categorias conceptuales que conforman
esta asignatura segun los Lineamientos y
los Estandares Basicos de Competencia
disenados por el Ministerio de Educacién
Nacional (M.E.N.), los cuales son:

2. Pensamiento espacial'y

sistemas geométricos.

1. Pensamiento numeéricoy.

Contempla las actuaciones
del sujeto en todas sus
dimensiones y relaciones
espaciales para interactuar
de diversas maneras con los
objetos situados en el
espacio, hacer acercamientos
conceptuales que favorezcan
la creacion y manipulacién de
EVEN representaciones
mentales.

sistemas numeéricos.

Se asocia con "la organizacion
de actividades centradas en la

comprension del uso y de los
significados de los nimeros y
de la numeracion; el desarrollo
de diferentes técnicas de
calculo y estimacion".
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Tomados de los EBC, orientaciones pedagogicas, determinados por el M.EMN. 5e en-
cuentran en la MALLA DE RELACION DE COMPONENTES CURRICULARES.

Por cada drea o asignatura reciben nomhbres especificos de acuerdo a su propésito
cognitivo. Ejemplo:

Tomados del Ministerio de Educacion Macional para las areas en las cuales
estan definidas. En su implementacion se tuvieron en cuenta las mallas de
aprendizaje del MEN.

Se especifican los temas a evaluar, guardando la secuencia de pro-
gresion establecida en los EBC.

5. Pensamiento

3. Pensamiento métrico y sistemas de medidas. .
aleatorioy

Hace referencia a la comprension general que tiene sistemas de datos.

una persona sobre las magnitudes y las cantidades, su .
medicién y el uso flexible de los sistemas métricos o de El pensamiento

medidas en diferentes situaciones. a!eatono S€ apoya
directamente en

conceptos \Y
procesos de la
teoria de
probabilidades vy
algebraicos y analiticos. de la estadistica
inferencial, e
Comprensién y uso de los conceptos vy indirectamente,
procedimientos de las funciones y sus en la estadistica
sistemas analiticos, para el aprendizaje con descriptiva y en la
sentido del calculo numérico y algebraico. combinatoria.

4. El pensamiento variacional y sistemas




¢Qué son los Estandares Basicos de Competencias?

"Un estdndar es un criterio claro y publico que permite juzgar si un estudiante, una
institucion o el sistema educativo en su conjunto cumplen con unas expectativas
comunes de calidad; expresa una situacion deseada en cuanto a lo que se espera
que todos los estudiantes aprendan en cada una de las dreas a lo largo de su paso
por la Educacién Bdsica y Media, especificando por grupos de grados (Ciclo I: 1° a
3° Ciclo Il: 4°a 5°, Ciclo 1ll: 6° a 7°, Ciclo IV: 8°a 9°,y Ciclo V: 10°a 11°) el nivel de
calidad que se aspira alcanzar.

Los Estdndares Bdsicos de Competencias en Matemadticas

Seleccionan algunos de los niveles de avance en el desarrollo de las
competencias asociadas con los cinco tipos de pensamiento matemadtico:
numeérico, espacial, métrico, aleatorio y variacional. Por ello aparecen en
cinco columnas que corresponden a cada uno de dichos tipos de pensamiento
y a los sistemas conceptuales y simbdlicos asociados a él, aunque muchos de
esos estdndares se refieran también a otros tipos de pensamiento y a otros
sistemas.

(Ministerio de Educacion Nacional, 2006, p. 11)". [8]

Estandares Basicos de Competencias enlMateméticas (M)I—-
Decimo a once |Ciclo V

Componente 1.

1. Pensamiento numeérico y sistemas numéricos.

1.1 M.V

—

Numeracién
Desempeiios

Derecho Basi
de apren%?z.-ifeo DBA 1.

Figura 1. Estructura numérica de los desempefios.

El desarrollo de estos Estandares Basicos de Competencia permitira fortalecer los procesos

de formulacion, modelacién y resolucién de problemas.

12


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/lia_matematicas11/images/prefacio/estandar.png

Competencias especificas del drea de matemadticas.

Son las encargadas de desarrollar la capacidad de formular, resolver y
modelar fendmenos de la realidad; comunicar, razonar, comparar y
ejercitar procedimientos para fortalecer la adquisicion de
conocimientos, habilidades, actitudes y comprensiones del
pensamiento matematico, relacionandolos entre si para facilitar el
desempeno flexible, eficaz y con sentido. El drea de matematicas
evalua en la prueba Saber para el ciclo 10°y 11° lo siguiente:

1. Interpretacion y representacion.

Esta competencia consiste en la habilidad para comprender y
transformar la informacién presentada en distintos formatos como
tablas, graficos, conjuntos de datos, diagramas, esquemas, etcétera, asi
como la capacidad de utilizar estos tipos de representacion para extraer
de ellos informacién relevante que permita, entre otras cosas,
establecer relaciones matematicas e identificar tendencias y patrones.
Con el desarrollo de esta competencia, se espera que un estudiante
manipule coherentemente registros, entre los cuales pueden incluirse el
simbdlico, el natural, el grafico y todos aquellos que se dan en
situaciones que involucran las matematicas.

2. Formulacion y ejecucion.

Esta competencia se relaciona con la capacidad para plantear y disefar
estrategias que permitan solucionar problemas provenientes de
diversos contextos, bien sean netamente matematicos o del tipo de
aquellos que pueden surgir en la vida cotidiana y son susceptibles de un
tratamiento matematico.




Se relaciona también con la habilidad o destreza para seleccionar y
verificar la pertinencia de soluciones propuestas a problemas
determinados, y analizar desde diferentes angulos estrategias de
solucién. Con el desarrollo de esta competencia, se espera que un
estudiante disene estrategias apoyadas en herramientas matematicas,
proponga y decida entre rutas posibles para la solucién de problemas,
siga las estrategias para encontrar soluciones y finalmente resuelva las
situaciones con que se enfrente.

3. Argumentacion.

Esta se relaciona con la capacidad para validar o refutar conclusiones,
estrategias, soluciones, interpretaciones y representaciones en
situaciones problematicas, dando razones del porqué, o del cédmo se
llegd a estas, utilizando ejemplos y contraejemplos, o bien senalando y
reflexionando sobre inconsistencias presentes. Con el desarrollo de
esta competencia se espera que un estudiante justifique la aceptaciéon o
el rechazo de afirmaciones, interpretaciones, y estrategias de solucion
basandose en propiedades, teoremas o resultados matematicos, o
verbalizando procedimientos matematicos.

:Qué son los Derechos Bésicos de Aprendizajes (DBA)?

Los DBA, en su conjunto, explicitan los aprendizajes estructurantes
para un grado y un area particular. Se entienden los aprendizajes
como la conjunciéon de unos conocimientos, habilidades y actitudes
gue otorgan un contexto cultural e histérico a quien aprende.

Los DBA se organizan guardando coherencia con los Lineamientos

Curricularesy los Estandares Basicos de Competencias (EBC) [8].
14



Su importancia radica en que plantean elementos para construir
rutas de ensenanza que promueven la consecucion de aprendizajes
ano a ano para que, como resultado de un proceso, los estudiantes
alcancen los EBC propuestos por cada grupo de grados.

Estructura de los DBA.

La estructura para la enunciacion de los DBA estd compuesta por tres
elementos centrales: El enunciado, las evidencias de aprendizaje vy el
ejemplo.

El enunciado.
Grado 11° DBA 2. "Justifica la validez de las propiedades de orden de
los niimeros reales y las utiliza para resolver problemas analiticos que se
modelen con inecuaciones."

Las evidencias de aprendizaje.
— "Utiliza propiedades del producto de ntimeros Reales para resolver

ecuaciones e inecuaciones."

— "Interpreta las operaciones en diversos dominios numéricos para
validar propiedades de ecuaciones e inecuaciones."

El ejemplo. ' 5 20 ‘ @
"Ana una estudiante de undécimo decide [ <5 .10~

resolver una inecuacion como se muestra
en la siguiente figura: =

Ana argumenta que para resolver la F

inecuacion, todo lo que estd sumando al == et
lado izquierdo se pasa a restar al lado derecho y posteriormente, realiza
las operaciones. Luego, termina su ejercicio de la siguiente manera: dice
que para despejar la x pasa a multiplicar el 3 a ambos lados”.

Los Derechos Basicos de Aprendizajes. [7]
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Capitulo |

"El nimero gobierna el universo.".
Pitdgoras

Numeros
Reales (IR)




DER

CHOS BASICOS DE APRENDIZAJE (DBA)

DBA.1. Utiliza las propiedades de los nimeros (naturales, enteros,
racionales y reales) y sus relaciones y operaciones para construir y
comparar los distintos sistemas numéricos.

DBA.2. Justifica la validez de las propiedades de orden de los
numeros reales y las utiliza para resolver problemas analiticos que
se modelen con inecuaciones.

Derechos Basicos de Aprendizaje - Grado 11°.[7]

DESEMPENOS / ESTANDAR
Componente 1 - Pensamiento numérico.

1.5 MV Establezco relaciones y diferencias entre diferentes
notaciones de nimeros reales para decidir sobre su uso en una
situacion dada. DBA 1.

1.12 MV Reconozco la densidad e incompletitud de los
nimeros racionales a través de métodos numéricos,
geométricos y algebraicos. DBA 2.

Componente 5 - Pensamiento Variacional.

5.1 MV Utilizo las técnicas de aproximacién en procesos
infinitos numéricos. DBA 2.

El desarrollo de estos Estandares Basicos de Competencia
permitira fortalecer los procesos de formulacién, modelacién y

resolucién de problemas.




1.1 Conexion con la historia

Uno de los
problemas que
mas controversia
generd entre los
matematicos de
finales del siglo XIX fue el de

la aceptacion de la existencia de
los numeros irracionales.

Karl Weierstrauss construyé
los nimeros reales a partir de
sucesiones infinitas de numeros
racionales pero contdé con el
rechazo de algunos de los mas
prestigiosos matematicos de su
época encabezados por Leopold
Kronecker, quienes no
consideraron valido el empleo
de métodos finitistas en el
tratamiento de problemas al
infinito; es asi como al conocer
la demostracion dada por
Ferdinand Lindemann en la que
probaba que 7 no es raiz de

alguna ecuaciéon poligonal no
nula con coeficientes enteros,
Kronecker le dijo: “:De qué
sirve todo esto, si los nimeros
irracionales no existen?

19

Capitulo I. Los nimeros reales

David Hilbert (Wehlan, actual
Alemania, 1862 - Gotinga, id.,
1943) fue un matemadtico
alemdn, reconocido como uno
de los mds influyentes del siglo
XIX vy principios del X X.

Establecié su reputacion como
gran matemadtico y cientifico
inventando y desarrollando un
gran abanico de ideas, como la
teoria de invariantes, la
axiomatizacion de la
geometria y la nocion de
espacio de Hilbert, uno de los
fundamentos del andlisis
funcional.
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Como consecuencia de lo
anterior, uno de los mas
importantes matematicos de
este siglo David Hilbert,
partiendo de la premisa de que
una entidad existe en cuanto se
ha demostrado que no implica
ninguna contradiccién, logrd
probar que el sistema de
axiomas que definen los
numeros reales es no
contradictorio, introduciendo
de esta manera el método
axiomatico como sustituto del

método geométrico en el
tratamiento de los numeros
reales.

Por otra parte, usando |Ia

geometria también demostré
que cualquier contradiccién
que la geometria analitica
pudiera aparecer en la
geometria euclidiana, debia
también aparecer como una
contradiccion en la aritmética
de los numeros reales;
quedando de esta forma
demostrando que la aritmética
de los numeros reales es tan
consistente como la geometria
euclidiana.

20
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La concepcion filosofica, asi como
los métodos introducidos por
Hilbert, para determinar lo que es
valido en matematicas, dieron
origen a la denominada Escuela
formalista, la cual representa una
de las mas importantes corrientes
del pensamiento matematico
moderno.

23 problemas de Hilbert, en 1900,
Hilbert presenté una relacién de
23 problemas sin resolver que, a
su juicio, en caso de ser
solucionados, representarian un
avance considerable para las
matemdaticas. El define sus
famosos 23 problemas. Al
hacerlo, tuvo un efecto mayor en
matematicas que forma en el siglo
XX que cualquier otra persona.
Hilbert contorneado 23
problemas o preguntas, que
penso, si contesta correctamente,
seria llevar las matematicas a un
nuevo nivel. La lista, dijo, no fue
significada para excluir otros
problemas. Era simplemente una
muestra de los problemas.
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Capitulo I. Los nimeros reales

1.2 Conjuntos, elementos y notacion

Se entendera por conjunto cualquier coleccion o agregado de objetos
de naturaleza cualquiera. Los conjuntos se notan con letras
mayusculas; los objetos que lo componen con letras minusculas.

Toda la matematica tiene mucho que ver con el estudio de conjuntos,
asi, por ejemplo, la geometria estudia conjuntos de puntos, el algebra
conjuntos de los niumeros especialmente, entre otros.

13
L; iRecordemos!

Si un objeto a es un elemento de un conjunto
B se escribira:
a€B

®
que se lee: “a pertenece a B, o a es un elemento Ga

de un conjunto B”, en cambio si a no es un :J ;

elemento de B se escribira:
a¢ B

p %
que se lee: “a no pertenece a B”. / 1%

Un conjunto se dice que esta bien determinado si dado cualquier
objeto podemos decir si él forma o no parte del conjunto.

& Haciendo una lista de los objetos del conjunto

& Estipulando cuales son las propiedades que poseen los
elementos del conjunto.

21



Se acostumbra en el primer método separar los elementos con comas
y encerrarlos entre paréntesis, por ejemplo,

A=1{2,4,6,8)

Es decir, A es el conjunto formado por los nimeros 2, 4, 6, 8.

(> Operaciones entre conjuntos

Existen unas operaciones basicas que se
pueden realizar con los conjuntos. Estas
operaciones son la union, la interseccién, la /
diferencia, la diferencia simétrica y el \
complemento. =

& La union de dos conjuntos A y B es el conjunto al que
pertenecen todos los elementos de A y B. Se representa
AUB.

& La interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto al
que pertenecen todos los elementos comunes de Ay B. Se
representa A N B.

& La diferencia entre A y B, notada como A — B, es el
conjunto al que pertenecen todos los elementos de A que
no pertenecen a B.

& La diferencia simétrica de dos conjuntos A y B es el
conjunto A A B cuyos elementos pertenecenyaseaa Ao
a B, peronoaambos alavez.

& El complemento de un conjunto A es el conjunto A’. que
contiene todos los elementos (respecto de algiin conjunto
referencial) que no pertenecen a A.
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Capitulo I. Los nimeros reales

e R
¢Qué es un diagrama de Venn?

Un diagrama de Venn usa circulos que se superponen u otras
figuras para ilustrar las relaciones légicas entre dos o mas
conjuntos de elementos, se usan ampliamente en las areas de
matematica, estadistica, ldgica, ensenanza, linglistica,
informatica, entre otros.

o %

Ejemplo 1.1. Representaciéon por medio del diagrama de Venn. Se
tienen los siguientes conjuntos:

A=1{3,7,9,25}, B=1{5,7,9,33}, C=1{3,5,7,21}

« AUB=1{3,5,7,9,25,33}.
e ANC ={3,7}

9y
« C—B=1{321}
« BAC ={3,9,21,33} v

e A'={517,21,33}

B

C@ Comprueba lo aprendido respondiendo a la pregunta.

L) o]

| L SiA={l,7,9 14} yB={l, 14, 16, 19}. Hallar A N B.
| Lo/ SEAS by B={ jatiiar
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1.3 El conjunto de los nimeros Reales (R)

El conjunto de los nimeros Reales (R) estd forman por todos los
conjuntos numeéricos, recordemos estos conjuntos numéricos:

€2 El conjunto de los nameros Naturales (N)

N ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ...}

El conjunto de los niumeros naturales, parece ser el primer conjunto
de numeros de que dispuso el hombre. Estos niumeros llamados
numeros naturales le fueron muy utiles ya que le permitieron realizar
operaciones tales como la suma y la multiplicacién; es importante
notar que la suma o multiplicacién de dos elementos cualesquiera de

N da lugar a otro elemento del mismo conjunto, por ejemplo,
447=11; 11 €N, 3-5=15; 15N

Sin embargo, esto mismo no sucede con la operaciéon resta o
diferencia, pues no siempre la resta de dos elementos de N da lugar a

otro elemento de N.

Es decir el problema de encontrar a — b, a € N, b € N sélo se podia
resolver en el caso a mayor que oigualab (a > b).

Para poder resolver este problema en
cualquier caso fue necesario ampliar el
conjunto N, adicionando numeros negativos
(enteros) —1,—2,—3, ..., de esta manera se
formo el conjunto de los niUmeros enteros.
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Capitulo I. Los ntimeros reales.

B

;53‘ El conjunto de los nimeros Enteros (Z)

Z={.—-6,-5-4,-3-2-1,0,1,2,3,4,5,6,...}

Z=7 U{0}UZ"

Enteros Negativos: Z~, Cero: 0, Enteros Positivos: Z*

o )

Evidentemente el conjunto N es una parte del conjunto 7Z; es claro

gue el conjunto de los enteros es cerrado para las operaciones de
suma, resta y multiplicacién. Sin embargo, la division de los
elementos de Z no siempre es un elemento de Z, por ejemplo:

5 a
3 ¢ 7, esdecir que la operacion 7 cona,b € Zyb # 0 no siempre

es posible en el conjunto de los niUmeros enteros. Para poder realizar
esta operacion fue necesario ampliar el conjunto Z adicionando
todas las fracciones (o cocientes de dos elementos de Z con

denominador distinto de cero) es decir, a este nuevo conjunto asi
formado se conoce como el conjunto de los nUmeros racionales.

iy, . ., .
“» Elconjunto de los Niumeros Racionales (QQ)

Estos, incluyen a los nimeros naturales N y los nimeros enteros 7,

ademas, de todas las expresiones de la forma % llamadas fracciones.
5 3 3 1 13 3 5
=<.-3 -2, ——,-1,——, —=,0,=-,-,1,—=,2,—, ...
Q { ] 2’ ) 2) ) 47 27 72? 47 b 27 727 }
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Los nimeros racionales se representan con la letra (QQ), este conjunto

se cred debido a las limitaciones de calculo que presentaban los
numeros naturales (N) y niUmeros enteros (Z), para solucionar esta

dificultad, se creé el conjunto de los nimeros racionales (Q).

Un numero racional es un nimero que puede expresarse como una
fraccion, que puede ser exacta o periddica, y se escribe de |la forma:

N
m umerador con b0

p— - ’
n Denominador

Por otro lado el conjunto QQ es cerrado para las operaciones de suma,

resta, multiplicacién o divisién. Es decir: la suma, resta, multiplicacion
o division de dos niumeros racionales es a su vez un nimero racional.

En la operaciéon de division se excluye el caso en el cual el
denominador es cero. Esto se hace pues si se admitiera la divisiéon por
cero se podria llegar a un absurdo (la divisién por cero no existe en
los R, por lo tanto,n Z 0

Las fracciones se representan en la recta numérica, dividiendo cada

intervalo de una recta numérica en espacios iguales, que representen
numeros enteros (unidad), por ejemplo,

—

1
5

F 3

|

|
4 1
5

nlw —J—

|

|
2
5

Figura 1.2. Larecta se divide en cinco partes iguales.

El numerador nos representa la parte que se toma, en la grafica seria
1, y el denominador las partes en que se dividié la unidad, para este
caso en 5 partes iguales.
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Capitulo I. Los nimeros reales

Cada una de estas subdivisiones representa una fraccidon con
denominador igual al nimero de partes de la subdivision. En otras
palabras, cuando las divisiones de la unidad coinciden con el
denominador de la fraccion.

::.lu—.-

2
1 | ] ] ;
| | | 1
1 3 3 X =
a ry a a4 a

alag-=
o
sle T
%))

0.5 2

Figura 1.3. La unidad dividida en cuartos.

Cada fraccion es un numero racional y cada nimero racional consta
de infinitas fracciones equivalentes. Los nuUmeros enteros
representados como una fraccién, tienen como denominador el

2
ndmero 1, por ejemplo, 1 =2

@ iRecordemos!

..a
Cuando una fraccién A es menor que la

unidad, se llama fraccion propia y esta en la
recta numérica entre —1 y 1, o se llama
impropia, cuando es mayor que la unidad y
representa un numero llamado mixto, por
ejemplo,

16 1 (3)(5)+1 _ 16

) ) ) )

Herramientas para trabajar con fracciones. Fy
(1] x —

Descargar para imprimir g
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E xploremos.
= ., a , .
" Ingresa la fraccién 3 si es un numero entero, escribe b=1vy

oprime el botéon solucion, observa su representacion en la recta
numéricareal.

&7

: - 1
¢Como se representa graficamente en la recta real? i 1

4 )

Con el conjunto de los niumeros racionales se pueden resolver gran
cantidad de problemas. Sin embargo, pensemos en el siguiente
problema muy sencillo que no tiene solucidn en este conjunto.

Es sabido que en un triangulo rectangulo la suma de los cuadrados de
las longitudes de los catetos es igual al cuadrado de la longitud de la
hipotenusa (Teorema de Pitdgoras).

Yoo/

“(¢)- ;Piensa!.. Pues bien, miremos la
~ ¥ sjtuacion problema que se presenta
considerando un triangulo rectangulo cuyos B i
catetos tengan de longitud 1. '
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Capitulo I. Los nimeros reales

Segun lo anterior la hipotenusa de este
triangulo tiene como longitud /2, pero el
ndimero v/ 2 no es un numero racional, es decir,
el problema de hallar la hipotenusa de un
triangulo rectangulo cuyos catetos tienen
como longitud 1 no tiene solucién en el
conjunto Q.

Hipotenusa

(h)

Los niumeros \/i \/3 ... entre otros, que no son racionales, es decir,

aquellos nimeros que no pueden transformarse en una fraccién, se
conocen como el conjunto de nimeros irracionales.

@ El conjunto de Numeros Irracionales (Q*)

Este conjunto surgio de la necesidad de reunir a ciertos nimeros que
no pertenecen a los conjuntos anteriores; este, estd representado
por los numeros decimales infinitos no periddicos, entre ellos se
pueden citar a las raices inexactas, el nUmero 7 (Pi), entre otros.

Un ndmero Irracional no se puede
expresar como una fraccion o como
el cociente de dos niUmeros, algunos
ejemplos:

T~ 3,14159265358979323846 . . .
e ~ 2,718281828459045235360 . . .

V2 & 1,41421356237309504880...

Las raices inexactas representan
numeros Irracionales.
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Su caracteristica principal es que, al expresarlos en forma decimal, su
parte decimal no termina ni se repiten, es un decimal infinito (es decir,
con infinitas cifras), son decimales no periédicos.

Los numeros irracionales Q* no deben

confundirse con los numeros racionales ]

Q, porque éstos son numeros decimales

finitos, infinitos periédicos e infinitos \
]

. ’ ,/
mixtos que si pueden transformarse en /
una fraccion.

Un ndmero Irracional Q* no se puede expresar como una fraccion o
el cociente de dos nimeros.

| Ejemplo 1.2. Representacién de un ndimero Irracional en la recta.

V5 & 2,236067976...

Figura 1.4. Recta numérica.

Es claro que el problema sobre la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo, ya tiene solucién en el conjunto de los nimeros R.

Si el conjunto Q* de los nimeros irracionales se amplia agregandole
los nimeros racionales (Q, se obtiene un conjunto que se denota por

laletra R y se llama el conjunto de los nimeros reales R.
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Capitulo I. Los nimeros reales

Representacion de los nimeros reales R en la siguiente imagen:

NUMEROS REALES
(®)

Constituidos por

/\

NUMEROS NUMEROS
RACIONALES IRRACIONALES
Pueden ser Ejemplos
_H
ENTEROS FRACCIONARIOS I
n:3,141592.,
I NATURALES I V3
Pueden ser I Pueden ser
A - . e - DECIMAL
. | - n ’ | 1 1 | INFINITO
NUMERQOS | CERO | NUMEROS DECIMALES ‘ DECIMALES DECIMALES NO Periodico
NEGATIVOS | | e POSITIVOS EXACTOS PERIODICOS PERIODICOS
-1 | | [ Lpuros  |[[Meros
Ejemplos Ejemplos Ejemplos Ejemplos I
| I | I Ejemilos Ejemplos
-7, -765 0 8,9,276 3/5=06
15/4= 3,75 07777 0.7 a/15 :0'46

Figura 1.5. Tomado de: https://esquema.net/numeros-reales/

El conjunto de los nimeros Reales R estd formado por la unién
de los nimeros Racionales Q y los nimeros Irracionales Q*.

R=QuUQ"

La figura 1.5 representa la grafica del conjunto de los nimeros
Reales, teniendo en cuenta esto, se puede representar graficamente
el conjunto de los nimeros Reales en una recta numérica, en la que

cada punto representa un nimero.
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1.4 Numeros decimales y su representacion

Los numeros decimales son aquellos que poseen una parte decimal,
en contraposicion a los numeros enteros, que carecen de esta, es
decir, un nimero decimal x se puede representar como:

x = a,dddddd....donde a € Z y d digitos decimales
Un numero decimal que tiene en su parte decimal digitos que se
repiten infinitamente, se conocen como un decimal Periddico, |a parte

gue se repite se llama Periddo. Su representacion se da mediante una
barra enla parte superior, en el valor que se repite, por ejemplo:

% ~ 0, 16666666666666... = 0,16

u Video. Los decimales, observa el siguiente video para iniciar:

4 N

- \lideo

A Edieativo

Docente: carlos Alberto Rojas Hincapié

Tomado del canal de Daniel Carredén: https://www.youtube.com/user/JAKEMATHE 1
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Capitulo I. Los nimeros reales

Observa el esquema de la representacion de los nimeros decimales:

( =
IT] ~ 3,3333333333333... = 3,3

Periodicos

(Racionales) I_( Mixtos ]

i 3 e
. - = 0,1500909090909090... = 0, 1500
No'Reriodicos H
(Irracionales)

V2 =~ 1,41421356237309504880...

Figura 1.6. Esquema de la clasificacion de un nimero decimal.

& Exacto, nimeros decimales cuya parte decimal tiene un
numero finito de cifras.

& Periédico puro, nimeros decimales en los que la parte
decimal se repite peridédicamente, inmediatamente
después de la coma o separador decimal.

13—0 ~ 3,3333333333333... = 3,3

& Periédico mixto, nimeros decimales en cuya parte decimal
hay una parte no peridédica, y otra periddica.

7 —
= 0,1590909090909090... = 0,1590

& No periédico, nimeros irracionaes decimales infinitos.

V5 & 2, 2360679774997899...
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™ =jercicio 1.1.
Clasificion de los niumeros reales.

Arrastrar los nimeros a cada recuadro seguln su conjunto numérico,
ubicar el nimero en el conjunto mas pequeno al que pertenezca.

o7l

Clasifica los siguientes nimeros:

-39 -89 23/5 -32/4
3.141516... pi -101 38
0.123581... 5 -10031 19

WETITENESY)) Enteros (Z) Racional (Q) Irracional (Q%)

1/4

E: iRecordemos!

Todos los conjuntos numéricos pueden
ser representados en la recta numérica.

@ Proyecto Descartes.org.
\ [4]Tomada de Plantillas con Descartes-JS
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4 @I i en s ) . )
ﬂ ~¥ ™ Sj se tiene un nimero decimal exacto,
> periddico puro o periédico mixto, se

- ¥V puede encontrar la fraccién que lo
- representa, esta fraccion se conoce
"G )' como fraccion generatriz.
N — Y,

Ejemplo 1.3. Se tiene el siguiente nimero decimal, encontrar la
fraccion generatrizz 0, 1590909090909090... = 0, 1590

o El numerador de donde se genera el numero decimal,
corresponde a la parte entera decimal completa menos la
parte decimal que no se repite:

1590 — 15 = 1575, por tanto, el numerador es 1575.

e Ahora, el denominador tendra tantos nueves (9) segln tantos
digitos tenga la parte periddica y tendra tantos ceros (0) segiin
tantos digitos tenga la parte no periddica:

90 = 99, 15 = 00, Denominador = 9900

e Entonces la fraccion que se obtiene es igual a:

1575 315 63 7
99607 1980 396 44’

por tanto, la fraccion generatriz es:

7 7 _
—=~0,1 — =0,1
o 0, 1590909090909090 = o 0,1590
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Capitulo I. Los niimeros reales

LLT:’ iRecuerda!

Los decimales no exactos y no periddicos tienen
una cantidad infinita de cifras decimales, pero

ningun conjunto de esas cifras se repite de
forma periddica.

u Video. Fraccién generatriz, observa y complementa.

4 I
Docente: carlos Alberto Rojas Hincapié
L Tomado de: https://www.youtube.com/embed/zfhQUYzDkvY |# .

@ Comprueba lo aprendido respondiendo a la pregunta.

1 © 1 Lafraccién —, ;que tipo de fracion decimales es?
L,!. 3 auetp >

KRespuests
J

36


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/lia_matematicas11/videos/capitulo_01/video12.mp4
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/lia_matematicas11/videos/capitulo_01/video12.mp4
https://www.youtube.com/embed/zfhQUYzDkvY
http://savefrom.net/?url=https%3A%2F%2Fwww.youtube.com%2Fembed%2FzfhQUYzDkvY&utm_source=userjs-chrome&utm_medium=extensions&utm_campaign=link_modifier
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/lia_matematicas11/interactivos/preguntas/p33.html

Capitulo I. Los nimeros reales

- Sjercicio 1.2.
Conjuntos y numeros reales.

Lea detenidamente el problema, realice los calculos con su debido
procedimiento. Para actualizar otros valores oprime el botén.

o7l

Matematicas de media:

Grado 11°

Autor Caries Alberto Rojas Hincapis

Libng Interactiva.

MNombres y Apellidos:

LOS NUMEROS REALES. ; :}\

1. Observa el siguiente diagrama de Venn:

a. Escribe los elementos del conjunto A. ;Qué tipo

de nimeros pertenecen a tal conjunto?
b. ;Existe A1 B? Si es asi, indica cuales son sus

elementos: si no existe. explica las razones.
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1.5 Larecta numérica

Es posible pensar en una representacion grafica de los nimeros
reales, esta se hace estableciendo una correspondencia entre los
numeros reales y los puntos de una recta, es decir, que un nimero
real sea representado por un punto de una recta y que cada punto de
esa recta represente un namero real. A continuacién, veamos como
establecer esta correspondencia:
h:‘ Se escoge una recta cualquiera, digamos la recta L, y se fija
sobre ella un punto arbitrario 0 que va a representar el
nuimero real "cero".

Por convencion los puntos en la recta a la derecha del cero
representan numeros reales positivos y a la izquierda,
numeros reales negativos.

Elegimos una unidad de distancia | I
(unidad de medida) arbitraria. Unidad

b

| {5 iRecordemos!

Los numeros reales podemos clasificarlos en reales positivos
(aquellos que son mayores que cero, a la derecha del cero), reales
negativos (menores que cero, a la izquierda del cero) y el cero, es
decir, que dado cualquier nimero real a puede ser:

a>0, o a<0, o a=0
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Capitulo I. Los niimeros reales

% Localizacién de los niumeros enteros

En primer lugar localizamos los puntos correspondientes a los
numeros 1y —1, al nUmero 1 correspondera al punto sobre la recta
situado aladerecha del 0y a una distanciade 1 unidad, el nimero —1
serd el punto sobre la recta situado a la izquierda del 0 a una distancia
de 1 unidad.

El nimero 2 sera el punto sobre la recta situado a la derechadel Oy a
una distancia de 1 unidad del punto que representa a 1, o sea a 2
unidades de distancia a la derecha del 0.

El nimero —2 se localizara de manera andloga al 2 pero naturalmente
alaizquierdadel 0.

De esta manera se pueden localizar los ndmeros ..., 3, —3,4, —4, ...
entre otros, es decir todos los niumeros enteros.

/Se observa que la distancia entre cada par @ )
de numeros enteros consecutivos es la —

misma y que el nimero de unidades de —1

longitud de cero a cualquier numero <
entero es igual a ese nimero entero.

En cada par de numeros enteros Z
consecutivos existen infinitos nUmeros.
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E ° ° [ Y
T Localizacidn de las fracciones

Los puntos correspondientes a las fracciones estan entre los puntos
gue representan a los nimeros enteros, consideremos la fraccion:

m
—, con m,ne€Z, donde n#0
n

o Fracciones comprendidas entre Oy 1.

Se tiene — positiva menor de 1, es decir, con m < n con
n

m,n € Z". En primer lugar dividimos la unidad elegida en n
partes iguales, de estas n partes escogemos las m primeras

consecutivas y asi este segmento tiene como longitud —, por
m n

tanto, el nUmero — serd el punto sobre la recta situado a la
n

m
derechadel 0 y aunadistancia —.
n

3
Ejemplo 1.4. Localizar el punto 1

Se divide la unidad en 4 partes
iguales (distancia iguales), se
1 escogen las 3 primeras
consecutivas y la longitud de este

—% Ya Ya Ya—

0 e L segmento es 1 de la unidad,

. i ) 3
entonces el punto sobre la recta situado a una distancia de 1 ala

derecha del 0 sera el representacion de dicho nimero.
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Capitulo I. Los nimeros reales

Fracciones comprendidas entre —1 y 0.
Se usa el mismo método anterior, pero en lugar de localizar el
punto a la derecha del 0 se hace a laizquierda.

e Fracciones positivas mayores de 1.
Seam > n, donde, — fraccion positiva mayor a 1, , en primer
n

lugar expresamos la fraccién como la suma de un numero
entero positivo y una fraccién comprendidaentre Oy 1.

m m . m
Sea — = k + —, donde k es un entero positivo y — es una
n n n

fraccién comprendida entre 0 y 1. De ello la fraccion — esta
n

comprendida entre los enteros k y k + 1. Entonces el punto

representativo de la fraccién — se localiza tomando a partir
n

m
del punto que representa al entero k a una distancia de —
n

hacia la derecha. (La distancia — se obtiene como el caso 1).
n

27
Ejemplo 1.5. Localizar el punto 5

27 2
Expresamos — = 5 + —, como la suma de un entero positivo 5 y una

., > . > . 27
fraccion comprendida entre 0 y 1 (o sea 2/5), donde se tiene que 5

esta comprendida entre los enteros 5 y 6:

15 2715

NV

LI B B |

| |
[ I
0 1 2 3 4 5 6 7 L
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. 27 .,
Por tanto, el punto correspondiente = se localizard tomando a

2
partir del punto que representa a 5 una distancia de 5 hacia la

derecha.

Fracciones negativas menores de —1.

Se sigue el mismo procedimiento de la parte 3) pero la
localizacién se hace a la izquierda del 0. De esta manera se
pueden localizar sobre la recta todos los puntos
correspondientes a los nUmeros racionales, ahora, la pregunta
sera:

¢:Si se localizan sobre la recta todos los nimeros racionales
estos agotaran todos los puntos de la recta o por el contrario
guedaran "vacios"?

Veamos la siguiente construccioén:

OB tiene de longitud v/2, tomando sobre la
recta Ly a partir del 0 hacia la derecha una

longitud igual a la de OB se obtiene el punto
C corresponde al nimero V2.
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Capitulo I. Los nimeros reales

Pero el punto C sobre la recta no corresponde a un numero racional,
pues v/2 no corresponde a un ndimero racional.

De modo que si sobre la recta se han localizado todos los nUmeros
racionales, han quedado sin embargo "vacios", como el punto C
localizado anteriormente.

Estos "vacios" son precisamente los puntos que corresponden a los
nameros irracionales Q*.

" N
Resumiendo todo lo anterior se puede establecer una

correspondencia biunivoca entre el conjunto de los nimeros
reales y el conjunto de los puntos de una recta, de tal manera
gue aun numero real se le asocia uno y solo un punto de la recta
e inversamente que todo punto de la recta es la representacion
de unoy solo un nimero real.

A una tal recta se le denomina la
recta numérica o recta real, y al
numero asociado con un punto se
[lama la coordenada del punto.

ta numeérica. /
=

i, . s

“w Siaybson numeros reales con a > b entonces el punto
que representa a a sobre la recta esta a la derecha del

punto que representa ab.

5~
(D
{8
oL
(D
pS
3
(2
L
!
1 {—/

=

o, . ,
“» Siaesunnumero real, |a| (el valor absoluto de a) se puede
interpretar como la distancia a que esta el punto que
representa a a del punto 0.
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Ejemplo 1.6. Si a = —2, entonces, |a| = 2 que es precisamente la
distancia a que se encuentra el punto —2 del 0.

@ Si a y b son nimeros reales diferentes, |a — b| se puede
interpretar como la distancia sobre la recta que separa
estos puntos representativosde a y b.

«— la-b]
|

I I
a 0 1

o

Ejemplo 1.7. Encontremos |a — b|, si a = —3 y b = 5, entonces,
la-b| = | — 3-5| = | — 8| = 8 es precisamente la distancia que
separa los puntos -3y 5.

=]

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

4

“(¢)- jPiensal.. Al nimero m que tiene
’ " infinitos decimales, se le han dedicado
millones y millones de horas de estudio.
Aunqgue se han llegado a descubrir unos 2,7
billones de decimales de =, ni la
computadora mas poderosa ha sido capaz de
calcularlo sin margenes de error. De acuerdo
con lalectura, ;qué tipo de nimero es 7? Y \
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Capitulo I. Los numeros reales

1.6 Desigualdad y valor absoluto
'if"ﬁ‘ ¢Qué es una desigualdad?

Una desigualdad es un enunciado matematico que compara dos
expresiones (numéricas o algebraicas) usando algun signo de
desigualdad >, <, > o <.

En una desigualdad, una expresion de la desigualdad puede ser mas
grande o mas chica que la otra expresion, se utilizan simbolos
especiales en estos enunciados.

En otras palabras, una desigualdad es una relacién de orden que
se da entre dos cantidades cuando estas son distintas.

flp ,
(> Ordende los nimeros reales

En general dados a, b nimeros reales cualesquiera se dird que a es
menor que b y se escribe a < b, donde, se puede representar como
0 < b — a, por ejemplo:

2<4 puestoque 0<4—-2=2

Son faciles de demostrar las siguientes propiedades de la relaciéon
“menor que” entre nimeros reales:

e Sia<byb < centoncesa < c.

e Sia < bentoncesa + ¢ < b+ ccualquieraqueseac € R.
e Sia<by0 < centoncesac < be.

e Sia <byc < 0entoncesbc < ac.
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| Ejemplo 1.8. Verifiquemos que,sia < by b < ¢,entoncesa < ¢

Sia < by b < ¢, entonces por la definicion se tiene que:
0<(b—a) y 0<(c—b)

Pero como la suma de dos numeros positivos es un nimero positivo
tendremos:
0<(b—a)+ (c—b)
0<—a+c
por lo tanto, a < ¢, con lo cual queda demostrado.
Ahora,sia < by c < 0, entonces
0<(b—a) y 0<(—c)
Pero como el producto de dos niumeros positivos es positivo
tendremos:
0 < (—c)(b—a)

0 <ac—bc

por tanto, queda demostrado que bc < ac.

Otra relacion entre nimeros reales es la relacion “menor o igual <’,
seana, b, € Rdecimosquea < bsisecumplequea < boa = b.

Esta relacién cumple propiedades analogas a la relacion “<” y son:

e Sia<byb< aentoncesa =b.

e a < acualquieraque seaa pertenece a R.
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Capitulo I. Los nimeros reales

'F
(= Intervalos

Es un subconjunto de la recta real que contiene a todos los nimeros
reales que estdan comprendidos entre dos cualesquiera de sus
elementos llamados limites, que pueden estar incluidos o no en dicho
intervalo.

4 I
Los intervalos denominados finitos o @

acotados, pueden ser cerrados, abiertos
o semiabiertos.

Estos se pueden representar por medio
de la notacion de conjuntos o por una
desigualdad o usando una gréfica.

o )

Cuando en una desigualdad, los limites inferior o superior se
incluyen, o sea, estan representados con el simbolo "mayor o igual
que" (=) o "menor o igual que" (<), notese esto con un punto cerrado
en la recta numérica y un corchete cuando se representa en notacion
deintervalo.

Cerrado [a, b a<z<bh Pr—
Cuando los limites o un limite no se incluye, se utiliza en la recta un

punto abierto o en el intervalo los paréntesis, y la desigualdad se
representa con el simbolo "mayor que" (>) o "menor que" (<).

Abierto (a,b) a=@e b Q O
a
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Los intervalos se clasifican en: Intervalos finitos o acotados, es el
conjunto de los nimeros comprendidos entre los limites a y b, con

a,b, € R los cuales pueden estar incluidos o no incluidos. Los
Intervalos infinito o no acotado, cuando se tiene al menos uno de los

extremos infinito, el cual se considera siempre abierto.

4 N
Intervaloconz € R Desigualdad

Abierto (a, b) a<z<b . b
Cerrado [a, b] a<z<b : >
Abierto izquierda (a, b a<z<b 4 b
Abierto derecha [a, b) a<z<b : b

I\ J

e N\
Abierto izquierda (a, +00) a<zw 2 >
Cerrado izquierda [a, 4+00) a<cz . »
Abierto derecha (—o0,b) z<b < a
Cerrado derecha (—o0, b] z<b < a
Todos los R, (—o0, +00) zeR < »>—

\_ J
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&xploremos.
Identifiquemos los intervalos acotados y no acotados.

Intervalo acotado abierto a izquierda
Intervalo: (8,1] Desigualdad: #<x<1

Desplace el punto Azuly verifique p<x<1

&5 é)_o

(0.1]

[

Selecciona el tipo de intervalo

Intervalo no acotado abierto a derecha
Intervalo: (-00,4) Desigualdad: x<4

Desplace el punto Azuly verifique 4 <4
-5 ] 5

(-00,4)

Q

Extremo Izquierdo D

Selecciona el tipo de intervalo
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Exploremos.

Q. Los extremos de los intervalos acotados.

Punto abierto (o): No incluye el extremo del
intervalo, se representa con paréntesis ( ).

Punto cerrado (e): Si incluye el extremo del
intervalo, se representa con corchetes | |.

J

Intervalos acotados, su desigualdad y su representacién grafica,
oprime el botén Ejemplosy observa.

Intervalo: (-7,1]

o7l

Desigualdad: -7<x <1

Ui 5
O @

(-1,1] >

Selecciona los extremos del intervalo

a |1 b

Eiembplos
: = Suen el

@ Propiedades de las desigualdades

Seana, b, c € R, entonces, se cumple que:

¢ Sia>0 — 1
¢ Sia<0 — 1

> 0.
< 0.
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Capitulo I. Los nimeros reales

Sia<byc<d — a+c<b+d.

Sia>0yb>0 —> a§b@%>%.

Si a los dos miembros de una desigualdad se suma o resta
un mismo nimero obtenemos otra con el mismo sentido.

a<bsatxte<bte

Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o
dividen por un numero positivo obtenemos otra
equivalente.

c>0 — a<b<&ca<ecb

a b
c>0 — a<bes —< -
c ¢

Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o
dividen por un nimero negativo la desigualdad cambia de

sentido.

c<0 — a<b<&ca>ch

a_ b
c<0 — a<bs —> -,
c  c
El sentido de una desigualdad se conserva
al multiplicar o dividir sus dos miembros
por un mismo numero positivo, se invierte "
si dicho nimero es negativo. X
;! 'S
N R
L;‘
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1.6.1 El valor absoluto y su representacién

Dado un namero real a, llamamos valor absoluto de a, que se expresa

como |a|, al nimero real definido por:

a sia>0
la| = .
—a sia<0

ﬂ : =

NN Y T “"’“\_ar”““*:*"’“:
5 4 32 4 0 #H

42 +3 +4 45

____1

5 5‘
[sl=5 | st

e — —

Figura 1.7. Representacion grafica.
| Ejemplo 1.9.
| — 5| = |5] = 5, significa que el valor absoluto de —5 es 5.

| — 10| = |10] = 10, significa que el valor absoluto de —10 es 10

@ Propiedades del valor absoluto

& El valor absoluto de cualquier nimero distinto de cero es
positivo. Sia # 0, entonces |a| > 0

& Elvalor absoluto de un nimero y de su opuesto son iguales:
la|=[—al.

& Sia < 0 entonces la| = —a, que es mayor que cero o sea
que |a| es mayor o igual a cero para cualquier a nimero real
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Capitulo I. Los numeros reales

Sia > 0entonces |a| = a, es mayor o igual a cero.

Dado a > 0 entonces se tiene que:

si |z| < a necesariamente —a < = < a y reciprocamente,
si—a < = < aentonces se debe tener que |z| < a.

Veamos que a < |a| para cualquiera € R.
& Sia > 0secumplelaigualdad.

& Sia < 0secumple ladesigualdad estricta pues el

lado de la izquierda es negativo mientras que el
lado de la derecha es positivo.

El valor absoluto de la suma de dos numeros reales es
menor o igual que la suma de los valores absolutos de esos
numeros. Esta es llamada desigualdad triangular.

@ +b] < |af + [b]
| Ejemplo 1.10.
4+6| < |4+ 16|, |10 <4-+6, 10 <10.

110+ (=7)| < |10+ | — 7|, [3| <1047, 3<I1T.

: ®
|1+ iRecordemos! .
' K.

Si a y b son del mismo signo, colocamos el =

signo igual, mientras que si a y b son de P
diferente signo colocamos el signo del g
mayor nimero en valor absoluto. / \
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~Sjercicio 1.3.
Organizar la desigualdad o el intervalo dado.

Genere un intervalo o desigualdad oprimiendo el
botén Ejercicio, arrastre de forma organizada el
circulo al recuadro para expresar la solucion.

Verifique oprimiendo el botdn Selucién para ver si lo has hecho bien,
repite los pasos hasta finalizar los 10 ejercicios propuestos.

o7

Organice la desigualdad o el intervalo en los recuadros segun el ejercicio

Arrastre el circulo correspondiente al recuadro segun el ejercicio dado

Correcto: 0
Incorrecto:®

=3 0000
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Capitulo I. Los nimeros reales

1.7 Inecuaciones, tipos y ejemplos

Una inecuacién es una desigualdad entre dos expresiones
algebraicas, donde su solucion posee infinitas soluciones. Las
inecuaciones se conforman por valores conocidos y desconocidos,
estos ultimos son llamados incégnitas, por ejemplo,

4<x+2<7
2<x<bh

Todos los valores de x entre 2 y 5 verifican la desigualdad, por tanto,

el conjunto solucién de la desigualdad puede verse intuitivamente
como eltramodelarectarealentre2yb.

1] 2 4 fr 8
O ——)

(2,5) =2 <x<5

Figura 1.8. Representacioén grafica.

Para resolver una inecuacién se hace un proceso similar como al
resolver una ecuacion, se debe despejar la incognita o las incognitas,
hasta llegar a determinar el valor de la incégnita.

4 I
Se suguiere ilustrar la solucién de una inecuaciéon con una

grafica, si la solucién incluye algun extremo del intervalo, en la
grafica representamos dicho extremo con un circulo relleno;
pero, si la solucién no incluye el extremo, lo representamos
mediante un circulo sin relleno.
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)

s lineales con una incognita

(v

1.7.1 Inecuacion
i . . ST
> :Comé resolver unainecuacion lineal?

Si a,b € R con a # 0, cualquiera de las siguientes expresiones se
llama inecuacion lineal de una variable, inecuaciones del tipo:

ar+b<0, x>0b axr<b axr>b ar<b

Resolver una desigualdad o inecuacién es encontrar todos los
valores que tiene x para que la desigualdad se cumpla.

Primero se aisla la incognita en un lado de la desigualdad, dejando en
el otro solo términos independientes, para ello debe tenerse en
cuenta las propiedades de las desigualdades, luego se procede de
igual forma que al resolver una ecuacién lineal con una incégnita. @

Veamos como solucionar una inecuacion lineal
encontrando los valores de = que satisfacen la
desigualdad y la representacion de su respectiva
solucién grafica:

| Ejemplo 1.11. Inecuaciénno acotada, 3z — 10 >5

3z >5—10

x> =2, intervalo: (52, +00)

50
\J

(L]

Figura 1.9. Grafica de la solucién.
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Capitulo I. Los nimeros reales

@xploremos.

=" Ejemplos de inecuaciones lineales no acotadas.

o Oprime alguno de los botones de ejemplos, observa el
ejemplo paso a paso de la solucién de una inecuacién lineal.

e Para practica la solucién de una inecuacién, oprime el botén
ejercicio, realiza el apareamiento, resuelve la inecuacién y
luego selecciona la respuesta correcta.

A
o]
Oprime cualquiera de los botones y observa paso a paso

la solucion de la inecuacion en cada ejemplo.

Para finalizar oprime el boton ejercicio y practica. =\ b

~ Eemplol M Ejemplo2 W Ejemplo3 W Ejercicio

ﬁ: iRecordemos!

Este tipo de intervalos aparece cuando se conoce solo uno de los
extremos y el otro es el infinito, al no poderse incluir el infinito en el
intervalo, estos se consideran siempre abiertos en el infinito.
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-~ Sjercicio 1.4.
Resuelve las siguientes inecuaciones lineales no acotadas.

Se plantean cuatro tipos de inecuaciones lineales que contienen
expresiones racionales, tener en cuenta la siguiente indicacion:

Primero resuelve los ejercicios propuestos, luego, verifica tus
respuestas, oprima el botéon selucién, observa la solucion de la
inecuacion (desigualdad y representacion del intervalo).

o7

Inecuaciones lineales no acotadas

a) X+9 <8+ X SC‘@.H::C'.:. .
T
p) 109 _x-8 | x+10 ¢ Solucién
9 2 7 T——
& Xx+9 x-8 > 10+ 10x+ 7 Solucion
9 2
d) Xx—9 < x—8
9 2

v/
- ;Piensa!... ;Cuando se sabe que una
" inecuacion lineal es acotada o no acotada?

Las inecuaciones poseen infinitas soluciones
gue se representan geométricamente por
a7 medio de puntos en una semirrecta.
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Exploremos.

Q. Solucién paso a paso de inecuaciones lineales no acotadas.

Ejemplos paso a paso, oprime el boton siguiente pasoy observa.

o7

7%+ 15 <14x +7

1te nacr

()
(!

Ejemplos de inecuaciones acotadas, que tienenlaforma a <z <)}

| Ejemplo 1.12. Inecuacién acotada, —10<2x —2 < —2
2—-10<2x < -2+ 2

—8<2x <0

O
[ =)

Figura 1.10. Graficade lasolucién: —4 <z <0 — (—4,0]
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20 — 7
Ejemplo 1.13. Inecuaciénacotada, 2 <3z —7< a1

2<3z—TA 3z-7<2T

9<3x AN 122 —28<2x -7
S<z A 120-20<28-7
3<z A <%, intervalo: (—oo, %) U (3,+00)

-

)
[ ]

-

Figura 1.11. Grafica de la solucion.

s =jercicio 1.5.

Practica, soluciona inecuacion lineales acotadas superior e
inferiormente, mas especificamente, a <z <b.

Observa el ejemplo, resuelve el ejercicio planteado, verifica con el
botdn selucién, para un nuevo ejercicio, oprime el botén ejercicio.

&7

Resuelve las siguientes inecuaciones acotadas:

2<@<8

e e e e e
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Capitulo I. Los numeros reales

1.7.2 Inecuaciones cuadraticas con una incégnita

Para solucionar este tipo de inecuaciones, debemos recordar cémo
solucionar una ecuacién de 2° grado, teniendo en cuenta si tiene
solucion o no, analizando el discriminante d = b?> — 4ac que indica

gue tipo de solucién tiene la ecuacién cuadratica siguiente:

ar’ +br+c=0

Ll

-

Esta informacion sera de utilidad, ya que @@
nos permitird realizar un proceso muy

~
simple para conocer la soluciéon de 4
inecuaciones de 2° grado. . K

L

Con la informacién anterior, los pasos para
encontrar la solucién de la inecuacién de 2° grado son:

o Igualamos a cero la ecuacion para encontrar sus raices.

9 Ubicamos los puntos solucion en la recta numérica e
identificamos los intervalos que se generan, con estos
intervalos, en la recta colocamos puntos sin relleno para
identificar que en la inecuaciéon no se permite la igualdad con
cero (< o >) o puntos rellenos que identifican que se permite

el cero en la inecuacion (< o >). Estos puntos son los
extremos de los intervalos.

e Identificar el signo del polinomio en cada uno de los intervalos.
Sustituimos un valor de cada intervalo en la inecuaciéon para
obtener el signo que determina cada intervalo.

0 Buscamos la solucidon de la inecuacion segun los signos
obtenidos y segun la desigualdad dada.
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| Ejemplo 1.14. Solucién de lainecuacién  z2 — 2 — 42 < 0:
(x—T)(z+6)=0
z—7=0 AN zz4+6=0
x=7 N x=—-6

Ubicamos los datos encontrados, sustituimos un valor de cada
intervalo en el factor para obtener el signo que lo determina:

Observemos el signo del factor z — 7:
Siz < 7,sustituimoszporl — 1—-7=-6 — (—).

Siz > 7,sustituimoszpor9 — 9-7=2 — (+).

Observemos el signo del factor x + 6:
Siz < —6, sustituimoszpor -8 — —8+6=-2— (—).
Siz > —6,sustituimoszpor2 — 24+6=8 — (+).

(g) TET TIm g 0 ++++++++++++++++
6

@ - jPiensal... ;Que sucede en el caso que la
~ 7 " ecuacion no tenga solucién en los
numeros reales?
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Capitulo I. Los nimeros reales

Por lo tanto, la solucion de la inecuacion z2 — x — 42 < 0, son los
valores donde los intervalos son negativos:

e e e e e s 0 ++++
7
[Xg) = = o= | 98 20 e, i i ke i A 7 e, 2 i
*x-7)x+6) ++++++++0 - - - - - - - - - 0+ + 4+ +
-6 7

Figura 1.12. Solucién grafica de la desigualdad.

Donde, se tiene que lasoluciénes: —6 <z <7 = (—6,7)

Si la inecuacién fuera z2 — x — 42 < 0, significa que ahora se

admiten valores que al evaluar el polinomio el resultado sea cero:
(—6)* — (—6) —42 <0

()2 —(7)—42<0
Por tal motivo, se incluye —6y 7 en la solucién:  [—6, 7].

Podemos expresar la soluciéon de la inecuacion mediante una
representacion grafica o unintervalo.

1)
RY iRecordemos!

Si la desigualdad tiene este signo < ¢ >, los valores en la recta son
un circulo vacio y se ubica en paréntesis en la solucién.

Si la desigualdad tiene este signo > o <, los valores en la recta son
uncirculo relleno y se ubica en corchetes en la solucion.
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{}Exploremos.

= Ejemplos de la solucién de una inecuacién cuadratica.

Comprueba la solucion, toma un valor de cada intervalo, remplace en
el polinomio inicial y verifica el signo del resultado obtenido.

Seleccione el signo para cambiar el tipo de desigualdad, oprime el
botén ejemplos para ver mas ejemplos.

o7l

Seleccione el signo de la desigualdad

x2-3x-4>0 :
(x-4)(x+1)>0 Mayor ad
((d) mmmmomm i - 0 ++++
4
(Hl) » = =% 0 +++++++++++H+++++
1
edil) Sttt kg ST mE s 0+++++
4 4
Sol. (=e0,~1)U (4,+0) = x<=1 A x>4 \ Y

1.7.3 Inecuaciones racionales con una incégnita

Cuando tenemos inecuaciones con expresiones racionales se realizan
los siguientes pasos:

Hallamos las raices del numerador y del denominador (los
valores que hacen cero al numerador y al denominador).
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e Representamos estos valores en la recta real, teniendo en
cuenta que las raices del denominador, independientemente
del signo de la desigualdad, tienen que ser abiertas, ;sabes por

qué?

e Tomamos un punto de cada intervalo, evaluamos en la
inecuacion inicial y observamos el signo en cada intervalo.

o La solucion estd compuesta por los intervalos (o el intervalo)
gue tengan el mismo signo que la fraccién polindmica.

E xploremos.

Q. Observa ejemplos de inecuaciones con expresiones racionales:

Comprueba la solucién, toma un valor de cada intervalo, remplaza en
la expresion inicial y verifica el signo del resultado obtenido, oprime
el boton ejemplos para ver mas ejemplos.

el

(x-8) <0 Seleccione el signo de la desigualdad
(x+8) Menor v‘
(] RS AR SR SR E T R
O
8
pEbl) =~ = = e 0 ++++++++++++++++
-8
S| e s ) I i e D i S a s A et e e o+++++
8 8
Ejemplos
Solucion: (-8,8) = -8<x<8 =8
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1.7.4 Inecuaciones con valor absoluto

Para resolver inecuaciones que involucran valor absoluto;
expresiones algebraicas de la forma ax + b, donde a,b nimeros R

con a # 0, y  es una variable real, se utiliza la definicién de valor

absoluto y se aplican algunas de las propiedades, con el fin de facilitar
el procedimiento de resolucion. Asi, siendo ¢ > 0:

e Silar +b| <¢, entonces —c<ar+b<c
e Silar +b| <¢, entonces —c<ar+b<c
e Silax +b| > ¢, entonces ar+b>c 0 ax+b< —c
e Silax +b| >¢, entonces ar+b>c 0 ax+b> —c

| Ejemplo 1.15. Solucién de la inecuacién con valor absoluto:
lzx — 5| <3

Se aplica la propiedad |ax + b| < ¢, donde, —c <azxz+b<cg,

entonces, se tiene que:
—3<z-5<3

—3+5<xx<3+5
2<zx <8,

por tanto, la solucion graficay enintervaloes: |2, 8]

0

& &
2 8

Figura 1.13.Gréficadelasolucion:2 <z <8 — [2,8§]
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Capitulo I. Los nimeros reales

1.8 Practiquemos
Ejercicio practico

Indicaciones

Resuelve cada una de las siguientes inecuaciones de tipo cuadratica o
racional. Expresa la solucién como intervalo y su desigualdad.

o Resuelve el ejercicio propuesto y verifica tus respuestas,
oprime el botén solucién.

e Para una nueva inecuacion, oprime el botén ejercicio y repite
los pasos anteriores.

1). Inecuacién x*-4x-12>0

Comprueba la solucion de forma
grafica, toma un valor de cada
intervalo y remplazalo en el polinomio
inicial y comprueba el signo con el
resultado obtenido y realiza la grafica.
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Evaluamos lo aprendido
Preparate para la evaluaciéon y mide tus conocimientos de lo

aprendido en este capitulo, responde las preguntas a continuacion:

Actividad complementaria. /"' .
Descargar para imprimir &‘
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Capitulo I: Los nimeros reales.

Evalta lo aprendido y envia resultados a tu profesor(a).

| ‘ Evaluacién: Capitulo | .% ho

k Escanéame con tu mévil

@ Tomada de la Red Educativa Digital Descartes.
\ [4] Plantillas con Descartes-JS

69
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Capitulo I

"Nada acontece sin una razon suficiente.".
Leibniz

Funciones




APRENDIZAJE (DBA)

0y

ICOSD

Wi

/.
N\

Wy

CHOS

(!

B
N

I

D

DBA.3. Utiliza instrumentos, unidades de medida, sus relaciones y la
nocion de derivada como razén de cambio, para resolver problemas,
estimar cantidades y juzgar la pertinencia de las soluciones de acuerdo
al contexto.

DBA.6. Modela objetos geométricos en diversos sistemas de
coordenadas (cartesiano, polar, esférico) y realiza comparaciones y toma
decisiones con respecto a los modelos.

DBA.7. Usa propiedades y modelos funcionales para analizar situaciones
y para establecer relaciones funcionales entre variables que permiten
estudiar la variacion en situaciones intraescolares y extraescolares.

Derechos Basicos de Aprendizaje - Grado 11°.[7]

DESEMPENOS / ESTANDAR

Componente 1 - Pensamiento numérico.
1.4 MV Utilizo argumentos de la teoria de nimeros para justificar relaciones
que involucran nimeros naturales. DBA 7.
Componente 2 - Pensamiento Geométrico.
2.2 MV Identifico caracteristicas de localizacion de objetos geométricos en
sistemas de representacion cartesiana y otros (polares, cilindricos y
esféricos) y en particular de las curvas y figuras conicas. DBA 6.
Componente 3 - Pensamiento Métrico.

@ 3.2 MV Resuelvo y formulo problemas que involucren magnitudes cuyos

valores medios se suelen definir indirectamente como razones entre valores

de otras magnitudes, como la velocidad media, la aceleracion media y la

densidad media. DBA 3, 7.

~ Componente 5 - Pensamiento Variacional.

4 ~ 5.1 MV Utilizo las técnicas de aproximacion en procesos infinitos numéricos.
DBA 3.

El desarrollo de estos Estandares Basicos de Competencia permitira fortalecer los procesos de

formulacion, modelacion y resolucion de problemas.



2.1 Conexion con la historia

Mientras que el
calculo diferencial
e integral surgié
en el siglo XV 11,

el concepto de
funcion vino a conocerse un
siglo después, y el de limite
entendido de wuna manera
formal y rigurosa sélo a finales
del siglo X IX, lo cual difiere de
la forma como se presenta
actualmente el calculo, en
donde primero se ensefan

B g @ (2 -=

funciones, luego limites vy
finalmente derivados o)
integrales.

En la obra Introductio in
analysin infinitorum (Latin:
Introduction to the Analysis of
the Infinite), Leonhard Euler
intenta por primera vez dar una
definicion formal del concepto
de funcion afirmando que: “Una
funcion de cantidad variable es
una expresion analitica formada
de cualquier manera por esa
cantidad variable 'y por
ndmeros o cantidades”.
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Leonhard Euler (Basilea, Suiza,
1707 - San Petersburgo,
1783) Matemdtico suizo.
Desde temprana edad gana la
estima del patriarca de los
Bernoulli, Johann, uno de los
mds eminentes matemadticos
de su tiempo y profesor de
Euler en la Universidad de
Basilea.

En 1741, por invitacion de
Federico Il el Grande se
trasladé a la Academia de
Berlin, refiné los métodos y
las formas del cdlculo
integral.

¢ Leonharq_{Eulqr :
| (1707*-1783)]
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Los resultados novedosos y los
cambios en los habituales
métodos de demostracion
geométricos, que sustituyd por
métodos  algebraicos, se
convirti6 en herramienta de
fdcil aplicacion a problemas de
fisica.

En 1748 publicé la obra
“Introductio in  analysim
infinitorum", en la que expuso
el concepto de funcién en el
andlisis matemdtico, campo en
el que asi mismo contribuy?d de
forma decisiva con resultados
como el teorema sobre las
funciones homogéneas y la
teoria de la convergencia.

A lo largo de sus innumerables
obras, publicaciones y nuevas
técnicas, contribuyé de forma
sustancial a la moderna
notacion  matemdtica de
conceptos como funcion, suma
de los divisores de un nimero y
expresion del numero
imaginario raiz de menos uno.
También se ocupd de la teoria
de numeros, campo en el cual
su mayor aportacion fue la ley
de la reciprocidad cuadrdtica,
enunciada en 1783.
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Esta definicién difiere de la que
conocemos, pero siete afos
después, en el prélogo de sus
Instituciones Calculo diferencial,
afirma: “Algunas cantidades en
verdad dependen de otras, si al
ser combinadas las ultimas las
primeras también sufren cambio,
y entonces las primeras se llaman
funciones de las Ultimas.

Esta denominacion es bastante
natural 'y comprende cada
método mediante el cual una
cantidad puede ser determinada
por otras. Asi, si * denota una
cantidad variable, entonces todas
las cantidades que dependen de x
estan determinadas por x y se les

conoce como funciones de z”
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Capitulo Il. Funciones

2.2 El concepto de funcion

Consideremos los conjuntos A = {1,2,3,4} y B = {m,n,r,p}, se
puede establecer una correspondencia entre los conjuntos Ay B de
tal manera que a todos y cada uno de los elementos del conjunto A se
le asocie un Unico elemento del conjunto B, por ejemplo, una tal
correspondencia como la mostrada en la figura:

&7

Es decir, al elemento 1 de A le asociamos el elemento n de B, al
elemento 2 de A le asociamos el elemento m de By al elemento 3 de
A le asociamos el elemento r de B. Este tipo de correspondencia es
lo que llamamos una funcion.

<
En una forma mas general: dados dos y
conjuntos A y B llamaremos funcion de A 4 '"‘
en B a toda correspondencia que asigne a 7/
todos y cada uno de los elementos de A un 4
Unico elemento de B. ( i
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Si f esunafuncionde Aen B,estasedenotaasi: f: A —B

Esto quiere decir que dado un elemento de A, a ese elemento dado se
le puede hacer corresponder un Unico elemento de B y que todos los
elementos de A deben tener sus correspondientes elementos en B.

Las funciones se acostumbra a nombrarlas con letras f, g, h, F', G, ...

Si designamos por x cualquier elemento de A (zr también se
acostumbra a llamar la variable independiente) la funcion f debe
asociarse a x un Unico elemento de B que notaremos f(z) oy (y se
acostumbra a llamar la variable dependiente, pues los valores de y
dependen de los valores de x de acuerdo con la funcién f), también a
y se le conoce como la imagen por la funcién f del elemento .

El conjunto A se llama dominio de la funcién y el conjunto B
codominio (o rango) de la misma, seguin esto, si llamamos g a la funcién
siguiente, se tiene que:

Figura2.2. Funciong: A — B

o) =n 92 =mi g(3)=r
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Capitulo Il. Funciones

ﬁrl_Eproremos

Observa ejemplos de funcién o no funcion.

En cada uno de los esquemas, observa si hay o no correspondencia en
la funcion de A en B, oprime el botén ejemplos para ver mas

ejemplos.

&7

Ejemplo 1.
Sean los conjuntos A={1,2,3},B={m,n, r}.
La correspondencia g esquematizada en la figura es una funciéon?

Esta correspondencia

NO es una funcidén

pues el elemento 2 del conjunto A
se le asocian DOS elementos de B:
m y n.

Esto contradice la definicion
de funcion. —

L A SR A
i L]

Una funcién puede expresarse en términos algebraicos, empleando
expresiones de la siguiente manera: f: A— B, donde

x — f(x)
Si f esta definidaenlos R como f(z) = —4x + 5, ._:'\ .
se tiene que para cualquier valor R: m A
@)
f(—1) = —4(-1)+5, donde f(~1)= O
f(2) = —4(2) +5, donde f(2)= -3 R
W ,}}
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En otras palabras, estas funciones llamadas funciones matemadticas se
representan con ecuaciones, acudiendo a variables y signos
aritméticos para expresar la relaciéon existente entre las magnitudes.

Dichas ecuaciones, a su vez, podran resolverse, despejando sus
incégnitas, o bien ser graficadas geométricamente.

| Ejemplo 2.1. Sea f lafunciondefinidapor f(z) = /z

Entonces f estd definida para todo = > 0. (Para que /x sea un
nimero real x tiene que ser no negativo), es decir, f se puede
considerar una funcion de R* — R, en donde R* es el
conjunto de los niumeros reales mayores o iguales a cero.

@ iRecordemos!

x>0 representa los nimeros R mayores o .@
iguales a cero, nimeros positivos (+) y el cero. o

x <0 representa los nimeros R menores o L=
iguales a cero, nimeros negativos (—) y el cero. e

. | ‘.\,‘

&

Una funcion se puede determinar mediante tres formas: » »
o Mediante una tabla de valores: 3 | 17
-2 -12

Es una representaciéon de datos, mediante pares -1 -7
ordenados que expresan la relacién entre dos 0 -2

variables, para este caso, x y y. 1 3

2 8

3 13
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e Mediante una expresion analitica:

La expresion analitica de una
funcién es una ecuacién matematica
gue relaciona algebraicamente las
variables que intervienen.

e Mediante su grafica:

Es un dibujo o boceto que permite
conocer intuitivamente el
comportamiento de dicha funcion,
se elabora en un plano de
coordenadas (z, y).

Gréafica de una funcién

Sean A={1,2,3} y B = {n,m,r} dos
conjuntos que representamos por los
puntos tal como se muestra en la figura 2.2,

Trazando rectas verticales desde los
elementos de A y horizontales por los

elementos de B como se puede observar

en la figura, se determinan seis puntos que
son de interseccién de estas rectas.

Capitulo Il. Funciones

f(x) = &x -2

e e ®
@ L] ]
@ L] ]
1 2 3

A cada punto podemos asociarle una pareja ordenada tomando como
primer elemento de la pareja ordenada el correspondiente del
conjunto A por donde se trazé la vertical y como segundo elemento

de la pareja ordenada el correspondiente de B por donde se trazé la

horizontal.
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Intuitivamente, pareja ordenada significa que es importante el
orden de los elementos de la pareja, es decir que (a,b), en

general, noesigual a (b, a) paraa # b.

De esta manera, a partir de los conjuntos A y B se ha construido el
conjunto de todas las posibles parejas de los elementos de A y como
segundo elemento uno de B, como se muestra a continuacion:

{(1,n), (1,m), (2,m),(2,n),(3,m),(3,n)}

Este nuevo conjunto se llama producto cartesiano de los conjuntos Ay
B quesedenota A x B.

| Ejemplo 2.2. Sean los conjuntos A = {1,2,3}y B = {2,4}

El producto cartesiano entre los conjuntos Ay B es:
A x B=4{(1,2),(1,4),(2,2),(2,4),(3,2),(3,4)}

Como notaremos el conjunto A x B es diferentede B x A:
B x A=4{(2,1),(2,2),(2,3),(4,1),(4,2),(4,3)}

El plano cartesiano

Ya vimos que el conjunto de los reales se puede representar por el
conjunto de los puntos de una recta. N

-y

Ay

Tomando dos rectas numéricas, una horizontal y
otra vertical que se interceptan en el punto
correspondiente a cero de ambas se determina un
plano, este plano se llama el plano cartesiano.
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@xploremos.
El plano cartesiano o plano de coordenadas rectangulares.

Mueve el punto rojo y observa que a cada punto le corresponde un
valor en el plano de coordenadas.

&7l

A cada punto de este plano cartesiano se le puede asociar una pareja
ordenada de numeros reales, y dada pareja ordenada de numeros
reales a ella solo le corresponde un unico punto del plano.

Por convencién, el primer elemento de una pareja ordenada de
numeros reales se representa en la recta horizontal (Eje ) y el

segundo en la recta vertical (Eje y).

Dada una pareja ordenada (a, b) de nimeros R, a ella le corresponde

un punto P del plano cartesiano, llamadas las coordenadas del punto.
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@xploremos.
El plano de coordenadas o cartesiano.

Expresa en palabras, en cada uno de los recuadros, los nhombres
correspondientes, inicia siempre con letra mayuscula.

&7l

Al nimero R “a” se llama la abscisa del punto y al nimero R “b” se

llama la ordenada del punto. A la recta numérica horizontal se
acostumbra llamar el eje de abscisas (Eje x) y a la recta numérica

vertical el eje de ordenadas (E je y).

Sea f: R— R, una funcién de los

reales en los reales, se puede formar el
conjunto de todas las parejas ordenadas

delaforma (z,y) = (z, f(x)).
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Capitulo Il. Funciones

Ejemplo 2.3. Consideremos la funcién
g:R— R, definidaporg(z) = x>

Algunos puntos de la grafica de esta
funcion estan dados por las parejas
ordenadas que se representan como:

(z,9) = (z,9(z)) = (z,2°)

(1,1),(0,0),(2,4),(—2,4) 3

iDefinicion!

La grafica de una funcion debe ser tal que al trazar cualquier
vertical ésta corte a lo mas en un punto a la grafica, esto se
conoce como el criterio de la recta vertical.

- J

Por ejemplo, la grafica de la figurano es la
de una funcion pues al punto a le af@)

corresponden dos valores f(a), lo cual
contradice a la definicion de funcion.

0 a X

C@ Comprueba lo aprendido respondiendo a la pregunta.

) LA} Seaf: R — R, definida por f(x) = \/;

~-y Six = -1, scudl es el valor de f(x)?

» LAt fon
-l T
St LA

("2

ne

\ - J/
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2.3 Clases y caracteristicas de las funciones

Si f esunafuncionde R — R, estdsedenotaasi: y = f(z)

Una funcién f, expresada de la forma f(x), tiene la

ventaja que permitir identificar la variable
dependiente y, al mismo tiempo informa que la

variable independiente es .

Las funciones se clasificacion de la siguiente forma:

FUNCIONES
ALGREBRAICAS TRASCENDENTES

Constanies
Polinémicas Linsales
Cuadiréticas Exponenciales
Racionales Logarftmicas
Radicales Trigonométricas
Por tramos

Figura 2.3. Clasificacién de las funciones

Funciones algebraicas, se obtienen, a partir de operaciones
algebraicas, es decir, por un conjunto de numeros y variables
relacionados entre si por operaciones como la suma, resta,
multiplicacién, divisidon, potenciaciéon y radicacion.

Funciones trascendentes, son aquellas funciones cuya variable
contiene expresiones exponenciales, logaritmicas, trigonométricas e

inversas.
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Capitulo Il. Funciones

2.3.1 Aspectos importantes de una funcién f
@ Puntos de corte con los ejes

Los puntos de corte de una funciéon f con el eje x se encuentran
resolviendo la ecuacion f(z) = 0. Es posible que la grafica no tenga

interseccion con los ejes (no corta los ejes), o que presente varias de
ellas. A estos cortes o intersecciones con el eje x, se le denominan

ceros de la funcion.

=1 o 1 2

-2 o 2 -1

No hay corte al eje x Corte eje x en un punto Corte eje x en dos puntos  Corte eje x en tres puntos

Figura 2.4. Representacion grafica

El punto de corte de una funcién f con el eje y es el punto (0, £(0)),
solo hay un punto de corte, ya que si no, f no seria funcién.

@ iRecordemos!

Los puntos de corte o interseccion con los ejes, hace referencia a las
coordenadas (z,0) y (0, y) es decir, son los puntos en que la grafica

de lafuncién f corta el eje x o con el eje y.
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Cuando no es posible utilizar el método analitico para determinar las
intersecciones con los ejes, se recurre al método grafico, buscando

los puntos donde la grafica de la funcién toca los ejes.

i . P - . s
(> Simetria de la grafica de una funcién

El estudio de la simetria facilita la construccion de la representacion
grafica en el plano cartesiano de una funcion si se reconoce la
existencia de una reflexién de una parte de la curva. La grafica de una

funcion f es simétrica con respecto a:

& Ejey,sisecumple que:
f(x) = f(—x) paraz € R.
En este caso, se dice que la funcién f es
par, si es simétrica respecto al eje de
ordenadas (eje y).

& Origen, si se cumple que:
f(x) = —f(—z)parax € R.
En este caso, se dice que la funcién f es

impar, si es simétrica respecto al origen de
coordenadas ((0, 0)).

Ejemplo 2.4. Sea la funcion f(z) = —
x R

funcion es par o impar.

Ejey

Origen

T ) .
—3, analicemos si la

@ Si se remplazala variable x por (—z), se obtiene:

- f(-2) = s = w3 = a3 = —f (@)
) o ‘ t por tanto, la funcién es impar ya que cumple que
- f(z) = —f(—x), simétrica al origen.
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Capitulo Il. Funciones

2

2.3.2 Funcion

W
(@]

©

polinébmicas y = f(z)

Una funcién polindmica es una funcion algebraica, definida a partir de
sumas y productos de términos conocidos como monomios, de la
forma:

f(z) = anx™ + an 12"+ o+ a3z’ + ayz® + a1z + ag

Donde, ag,a;...a, son los coeficientes del polinomio, en otras

palabras, son los numeros reales que acompanan a la variable
independiente x en los distintos sumandos. Al término ag se le

conoce como término independiente.

El nimero de coeficientes de una funciéon f polindmica puede ser

cualquiera, pero siempre sera un numero finito. Puede haber
coeficientes que "faltan", por ejemplo, z3 — 3r + 2, falta el

término 22, cualquier coeficiente que falta tiene valor 0.

El polinomio se identifica por el grado n, donde, n es el mayor
exponente entero no negativo que tiene la variable independiente.

b

|15 iRecordemos! ...‘@j{_
El valor numérico de un polinomio, se obtiene al =
reemplazar las variables de cada uno de sus © ,r
términos por valores numéricos y realizar las ; ]
operaciones indicadas. ‘L §

{

El dominio de toda funcién polindmica es el conjunto de todos los
nimeros R, ya que al sustituir la variable  por un nimero R

cualquieracon x € R, siempre va a existir f(z).
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'.-'-_ Las funciones polinomiales reciben el

A nombre segun el grado del polinomio,

como lineales si el grado es uno,

/ T cuadraticas si el grado es dos, cubica si el
L \ grado es tres, y asi sucesivamente.

Ejemplo 2.5. Consideremos el siguiente polinomio
f(z) =5z -2z +z — 9

Polinémio de grado 3 (z3), el término independiente es ag = —9, y
sus coeficientessonag = —9,a; = 1,a1 = —2,a3 = 5.
Sitomamosa x = —2elvalorde f(z)es:

f(=2) = 5(-2)° —2(-2)* + (-2) - 9
F(=2) =5(—-8) —2(4) —2—9
F(—2) = =59

Una funcién polindmica también puede ser una constante, donde, el

término independiente estd multiplicado por z°. Esta funcién

polindmica se conoce como la funcion constante, donde, y = ay

(\ig Comprueba lo aprendido respondiendo a la pregunta.

1 E
]' w0 Sea la funcion polinémica f(x) = X’
sl ;Cual es el grado y término independiente del polinomio f(x)?

e e S
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Capitulo Il. Funciones

Una funcién constante es aquella funcién f que siempre toma la
misma imagen para cualquier valor de la variable independiente z, es
decir, una funcion f constante es de laforma f(x) = b,donde b es un
numero real cualquiera.

e Funcién Constante, f(z) =b

¢

NENEIEN

El dominio de la funcion constante son todos los numeros
reales: Dom f =R.

El rango o codominio de la funcién constante es
Unicamente el valor de laconstante: Rango f = b.

Cualquier funcién constante es un polinomio de grado cero.

La funcién no crece ni decrece, es un tipo de funcion que
siempre tiene pendientecero, m = 0:

ﬁxploremos.
La representacion grafica de una funcién constante es siempre
una recta horizontal que corta el eje y en el punto (0, b).

Mueve el punto rojo y observa la funcién constante.
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Funcion Afin, f(xz) =mz +b

Una funcién afin es una funciéon polinémica de primer grado, las
funciones afines son de la forma:

y=mz—+b

Donde, el coeficiente m se le llama pendiente de la recta (grado de
inclinacién de la linea recta) y b ordenada en el origen, es decir, punto
de corte con el eje y, (punto (0, b)).

La representacion grafica de una funcién afin es una recta que no
pasa por el origen de coordenadas, donde b es la ordenadade z = 0

(su grafica es una linea recta).

La expresion algebraica y simplificada de la forma:
Yy =mz

Representa una funcion lineal, es una funcién
de proporcionalidad directa, recta que pasa
por el origen de coordenadas, donde, m es la

pendiente de la recta (m seria la constante de
proporcionalidad).

Las graficas de las funciones y = mx +b y y = max son rectas
paralelas, que atraviesan al eje de ordenadas (eje y) a una altura b,
estas funciones se denominan funciones afines.
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4

El dominio y el rango (o codominio) tanto de la
funcién afin como de la funcién lineal es el
conjunto de todos los numeros reales, para
cualquiera valor de z € R, siempre f(z) va a

existir:

Dom f =R

Rango f =R

gxploremos.
La representacién grafica de las funciones lineales y = mx + b,
y = muax, funciones afines, son rectas paralelas.

Mueve los controles de la pendiente m y la ordenada b, corte con el
eje yenel punto (0, b) y observa la funcién constante.

La pendienteesm=1
Recta: y =mx

y=Xx
Ordenadab=1

Recta:y=mx+b
y=x+1
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:Comoé hallar la pendiente m de una fincién lineal?

q_Eproremos.
=~ Desplaza el punto rojo o punto azul, observa el resultado de la
pendiente m dados dos puntos £ (z1,y1) y P2 (z2,92).

&7

Gréfica de la funcién lineal dados dos puntos:
y;g = yl

X - — - = -
X (X-X%;) y-yi=m(x-x;)

Yir Y

1

P.(2,1)y Py(3,2)

/ ! Entonces, la pendiente de la recta es:
= —2 -(1) = 1 =
A 3-(2) 1
v

Una de las formas de hallar la pendiente m de una recta es tomar dos
puntos sobre dicha recta, entonces sean los puntos Py (z1,11) y
Pr(x2,y2) la pendiente esta dada por la expresion:
Y2—U
m=———-
Iro — I

Obtenida la pendiente m y con uno cualquiera de los dos puntos
Pi(z1,y1) o Pa(%2,Y2) que pertenecen a la recta, se puede

hallar la ecuacién de la recta que pasa por estos puntos
aplicando el método llamado punto - pendiente, donde, con la
pendiente y uno de los puntos se utiliza la expresion:

y—ylzm(w—wl)
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Capitulo Il. Funciones
I Ejemplo 2.6. Recta que pasa por los puntos  P;(2,—3)y P»(4,4)

_ 4 — (—
Primero, lapendiente m = Y291 _ (=3) = Z
o — I1 4 — 2 2

Ulizamos la ecuacién punto-pendiente,
’ tomamos cualquiera de los dos puntos:

y-w=ma—z) =y (-3)=1(z2)

L y+3=ga- ()

— 2

y:gw—7—3

. 7
por tanto, laecuaciones: y = 533 — 10

Ademads, también se puede saber si dos rectas son paralelas o
perpendiculares a partir de sus pendientes:

& Si dos rectas tienen la misma pendiente son paralelas, es
decir, no se cortan en ningun punto.
mp = my

& Dos rectas son perpendiculares, es decir, se cortan
formando angulo recto (90°), si sus pendientes cumplen la

o . .7 |
siguiente relacion: e
”‘\_’/@1_

mp X Mg = —1 A
En otras palabras, dos rectas en el plano %
& ”

son perpendiculares si el producto de sus . @/
pendientes m; y mo esiguala —1. i’
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- S jercicio 2.1.
Funciones y caracteristicas.

Lea detenidamente el problema, realice los calculos con su debido
procedimiento. Para actualizar otros valores oprime el botén.

o7l

Matematicas de media:

Grade 11°

Linre Interactiva. Bustar: Carles Alberio Rofas Himcapls

Nombres y Apellidos:

LAS FUNCIONES. ﬁ }\

1. Observa los siguientes diagramas, sean los conjuntos
A={-1,0,1,3,v2},B ={-1,2,3,5}, en cada
uno de los esquemas, decir si la correspondencia es una
funcién de A en B. En caso afirmative hallar el dominio y
codominio{rango) de la funcién; en caso negativo
explicar ;por qué? ademas, hallar f(—1), f(2), g(—1),

g(0), g(v2).
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Capitulo Il. Funciones

& Funcién Cuadritica, f(z) = az® + bz + ¢

Se denomina funcién cuadratica o funcién polindmica de 2° grado (su
forma es una parabola) , es decir, una funcion en la que el término de
mayor grado es de exponente dos, donde, la expresion o férmula
general de una funcion cuadratica esta dada por:

f(z) =ax® +bx+c
donde, los coeficientes a, b, y ¢ son nimeros reales con a # 0.

La ecuacién de la funcion cuadratica en forma general esta
compuesta por los términos: az? el término cuadratico, bz el término

lineal y c el término independiente.

T T T 1 17
¥ = (x - 0)°2

h +
AL

(0,0)

a4
.

Figura 2.5. Tomada de:
https://www.varsitytutors.com/hotmath/hotmath_help/spanish/topics/quadratic-function

El grafico de esta funciéon se conoce como parabola de eje
vertical, eje x (en el eje horizontal, no se cumple con la
definicion de funcién).
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Para poder graficar una funcion cuadratica es necesario saber las
coordenadas del vértice de la parabola.

Con el objeto de analizar mejor esta funcién la transformamos en la
expresion que se conoce como la forma canodnica o estdndar de la
funcién cuadratica, donde, el punto (x,y) = V (h, k) representa el

vértice de la parabolay se expresa como:
f(x)=a(z—h)?+k

h 'y k corresponden respectivamente al punto en el eje x y punto en
el eje y del vértice, es decir, el vértice tiene de coordenadas (h, k)
ademas, el vértice es importante para graficar la funcion cuadratica.

Para hallar el vértice de una funcién cuadratica
tenemos que calcular la coordenada = = h del

punto mediante la siguiente expresion: = 3,@ 3
—b @)
rT=— - J
2a -

Para bosquejar la grafica de la funcién de 2° grado, con solo el
coeficiente a (coeficiente cuadratico) se indica hacia donde es la

abertura de la funcién cuadratica, ademas, si es hay un punto maximo
o minimo en el vértice.

& Sia > 0,la parabola tiene abertura hacia arriba, entonces,
existe un valor minimo en el vértice (h, k).

< Sia<0,la parabola tiene abertura hacia abajo, entonces,
existe un valor maximo en el vértice (h, k).
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Capitulo Il. Funciones

gxploremos.
Elementos de la funcién cuadratica. Mueve el control a, b o ¢,
observe los cambios en la graficay los datos de la funcion cuadratica.

57

Funcién Cuadrética: f(x) = ax’+ bx +c

Vértice: V(-1,0) K
a =1
Corte Eje X: (-1,0) y (-1,0) [ .
=
Eje de simetria: x=-1 . A
x| 2 6 &8 1 A
c v 1

y[1 1 4 4

El dominio de una funcién cuadratica siempre es el conjunto de todos

los nimeros reales.
Dom f =R

El rango esta restringido a esos puntos maximos o iguales a la
coordenada en y del vértice, o minimos o iguales, dependiendo si la

parabola abre hacia arriba o hacia abajo.
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@xploremos.

Funcién cuadratica caso especial, y = z2.

Mueve el control a o modifica el valor de z, observe los cambios en la
graficay los datos de la funcién cuadratica.

sobre la pardbola
3 y=9

Un caso particular de la funcién de 2° grado se obtiene cuando el
valor del coeficiente cuadritico a es igual a 1, y los demas

coeficientes b, ¢ son iguales a 0, con estos valores se obtiene una

parabola con vértice en el origen de coordenadas (0,0) y su
expresion es:

f(z) =2
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Capitulo Il. Funciones

Una parabola siempre corta con el eje de ordenadas (eje y), y esto
sucede cuando x = 0. Por lo tanto, para calcular el punto de corte de
una funcién cuadrética con el eje y se debe resolver f(0).

Por otro lado, el punto de corte de una
funcion de 2° grado con el eje de abscisas

(eje z) se produce cuando f(z) = 0. Asi que
para calcular el punto de corte con el eje x
hay que resolver la ecuacién f(z) = 0.

€& Funcién polinémicas de laforma:  f(z) = z"

Caracteristicas

& La grafica de las funciones y = 2™ con n € Z corta los ejes
en el punto (0, 0)

< La grafica de las funciones polinédmicas de la forma y = 2",
con . un numero par, tiene forma de parabola, similar a la
funcion cuadratica y = x?, este tipo de funciones, son
simétricas respecto al eje y.

filz) =2 Flz)=a*

Figura 2.6. Funciones polinémicas de la forma y = =™, con n. nimero par.
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& La grafica de las funciones polindmicas de la forma y=zx",
con nm un numero impar, tiene una forma similar a la de la
funcion cubica y = z3, este tipo de funciones, son

simétricas respecto al origen de coordenadas (0, 0).

Flz) == flx) =28 flz) =27

Figura 2.7. Funciones polinémicas de la forma y = ™, con n niGmero impar.

& El dominio de una funcion polindmica siempre es el
conjunto de todos los nimeros reales.

< El rango de las funciones de la forma y = ™ con n un
numero par, es [0, —|—oo), si m es un numero impar, es el
conjunto de los numeros reales.

C@ Comprueba lo aprendido respondiendo a la pregunta.

L 12 IEE'
ap ¥ Sea la funcién polinémica f(x) = x™“ + 14
il ;Cudl es el grado y término independiente del polinomio f(x)?
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Capitulo Il. Funciones

g jercicio 2.2.
Funciones polindmicas.

Lea detenidamente el problema, realice los cdlculos con su debido
procedimiento. Para actualizar otros valores oprime el botén.

o7l

Matematicas de media:

Grado 11°
Nombres vy Apellidos:
FUNCIONES POLINOMICAS ﬂ 1\

1. Sealafuncion f : E — R definida por:
fla )= 222+ 91— 5, encontar:
. Elvertice V (h, k) de la parabola.

o]

b. Los interceptos con los gjes.
c. Dominio y rango de f.
d

. Elaborar la grafica de la funcion f.

2. Sealafuncién f : & — R definida por:
f(z) = —3x? 4z — 10, encontar:
a. Elvertice V(h, k) de la parabola.

b. Los interceptos con los ejes.
c. Elaborar la grafica de la funcién f.
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2.3.3 Funciones racionales y =

f(z)
g(z)

Una funcidén racional es una funcién formada por la division de dos
polinomios, es decir, una funcion racional es una fraccion que tiene un
polinomio f(z) en el numerador y un polinomio g(z) en el

denominador, y se expresa de la forma:

_ f(@)

9(z)

En el anélisis de funciones racionales se debe tener presente que el
polinomio del denominador debe ser diferente de cero, g(z) # 0,

ademas, los polinomios f(x), g(x) sin raices comunes.

| Ejemplo 2.7. Ejemplos de funciones racionales.

S5r + 3 2+ 9 —2
= , = , h =
4 2 —3 f(z) 5x2 —3x + 8 () x3 —6x2 —3

No se puede confundir una funcion racional
S5t + 2
-3
que tiene el polinomio g(z) de grado O
(solo un término independiente, funcién
constante y =b), y es, por tanto, una
funcion polingmica,quncién de 1° grado

igualay = ——x — — ; e,

con este tipo de expresion y =

’
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Capitulo Il. Funciones

ﬁxploremos

Grafica de una funcién racional. Ingresa la funciéon a graficar y
pulsa la tecla "enter <4 ", oprime el botdn ayuda para escribir algunas
expresiones de la funcion, observa el ejemplo, sea la funcién

22
(x+1)(x

Y = —22%/((z + 1)(z — 2))

Especial jeuidado!, con los signos de agrupacién en la
escritura de la funcion.

Ingresa la funcion f(x)
I

' A

e o am A
III==IIII | , IIIIII=III

!!....

i
B [ [
e

Tomada de: Funciones de Norma Patricia Apodaca Alvarez, modificada por el autor.
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El dominio de una funcién racional son todos los nimeros reales
excepto aquellos valores que anulan el denominador.

Por lo tanto, un numero dividido entre 0 es una indeterminacién que
da como resultado infinito (co), asi que una funcién racional existira
siempre menos cuando el denominador sea 0.

Entonces, para encontrar el dominio de una funcién racional
debemos encontrar cuando el denominador es 0, o sea, g(x) = 0, ya

que ese punto serd el Unico que no pertenece al dominio de la
funcion.

3z — 2
Ejemplo 2.8. Sea lafuncién  f(z) = :c—z
w J—

Para esta funcion, el valor de £ = 2 no pertenece al dominio, ya
3(2) — 2

que f(x) = ((2))—2 = 0 y la divisidn por cero no esta definida

(no se le puede asignar una imagen al valor de dos); ahora como no

hay otro valor real que haga que el denominador sea cero, se

puede concluir que el dominio de la funcién f(x) son todos los

numeros reales diferentes de 2, simbdlicamente se expresaria asi:
domf={zxcR|z#2}=R— {2}

Se lee: “el dominio de f son todos los x que pertenecen a los reales
tales que x sea diferente de dos”

Yool

-

- jPiensa!... En general, el rango o 1
" codominio de una funciéon racional son L
todos los nimeros reales menos aquellos valores
en los que la funcion posee una asintota
horizontal. ;Sabes que son las rectas asintotas?
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Video. Dominio de una funcién racional, cuyo denominador se
descompone en factores.

"}} v01. Dominio de una funcion racional

Vermés ta_ Compartir

o | Video

AR st

2x — 5

3+ 5z’
encontremos el rango de f(z), despejando a = en términos de y:

Ejemplo 2.9. Método de la inversa, sea la funcion f(z) =

y.(3 + bx) =2z — 5, donde, 3y + bxy =2z —5

-5 — 3y

z.(by — 2) = —5 — 3y, por lo tanto, x =
5y — 2

se analiza, donde, 5y — 2 = 0,entonces, Rango=R — {%}

Para hallar el rango o codominio de una funcién racional, no existe una
regla sencilla y general para calcularlo. En general, se recomienda
bosquejar la grafica de esta, estudiando sus extremos y asintotas,
para asi poder deducir el rango. No obstante, en algunos casos se
aplica el método de lainversa.
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Existen algunos casos particulares de las funciones racionales que se
presentan con frecuencia como son: de proporcionalidad inversa, de
proporcionalidad inversa trasladada y homografica.

@xploremos.

= Casos particulares de las funciones racionales. Mueve el control,
observa las caracteristicas de cada funcién, oprime el botdn grafica si
deseas ver los ejemplos de las graficas.

P
7]

1. Funcion de proporcionalidad inversa

Dos variables son inversamente proporcionales si su producto es
igual a una constante k, siendo k#0.

xy=Kk
Esta relacion se puede representar mediante una funcion racional
de la forma:
k
fx)=—
X

donde, k es la constante de proporcionalidad.

La gréfica de la funcion es una hipérbola, cuyas asintotas se hallan
enelegex(x=0)yeey(y=0).

Esta es llamada funcién de proporcionalidad inversa. Si ocurre
que k = 1, la expresion recibe el nombre de funcion reciproca.

Caso :@

- J

Tomada de: Funciones de Norma Patricia Apodaca Alvarez, modificada por el autor.
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Capitulo Il. Funciones

2.3.4 Funcién Exponencial y Logaritmica

& Funcién Exponencial, f(x) = b”

Sea b> 0y b# 1, entonces una funcién exponencial y = f(x) es
una funcién de la forma:

fz) = 0",

donde, b € R se llama base y la variable = es

cualquier numero real (exponente). Se
presentan dos tipos de grafica de la funcién
exponencial, dependiendo del valor de b:

Sib > 1, porejemplo, f(z) = 5% sus caracteristicas son:

 Labase es positiva entonces todos los valores de f(z) son
positivos para todo nUmero real.

& Los valores de f(a:) tienden a 0 cuando x decrece, es decir,
tiene una asintota horizontaleny = 0,no cortael eje .

¢ Seinterceptaeneleje yenelpunto (0,1).

& Lafuncién es creciente en el intervalo (—oo, +00).

Si0 < b <1, porejemplo, f(z) = (2) sus caracteristicas son:

& Labase es una fraccién entre ceroy uno.

Los valores de f(x) tienden a 0 cuando x crece, es decir,
tiene una asintota horizontaleny = 0,no cortael eje x.

¢
& Seinterceptaeneleje eje yenel punto (0, 1).
 Lafuncién es decreciente en el intervalo (—o0, +00).
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@xploremos.

= Casos de la funcion exponencial. Mueve el control, observa las
caracteristicas de cada funcién, oprime el botén gréfica si deseas ver
los ejemplos de las graficas.

B
o7l

Funcidn exponencial y=b", sib>1

Sus caracteristicas son:

¢ Labase es positiva, por tanto, todos los valores de f(x) son
positivos para todo nimero real.

& Los valores de f(x) tienden a 0 cuando x decrece, es decir,
tiene una asintota horizontal en y = 0, no corta el gje x.

£ se intercepta en el eje y en el punto (0,1).

& Lafuncion es creciente en el intervalo (—00,+0).

por ejemplo, f(x) = 4"

Caso :

- J

Debemos tener en cuenta que las funciones exponenciales satisfacen
las leyes generales de los exponentes. Para recordar estas leyes, las
establecemos como reglas.
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Capitulo Il. Funciones

Para cualquier constantea > 0,b > 0,y paratodony m:

&7

Propiedades de las funciones exponenciales

& Dominio: El conjunto de todos los
dom(f) = (—o0, +00).

Rango: reales positivos, ran(f) = (0,

intercepta en el eje y en el punto (0,1).

La funcién f es creciente en (—oo

a6 & &4

La funcién es uno a uno.
109

REGLAS. Leyes de los exponentes
1. Producto de potencias de la misma base
3" g"=a""" g25.g27=g52
2. Cociente de potencias de la misma base
n 25
a - 8 i
=an m -~ =8 2
a" 8
3. Potencia de una potencia
(an)mz an‘m (825)2?:86?5
4. Producto de potencias con igual exponente
an.bn=(a.b)n 825'425=3225 d .
5. Cociente de potencias con igual exponente Tk :_,i
— )
B gy sﬁﬂsfiAM \\
n 25
v & ¥ |

y="b*

numeros reales R,

+00).

Interseccion: la grafica no tiene interseccion en eje x , se

,+oo) parab>1y

decreciente en (—oo, +oo)paral < b < 1.

El eje x, es una asintota horizontal para la grafica de f.
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& Funcién Logaritmica, f(x) = log; (x)

El logaritmo es el exponente de una potencia con cierta base, este es
un nuamero positivo, es decir, el nUmero y la base de un logaritmo
corresponde a nimeros R™ (ndmeros positivos).

El logaritmo de a en base b es otra forma de expresar la potenciacion
conb > 0y aunnumero R positivo, se denota como:

log,(a) =c siysolosi b°=a

Namero Potencia
Logaritmo Exponente
| c'
loga=C «—— b=a
. :“Cq. Base del Base de la
: logaritmo potencia

£\ N
Si la base(b) es 10, el logaritmo se expresa
de la forma log;,(z) = log(x) y se conoce como logaritmo

decimaly se lee:
Logaritmo en base 10de z — log(z).
- /

| Ejemplo 2.10. Evaltar los logaritmos.

¢ log,(81) =4 porque 3*=3x3x3x3=281
¢ 1log(100) =2 porque 10% =10 x 10 = 100

£ logs (l

1
)=—-2 porque 3 ?=_— ==
9 9
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Capitulo Il. Funciones

ﬂ._Eproremos.

=7 Lafuncién Logaritmica. Mueve el control y observa las graficas.

&7

Funcidn logaritmo y = log,(x)

f@) = log,(x) ’ N

-10 0 10

/\ogz(l) i i

K= v Base=2

Grdficas :E

Propiedades de la funcién logaritmo  y = log; ()

Se acercan al eje x al incrementarse el valor de b.

Dado que el log,(1) = 0, pasan por el punto (1,0), que es
el deinterseccional eje .

Dado que el log;,(b) = 1, pasan por el punto (b, 1).
Son estrictamente crecientessib > 1.

Son estrictamente decrecientessi0 < b < 1.

a & & & & &

El eje y es la asintota vertical, no corta el eje.
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REGLA. Propiedades de los logaritmos.

Sim y n son nimeros positivos y a es un nimero R, entonces:

log,b=1
log, b¢ = c.
log, 1 =0

log, (m - n) = log, (m) + log, (n).
log;, 7 = log; (m) — logy, (n).

log, (m"™) = nlog, (m).

log;, /m = % -log, (m).

Ejemplo 2.11. Apliquemos propiedades para simplificar Ia
expresion:  log:(25) =

log;(25) = logs(5%) = 2 -logs(5) = 2- (1) = 2
Ejemplo 2.12. Apliquemos propiedades para simplificar Ia
expresion:  log, (2) + log4(32) =

log, (2) +log, (32) = logy (2 - 32) = log, (64)

log, (4°) =3 -log, (4) =3-(1) =3
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Regla cambio de base, donde, n puede ser cualquier base:

B log, (m)
log,(m) = Tog, (b)

| Ejemplo 2.13. Calcular el resultado del logaritmo  logs(4).

log,(4) _ log,(2%) _ 2logs2)

logs(4) = log,(8)  log,(23) a gl/ogfﬁ’)': 3

@ iRecursos! Uso de la calculadora cientifica.

Para el uso de la calculadora cientifica que en muchas de
estas no tienen como hallar el logaritmo en cualquier
base, se utiliza el cambio de base con una de las
expresiones anteriores. En la calculadora encontramos
dos teclas para calcular logaritmos:

- (PG

@ Con esta tecla se calculan los logaritmos en base 10,
logaritmos decimales.

“ Con esta tecla se calculan los logaritmos en base e, logaritmo
natural o también conocido como logaritmos neperianos.

Las dos teclas se utilizan también para calcular
cualquier logaritmo, por ejemplo,

\ [ 3

~
-

log(4) 2 =
| 4) = = — & Y
ogs(4) = oe(g) = 3 ~ 0, 86666666666666 = y

In(4) 2 @)
logs(4) = 10®) ~ 3 e
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- Sjercicio 2.3.
Resuelve y simplifica aplicando las reglas.

Indicaciones
o Selecciona el tipo de gjercicio a solucionar.

e Resuelva el ejercicio propuesto y verifica tus respuestas,
oprime el botén solucién para ver las respuestas.

e Si desea realizar otro ejercicio, oprima 1
otro tipo de ejercicio y repite los pasos @

Y 1
D=
anteriores. @

Leyes de los logaritmos.
Click en un numero para generar un ejercicio: @ @ @

m Ejercicio 1:
Calcular logaritmos manualmente.

m Ejercicio 2:
Propiedades de los logaritmos.

m Ejercicio 3:

Logaritmos con calculadora.
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Capitulo Il. Funciones
¢Coémo se resuelve una ecuacién logaritmica o exponencial?

I Ejemplo 2.14. ;Como hallar el valorde z? 23 = 126
Tomamos logaritmos en base 2 a ambos lados de la ecuacion:
10%2(2$+3) = log,(126)
(x + 3) - logst2) = log,(126)
z + 3 = log,(126)
z = log,(126) — 3

Si deseamos encontrar el valor exacto de la incognita, se hace un
cambio de base y se evalua en calculadora.

z = log, (126) — 3

~ log(126)
~ log(2)

x = 3,977279924

-3

Verifique, sustituyendo el valor hallado en la ecuacion inicial.

9(3:9773)+3 _ 196

- @
11+ jRecordemos! [3%
Siempre se puede verificar el resultado =

encontrado, sustituyendo este por la incégnita de
la ecuacién inicial, y se debe cumplir la igualdad.
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Ejemplo 2.15. Como hallar el valor de x en la ecuacion:
log (z + 3) — 5 = log (x + 2)

Despejamos los logaritmos a un solo lado de la ecuacion
aplicando las leyes para simplificar:

log(x+3) —log(z+2)=5
log <x+3) —5,
T + 2

para eliminar el logaritmo, aplicamos la base en forma
exponencial a ambos lados de la ecuacién, simplificando asi el
logaritmo.

43
+2

10t (2) — 109

T+ 3
T+ 2

z+3=10°(z +2)

= 10°

T+ 3 =10z + (2)10°
r—10°z = (2)10° — 3

z(1 — 10°) = 200000 — 3

199997
T=———=
1—10°

x ~ —1,99999
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Capitulo Il. Funciones

Q_Exploremos.

= Observa las graficas de la funcién logaritmica y exponencial.
Mueve los controles, para modificar la base del logaritmo y de la
funcion exponencial, ademas, los puntos simétricos en cada grafica.

A Puntoenla
¥ grafica x=0,00

y=log,x

Eligela a
BASE Y

- jPlensa!... Observa las graficas de las funciones logaritmicas
"y = log, () y exponencial y = b® y responde a las preguntas:

:Que se puede decir de la grafica de las dos funciones?, I
:Que sucede en ambas ecuaciones sib = 1?, ®

¢iQuépasasiz = 0y puedesery < 0?
¢Como esta ubicadalarectay = x?
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La funcién logaritmica mas utilizada es cuando b = e, estd
funcién expresada como log, () utiliza el nUmero e como base y
se lee logaritmo natural o neperiano.

La diferencia principal entre los logaritmos naturales y otros
logaritmos es la base que se estd usando. Los logaritmos
principalmente usan una base 10 (aunque podria ser otro valor para
la base), mientras que los logaritmos naturales siempre usan base e.

Parala funcion logaritmo en base e y logaritmo natural, se usara:

log,(z) = In(z),

ademas, de la diferencia en la base (que es grande), las leyes de los
logaritmos y logaritmos naturales son las mismas, por ejemplo,

In(e) =In.(e) =1
In(e®) = log, (e*) = 3
In(1) =log. (1) =0

Ejemplo 2.16. Encuentre utilizando las reglas el valor de = de la
funcion logaritmica: In(2) +1n (4 — 1) = In (22 + 5)

In(2) 4+ In (4 — 1) = In (22 + 10)
In(2-(4z — 1)) = In (2z + 10)
8 —2=2x+10
6z = 12

T =2



Capitulo Il. Funciones

Si se necesita convertir entre logaritmo y logaritmo natural, se
puedes usar una de las siguientes expresiones:

logy(x) = log(z) = % o In(z) log()

log(e)

Con lo visto hasta ahora, se puede
deducir que y = log,(z) y y = b* son
funciones inversas, con b >0y b+# 1,

como condicidon esencial, entonces, se
tiene que:

log,(z) =y si y solo si b = x.

De aqui, se desprende que el dominio de la primera es el rango de la
segunday viceversa.

Como las funciones y=¢€% 1y = ln(:c) son inversas, entonces,
se cumplen también las siguientes propiedades:

In(e?) =2 y €@ =g,

La funcién f y su inversa son graficas simétricas con respecto a la
recta y = x. Para que una funcién f tenga inversa debe ser uno a

uno. Una funcién es uno a uno si y solo si cada recta horizontal
interseca su grafica en maximo un punto.

No toda funciéon f tiene inversa, pero veamos cuando existe la
funcién inversa.
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2.3.5FunciénInversa f(z) = f~!(x)

Una funcién inversa, que se denota f‘l(a:), es una funcion que parte

del rango y llega al dominio. Para hallar la funcién inversa se procede
de la siguiente manera:

o Probar que la funcion es uno a uno. (Si la funcién no es uno a

uno en todo su dominio se puede restringir el intervalo para
que sea).

e Despejar la variable x en términos de la variable y.

e Sustituir la variable y por la variable z y viceversa, obteniendo
como se define la funcién inversa:

f(y) = z, que significa que f(z) = .

2z — 5
| Ejemplo 2.17. Sea la funcién f(z) = T~ 2 sufuncion inversa es:
3+ 5z
2z -5
YT 3 5s

y-(3+5bx)=2zx—-5
3y + dxzy = 2x — 5
oxy — 2x = —5 — 3y

z(5y — 2) = —5 — 3y, por lo tanto

5+ 3z
hr — 2

 —5—-3y 1N
T = 5y 2 donde f(z) =
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Capitulo Il. Funciones

ﬁxploremos.

Ingresa las funciones y pulsa la tecla "enter <{ ", oprime el botén
ayuda para ver como escribir algunas expresiones de las funciones.

Compara las funcion f(x) y su funcion inversa f ‘(x) Ayuda

Ingresa la funcion f(x):

Ingresa la funcion £ (x):

Verifica la simetria entre

las funciones fy f* con
respecto a larecta y = x.

Se tiene que si el punto (a, b) pertenece a la funcién f entonces el
punto (b, a) pertenece a la funcién inversa f~1. Esto implica que la
grafica de la funcion f y la gréfica de su inversa f‘1 se reflejan con
respecto alarectay = x, por lo tanto, son funciones simétricas.
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Se cumple con la funcién f y la funcion inversa f‘1 que:

M

Dominio f ! = Rango f ';,

Rango f = Dominio f* _».'
*
:_.' :}f

[}

1

Una funcion tiene funcién inversa si se trata de
una uno a uno, es decir, si cada valor del
conjunto de su dominio le corresponde
solamente un Unico valor de su codominio o
rango, por ejemplo,

La funcion exponencial y = 2% + 1 si tiene
funcién inversa porque a cada z le corresponde
un Unico valor de f(x).

En cambio, la funciéon cuadratica y = x?

posee funcidn inversa ya que tiene varios
valores de = cuyas imagenes son iguales, por

ejemplo f(1) = f(3) = 2.

no

Y, finalmente, se debe tener en cuenta que la
funcion inversa no es lo mismo que la inversa
multiplicativa de una funcién, sino que son dos
conceptos diferentes.
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2.3.6 Funcion por tramos

Capitulo Il. Funciones

Una funcién definida mediante diferentes formulas en diferentes
partes de su dominio es una funcién que se conoce como funcion
definida por tramos o a trozos, no es una complicada, simplemente se
representa cada tramo por separado en un mismo grafico y cumple
con las propiedades de la funcién de cada tramo, estd se expresa en

intervalos de la forma:

f(z)

Exploremos.

i’

g9(z)
h(x)

siz <a

siz>a

ﬁ Funcién por tramos. Mueve el control y observa las graficas.

o7

f(x)
6 4
5 &
)
3
z.
1 4 K
-4-3-2-1_1- 23455?8910x
-x+4 six<l1
; ‘@)={ x*-dx+4 sil<x<4
Grificas :Il_ f&) '_” 2 “. —".{
5 six>4

La imagen de un valor de z se

calcula segln en qué intervalo se

encuentra, por ejemplo, (grafica 1), si x = 2 esta en el intervalo [1, 4),
entonces suimagenes f(2) = (2)2 —4(2) + 4 = 0.
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@xploremos.
=" Problemas. Funciones a tramos y sus graficas. Oprime el botén
ejercicio o gréficas y compara los resultados con su grafica.

o7

Funcion definida a tramos.

1). Dada la siguiente funcion definida a tramaos:
6 si x<-3

fix) ={* si-3<x<2
3 si x>2

a. Calcular laimagen de los puntos x=-5x=-1,x=0,x=2y x=8.
Cuando x = —5, se encuentra en la primera definicion, entonces f(-5) = 6,
ya que es una funcién constante.

Six =-1, x = 0, se encuentran en la seqgunda definicion y = xz, por tanto,
f(-1) =(-1)°=1, f0)=0, para x = 2, la funcion no esta definida,
y para x = 8, esta en la tercera definicion y = x, por tanto, f(8) = 8.

b. Encontrar el dominio y rango de la funcion.
El dominio f(x) = (-o0, -3) U [-3, 2) U (2, +), por tanto, dom F=R - {2}.
para el rango de f(x), observa la grafica y definelo.

-
RY iRecordemos!

Punto abierto (0): No incluye el extremo del
intervalo, se representa con paréntesis ( ).

Punto cerrado (e): Si incluye el extremo del
intervalo, se representa con corchetes [ |.
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Capitulo II. Funciones

2.4 Practiquemos

Ejercicio practico

o Indicaciones. Primero resuelve la ecuaciéon logaritmica o
exponencial propuesta teniendo en cuenta lo aprendido en
esta seccion y verifica tus respuestas.

e Oprime el botdn selucién para ver y comparar las respuestas.

Resolvamos las siguientes ecuaciones

a) Log,9% Y =173

b) 4%*¥_146=0
57
BX
d) 8x=9(x+1)

c) 6-22 =0

Utiliza la Regla de cambio de base para llegar a
la solucién, n puede ser cualquier base:

logy (m) = 2Eu7)

log,, (b)

Recuerda comprobar la solucidon obtenida y
L verificar que se cumple laigualdad.
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Evaluamos lo aprendido
Preparate para la evaluaciéon y mide tus conocimientos de lo
aprendido en este capitulo, responde las preguntas a continuacion:

Actividad complementaria. ,"' i
Descargar para imprimir &‘
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Capitulo lI: Funciones.

Evalta lo aprendido y envia resultados a tu profesor(a).

| _ ‘ =7

Clic aqui. : Lo
Evaluacién: Capitulo Il SIS

Escanéame con tu mévil

@ Tomada de la Red Educativa Digital Descartes.
\ [4] Plantillas con Descartes-JS
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Capitulo Il

"Nada acontece sin una razén suficiente.".
Leibniz

Sucesiones y
Limites




DERECHOS BASICOS DE APRENDIZAJE (DBA)

DBA.3. Utiliza instrumentos, unidades de medida, sus relaciones y la
nocion de derivada como razén de cambio, para resolver problemas,
estimar cantidades y juzgar la pertinencia de las soluciones de acuerdo
al contexto.

DBA.4. Interpreta y disefa técnicas para hacer mediciones con nive- les
crecientes de precision (uso de diferentes instrumentos para la misma
medicién, revision de escalas y rangos de medida, estimaciones,
verificaciones a través de mediciones indirectas).

DBA.6. Modela objetos geométricos en diversos sistemas de
coordenadas (cartesiano, polar, esférico) y realiza comparaciones y toma
decisiones con respecto a los modelos.

Derechos Basicos de Aprendizaje - Grado 11°.[7]

DESEMPENOS / ESTANDAR
Componente 1 - Pensamiento Numérico.

1.4 M.V Utilizo argumentos de la teoria de nimeros para justificar
relaciones que involucran nimeros naturales. DBA 7.

Componente 2 - Pensamiento Geométrico.
2.6 M.V Reconozco y describo curvas o lugares geométricos. DBA 6.
Componente 5 - Pensamiento Variacional.
5.2 MV Interpreto la nocién de derivada como razén de cambio y
como valor de la pendiente de la tangente a una curva y desarrollo

métodos para hallar las derivadas de algunas funciones basicas en
contextos matematicos y no matematicos. DBA 4.

El desarrollo de estos Estandares Basicos de Competencia permitira
4 : fortalecer los procesos de formulacion, modelacion y resolucién de

problemas.




Capitulo Ill. Limites de funciones

3.1 Conexion con la historia

& L'Hépital, como
3 todos los de su
época, por tener
2 titulos de nobleza

debia hacer la
carrera  militar, pero por

deficiencias visuales le obligd a
cambiar a las matematicas.

Es el autor del primer libro
sobre calculo diferencial,
LAnalyse des Infiniment Petits
pour I'Intelligence des Lignes
Courbes (Andlisis de los
infinitamente pequenos para el
entendimiento de las lineas
curvas). Publicado en 1696, el
texto incluye las clases de su
profesor, Johann Bernoulli, en
donde Bernoulli discute la
indeterminaciéon 0/0. Este es el
método para resolver estas
indeterminaciones a través de
derivadas sucesivas que lleva su
nombre. método llamado Ia
Regla de LHopital, que se
emplea para calcular el valor
limite de una fraccién donde

numerador y denominador
tienden a cero o ambos
tienden a infinito.

Guillaume Francois Antoine,
marqués de L'Hépital.
Matemdtico francés. (Paris,
1661 - febrero 2 de 1704).
L'Hépital se escribe como
"l'Hospital” o "L'Hopital". El
escribia su nombre con una 's’;
sin embargo, el idioma francés
ha omitido desde entonces la
's' (que era muda) y anadio el
acento circunflejo a la vocal
precedente. .

En realidad, la mencionada
regla fue demostrada por
Johann  Bernoulli (1667-
1748), pero por un acuerdo
entre ambos, lo publicé el
marqués.

3 f [ T
Guillaume , de’L'Hopital

/(1661 - 1704)°

Figura 3.1. Guillaume Francois
Antoine, marqués de L'Hépital.
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Entre las curvas estudiadas por
L'Hopital estan: la cicloide, la
epicicloide, la hipocicloide y la
serpentina.

Figura 3.2. Cicloide.

Figura 3.3. Epicicloide - Hipocicloide.

En 1694 Bernoulli y L'Hobpital
acordaron que L'Hoépital le
pagaria trescientos francos
anuales para que le transmitiera
sus  descubrimientos, que
L'Hopital describiria en su libro.

En 1704, tras la muerte de

L'Hb6pital, Bernoulli revelé la
existencia del trato, asegurando
que la mayoria de los

descubrimientos que aparecian
en el libro de L'Hbpital eran
Suyos.
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En 1922 se encontraron
documentos que apoyaban la
tesis de Bernoulli. La creencia

generalizada de que LHopital
tratd6 de aprovecharse del
descubrimiento de la regla que
lleva su nombre ha resultado
falsa. Publicé su libro
anonimamente; en la
introduccién de este incluyé un
agradecimiento a Bernoulli por la
ayuda prestada, y nunca dijo ser
el descubridor de la regla.

Esta herramienta, conocida como
la regla de LHobpital, utiliza
derivadas para calcular los
limites. Con esta regla, se podran
evaluar muchos limites que no
son faciles de determinar.

REGLA. DE L'HOPITAL

ACIAC)
e T g

1—x*

=1 Sen(mx)

Lim
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Capitulo Ill. Limites de funciones

3.2 Sucesion de numeros reales

En el estudio de las sucesiones, se profundizard mas en su analisis,
abordandolas como un tipo especial de funciones. Cuando se
estudian bajo esta forma, vemos que a partir de ellas podemos llegar
a obtener una idea intuitiva de limite de una sucesion y luego,
aplicando esta idea, obtener lo que compete a limite de una funcién
en forma sencillay amplia.

1)
RY iRecuerda!

Las sucesiones y los limites de una funcién,
son la base para el trabajo de otros temas
posteriores, como el referente para las
derivadas de funciones.

L

/: | \

Iniciemos esta unidad hablando del concepto de sucesiéon como un
tipo especial de funcién, analicemos el siguiente ejemplo:

Sea a= {(1’ %)7 (27 1)7 (3’ %)’ (4’2)7 (57 %)’ (67 5)7 }

Se observa que la funcion definida, estd denotada como conjunto de
parejas ordenadas, y en cada una de ellas las primeras componentes
de la pareja ordenada son los nimeros naturales (N), y las segundas
componentes son los nimeros reales (R),

Se puede afirmar que son funciones definidas de los naturales en los
reales, f:N—R

Estas formas de funciones reciben el nombre de sucesion de nimeros
reales, cuyo dominio es el conjunto de los nimeros N.
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Simbdlicamente, se define comounasucesion S : N — R

(> Término n-ésimo de una sucesion.
Con la funcién definida a, donde, la primera componente de la pareja

ordenada siempre son los nameros naturales y que definimos la
sucesion como una funcion de N — R, se acostumbra omitir

estos elementos (primeras componentes) y determinar la sucesién
escribiendo solamente los valores reales sucesivos (segundas
componentes).

Sean las funciones definidas a, b, ¢, (segundas componentes de la
sucesion), que se escriben como:

Para la sucesiéon definida en a, podemos hallar todos sus términos,

donde, estos elementos se caracterizan por seguir una determinada
regla de formacion, y se pueden denotar por:

a1, a2,0a3,a4,...,0p

El entero n recibe el nombre de indice sub — n de S, que se expresa
como a,,. Los términos de la sucesién se forman cuando el indice n

tomavaloresde 1,2, 3, ....
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Capitulo Ill. Limites de funciones

Por ejemplo, el nimero a; es el primer término, m '3@ -
as el segundo término, a3 el tercer término y O

asi hasta llegar al término a,,, conocido como el -

término n-énesimo o término general de Ila . \/
sucesion. b 7}

Veamos entonces cuales son los términos de la
sucesion definida en a:

a—l ar; =1 a—3 ays = 2 a—5 a
1_27 2 — 9 3_27 4 — 9 5—2,-.-, My *o°

Para determinar los términos de una sucesion o el término n-ésimo o
término general (a, ), podemos asegurar que una sucesion se puede

determinar de dos formas:

o Conociendo los términos de la sucesion (elementos), se
establece el término n-ésimo o término general; y

e Conociendo el término n-ésimo o término general, se
establecen los términos que forman la sucesion.

57 a§7 757 57
podemos afirmar que el término n-ésimo o término general es:

. ., ) 1 3 5 7
Ejemplo 3.1. La sucesién definidaen a = 1 2 ,

Se tiene que la sucesion a sus términos se mueven por medio de
una fraccién %’, donde, el numerador se observa que aumenta de
uno en uno, p =1,2,3,4,5,...,n, y el denominador no varia,
siempreesq = 2.

4 5 1 3 5 7 n

5, 5, cee — {5, ]_, 5, 2, 5, 5, very A = 5, }

Y )

3
2

N | =
N DN



Noétese que para todo entero positivo n hay / ‘ 0
un correspondiente nimero a,, entonces una - i ; ‘

sucesion se puede definir como una funcion X 7

cuyo dominio es el conjunto de enteros _;?'
o, e \ ‘I.

positivos 1.2, 3,4, 5, .... i

Ejemplo 3.2. La sucesion definidaen b = {1, V2,4/3,2, /5, by
podemos afirmar que el término n-ésimo o término general es:

Se tiene que la sucesion b sus términos se mueven por medio de
un aumentodeunoenuno, 1,2,3,4,5,...,nyacadatérmino se
aplica lafuncién f(z) = /x, obteniendo como término n-ésimo

b, = /0
b=+v1,v2,V3,V4,V5,..
b={1,v2,v3,2,V5,...v/n,...}

Para los ejemplos anteriores, se tiene que las sucesiones inician
ambas en n =1, depende de la sucesion, se puede hacer la

restriccion para que n inicie en cualquier valor entero positivo o
natural.

Algunos autores "matematicos", consideran como primer
elemento el término n = 0, en algunas circunstancias es

conveniente tomar el primer término de una sucesién como ag y

la sucesién es entonces ag, a1, as.as, aq, ...a,, €sto, siempre y
cuando se indique.
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Capitulo Ill. Limites de funciones

Supongamos que conocemos el término n-ésimo de una sucesidn
n

n—+1
primeros términos de la sucesién se obtienen, reemplazando directa
y sucesivamente a n por los nimeros naturales, o sea:

definida a como a,n:{ } con n € N, entonces, los

1 1
El primer término - =
' L
2 2
El segundotérmino as = —— = —
24+1 3
o 3 3
Eltercer término a3 = —— = —
3+1 4
El cuarto térmi _ 4 4 N
cuarto termino a4 = ir1 5 y asi, sucesivamente,

obtenemos la sucesion:

Para determinar el término n-ésimo o término general, debemos
conocer algunos términos consecutivos de la sucesion y analizar que
transformacion se les realizé a los nimeros naturales (1, 2, 3...) para
obtener los términos de la sucesidon que son nUmeros reales.

Yoo
~ jPlensa!... Puedes encontrar el término n-ésimo de la sucesion

" que inicia en n = 1 y que por notacién seguiremos llamando

Sh-




Ejemplo 3.3. Determina el término n-esimo de la sucesién S cuyos
términosson {1,3,5,7,11,...}

a1 =1 transformamos el 1° término: 2(1) — 1
a; = 3 transformamos el 2° término:  2(2) — 1
a3 =5 transformamos el 3° término: 2(3) — 1
as =7 transformamos el 4° término: 2(4) — 1

a, =n transformamos el n-ésimo término: 2(n) — 1,
por tanto, se tiene que en término n-ésimoes  a, = {2n — 1}

S =1{1,3,5,7,9,11,...,(2n — 1), ...}

Cuando se presentan los términos con alternancia en los signos,
positivos y negativos, el término n-ésimo presenta una multiplicacion
por potencias de laforma (—1)" o (—1)" 1o (—1)*"1

Ejemplo 3.4. Sea la sucesion definida S, donde su término e-nésimo

Este tipo de sucesidn genera términos con signos alternantes:

52{1234 567@}

"33 33 33 33

Cabe resaltar, que en ocasiones las sucesiones se determinan
por sus primeros términos, donde, estos permiten también intuir
el valor del término general.
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Capitulo Ill. Sucesiones y Limites

jercicio 3.1.
Encuentra la regla que genera la sucesion de nimeros.

Para iniciar, oprime el botéon términos y completa la sucesién de
numeros dada, oprime el botdn verificar y comprueba tu solucién.

Ingresa la regla que genera la sucesién y pulsa la tecla "enter <d ",
verifica la respuesta con el botén verificar regla o corrige si
encuentras errores. Con el botdn Inicio generas una nueva sucesion.

S={a;, AQA: A: A& as as AaAr-}

Inicio Terminos Verificar Verificar regla Correqgir

Tomada de: Telesecundaria, autoria ILCE Grupo Descartes, modificado por el autor
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=

(= Representacion grafica de una sucesion.
Representar graficamente los términos de una sucesién, permite
visualizar e identificar en forma practica algunas caracteristicas de
estas, ademas de ser una ayuda importante para el calculo del limite
de ellas.

Teniendo en cuenta que una sucesion es una funcion de N — R,

podemos hacer la representacion grafica mediante un plano
cartesiano (sistema de coordenadas), o sobre una recta numérica.

1
RY iRecuerda!

Si hacemos representacién en un plano
cartesiano, debemos observar que en las
abscisas (eje x) ubicamos los numeros ( .
naturales y en la ordenada (ejey) los / \
ndmeros reales (términos de la sucesion). ; ‘

Si la hacemos sobre la recta numérica, en ella representamos los
términos de la sucesion, teniendo presente utilizar una unidad de
medida adecuada como patroén.

L@ Comprueba lo aprendido respondiendo a la pregunta.

z
o o]
I Sea la funcion polinémica f(x) = x** + 14

‘&l ;Cuéles el grado y téermino independiente del polinamio f(x)?
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Capitulo Ill. Limites de funciones
Practica y analiza lo dicho, observando el siguiente ejemplo:
| Ejemplo 3.5. Situacién problema.

Una pelota es lanzada desde 2 metros de altura. Rebota en el
suelo y en cada rebote alcanza una altura, cuyo valor en metros
coincide con los términos de la sucesion definida como S asi:

s={2}

Expresemos una féormula en funcion de n, que permita
generalizar los términos de la sucesiéon dada:

Ol O

100 1000 }
n=1

4 5
’374’ 5777101 77 1001’

MIW

Se observa que en cada rebote la pelota sube a una altura menor
gue en el rebote anterior y que el numerador que inicia en 2 y
aumenta de uno en uno, ademas, siempre es una unidad mas que
el denominador, por tal motivo, se tiene que la expresion para
encontrar los terminos de la sucesion es:

n—+1
y Sp = n
2 - L
Representacion
grafica en el
o S plano cartesiano
e de los términos
LT SRR S de la sucesion de
615 ; e la altura a la que
‘ llegaria la pelota
. en los primeros

rebotes.
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3.2.1 Caracteristicas de las sucesiones

Hasta el momento hemos estudiado las sucesiones sin tener en
cuenta algunas caracteristicas que tienen sus términos, veamos
algunas de las caracteristicas que pueden tener las sucesiones:

@ Sucesiones Monétonas.

Por medio del siguiente ejemplo vamos a analizar el comportamiento
de los términos de una sucesion.

. .. 1 3 5 n
Ejemplo 3.6. Sea la sucesion S = < 0, 2 1, 27 2, =,y =

n=0
analizar el comportamiento de sus términos.

1
El primer término es 0; el segundo término es 5; el tercer término

. 3 , .
es 1; el cuarto término es 3 y asi sucesivamente; se observa en

los términos que:

1 1 2 3
0<=, -<1, 1<2 Z2<2. .
<2 2< <3 2<

En forma general, se cumple que:
S < S2, Sy < Sg, S3 < S4, ooy Sn < Sn+1,
S1 <8 <83 <8 <85 <856<,.ee, <8 < Spity-e

Aqui se observa que en la sucesiéon los
términos van aumentando su valor
progresivamente; cuando los términos de
una sucesion tienen esta caracteristica, la
sucesion se llama mondtona creciente.
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Ejemplo 3.7. Analizar el comportamiento de los términos de la

"S—513 113751 15 — 2n
sucesion S = 33 pp b Tyy

Analizando el comportamiento de los términos de la sucesién, se
tiene que:

. . . 13
El primer término es 5; el segundo término es ?; el tercer

11 L , .
término ?; el cuarto término 3; y asi, sucesivamente; se observa

en los términos que:

S 18 onou o, 7
-3 3737 3% 37"

En forma general, se cumple que:
S1>8y, So>83, S3>84..., Sup>Sni1,..-
S1>8,>83>8,>55>85>,...,> 8, > S,.1, ...
Es decir, los valores de los términos de la sucesidon disminuyen

progresivamente. Cuando los términos de una sucesion tienen
esta cualidad, la sucesién se llama mondtona decreciente.

Una sucesion es monotona si esta es creciente o decreciente.

Podemos obtener otra conclusién sobre las sucesiones y es cuando
éstas tienen todos sus términos iguales, esté tipo de sucesiones
reciben el nombre de sucesiones constantes.
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Se puede Verificar por medio de una demostracion si una sucesion es
monodtona creciente o decreciente, veamos el siguiente ejemplo:

n

Ejemplo 3.8. Verificar si la sucesién S = { } es monotona

n—+1
creciente, osea, demostramos que S, < Sy,1.

Partimos de la siguiente equivalencia:

n (n)+1

ntl  (nt1)+1
n n+1

<
n—+1 n—+ 2

Si multiplicamos cruzadamente las fracciones y simplificamos
expresiones, obtenemos desigualdades equivalentes:

n(n+2) < (n+1)(n+1)
2In <n2+2n+1
0<1

Por tanto, la desigualdad obtenida 0 < 1, es verdadera, entonces
decimos que la sucesion es creciente.

En conclusién, se tienen las siguientes definiciones:

Una sucesion S, es monétona creciente si cada término es mayor
o igual que el término inmediatamente anterior.

Simbdlicamente:
S, €s monotona crecientessi S, < 5,1, paratodon € N.
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Una sucesion S, es mondtona decreciente si cada término es
menor o igual que el término inmediatamente anterior.

Simbdlicamente:
S, €s monotona creciente si S,, > S, .1, paratodon € N.

(> Sucesiones Acotadas.

Otro aspecto importante en el estudio de las sucesiones es saber
cudles son los elementos que cierran las sucesiones, en otras
palabras, que acotan la sucesién, ya que, de esta forma, podemos
establecer con mas claridad el espacio donde estas se desarrollan;
analicemos esta otra caracteristica con un ejemplo:

Ejemplo 3.9. Hallemos los 6 primeros términos de la sucesion

1
definidapor S = {2—n} conn € N.
Se tiene que los seis primeros términos de la sucesion son:
g 1 11 1 1 1 1
127478167 327 6477 20077

Se observa que los términos de la sucesion
nos damos cuenta de que cada término

hallado es menor que 1, por tal motivo, © ,

decimos que 1 es una cota superior de la ;
1 J

sucesion S = ¢ — s conn € N. ¢ )
2n )
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Ademas, cuando n aumenta, disminuye el valor de cada términoy

este cada vez se acercamas a cero, lo que indica que 0 es una cota
inferior de la sucesion.

Por tanto, es una sucesién acotada, 0< S, < 1.

Una sucesion esta acotada superiormente si existe algin nimero
real mayor o igual que todos los términos de la sucesién. Es decir,
existe M € R, tal que:

S, < M, paratodon.

Una sucesion esta acotada inferiormente si existe algiin nimero
real mayor o igual que todos los términos de la sucesién. Es decir,
existem € R, tal que:

m < S,, paratodon.

Una sucesion acotada superior e
inferiormente a la vez, se dice que es
acotada. sy =

v/
@“ jPlensa!... Si Encontramos los primeros términos de la

2
sucesion S = {ﬁ , ¢lLasucesion es acotada?
n
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g jercicio 3.2.
Las sucesiones y sus caracteristicas.

Lea detenidamente el problema, realice los calculos con su debido
procedimiento. Para actualizar otros valores oprime el botén.

o7l

Matematicas de media:

Grado 11=

Linre rharactive. Aucor: Carlas Albertn Rojas Hircaple

Nombres y Apellidos:

SUCESIONES ﬁ }\

1. Encuentrar los & primeros términos en cada una de las
sucesiones:
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3.3 Limites de una sucesion

Analizaremos el concepto de limite de una sucesion, a través de la
representacion grafica de ella obre una recta real (recta metrizada),
para luego, con base en este analisis, dar una definicién formal,
realicemos para ello, algunos ejemplos:

3
Ejemplo 3.10. Dada la sucesion S = {—} grafiqguemos vy
n+1)

analicemos el comportamiento de sus términos.

Se tiene los primeros términos de la sucesion y su grafica en la
rectareal:

0 37 36 35 34 1 iz 2 3

Figura 3.4. Términos de la sucesién.

Analizando la grafica, se observa que los términos de la sucesion se
estan acercando cada vez mas al punto cero. Esto nos indica que a
medida que n toma valores grandes, los términos de la sucesién se

aproximan al valor 0.

Por tanto, se tiene que el limite de la sucesién
S es 0, cuando n toma valores muy grandes,
esto se expresa simbdlicamente de la forma:

lim S = lim 3 =0

n——+o0 n—+oom 4+ 1
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Esta expresion se lee:

El limite de la sucesion T cuando n tiende a mas infinito (4+00),

n +
esigualacero0.

Debemos tener presente que +oo (mas infinito) no es un
namero, es un simbolo que nos indica que los valores que toma
n pueden ser cada vez mas grandes.

4

ucesion.

Ny
w

Definicion del limite de un

El limite de una sucesion es el nimero al cual se van aproximando los
términos de una sucesion.

Si una sucesion {S,}, tiene como limite un valor real L, este se
expresa como:

lim{S,} =L o {a,} = L cuandon — oo

n—oo

Si n toma valores suficientemente grandes, entonces, si lim {S,,}
n—00

existe, decimos que:

o La sucesion converge ( o es convergente), si el limite existe, o
sea, lim{S,} =L, delocontrario,sediceque:

n—0o0

e La sucesion diverge ( o es divergente), si el limite tiende a +o0,

o sea, 7}1_%10{5”} =400 o T}l_{xolo{Sn} = —00
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Con base en las definiciones dadas de limite de una sucesion,
convergencia y divergencia, podemos analizar otro tipo de
sucesiones. Veamos el analisis con algunos ejemplos:

3n

Ejemplo 3.11. Dada la sucesién S :{ } calculemos el

n+1
[imite de la sucesion cuando n tiende a +o00:

3n

n—+1
grandes, vemos que los términos de la sucesion se van acercando
o aproximando a 3.

Si hacemos que en la sucesion S = { } tome valores muy

3 6 9 12 15 27 90
S = Ty S a9 oy T gyesey 1o %2777'"7_ ~ 2, vy [
{2’3’4’5’6’ ’10 31~ #9038 }

n—oo | M+ 1
tiende a un valor determinado, el 3, o sea la sucesion tiene un
limite y recibe el nombre de convergente.

. 3n , ..
por tanto, lim { =3, asi, notamos que la sucesién

Ejemplo 3.12. Dada la sucesion S = {n} ={1,2,3,4,5,..., },
calculemos el limite de la sucesion cuando n tiende a +o00:

Si hacemos que n tome valores muy

grandes, vemos que los términos de la
sucesion no tienden a ningun valor
determinado, entonces, podemos
afirmar que la sucesién no tiene limite.

Por tanto, lim {n} = No existe, A T
n—oo

este tipo de sucesiones se conocen como divergentes.
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Las sucesiones que no son convergentes ni divergentes, se llaman
sucesiones oscilantes, sus términos son alternantes, (ver ejemplo 3.4).

Mm=jercicio 3.3.
Las sucesiones y sus caracteristicas.

Determinar los términos de una sucesion, si esta converge o diverge,
si crece o decrece, oprime el botén seluciény verifica tu respuesta.

1. Encuentra los 6 primeros términos de la sucesion: a, =
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3.4 Limites de una funcidén

Se desarrollard y analizara el concepto de limite que esté
estrechamente unido al calculo y proporciona el fundamento para la
derivaday laintegral.

Iniciamos este estudio analizando varios ejemplos que nos ayuden a
interpretar este concepto, y luego dar algunas definiciones con
diferentes grados de complejidad.

Ejemplo 3.13. Dada la funcion  y = f(x) = 3z + 2, ;qué sucede
con f(x) cuando la variable 2 toma valores muy cercanos a 1?

Dando respuesta a la pregunta, se
elabora una tabla de valores para f(z), 05 | 06 | 07 | 08

0.!

dando a z valores muy cercanos a 1.

Debemos tener en cuenta que al valor 1 33 3.8 +1 4.4

4.

nos podemos acercar por la izquierda o
por la derecha.

Se acerca po

Se observa que, en cada uno de los extremos en que nos acercamos al
valor de 1, el valor de y se aproxima o se acerca al valor de 5.

Veamos el grafico de la funcién:
y=f(z) =3z +2,
segun los datos obtenidos en la tabla.

Observando el grafico, nos damos cuenta de
que si nos acercamos al valor de 1 por la
izquierda o por la derecha, la grafica se
aproxima al valor de 5.
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Figura 3.5. Graficade lafuncién  y = f(z) = 3z + 2.

] 099 | 0999 | x| 1.0001 1.001 101 | 141 1.2 1.3 14 15
F 497 | 4997 Y 5.0003 5.003 03 | 53 56 5.9 6.2 6.5
r la izguierda A 4 Se acerca por la derecha
Este resultado se expresay se denota asi:
lim (3z 4 2) = 5,
r—1
y se lee: el limite de 3x + 2, cuando x tiende a 1 esigual a 5.
a )

Tomando como base este ejemplo,
podemos tener una primera definicidon
muy informal del concepto de limite, a
medida que avancemos llegaremos a su
definicion precisa.
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Suponga que L denota un nimero finito. El concepto de f(z) que
tiende a L a medida que z tiende a un nimero a puede definirse
informalmente de la siguiente manera:

Definicion informal del concepto de limite.

Sea f(z) una funcién y a un valor determinado, tal que a
pertenezca a un intervalo (c,b) del dominio de f(z), si al
aproximarse x hacia a, tanto por la izquierda como por la
derecha, f(z) tiende a un valor especifico L... luego L es el limite
de f(z) cuando z tiende a a, simbdlicamente:

lim f(z) =L

T—a

Evaluacion de limites.

El propdsito de esta unidad es introducir uno
de los conceptos mas destacados del calculo: el

limite de una funcién en un punto dado. / ﬁ ;

Dicho conocimiento es el soporte para el X _:Z”
estudio de la derivada de una funcién y de la -
integral definida, que se estudiaran en Y.

capitulos mas adelante.

Estamos en capacidad de evaluar algunos limites por simple intuicién,
pero es necesario conocer unos teoremas, los cuales no se van a
demostrar, porque eso estd mas alla de los objetivos de este libro de
calculo elemental.
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(' Sustitucién directa

Encontrar limites para la gran mayoria de puntos para una funcién
dada es tan simple como sustituir el nUmero que x se acerca en la

funcion, desarrollaremos algunos ejemplos que nos ayudaran a
entender mejor las definiciones.

Ejemplo 3.14. Dada la funcion  f(z) = 2z + 1, calcular el limite
cuando z tiende a 2.

Como debemos calcular lin% f(zc) tenemos que a = 2, por
T—r

tanto, evaluando el limite, reemplazamos directamente en f(x)

entonces se tiene que:

lim(2z +1)=2(2)+1=4+1=5

T—2

2
+z+1
Ejemplo 3.15. Dada la funcién  f(z) = % calcular el
x

[imite cuando x tiende a 1.
Como debemos calcular lirr% f(x), tenemos que a =1, por
r—
tanto, evaluando el limite, reemplazamos directamente en f(:c)

entonces se tiene que:

limx2+x+1_ (1?+(1)+1 3
=1 z4+1 (1) +1 2

Si f es un funcién y a esta definida en el dominio de la funcién f,
entonces,

lim f(z) = f(a)

T—a
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En conclusioén, cuando se evalua un limite, es evaluar la funcion en el
punto x dado y se simplifican las expresiones resultantes, al evaluar

la funcién siempre el simbolo de limite desaparece.

Puedes estar seguro de que este método funciona siempre y cuando
no termines dividiéndolo por cero cuando realices la sustitucion.

- Sjercicio 3.4.
Limites por sustituciéon directa.

Para iniciar, lee las indicaciones dadas. Resuelve el limite propuesto y
verifica la solucion que se dada paso a paso, genera un nuevo ejemplo,
oprime el boton Otro ejemplo.

&7

Selecciona el tipo de funcion: | Funciones v

INDICACIONES

1. Selecciona el tipo de funcion.
2. Observa el limite que se propone y resuelvelo.
3. Oprime el boton para ver paso a paso la solucién propuesta,
lee las indicaciones.
4. Por ultimo, oprime el boton Otro ejemplo
y realiza de nuevo los pasos anteriores.
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i)

Limites unilaterales

Hay casos en que las funciones no estan definidas (en los reales) a la
izquierda o a la derecha de un nimero a determinado, para ello,

utilizamos los limites unilaterales, estos, son limites que se acercan
por la derecha o izquierda de la funcion:

& "El limite cuando z tiende a por la izquierda" o de otra
forma, “x se acerca a por valores ligeramente menores que
a”, simbdlicamente se expresa como:
lim f(x) =L
T—a-
& "Ellimite cuando z tiende a por la derecha" o de otra forma
“x se acerca a por valores ligeramente mayores que a’,
simbdlicamente se expresa como:

lim f(x) =L

z—at

Para que el limite exista se debe cumplir que el limite por la
izquierda sea igual al limite por la derecha, en otras palabras, que
los limites laterales tengan el mismo valor:

lim f(z) =L siysolosi lim f(z)= lim f(z)=1L

T—a x—a~ z—a’

Cuando los limites laterales por la izquierda y la derecha existen,
pero no son iguales, se dice que la funcion no tiene limite (figura 3.6).
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Asi mismo, si la funcién tiende a 0o en un punto a (figura 3.6,
funcion y = h(:c)), también se dice que no tiene limite; aunque en
esos casos estd permitido escribir:

lim f(z) = oo

T—a

¥
4~ " i
o 1 | ot
8 : sl ¥=hiz)
y = f(z) I\ / i T
b B N\ /.' I 64
b N /’ | | 54
it pest I &
3+ : \ 3.
21 1 2+
S - 1 | 1
Sttt | —t : ———t—————t— =
fO-8-7-6-5433-2 L 1234567809 slsruslfs"-.z 123456789
/ N 24 1--Naat
-3¢ I g
4 | af
51 ,,/:' -sf-- e
_E,__ / | |:._
-7 | 13
84 | 84
ek | 4.
v | ~
Funcion y = f(x) Funcion y = h(x)

Figura 3.6. Representacion grafica.

En la figura 3.6, se tiene que en la funcién y = f(z), el limite
lir% f(a:) no existe, ya que los limites laterales son diferentes,
z—

lim f(z) = =5 # lim f(z) =7

De igual forma, en la figura 3.6, se tiene que en la funciény = h(x), el

limite tiende a +o0o por la derecha, o sea, lin}L+ f(x) no tiene limite,
T——

y se puede expresar como:

lim f(z)=+o0

r——47+
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Sjercicio 3.5.
Analisis de limites unilaterales a partir de graficas.

Observe la grafica, ingrese el valor de todos los limites laterales
propuestos y pulsa la tecla "enter <4 " verifique sus respuestas, si hay
errores, modifique los resultados y pulse de nuevo la tecla "enter <4 "

Para comprabar tus resultados, oprime el boton comprobar, genera
un nuevo ejercicio, oprime el botén otra funcién

&7

i h Dada la funcion de la gréfica,
calcula los limites indicados:

lim f(x) =| . Iim  f(x) =

x—+-1" w—-1*

lim f(x) =| lim f(x) =

x—3 x—3

s S L’ )

Escena de José R. Galo Sanchez y M? José Garcia Cebrian adaptada y modificada por el autor.

En conclusién, el andlisis de limites
unilaterales es una técnica utilizada en
calculo para determinar el comportamiento
de una funcion cuando se acerca a un valor a ) %

especifico desde un solo lado de la funcion.

Fe
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@ Leyes de los limites.

Si el limite de una funcién en un punto, existe, este es Unico.

Propiedades individuales de los limites, sean f, g funciones tales que:

lim f(x) = L; ylim g(z) = L, sea k una constante, entonces, cada
r—a T—a

una de las siguientes afirmaciones es valida:

o Suma y diferencia para los limites.
lim f(z) £ g(z) = lim f(x) £ lim g(z) = Ly + Lo
T—a T—a T—a

Constante k para los limites.
limk- f(z) =k-lim f(z) =k- L
Tr—a

T—a

Productos para los limites.
lim f(z) - g(x) = lim f(z) - lim g(z) = L1 - L
Tr—a T—a

T—a

Cociente para Ips limites.
i 1@ _ 28T
im

=Z = — siemprequesea Ly # 0
woag(z)  limg(z) Ly :

Potencia para los limites.
lim [f(z)]" = [lim f(z)]"
Tr—a T—a

Potencia de funciones para los limites.
lim g(z)

lim f(2)9®) = [lim f(z)]>"" = (L))" sif(z) >0
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e Raiz para los limites.

hm U f = ‘n/hmf =+/Ly para todo L; si n es

|mparyparaL1 > 0sines paryf( ) > 0.

Limite de la funcioén e.
lim ef(®) = (e)ilg}lf(m)

T—a

Limite del Logaritmo natural de una funcion.

lim [ (z)] = tn[lim f (z)

522 +x + 1
‘ Ejemplo 3.16. Utilice las leyes para evaluar lim trt .
T—2 3z —1

: 2
7S AP 91}3;(530 +x+1) .
lim = ez SN ley de cocientes
z—>2 3z —1 11n%(3:1: —1)

z—
lim (5z2) + hm(:v) + lim(1)
z—2 z—2

= ....ley del
lim(3z) — lim(1) ey delastma
x—2 x—2

522+ (2)+1 23
32)-1 5

........... ley de Constantes

y sustitucion directa

4 N\
No obstante, no todos los limites

pueden ser evaluados por wuna
sustitucion directa, ya que puede
suceder que no podemos hallar el limite
al sustituir x = a porque f(a) no esta

definida en el dominio de la funcion.
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3.5 Limites infinitos y formas indeterminadas

Cuando resolvemos limites con frecuencia necesitamos operar con el
infinito. Sin embargo, debemos recordar que el infinito no es un
numero. En algunas ocasiones lo vamos a operar como un numero
con el fin de encontrar limites, no obstante, debemos tener en cuenta
gue en muchas ocasiones el infinito no se comporta como un nimero.

Existen algunas ocasiones donde la operacién con el infinito esta
indeterminada. Esta es una de esas ocasiones donde no se comporta
como un numero.

Cuando nos encontramos con algunas de
esas operaciones indeterminadas, debemos
hacer una ligera modificacion a la funciéon a
la cual estamos calculando el limite con el fin
de evitar o eliminar la indeterminacion.

En muchas ocasiones. se presenta el calculo de limites de cocientes,
diferencias y productos de funciones en los que al reemplazar la
variable por el valor al cual tiende se generan indeterminaciones,
para resolverlos, se realizan procedimientos algebraicos adecuados
gue permitan salvar la indeterminacion. Algunas de las
indeterminaciones que se pueden presentar son del tipo:

0 o 0 0
-, —., 0% o0, 0:-00, 00— 0
07 w? ) b )

Como primer paso para resolver cualquier limite es sustituir el valor
de la variable x por el nimero al que tienda y ver si se obtiene un

valor por sustitucion directa.
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3.5.1 Infinito y limites al infinito.

Es importante conocer el comportamiento de una funcién f(z),
cuando x es un numero positivo muy grande o negativo con valor

absoluto muy grande, analicemos el comportamiento de una funcién,
cuando x toma valores muy grandes, por ejemplo:

Se tiene la funcién f(z) = : cuando x toma valores positivos

muy grandes y cuando x toma valores negativos de valor absoluto
muy grandes.

Veamos los resultados en la tabla después de tabular para valores de
x y calculando los de y; cuando tenemos valores positivos muy

grandes a x y valores negativos con valor absoluto muy grandes,
obtenemos la grafica de la hipérbola que se muestra en la figura 3.8,

NN R

1 0.5 . No esta definida |
10 0090 | -10. -0.1111 |
100 0.0080 | -100 001010 |
- 1.000 0.00090 .| -1.000 -0.001001 |
/10000 0.000099 | -10.000  -0.0001 |

100.000 0.0000099 | . -100.000 -0.00001 |

Figura 3.7. Tabla de valores de la funcién f(x) = 1 .
z+1

Al observar las tablas se ve que cuando x toma valores positivos muy

grandes, la funcion f(z) = se acerca al valor cero (0), y

z+1
cuando z toma valores negativos de valor absoluto grandes, la

funcién f(z) también se acerca al valor cero (0).
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Para representar “x toma valores positivos grandes o valores

negativos de valor absoluto grandes”, se acostumbra usar la notacién
x tiende al infinito denotando por (x — o), y se expresa como:

lim f(z)=1L

T—+00

1
Figura 3.8. Representacion grafica de la funcién f(z) = T
g 1 -
En el caso de la funcién f(z) = 1 se expresa el limite como:
x

1
lim ( ) =0
z—+oo \ T + 1

Ahora, analicemos el caso para el comportamiento de funciones de la
forma f(x) — z%, con a > 0, cuando x toma valores positivos muy

grandes o valores negativos de valor absoluto muy grandes.

Para analizar este caso también nos valemos por un ejemplo, y a
partir de los resultados encontrados, obtendremos reglas o leyes que
nos permitan mas adelante su aplicacién directa.
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Sea la funcién f(x) = x2, analicemos el comportamiento de est4
cuando x toma valores positivos muy grandes o valores negativos de
valor absoluto grandes.

Tabulando la funcion, se obtienen los siguientes datos de la tabla, y su
respectiva grafica:

11 1

10 100
100 10.000 |
1.000 1.000.000 |

-1 1
10 100
f(z) ==* -100 10.000 |
11.000  1.000.000 |

Figura 3.9. Representacion grafica de la funcion f(z) = z2.

Si se observan los datos de la tabla, vemos
gue cuando x toma valores positivos muy

grandes o valores absolutos de valor
absoluto grandes, f(x) no tiende a un

valor determinado si no que aumenta en
forma indeterminada, tanto hacia Ia
derecha como hacia la izquierda de la
funcion, lo cual se refeja en la grafica,
entonces se tiene que:

lim z2
r—+o00

:—|—oo
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@

Evaluemos limites al infinito y limites infinitos

s

Partimos del andlisis del siguiente limite  lim —, si  toma valores

T—00 I
cada vez mas grandes, % es mas pequena, por ejemplo,
1—01 L = 0,01 1 = 0,0001
10 777100 77 10000

-10000 | -1000 | -100 -10 10 100 1000 | 10000 | 1000000

ISRl ]

0,0001 | 0,01 | 001 | 01 | 01 | 0,01 | 0,001 |0,0001]|0,000001

1
Figura 3.10. x es grande, p es pequena.

Por tanto, si tenemos a x lo suficientemente grande, podemos hacer

1 .
gue — sea tan cercana a 0 como queramos, entonces, se tiene que:
x

1
lim — =0
T—00 ¢

. . .1
Razonando de igual forma, si  es grande negativa, — es cercana a
x

cero, por tanto, se obtiene una regla para limites que tienden a =oc.

Sin es un entero positivo, se tiene que:

.1
lim — =0
T—+oo T
. . . 1
si generalizamos, lim — =0
z—+oo I
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Una forma de resolver limites que tienden al infinito, cuando se tiene
f(z)
g9(z)
denominador por la potencia mas grande de x que se encuentre en la
funcion, simplificando expresiones y aplicando las definiciones
anteriores.

una funcién y = , se debe dividir tanto numerador como

. - . 32 —2x+2
Ejemplo 3.17. Evaluar el siguiente limite:  lim 5
z—o0 6% —x + 3

Dividimos por la mayor potencia de z, en este caso 2

3z — 2z + 2 3¢ 2z 2
lim z? = lim z? z?  z’
zo00 62 — +3 T—00 G2 x 3’
2 TR
Wi

simplificamos cada término que sea posible

32 2% 2 3 2 2
e @ X w1 a?
M6 ¢ 3 em6 137
=z 2 1 z x?

ahora, aplicando las leyes de los limites y distribuyendo en toda la
expresion tenemos que:

2 2 2 2
3———|——2 1im3—lim——|—lim—2

r— 00 3 . - 1 . 3
6——+ — lim 6 — lim — + lim —

xXr CU2 T—00 r—00 I T—00 ,’132
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1
y aplicando ladefinicién, lim — = 0, obtenemos que:
z—o00 Tl

3-0+0 3 1
6—-0+0 6 2
3w2—2x—|—2_1

Por tanto, el limite existeyesiguala  lim = —

3
Ejemplo 3.18. Evaluar el siguiente limite:  lim T T
z—o00 4 — By

Dividimos por la mayor potencia de z, en este caso z*

3+ x z3 T z3 1
oo 4—B8 oo 4 b&  ohwo 4 BT ahw 4B
x3 3 oz 3 3 x2
Aplicando las leyes y distrlibuyendo tenemos que:
SRty 140 1
1 - . - - 9
41lim — — 5 lim — 4(0)=5(0) 0
T—00 m3 T—00 ajz

por tanto, el limite no existe.

Q@ Comprueba lo aprendido respondiendo a la pregunta.

. ol
w Sea la funcién polinémica f(x) = \/; +16

e

—~Mll ; cual es el grado v término independiente del polinomio f(x)?

L JOoc P

L — - .
e e . e
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™ =jercicio 3.6.
Andlisis de limites que tienden al infinito.

Escribe en los recuadros la solucién, en este caso, corresponde a una
. 7 a . ]
fraccion b y verificar pulsando la tecla "enter <4 " para generar un

nuevo ejercicio, oprime el botén otro ejercicio

&7

Utilizando el andlisis de limites al infinito, hallar el [lim f(x)
X

Ingrese el resultado en los recuadros y oprima la tecla "enter <4 ",

Lim 5x°+5x ‘

X—00 8x°+9x+9 ]

Escena de Juan Guillermo Rivera adaptada y modificada por el autor.

Yool

(&) iPiensal... ;Qué se puede deducir al
" solucionar limites donde z — 400 de

una funcién racional si en el numerador vy el
denominador la maxima potencia es la misma?
;se pueden deducir una definicién con la
solucion de limites de funciones racionales? \
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3.5.2 Formas indeterminadas.

En la solucién de limites, se pueden presentar, en algunas ocasiones,
formas extranas que no presentan ni dicen nada. Estas formas
extranas reciben el nombre de formas indeterminadas.

Veamos algunas indeterminaciones que se pueden presentar, ya sean
en un punto o en el infinito y las formas de eliminarlas
matematicamente (para eliminar estas indeterminaciones debemos
tener bien claros los temas sobre factorizacion y conjugada de una
cantidad), veamos algunos casos que se pueden aplicar:

& Factorizar si es posible.

Descomponemos en factores los polinomios del numerador y del
denominador, simplificando los factores comunes.

2 _

: . . T 16

Ejemplo 3.19. Hallar el limite: lim ——
t——4 x+4

Primero se evalua el limite por sustitucién directa:

. z2-16 (—4)2-16 0
111’].’1 = = —,
z—4 x+4 (—4) + 4 0

factorizamos el numerador utilizando diferencia de cuadrados y
simplificamos los factores semejantes,

(@ = DAy (p—g) = (—4)—4— -8

xlgfﬂ (1) r——4
2 _
lim & 10 _ g
z——-4 1+ 4
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& Sihay raices multiplicar y dividir por el conjugado.

En ocasiones, los limites con indeterminacion tienen raices y en estos
casos se dificulta factorizar los polinomios para eliminar factores del
numerador y del denominador.

Para esta situacion, se utiliza multiplicar el numerador y el
denominador por el conjugado del binomio donde esté la raiz.

Si se tiene /a — Vb, su conjugado sera: '3@‘-
Vva + Vb, de esta forma, al multiplicar por O
su conjugado, obtenemos que:

(Va-VB).(va+ V) = (a) = (Vo) =a=b

x — 2
Ejemplo 3.20. Resolver el limite:  lim ve
t—4 1 —4

Primero se evalua el limite por sustitucién directa:

r—4 1 —4 4—4 0

Simplificar una expresion que contiene radicales, en este caso,
multiplicamos y dividimos toda la funcién por el conjugado del
numerador, o sea, por (v/z + 2)

L WVE-DGEY) L (Va) - (2)
2 (@ - (Ve t+2) e -)Wa+2)

g 111
o (2—4)(Vz+2) Vi+2 2+2 4
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& Operandoy simplificando matematicamente.

Para este caso, realizamos las operaciones matematicas que se
presenten para llegar a una simplificacién de una expresion
equivalente.

4

14—

Ejemplo 3.21. Resolver el limite:  lim L
z—0 1— g

x

Primero se evalua el limite por sustitucién directa:

4 4

14+ — 1+ -
lim gz g
m—>01__ 1- 2
T 0

Para eliminar la indeterminacién en este caso, resolvemos la
expresion racional y simplificamos los resultados.

4
- A ¢ )
lim —= =lim—%+5 =lim——=
z—0 1 E 70 T — 2 x—0 ;lf(iE — 2)
T T
. x+4 044 4
lim = = = —2
c—0xr—2 0—2 —2
4
1+ —
. r
lli%l_g_ 2
T
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3.6 Limites especiales

Estudiaremos algunos limites que [lamaremos especiales, que son de
gran utilidad para la obtencion de otros conceptos; tal es el caso de la
derivada de las funciones trigonométricas.

Analicemos y evaluemos estos limites de funciones trigonométricas:

¢ limitede:  lim 2™0)
6—0 9

, cuando @ tiende a cero.

Evaluemos este limite, teniendo en cuenta que el angulo de 8 se mide
en radianes.

Elaboremos una tabla, donde damos a () valores por la izquierda y

por la derecha, proximos a cero, y analicemos que sucede con la
funcién

£(0) = Sez(@)

Observando la tabla (figura 3.11), notamos que cuando (6) toma
valores proximos a cero (0) tanto por la derecha como por la
izquierda, f(#) toma valores cada vez mas cercanos a 1.

= 0

04 |03 |-02 |01 (001 | & (001 |01 (02 (03 |04
0.973 |0.985 0.993 10.998 10.999 | f(s) |0.999 |0.998 |10.993 |0.985 0.973

1

Sen(0)
7

Figura 3.11. Tabla de valores para la funcién f(6) =
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Por lo tanto, podemos asegurar que los limites trigonométricos se
pueden calcular a partir de la siguiente formula:

Sen(60)

, si el limite de la funcién f(6)

Sea la funcién f(6) =

”

- A i
cuando 6 tiende a cero existe, entonces, esté esigual al, —wmy (-
4 :

Sen(0)

él_I}I(l) 7] =1 ‘/
Ejemplo 3.22. Evaluar el siguiente limite, lim ( Sen(0) )
z—0 760
lim Sen(6) = lim 1 Sen(6) = 1hm Sen(6) — 1(1) — 1,
-0 70 007 0 7050 6
por lo tanto,
. Sen(0) 1
lim = _
-0 760 7
Ejemplo 3.23. Evaluar el siguiente limite, limg_ 562259))
lim Sen—(50) — lim ESGTL—(59) — llim o Sen(56) _
6—0 20 6—0 2 0 20505 0
1 Sen(56) 5 5
_(5)<9133 50 ) =3 =3
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4 Limite de: limios(m

60—0

, cuando @ tiende a cero.

Si reemplazamos a 6 por cero (0) directamente, obtenemos una

. ., 0 .
indeterminacion de la forma o por lo que tenemos que eliminar

dicha indeterminacion.

Para eliminar esa indeterminacioén, multiplicamos y dividimos por la
conjugada del numerador,

lim 1 — Cos(6) — lim (1—Cos(6)) (1+ Cos(0))
60 0 60 6 1+ Cos(6)
— 2 2
_ lim 1—-Cos*(0) 5 Sen®(0)

6—0 6 - (]_ + 003(9)) o Gli% 0 - (]. + 008(9)),

distribuyendo el producto y aplicando leyes, tenemos que,

lim Sen?(0) _ im Sen(0) im Sen(6)
6-00-(1+ Cos(8)) o6-0 6 601 + Cos(0)

@ iRecuerda!

Una indeterminaciéon no significa que el
limite no exista o no se pueda determinar,
sino que la aplicacién de las propiedades
de los limites no es valida y podemos
buscar una forma de eliminar esa '
indeterminacién para que el limite exista. : AL
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Sen(0)

Aplicando la ley de {lgim

= 1 y evaluando el limite, tenemos
—0

que,
. Sen(0) _ Sen(0) Sen(0°)
<4191£>I(l) 6 ) .élf(l)l—l—Cos(G) =) Cos(0°) +1 =1)-(0)

Por lo tanto, podemos asegurar que los limites trigonométricos se
pueden calcular a partir de la siguiente formula:

1—Cos(0
Sealafuncion f(0) = A,si el limite de la funcién f(0)
cuando @ tiende a cero existe, entonces, esté esigual a 0, R, -
’\_‘,@h
. 1—Cos(0) N
lim —— = =0
0—0 0 _'”_/

Ejemplo 3.24. Evaluar el siguiente limite

z — xCos(z)

};lgtl) 32
.z —xCos(xz) .. 1, 1—-Cos(z)
iy ) = e (G
1, .. 1-Cos(z) ,1,.. 1—Cos(z) 1 B
() tim . 290 (L) iy 12C00) () o,
por lo tanto,
i £ rCos(x) 0
xz—0 32

176



Sugerencias para calcular limites trigonométricos:

Evalue la expresion trigonométrica, es posible que el limite se
pueda calcular por evaluacién directa.

0
e Si el limite tiene forma indeterminada 6 utilice operaciones

algebraicas e identidades trigonométricas, tratando de
obtener expresiones en donde se utilice los teoremas de
limites.

e Si el limite contiene angulos mdultiples nf, un cambio de
variable u = n# puede ayudar a resolver el problema.

-~ Sjercicio 3.7.
Analisis y aplicacion de férmulas en limites trigonométricos.

. . 7 ope . . 7 a’
Escribe tu solucion, puedes utilizar 2 decimales o fraccion A y

verifica, pulsa la tecla "enter < ", para continuar debe estar correcto.

Bl

Limites especiales (trigonométricos)

sen(8x) _
tan(5x) N —

[im

x—0
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3.7 Asintotas y continuidad de una funcion

Cuando la grafica de una funcion se acerca a una recta, donde z o y

tienden a infinito, dicha recta se llama asintota de la funcion, y se
clasifican en: verticales, horizontales y/o oblicuas, cabe notar, que no
todas las funciones tienen rectas asintotas.

e Asintotavertical, x =a

Se dice que se tiene una asintota vertical en £ = a si se cumple
cualquiera de las siguientes afirmaciones:

‘li;n flz) = —o0 lim_ f(z) = —¢ l_ilp flz) = —¢
l:'qn f(z) =00 lim_ flz) = }:1111ﬂ flz) =00

Figura 3.12. Limite infinitos.

@ Asintota horizontal, y =10»

Hasta el momento hemos analizado el limite de una funcién f(z)
cuando "x — a" un numero real L, sin embargo, también es posible
analizar el comportamiento de una funcién f(x), cuando = toma

valores cada vez mas grandes, sean éstos positivos o negativos; es
decir cuando x — +ocoocuandox — —oo0.

Larectay = besuna asintota horizontal de f(z), si se cumple que:

lim f(z)=1"

T—+00
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e Asintotaoblicua, y=mx + b

Cuando la funcién f(x) es el cociente de dos polinomios, y el grado

del numerador supera en uno al del denominador, entonces, la curva
y = f(x) tiene una asintota oblicua cuya ecuacion es la funcién lineal

y=mzx+b, con m #0,donde:

m = lim @) b= lim (f(x) — m(x))

T I T—00

@xploremos.
=" QObserva las graficas de cada asintota, oprime el botén para cada
caso. Mueve el punto y observa diferentes funciones.

o7

Grafica de las rectas asintotas de una funcion
Asintota vertical, x = a, mueve el punto rojo.

f(x) = ﬁ

Desplaza el punto x
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@ Continuidad de una funcién en un punto

Una funcién f es continua en un punto z = a, si cumplen las
siguientes condiciones:

o f(a) exista, que este @

definida.

e 91651(11 f(z) exista ﬂ‘:‘
B ims@ =10 |

T—a

) /S N

24+1 siz<-—1
2¢+4 sixz>—1

Ejemplo 3.25.Sea f(x) = {

Verificar si f(x) es continua.

¢ fla)=Ff(-1)=(-1)2+1=2, f(—1) =2 Existe.

& Analizando los limites laterales, se tiene que:

lzquierda, lim f(z) = lim z*+1=(-1)>+1=2

T—a~ r——1"

Derecha, lim f(z) = lim 2x+4=2(—1)+4=2

z—at z——1t

Como los limites laterales son iguales, el lim1 f(x) existe,
T——
ademas, se cumple que f(z) = lim1 f(x), entonces, f(x)
T——

escontinuaenx = —1.
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Si alguna de las condiciones para que una funcién sea continua no se
cumple, se dice que f es discontinua en el punto x = a. Una funciéon

gue presenta discontinuidad, se puede clasificar en:

Discontinuidad removible.

Si se tiene que f(a) no esta definida, pero se cumple que el

lim f(x) existe, se dice que las discontinuidades son removibles
T—a

o puntuales, para remover estd discontinuidad basta con
redefinir la funcién para x = a, por ejemplo:

La funcién cuya grafica (figura 3.13) se presenta no es
continua en el punto x = 0 debido a que en ese punto la

imagen para x = 0 no esta definida, pero el limite si existe, ya
que:

lim f(z) = lim f(z) =4

z—0- z—0+

e Si se tiene que f(a) esta definida y que el lim f(x) existe,
T—a
pero no se cumple la tercera condicion, que lim f(x) = f(a),
T—a
se dice que la funcién tiene discontinuidad removible, por

ejemplo:

La funcién cuya grafica (figura 3.13) se presenta no es
continua en el punto x = 0 debido a que en ese punto la
imagen para z = 0 esta definida,

f(0) = 2, ademads, el limite existe, ya que:

lim f(z) = lim f(x) =4

x—0" x—0"
pero, no se cumple que liII(l) f(x) = £(0)
T—r
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Discontinuidad no removible.

Si se tiene que no se cumple la condicion 2, que:

lim f(z) no existe
T—a

se dice que la discontinuidad en NO removible, porque la
grafica de la funcién presenta un salto, por ejemplo:

La funcidn cuya grafica (figura3.13) se presenta no es continua
en el punto £ = 0 debido a que en ese punto la imagen para

x = 0 estd definida,

£(0) =4

pero el limite no existe, ya que:

lim f(z) 7 lim f(z)

(1) Discontinuidad removible (2) Discontinuidad removible  (3) Discontinuidad no removible

Figura 3.13. Clasificacién de las discontinuidades de una funcion f. >

Podremos suponer que la existencia de un limite es
importante en la continuidad de una funcién, ya
gue, una funcién es continua en un intervalo, si es
continua en cada punto de ese intervalo.
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Capitulo l11. Sucesiones y limites

3.8 Practiquemos

Ejercicio practico

Indicaciones

Calcular el valor de k para que la funcién sea continua en el
punto propuesto z = a. Ingresar el valor para k y pulsa la
tecla "enter <d " para verificar.

e Oprime el botén Otra funcién para un nuevo ejercicio.

Calcula el valor de k para que la funcién sea continua

enx=0

Introduce el resuitado y pulsa enter <4
2
-4 .
XX six #0
f(x) =1 x*x k=
k six=0
% 4

Escena de José R. Galo Sanchez y M? José Garcia Cebrian adaptadas por el autor.
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Evaluamos lo aprendido
Prepéarate para la evaluaciéon y mide tus conocimientos de lo
aprendido en este capitulo, responde las preguntas a continuacion:

Actividad complementaria. -
Descargar para imprimir &‘
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Capitulo lll: Sucesiones y limites.

Evalta lo aprendido y envia resultados a tu profesor(a).

k Escanéame con tu mévil

@ Tomada de la Red Educativa Digital Descartes.
| [4] Plantillas con Descartes-JS
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Capitulo IV

"Lo que sabemos es una gota,
lo que ignoramos es un océano!.".

La derivaday
antiderivada
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DBA.3. Utiliza instrumentos, unidades de medida, sus relaciones y la
nocion de derivada como razén de cambio, para resolver problemas,
estimar cantidades y juzgar la pertinencia de las soluciones de acuerdo
al contexto.

DBA.5. Interpreta la nocidon de derivada como razén de cambio y como
valor de la pendiente de la tangente a una curva y desarrolla métodos
para hallar las derivadas de algunas funciones basicas en contextos
matematicos y no matematicos.

DBA.8. Encuentra derivadas de funciones, reconoce sus propiedades y
las utiliza para resolver problemas.

DBA.9. Plantea y resuelve situaciones problematicas del contexto real y
matematico que implican la exploracion de posibles asociaciones o
correlaciones entre las variables estudiadas.

DESEMPENOS / ESTANDAR

Componente 1 - Pensamiento numérico.

1.4 M.V Utilizo argumentos de la teoria de nimeros para justificar
relaciones que involucran niimeros naturales. DBA 3, 5.

Componente 3 - Pensamiento métrico y sistemas de medidas.

3.2 MV Resuelvo y formulo problemas que involucren magnitudes
cuyos valores medios se suelen definir indirectamente como
razones entre valores de otras magnitudes, como la velocidad
media, la aceleraciéon mediay la densidad media. DBA 8.

S Componente 5 - Pensamiento Variacional.
5.2 MV Interpreto la nocién de derivada como razén de cambio y
; como valor de la pendiente de la tangente a una curva y desarrollo
4 : métodos para hallar las derivadas de algunas funciones basicas en
contextos matematicos y no matematicos. DBA 4, 9.

El desarrollo de estos Estandares Basicos de Competencia permitira fortalecer los procesos de

formulacién, modelacién y resolucion de problemas. Derechos Bésicos de Aprendizaje. [7]



4.1 Conexion con la historia

Los inventores del Cdlculo.

'y En el dltimo tercio
3 del siglo XVII,
-4 Newton en 1664 -
a3 1666 y Leibniz en

1675 inventaron
el Calculo, ellos hicieron:

1. Unificaron y resumieron en
dos conceptos generales, el de
integral y derivada, la gran
variedad de técnicas diversas y
de problemas que se abordaban
con métodos particulares.

2. Desarrollaron un simbolismo
y unas reglas formales de
cdlculo que podian aplicarse a
funciones algebraicas y
trascendentes, independientes
de cualquier significado

geométrico, que hacia casi
automadtico, el uso de dichos
conceptos generales.
3. Reconocieron la relacién
inversa fundamental entre la
derivacion y la integracion.
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Capitulo IV. La derivada y antiderivada

Isaac Newton. (Woolsthorpe,
1643 - 1727). Es el mds
grande de los astrénomos
ingleses; se destacé también
como gran fisico y
matemdtico. Fue en realidad
un genio al cual debemos el
descubrimiento de la ley de
gravitacion universal, que es
una de las piedras angulares
de la ciencia moderna. Fue uno
de los inventores del cdlculo
diferencial e integral.
Establecio las leyes de la
mecdnica cldsica, y partiendo
de la ley de gravitacion
universal dedujo las leyes de
Kepler en forma mds general.
Logré construir el primer
telescopio de reflexion.

Figura 4.1. Isaac Newton.
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Newton Ilam6é a nuestra
derivada una - fluxion - una
razén de cambio o flujo; Leibniz
vio la derivada como una razén
de diferencias infinitesimales y
la llamé el cociente diferencial.
Newton hizo sus primeros
descubrimientos diez anos
antes que Leibniz quien, sin
embargo, fue el primero en
publicar sus resultados.

Los principales datos
matematicos de Newton en el
campo del cdlculo infinitesimal
datan de los llamados Anni
Mirabiles 1665 y 1666. La
Universidad de Cambridge, en
la que Newton se habia
graduado como bachelor of arts
en 1664, estuvo cerrada por la
peste esos dos anos. Newton
paso ese tiempo en su casa de
Woolsthorpe y, como él mismo
reconocié6 cincuenta  anos
después, ése fue el periodo mas
creativo de su vida.

A principios de 1665 descubre
el teorema del binomio y el
calculo con las series ifinitas. A
finales de ese mismo ano, el
método de fluxiones, es decir, el
calculo de derivadas.
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En 1666 el método inverso de
fluxiones y la relacion entre
cuadraturas y fluxiones. En esos
dos afnos también inicid las
teorias de los colores y de la
gravitaciéon universal. Newton
tenia 24 anos.

Newton desarrollé tres versiones
de su caélculo. En la obra De
Analysi per aequationes numero
terminorum infinitas, que
Newton entregé a su maestro
Barrow en 1669, y que puede
considerarse el escrito
fundacional del Célculo, Newton
usa conceptos infinitesimales de
manera similar a como hacia el
propio Barrow.

Una segunda presentacién del
Calculo es la que realiza Newton
en el libro Methodus fluxionum et
serierum infinitorum, escrito
hacia 1671 y que se publico
mucho después en 1736. Newton
considera cantidades variables
que van fluyendo con el tiempo, a
las que [lama fluentes.
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4.2 El concepto de la derivada Vi

Un problema que dio origen al concepto m

de derivada fue el de determinar la © ;
velocidad instantanea de un objeto que se - ; '
mueve de una manera conocida. ™A

Consideremos, por ejemplo, el caso de

una piedra que dejamos caer desde lo alto de un edificio: vemos caer
la piedra en linea recta, pero la ecuacién que describe la posicién de
la piedra en cada instante de la caida es:

1

donde S es el espacio recorrido en metros (m), t es el tiempo
transcurrido en segundos (s) y lagravedad (g), g =~ 10 m/s>.

Esta ecuaciéon evidentemente no es de una linea recta, por lo tanto,
una cosa es la forma cémo se mueve un objeto y otra la ecuacién que
describe su posicidén en un instante dado.

y Supongamos, en general, que un
2 objeto se mueve de acuerdo
con la ecuacion S = f(t),

donde S se mide en metros, t en
32

413§ segundos y la direccién positiva
o/4 es hacia arriba o hacia Ia
6/5 . s
; derecha. Supongamos también
que la trayectoria del cuerpo es

la que muestra la figura.
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¢Cual sera la velocidad instantanea de la particula en el momento
t = t; segundos?

Para contestar la pregunta, supongamos que el objeto ocupa, en el
instante ¢y, la posicion S; = f(t) y que h segundos después, es decir,

enelinstante to = t; + h ocupa la posicion Sy = f(t2) = f(t1 + h).

Con estos dos datos podemos calcular la velocidad media (V,,) entre
los dos instantes; asi:
POSICION finql — POSICIONinicial

Vmedia -

tiempoysina — tiempoin;cial

v _ fti+h)— f(t1)  f(ti+h)— f(t1)
" ti1+h—1t N h

Ahora bien, si el valor de “h” lo vamos reduciendo cada vez, entonces
la diferencia de tiempo entre t; y t; + h es muy pequena y podemos
pensar en definir la velocidad instantanea (V;) en el tiempo ¢; como
el limite de la velocidad media cuando "h" se aproxima a cero, es
decir:

I/;:limf(t1+h)_f(t1)
h—0 h

Si una funcién describe el cambio de
posicion en el tiempo de un movil
entonces la derivada se podra
interpretar como la velocidad del
movil esto es, el cambio instantaneo
de la posicion del movil en el tiempo.
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Ejemplo 4.1. Aplicacion fisica. Una particula se mueve a lo largo de
una recta de acuerdo con la ecuacion S = 2t>~12t + 10, donde S

se mide en metros y t en segundos. Calcular su velocidad cuando
t =4 sycuandot = 2 s.;Cuando su velocidad es igual a cero?

La figura nos describe la trayectoria de la particula cuando se
mueve hacia atras y hacia delante alo largo de unarecta:

o —— —— T — —— —
0 37 3w 35 3IM 1 32 2 3

Figura 4.2. Términos de la sucesién.

La parte curveada de la trayectoria a en realidad no existe y sélo
indica que la particula invierte el sentido.

Hallemos inicialmente la velocidad instantanea en cualquier
momento ¢; vy, luego, calculemos el valor de dicha velocidad en

t=4syent =2s.
f(ti +h) — f(t1)

;=1
Vi hlgtl) h
. 2(t1 + h)2 — ].2(t1 + h) + 10 — (2t12 —12¢1 + 10)
V: = lim
h—0 h
v _lim%+4t1h+2h2 — 12t7 — 12h +.30 — 2¢77 + 127 — 10
Y RS0 h
. 4tth+2h% —12h | k4t +2h —12)
V; = lim = lim ,
h—0 h h—0 y. 4
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Evaluando el limite, se tiene que:

V; = lim (4t +.2# — 12) = 4t; — 12,
h—0

por tanto, la velocidad instantaneaent = ¢; es:
V. =4t1 — 12
Ahora, calculemos el valor de dicha velocidad en:

 t=4s, Vi=4(4)—-12=4m/s.
 t=2s Vi=4(2)-12=—-4m/s.

Ademas, la velocidad es cero cuando 4¢;—12 = 0; es decir,

12
cuandot; = T = 3s,por tanto,ent = 3 s.

Este ejemplo nos muestra que a veces la velocidad puede ser
negativa. Para el movimiento horizontal consideramos la velocidad
como negativa cuando el objeto se mueve hacia la izquierda y como
positiva cuando el objeto se mueve hacia la derecha.

En este caso, el objeto se mueve primero en sentido negativo, y en
t = 3 s, lavelocidad es cero al invertir el objeto su sentido.

En el caso de un objeto que se lanza
al aire verticalmente, generalmente
consideramos la velocidad como
positiva mientras se esta elevando,
cero en su altura maxima y negativa
cuando cae.
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1'1'-' ' iRecuerda!

|

No confundir la rapidez de un objeto con
su velocidad. La rapidez es solo el valor
absoluto o médulo de la velocidad e
indica lo rapido que se mueve el objeto,
mientras que la velocidad indica
también el sentido del movimiento.

ok

Problema de larecta tangente

Ahora, vamos a resolver el primero de los problemas que dio lugar al
concepto de derivada, el problema de hallar la recta tangente a una
curva en un punto especifico de la misma.

Comenzaremos recordando que la geometria griega nos dice que:
"Si la curva es una circunferencia, la recta tangente en un punto P la

definimos como la recta que tiene un solo punto comun con la
circunferencia".

Vamos ahora a definir la recta tangente a una curva en un punto P de

la misma. Para ello necesitamos hallar la pendiente de dicha recta,
pues ya tenemos el punto (P) y bastaria simplemente aplicar la

ecuacion punto - pendiente.

Para hallar la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto
P(z, f(z)) hacemos lo siguiente:

Consideramos sobre la curva otro punto @), distinto de P, de abscisa
r =+ h.
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Dibujamos la recta secante P() y llamamos “3“ el angulo que forma
con ladireccion positiva del eje x.

Sea f una funcién continua en x cuya grafica vemos en la escena:

[ &7
. Derivada de una|funcién en un punto

Fx-Hh) —F(x) _,
I T

[

m = tg{a) = 0.79

Q tg(R)= 1.52

B R
h
@,
Q
/< /b A B -
d —3
/ x x+h

Desplace el punto P o el punto @, la escena ilustra la pendiente de la
recta tangente (recta azul) a una funcién y = f(x) en el punto

(z, f(z)) que estadadapor m = }Lirr(l) flo+ h}i — f(x)

Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente a la curva en P es el
limite de la pendiente de la recta secante PQ cuando “h” tiende a
cero. Segun esto podemos definir la recta tangente como la recta que
pasa por Py tiene pendiente m(z) dada por la expresion anterior.
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Capitulo IV. La derivada y antiderivada

Los matematicos del siglo XV II y posteriores encontraron estos
problemas fundamentales que dieron lugar al concepto de Ia
derivada, particularmente aquellos que implicaban determinar la
intensidad del cambio instantaneo de una variable respecto a otra,
estos podian resolverse utilizando el mismo concepto y tuvieron la
misma solucién, por lo tanto, a la solucién de todos estos problemas
se le dio el nombre comun de derivada, la cual definiremos vy
trabajaremos en este capitulo.

Definicion de la derivada

Sea f una funcién real, la derivada de f es
otra funcién que simbolizaremos por f'y

tal que su valor en cualquier punto x = ; ,@
de su dominio estd dado por la expresion:

f(@i+h) - f(z1)

!/ o
r1) = lim
f ( 1) h—0 h 2
- | %
siempre que este limite exista. / : A

El simbolo utilizado para denotar la derivada es f'(z), esto significa

qgue la derivada es una nueva funcion que al ser evaluada en un punto
particular, es un nimero que representa la pendiente de la recta
tangente a f(z) en ese punto; anadlogamente si f(t) es la ecuacién

del movimiento de una particula, entonces f'(t) evaluada en un
tiempo t representa la velocidad instantdnea de la particulaen t.
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Otros simbolos que utilizaremos para denotar |la derivada son los
siguientes:

& Y queselee, derivadadey.

d
¢ &y que se lee, derivada de y con respecto a «.
x

& Dxy queselee,laderivadacon respectoaz dey.

Ejemplo 4.2. Usar la definicion de la derivada para calcular la
derivada de la funcién y = 72? + 3z — 4 en cualquier punto de su

dominio.

Sea f(x) = Tz* + 3z — 4,
f(x+h)="T(x+h)+3(x+h) 4,
aplicando la definicion de la derivada, se tiene que:

. Tz +h)?+3x+h)—4— (722 + 3z —4)
lim
h—0 h

i 7+ V4zh + Th® + 30+ 3h — & — Po” — 3T+ A
- E

h—0
. 1l4zh +7h?+3h . k(14z + Th+3)
lim = lim

h—0 h h—0 ).

Y

evaluando el limite, se tiene que:

lim(14x + A+ 3) = 14z + 3,
h—0

por tanto, la derivada de la funcién f es: y =14z + 3
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Ejemplo 4.3. Aplicacion fisica. Al soltar un objeto y dejarlo caer
libremente desde una altura de 100 metros, su altura en el instante
t viene dada por la siguiente funcion de posicion: S = —16¢% + 100

con S medida en metros (m) y t en segundos (s).
Hallar la velocidad instantdneaparat =1 syt = 2 s.

Dada la funcién de la posicion (S): S = —16t* + 100.

La velocidad es la derivada de la funcién de posicion, donde la
velocidad instantdnea, esta dada, de acuerdo con la férmula:

Sl(t) — V. = lim S(tl + h) T S(tl)
’ h—0 h

—16(t; + h)? — 100 — (—16¢;2 + 100)

1 _
Vi B0 h
. —16(t1% + 2t1h + h?) + 180+ 16t,° — 16607
V; = lim =
h—0 h
. =16t77 — 32t h — 16h? + 16t72
V; = lim =
h—0 h
. H(—32t1 — 16h)
;=1 = —32t; — 1 = —32t
V; hlir(l) W 3 1 6(0) 3 1

Luego, la velocidad instantanea V; para

¢ t=1ses V(t)=—-32(1) 1

Vi=-32m/s. ¢
¢ t=2ses V(t)=—-32(2)
Vi=—-64m/s.
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Matematicamente, la velocidad instantdnea es la tasa de cambio del
desplazamiento con respecto al tiempo en un momento determinado.

d
aS(t), derivada del desplazamiento (.S) con respecto al tiempo (t).

N
| Lo iRecuerda!

En cdlculo, la velocidad instantdnea es la

derivada de la funcién de la posiciéon con /ﬁ

respecto al tiempo o, de forma

equivalente, puede definirse como el limite !

de la velocidad media a medida que el X\

intervalo de tiempo se aproxima a cero. ‘ 17
£A

La aceleracion instantdnea describe |a tasa de cambio de la velocidad
de un objeto en un instante determinado, de otra forma, es el limite
de la aceleracion media a medida que el intervalo de tiempo se
aproxima a cero.

d
aV(t), derivada de la velocidad (V') con respecto al tiempo ().

Las formulas de la velocidad instantanea y la aceleracién instantanea
se expresan como:

Vi(t) = %S(t) = 5'(t)
a(t) = %V(t) =V'(¢)
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4.3 Propiedades basicas de las derivadas

Las derivadas de funciones algebraicas, se han realizado utilizando
el limite, que a veces resulta un poco complicado, por tal motivo, se
trabajaran algunas propiedades que faciliten el calculo de estas, para
llegar a una solucién mas rapida, para ello, partiremos de la definicién

de la derivada f'(z) = fllln(l) flz+ h}z — f(z)

primera propiedad y asumiendo las demas como validas.

, demostrando una

o Propiedad. Derivada de una potenciade x

Sif(x)=2z" = f'(z)=na""

Si f es una funcién tal que f(x) = z™, donde n € R, entonces,
aplicando la definicién de la derivada para un punto z, se tiene:

h—0 h h—0 h

desarrollando para (z + h)" el binomio de newton, se tiene:

oy @+ na" th4 R — 2" K (na" ! 4 h(...))
Fo=in h I

por tanto, evaluando el limite, illin(ll (nz" 1+ h(...)) = nz"1
_>

Engeneral,si f(z) = z", entonces, f'(z) = nz" .

* Sin=1, f(z)=z = f(z)=1, porque,z' ' =2°=1.
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9 Propiedad. Derivada de una funcién constante.

SiceRyf(z)=c = f'(z)=0

Interpretacion geometrica, como la funcion constante es una linea
recta paralela al eje x, al hallar su derivada estamos

encontrando su pendiente, donde la pendiente de una recta
paralela el eje x es cero, por tanto, su derivada sera cero.

La multiplicacién de una constante por una funcién
establece que la derivada de una constante
multiplicada por una funcién es igual a la constante
multiplicada por la derivada de la funcion.

* Siy=c-f(z) = y =c- fl(z)

9 Propiedad. Derivada de una suma de funciones.
Si fy g sondos funciones tales que f'(z) y ¢'(z) existen,

y=f(z)+g(z) = o =f(z)+d(z)

Segun esta propiedad, para derivar una suma debemos derivar cada
sumando ademas, esta se puede extenderse a una suma o resta,
donde, se pueden tener dos o mas sumandos.

* Siy=f(z) +g(z)-h(z) = y =f(z)+g(z)-h ()
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d
Ejemplo 4.4. Dada la funcién f(z) = 5z?—2x + 3, calcular d_y
T

Aplicando la propiedad 3, derivada de suma de funciones, se tiene
que:
d(5z%) d(2z) d(3)

d — —
f@) = dx dx + dz ’

propiedad 2, funcién constante, se tiene que:

o=t 2 2

propiedad 1, funcién potencia, se tiene que:
fllz) =10 -221—2. 2+ T

por tanto, laderivadade f(z)es, f'(z) =10z — 2

dy

Ejemplo 4.5. Dada lafuncién f(x) = 4/x, calcular ™
T

Expresamos a f como una potencia, f(z) = /z = @2,

aplicando propiedad 1, funcién potencia, se tiene que:

1 2 1 11 1
/ p——— 5_1 —_ — . _5 —_ — ¢ —
flo) =g =g e =5
por tanto, laderivadade f(z)es, f'(z) =
) w ) w —_- =
2/
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0 Propiedad. Derivada de un producto de funciones.
Si fy g son dos funciones tales que f'(z)y ¢'(x) existen,

y=f(z) g(x) = ¢ = f'(z) -g(x) + f(z) - g'(z)

Expresado en palabras, la derivada de un producto de funciones
es igual a la derivada de la primera funcién por la segunda
funcion, mas la primera funcién por la derivada de la segunda

funcion.

Ejemplo 4.6.Seay = (223 + 5) - (z*>—2z), calcular Z_ay:
Organicemos cada funcién y su derivada:
f(z) =2x3 +5, suderivadaes:
f'(z) = 6z
g(z) = x>—2x, suderivadaes:
g (z) =2z — 2.
Expresemosenlaformula, ¢' = f'(x) - g(z) + f(x) - ¢'(x),
y =62 (z?—2zx) + (22° +5) - (2z — 2),
y' = 6z1—1223 + 42 — 42 + 10z — 10,

por tanto, lasoluciénes: 3y = 10z*—1623 + 10z — 10
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e Propiedad. Derivada de un cociente de funciones.
Si f'y g sondos funciones tales que f'(z) y ¢'(z) existen,

@, @ g@ - f() g ()
T Y 9(@)P

Expresado en palabras, la derivada de un cociente de dos
funciones es (la segunda funcién, por la derivada de la primera
funcion, menos la primera funcion por la derivada de la segunda
funcion) entre la segunda funcién al cuadrado.

2¢3 + 5 d
T ,caIcuIar—y

x2—2x x

Ejemplo 4.7.Seay =

Organicemos cada funcién y su derivada:
f(z) =223 +5, suderivadaes:
f'(z) = 622
g(z) = x>—2x, suderivadaes:

g (z) =2z — 2.

Expresemos enlaformula, ¢ = [g(w)]2

6z2 - (z2—2z) — (22> +5) - (22 — 2)

, —_—

4= (z2—2x)?
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;o 6x*—12x3 — 42* + 423 — 102 + 10 B
v = (xz2—2x)? N

22 —8z3 — 10z + 10
(z2—2x)?

por tanto, lasoluciénes: 3 =

Problema de la recta tangente, si en el
ejemplo anterior, evaluamos a x en la

derivada, en un punto dado P(-—1,1),
obtenemos la pendiente (m) de la recta
tangente a la curva y en dicho punto, o sea,

m=y'(-1)
B 224823 — 10z + 10
= (z2—2x)2
C2(=1)'=8(-1)*—10(-1) +10 24+8+10+10 30
"= (—12—2(-1)p T 22 9
10

por tanto, la pendiente de larectatangentees: m = 3

Ahora, conocida la pendiente () y el punto P, se puede encontrar la
ecuacion de la recta tangente a la curva y aplicando la expresion
punto-pendiente:

y—y1 =m(z — z1)

Remplazando el punto y la pendiente en la formula, se tiene que:

10 10 10
3(a:+) Y 3a:+3+
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223 4+ 5

Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangenta alacurvay = 7
T°—2x

10 13

enel punto P(—1,1)es: y:?w—i— 3

A continuacién puedes ver representadas graficamente la curvay y
su recta tangente en en punto P:

Recta Tangemnte

Figura 4.3. Representacion graficade la curvay larecta tangente.

1)
RY iRecuerda!

La ecuacion de la recta tangente y la curva

siempre tienen un punto en comun, que en R I
este caso es x = —1. Por tanto, como la S\ v/
curvay = f(x) pasa por este punto, si no m
se conociera la otra componente, o sea la © ©
componente en 1y, podemos hallarla -
calculando el punto f(—1) \,

p * é 4 '}
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4,
(> Laregladelacadena

Para terminar el estudio de las propiedades basicas de la derivada
nos falta discutir una de las propiedades mas importantes de
derivadas, llamada la regla de la cadena.

Aca la palabra “cadena” se refiere a las funciones que se
componen de otras funciones como formando una cadena, que
definimos como funciones compuestas.

Si se tiene la expresion:  y = f(g(x)), una funcién dentro de
otra funcion, ;cual sera la derivada de y con respecto a x?

Consideremos dos funciones derivables y = f(u) y u = g(z) cuya
funcion compuestaes  y = f(g(x)),

Como una derivada indica una “razon de cambio”, podemos decir que:

d
= y cambia d—y veces mas rapido que wu.
U

. du .
= u cambia — veces mas rapido que .
x

. . . ay ,
Por lo tanto, parece légico pensar que: y cambia —— veces mas

dz
rapido que z, lo cual equivale a decir:
dy dy du
dez du dz

Esta expresion es llamada la regla de la cadena.
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e Propiedad. Regla de la cadena.
Siy = f(u) esunafunciénderivablede uy u = g(x) es
una funcién derivable de x, entonces,

y = f(g(x)) es una funcion derivable de z tal que:
dy dy du

der du dzx

Consideremos, por ejemplo la siguiente funcién:

d
Ejemplo 4.8.Seay = (7z — 8)°, calcular d_y
z

Una forma de hacerlo seria desarrollando la expresion (7z—8)° y

d
luego calcular d_y pero desarrollar (7z—8)° seria muy tedioso
T

por lo cual debemos es mas facil utilizar la regla de la cadena para
calcular la derivada de esta, que corresponde a una funcién
compuesta.

Esta funcion podemos expresarla como la compuesta de dos
funciones; asi:

u=g(x) =7z —8, derivadadeu/(z)=17,

ahora, y = f(u) =u’, derivadadef, f'(u)= 5u’,

d
portanto, -2 = f'(u) - (z) =5u*-7
dx
: _ 5 dy _ 4
Laderivadadey = (7z — 8)° = i 35(7x — 8)
T
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La funcién del ejemplo 4.8, presenta el tipo mas comun de funcién
compuesta; es decir, funciones de la forma:

n

y = [u(z)]

Este tipo de funciones puede derivarse utilizando un caso particular
de la regla de la cadena denominado regla general de la cadena de las
potencias, donde se tiene que:

Si y = [u(z)]™, donde u es una funcién derivada de = y n es un
ndmero real, entonces:

£ siy=@ = L@ )

I Ejemplo 4.9. Hallemos la derivadade y = v/2z2 + 52 — 3

Expresemos la raiz como una potencia:

y=€/2m2+5m—3=(2x2+5x—3)%

Aplicamos regla general de la cadena de las potencias, se tiene
que:

u(z) = 2z + 5z — 3
La derivada de u(x) es: u'(z) =4z +5

d 1 1
£:§-(2x2—|—5x—3)5_1-(4w—|—5)

por tanto, laderivadade y = v/2z2 + 5z — 3

dy 4 + 5
dr  3(2z2 + 5z — 3)3
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4.3.1 Derivadas de orden superior y otra funciones

Hemos visto que si f(z) es una funcion, entonces, su derivada f'(z)
también es una funcioén.

Si derivamos de nuevo a f'(z), obtenemos la segunda derivada de
f(x) y la denotamos f”(z). Si luego derivamos a f”(z), obtenemos
la tercera derivada de f(z), la cual denotamos f"'(x), en general:

Sea f una funcién diferenciable en x, entonces
y' = f'(z) = &, Primera derivada.
y"' =f"(z) = % ,  Segunda derivada.
y" = f"(x) = Z;—? ,  Terceraderivada.
y* = fr(z) = LL, n-ésima derivada.
- / 1/

Ejemplo 4.10. Dada la funcion f(z) = bz*—2x3 + 3, calcular @

f'(z) = 2023 — 622, primera derivada.
f"(x) = 60x? — 12z, segundaderivada.

Portanto, f"(z) =120z — 12, terceraderivada.
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Ejemplo 4.11. Aplicacién fisica. La funcién S(t) = 5t + 3t—4,
representa la posicion de una particula en el instante ¢ segundos
(s),y S metros (m), determinar la velocidad y la aceleracion a los
2 segundos.

Se tiene la funcién S(t) = 5t% + 3t—4, que
representa la posicién de una particula en
el instante ¢, entonces, V = S'(t), que
representa la derivada del desplazamiento
S con respecto al tiempo t.

Sea S(t) = 5t* + 3t-4

*  Velocidad V (t) cuando han transcurrido un tiempo ¢ = 2
segundos

V(t) =S5'(t) =10t + 3, donde,
V(2)=10(2)+3=23m/s = V(2)=23m/s

*  Aceleracion @ (t) cuando han transcurrido un tiempo ¢ = 2
segundos

a(t) =V'(t) = S"(t), que representa la segunda derivada del

desplazamiento S con respecto al tiempo ¢ o la derivada de la
velocidad V' con respecto al tiempo £.

a(t) =V'(t) = S"(t) = 10, donde,
a(2) = 10 m/s?
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e Derivadas de la funcién exponencial y logaritmica

a ~N

3.

4.

,y:ea: yl:ex
y=>5b" con beR y' =b" -1n(b)
_1n| | ’_1
y=mjr Yy T
1

y =log, (z), con becR y =

2

Ejemplo 4.12. Calcular Y de lafuncion y = logg(z).

dxz?
Aplicando la derivada de funcion logaritmica, se tiene que:

dy 1

de  x-In(3)’

ahora derivamos de nuevo y hallamos la segunda derivada,
donde, reorganizando la expresidn se tiene que:

1 dy 1

= T
In(3) dr = ’
por tanto, aplicando regla de la potencia, las segunda derivada es:

1 dy (-1 N dy 1
In(3) dz?  x? dz?  In(3)z?
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| Ejemplo 4.13. Calcular la derivada de la funcion y = 5%.

Aplicando la derivada de funcién exponencial, se tiene que:
y =3 (In(3)) = 9 =1In(3)3"

Las propiedades de los logaritmos, pueden ser aplicadas para
simplificar una funcion al momento de obtener su derivada. Estas
propiedades se aplican a logaritmos o logaritmos naturales.

/322 -9
Ejemplo 4.14. Calcular la derivada de lafuncién  y = { Q%ﬂ
x

Como se tiene una funciéon un poco compleja para derivar, se
pueden utilizar las propiedades de los logaritmos:

1
322 —9\°
in(y) = 1n (org ) = ) =

Aplicando regla de la cadena y derivando a ambos lados:

1@_} 6x _} 4
ydr 5\ 3z2—9 5\2z2+4
@_g 6x 4
dz 5|\ 3z2-9 22 + 4
,_153x2—9 6x 4z
Y =5V o +a |\3:2 209 222 + 4

A esta derivada logaritmica se le llama derivada implicita. Se realiza la
derivada de una funcion, en este caso y, sin especificar lo que vale y

como funcion de x.

[n(3z2 — 9) — In(22” + 4)]

| =
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La funcion exponencial y logaritmica tienen gran
cantidad de aplicaciones en la vida cotidiana y
no tan cotidiana. Muchos fendmenos naturales y
sociales estan regidos por leyes en cuya
expresion aparece la funcién exponencial.

Este tipo de funciones son de gran importancia en el estudio de
la fisica, la quimica, la biologia, la estadistica, la economia y
muchas otras aplicaciones.

c Derivadas de funciones trigonométricas

1. y=Sen(z) y' = Cos(z)
2. y=Cos(x) y' = —Sen(z)
3. y=Tan(x) y' = Sec?(z)
4. y=Cot(x) y' = —Csc?(z)
5. y = Sec(z) y' = Sec(z)Tan(zx)
6. y=Csc(z) y' = —Csc(z)Cot(x)
. J

- jPiensal... ;Por qué?, en las funciones trigonométricas, la
" derivadade lafunciony = Cot(z) esigualay’ = —Csc*(z).
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Las funciones trigonométricas, Tan(z), Cot(z), Sec(x) y Csc(x) se
pueden escribirse en términos de Sen(z) y Cos(z); por lo tanto,

para hallar sus derivadas bastara aplicar la derivada de un cociente y
utilizar derivadas de Sen(z)y Cos(x).

Veamos que, 3y’ = —Csc?(z) esladerivadade y = Cot(z)

;Por que? Tenemos laidentidad trigonométrica:

y = Cot(z) = cos(x) ,
sen(x)
entonces, aplicando la propiedad de / 2%

cociente de funciones, se tiene que:

- —sen(x).sen(xz) — cos(z).cos(x) _ —[sen?(x) + cos®(z)]
(sen(z))? sen?(x) ’

donde, con laidentidad:  sen?(z) + cos?(x) = 1, por tanto,

—1
r_ P (Va2
y = sen?(2) = Yy Csc*(z)

1
L; iRecuerda!

Tener en cuenta que las funciones trigonométricas con exponentes
se pueden expresar de dos formas, por ejemplo,

Sen®(z) = (Sen(z))®
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I Ejemplo 4.15. Hallemos la derivada de f(z) = Cot(x?).

La funcién f(x) se deriva utilizando regla de la cadena:

f(z) = Cot(u), derivada f'(u) = —Csc*(u),

donde wu ==z derivada u'(z)= 3z

por tanto, f'(z) = f'(u) - v/(z) = —Csc?(u) - (3z?)
Laderivadade f(z) = Cot(z®) = f'(z) = —(32%)Csc?(z?)

A continuacion, se presenta un mapa conceptual como resumen del
camino que hemos tomado en el estudio de las derivadas:

[ L3 detivada )

Se obtiene
Propiedades
bdsicas
Derivada de
! potencias
La ecuacion de Razon de

la recta tangente camg!o'- Derivada de
en un punto pEAneRios una constante

Instantanea
Darivada de
suma de funciones
Derivada del
producto y cociente
Derivada funcienes
transeendentes
1 |

|
Funciones Funciones
Exponencial - Logaritmos. Trigonométricas

Figura 4.4. Tomado de: https://blogs.ugto.mx/rea/clase-digital-5-metodos-de-derivacion-de-
funciones-exponenciales-y-logaritmicas/
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4 R

Como ayuda para memorizar la regla de la cadena resulta Gtil pensar en

d du

d—y y I como si fueran dos “fracciones”. Como se multiplican las dos
u x

fracciones, podemos imaginar que los dos “du” se cancelan para

dy
btener —,
opbtene diE

) _dy du ) _dy da_dy
T du dz Y= a0 dz  dax
\ p,

Y

.ﬁ jercicio 4.1.
Derivada de funciones aplicando regla de la cadena.

Selecciona un tipo de funcién, observa y resuelve el ejercicio
propuesto, oprima el botén solucién y verificar tu respuesta; genera
otro ejercicio, oprima el botdn ejercicio o cambia de tipo de funcion.

Funciones

y=fC0"*

Regla de la cadena

y=el L F(g(x))"= ' (8(x)) 8" (x)

y=bf(1)

y= /T

y=Sen(f(x))

y=Cos(f(x))

f(x) Aleatoria \

Escena de Miguel Angel Cabezon, licencia CC by-nc-sa, adaptada y modificada por el autor.
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4.3.2 Derivadas implicitas

Hasta el momento las funciones consideradas las hemos expresado
en forma explicita; es decir, la funcién f estd definida por una

ecuacién de la forma y = f(z) donde la “y” aparece de forma
despejada, por ejemplo, y = 5x% — 2z + 1

« ”» “«_n

Sin embargo, hay expresiones que relacionan a “z” y “y” mediante
ecuaciones de la forma f(z,y) = 0. En estos casos, la expresion ha
sido definida en forma implicita, por ejemplo, bzy = z3 + >

d
¢Como se halla la derivada implicita ¢y’ = d—y de una funcion
x

definida implicitamente por f(z,y) = 0?

Si fuera posible escribir y explicitamente a partir de f(z,y) =0, o
. o : . dy

sea, despejar y en términos de z, es posible que sea sencillo hallar I
x

con las propiedades basicas de diferenciacion.

La cuestidn es que, no siempre es posible
obtener una forma explicita y = f(z),

aunque  fuera posible  despejar vy

explicitamente, puede suceder que Ila
derivada sea mas complicada o dispendiosa.

Directrices para diferenciacién implicita:

Al diferenciar con respecto a £ ambos miembros de la
ecuacion, use las reglas de diferenciacion y considere a y
como una funcion diferenciable de x. Para potencias del

, . dy
simbolo y, multiplique por — .
dx
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d
e Agrupe todos los términos donde aparece d_Z en el lado
izquierdo de la ecuacion diferenciada. Mueva todos los otros

términos al lado derecho de la ecuacién.

d
e Factorice d—y en todos los términos donde aparezca este
x

d
término, y por ultimo, despeje el diferencial ﬁ

I Ejemplo 4.16. Calcular la derivada de 223 + y? = 6zy,.

Esta expresion resulta mas complicada expresarla explicitamente,
por tal motivo derivamos cada término de la siguiente forma:

Derivar la forma implicita 2z3 4 y? = 62y con respecto a =z

d
aplicando las propiedades, cuando se derive a y se multiplica por —y:

6x° + 2y - (%) = 6(1)y + 6z(1). <Z—z)

L d
Ahora, llevamos todos los términos que contengan el factor &y al
x

2y @) —6w(@> — 6y — 62>

lado izquierdo de laigualdad, los demas al lado derecho:
de dx

Por ultimo, se factoriza y simplifica, despejando el diferencial %:

(22)str-0) sty ) = =22 = 205
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Ejemplo 4.17. Encuentre la ecuacion de la recta tangente al circulo
z? + y? = 25 enel punto P(3,4).

d 2 d
- = —(25
da:(x Ty )d d:c( )
2z + 2y. (_y) —0
x
dy
.| — | =—2
() -
dy oz
dr y’
por lo tanto, la pendiente de la recta tangente ala curva en el
puntOP(3,4), m:%( ):—% = m:_%,
3,4

ahora, con la pendiente m y el punto P, utilizamos la ecuaciéon
punto-pendiente, se tiene:

3
y—4=——(z-3)

4
——§w+g+4
y_ 4 4 Y

entonces, la ecuacion de la recta tangente en el punto P(3,4) al
circuloz? + y? = 25 es:

y:—zaz-l—z

Yoo/

@ iPlensa!... ;Se puede encontrar la
~ 7 " ecuacion de la recta normal en el
mismo punto por donde pasa la tangente?

221



‘f jercicio 4.2.
Aplicando la derivada implicita.

Encuentra la derivada implicita de la funcién que se plantea, oprima
el botén selucidén para verificar tu respuesta.

Para generar un nuevo ejercicio, oprima el botén otro ejercicio.

Bl

dy - 5
b . 3 5 o 5
1. Encontrar e en la ecuacion: = +y -xy’ =sen(x’y)

.-'I

=" Resumen de propiedades y reglas. 7 :
o Descargar para imprimir zb‘
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4.4 Variables relacionadas con el tiempo

En muchas situaciones de la vida real se presentan varias variables,
cada una de las cuales estan relacionadas con el tiempo y a su vez
estan relacionadas entre si a través de alguna ecuacioén, por ejemplo,
el caso de un globo esférico el cual se infla mediante la accion de
algun gas.

En este caso el volumen de un globo en un instante ¢ cualquiera es:

4
V = §7TR3, donde V es el volumeny R el radio.

Las variables V' y R estdn relacionadas R f,;_
mediante la ecuacion del volimen y cada V.
una de ellas esta relacionada con el tiempo m

desde el momento en que se inicié el @)
inflado, entonces, las funciones V' y R - ¥

estan relacionadas con una tercera 4 9

variable t, el tiempo. - :}f

Otro ejemplo similar, puede suceder con el interés producido por un
capital determinado a una tabla fija de interés esta relacionado con
este capital y, a su vez, tanto el capital como los intereses varian con
el tiempo.

En estos casos el calculo diferencial es de gran utilidad para conocer
la rapidez con la que estdn cambiando las variables por unidad de
tiempo en un instante particular.

La razén de cambio es la proporcién en la que una variable cambia con
respecto a otra, de manera mas explicita es como en el tiempo unas
componentes cambian a medida que el tiempo transcurre.
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En conclusién, podemos expresar que, si dos cantidades estan
relacionadas entre si, entonces cuando una de ellas cambia con
el tiempo, la otra también cambiara, por lo tanto, sus razones de
cambio (con respecto al tiempo) estan relacionadas entre si. A
esta situaciones se les llama razones de cambio relacionadas.

d
La derivada < de una funcion y = f(x) es una razén de cambio
T

instantanea con respecto a la variable x. Veamos algunos problemas
como ejemplo de razén de cambio en un tiempo ¢.

Ejemplo 4.18. Un balén esférico cuando se infla, estd aumentando
su volumen en la proporcién de 4 m3/seg. :Con qué rapidez estara

cambiando el radio, cuando estad esde 2 m?

Se debe tener presente que las variables del volumen como el
radio varian con el tiempo, esto quiere decir, que V y R son

funciones de t.

El volumen de una esfera esta dado por la expresion:

4 dR
V = —mR3, entonces, se tiene que la derivada — y — son
37" a at ) dt

razones de cambio instantaneas con respecto a la variable ¢.

dR dv dR
277" i 277"
BR @ O @

v 4

—_— _7“'

dt 3
Se conoce que el volumen aumenta proporcionalmente a razén

dv
_— = 3
de p” 4 m?/seg
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dR
Despejando r de la expresion hallada y remplazando los

valores dados, se tiene que:

dv
av dR dR At dR 4m3/seg
— =47R’— = —_dt_ =
a O dt dt  4rR:  dt  4(3.14)(2m)?
3

m
R ey _ LM 0.080m/se
dt  mm? Arseg 7 @

Respuesta. La rapidez con que cambia el
radio cuando este es de 2 m es:

d 1
d_}: = Em/seg ~ 0.080 m/seg

Ejemplo 4.19. Un tanque cilindrico se esta llenando a la razén de
20 m3/hom. Si el radio de la base es de 4 m. ;Con qué rapidez
estd cambiando la altura (k) en un instante ¢ cualquiera?

El volumen de un cilindro esta dado por la expresion:

V = wR?h, donde, se conoce que el volumen se est4 llenando a

d
razén de d—‘::20m3/h yelradoR =4m

Derivando la altura la altura (h) en un instante ¢ (en relacién al
tiempo) de la expresién del volumen del cilindro, se tiene que:

av._ et V. _ e
- TWg = g =1y

225



dh
Despejando T y remplazando los valores dados, se tiene que:
dh  20°

5
— = ——m/h=—m/h
dt /}647rm/ 47rm/

Respuesta. La rapidez con que cambia la altura h en un instante t

cualquiera es: dh _ im/h ~ 0.40 m/h
dt 4m

Ejemplo 4.20. Una piscina circular es perturbada formando ondas
concéntricas al caer un objeto. El radio crece a 1 cm/seg. Cuando el

radioes R = 4 cm, ¢a qué ritmo crece al area total circular?

Consideremos la ecuacién del areade uncirculo: A = 7T R2

dA dR
Si derivamos respecto a t, se tiene que: ’r = 27TRE ,

dR
donde, tenemos que ’r = 1cm/segyelradior = 4 cm,

por tanto, sustituyendo y simplificando los valores, se tiene que:

dA
i 27(4 cm)(1 —g) = 87 cm?/seg
/'
Respuesta. El drea total circular crece a
ritmo de: )
dA
22 g I~ 25.12 cm?/seg
dt seg
-
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™ Sjercicio 4.3.
Las sucesiones y sus caracteristicas.

Lea detenidamente el problema, realice los cdlculos con su debido
procedimiento. Para actualizar otros valores oprime el botén.

o7l

Matematicas de media:

Grado 11°

Lo Interactivo. Autor: Carlos Alberto Rojas Hincaplé

MNombres y Apellidos:

Ingresa tu nombre

DERIVADAS DE UNA FUNCION A_,»- ?

1. Recta tangente. Hallar la pendiente i de la recta tangente a la curva
y — x® + 1 en el punto P(3,10) utilizando la definicion de la
derivada (ver pag 196).

2. Recta tangente. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva
dada y — 6248 cuando x — —3 utilizando la definicién de Ia

derivada (ver pag 194).

3. Aplicacion fisica. Se deja caer un objeto libremente desde una altura
de 83 metros, su altura en el instante t viene dada por la siguiente
funcion de posicion: § — 16t“'+83. con 5 medida en metros (171)

y t en segundos (s). Hallar:
a. Lavelocidad instantanea paral — 1 s.
b. La velocidad instantanea paral — 2 s.
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4.5 El concepto primitivo de la antiderivada

En esta ultima seccion del libro, solo se aboradara el concepto de la
antiderivada de funciones algebraicas, también conocida como
integral indefinida y sus reglas basicas desde los mas simple, ya que
es un tema correspondiente al caculo integral que estudia temas de
un nivel mas avanzado tratados en los inicios universitarios.

La antiderivada es la funcién que resulta del
proceso inverso de la derivada, es decir,
consiste en encontrar una funcién que, al
ser derivada produce la funcién dada.

El concepto de la antiderivada se abordara para funciones y = f(z),
donde f(z) son funciones de tipo algebraicas.

13
L; iRecuerda!

Una funcién algebraica es aquella que puede expresarse mediante

un numero finito de términos usando las operaciones basicas de

adicién, sustraccién, multiplicacion, divisién, potenciacién vy

radicacion. Un ejemplo de una funcidon de tipo algebraico es:
f(z) = 5z% + 22> — z + 3.

Una funcién F'(z) recibe el nombre de antiderivada de f(x) sobre un
intervalo [a, b], para todo x que pertenece a un intervalo [a, b):

Si F'(z) = f(z) para todo x en I
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Asi, decimos que F(x) es una primitiva de la funcién f(z) si su
derivada es precisamente la funcion f(x).

Cualquier antiderivada de f debe ser de laforma H(z) = F(z) + C
(C es llamada constante de integracién), es decir, dos antiderivadas

de la misma funcién pueden diferir a lo mas en una constante. por lo
tanto, F'(xz) 4 C es la antiderivada mas genp>eral de f(x).

Integral indefinida de funciones aigebraicas

El proceso de encontrar una antiderivada se denomina
antidiferenciacion o integracion, donde, al nimero C' se le denomina

constante de integracion.

El simbolo f fue introducido por Leibniz, denominado signo integral,

y para denotar la integral indefinida, por conveniencia, se introducira
la notacién para una antiderivada de una funcién.

F(x) serad una antiderivada de f(z) si F'(z) = f(x). La
antiderivada mas general de f se representa por:

/f(a:) de = F(z) 4+ C

La notacion /f(:c) dz se denomina integral

indefinida de f(x) respecto a z, la funcién
f(x) se llama integrando.
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Interpretacion geometrica, la integral indefinida resuelve el
problema de encontrar una curva de la cual se conoce su
derivada f(x). Dicha curva no es unica. La integral indefinida de

x) entrega todas las funciones cuya derivada es f(z), donde

/f )dz = F(x) + C,siendo F(x) una antiderivada de f(x)

La notacién F'(z) + C representa una familia de funciones; cada una
tiene una derivada igual a f(x) solo cambia la constante C, por
ejemplo, la antiderivada mas general de f(x) = 2z es la familia
F(z) =2+ C.

\ ' 1 —_— Py =]

\ \ . / i )
e/ — y=x+2

W\ N )f‘f .
et ---;\“ a/-{--l — . —_— y=x-2

Figura 4.5. Familia de antiderivadas de f(z) = 2 + C.

La coleccién de todas las funciones de la forma 2 + C, donde C' es

cualquier numero real, se conoce como la familia de antiderivadas de
y = 2x. La figura 4.6 muestra las graficas de algunas de esta familia

de antiderivadas.
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E xploremos.

ﬁ Observar las grafica de la funcion propuesta, ademas, las graficas
de la familia de primitivas generadas de su integral.

o]
Calcula y
f -2 xdx

El trazo negro es la grafica de

fix)=-2 x

Elige un numero para modificar la escala
del eje de ordenadas.

Al
'I.'LD

Cada cuadricula representa la unidad en
el eje x o abcisas,

y 10 unidades en el eje v.

Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio y Consolacién Ruiz Gil, adaptada y modificada por el autor.

La evaluacién de integrales indefinidas para algunas funciones de tipo
algebraico es un calculo sencillo. Siempre que se obtiene la derivada
de una funcién, al mismo tiempo se obtiene una férmula de
integracion, por ejemplo, para algunas funciones, la evaluaciéon de
integrales indefinidas se sigue directamente de las propiedades de los
derivados.
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La siguiente tabla enumera las integrales indefinidas para este tipo de
funciones algebraicas, ademas, su férmula derivada.

e Propiedades basicas de la integral indefinida

Foérmula de integracion Férmula de derivacion

. mn-i—l d wn+1 .
1./:13 d:z:—n+1—|-0 iz nil =z
d
2/da:—ac—|—C —zx=1
dx
3/kdzc—k/dzc:k-w+0 i(k):o

donde k es cualquier constante.
4./kf(a:)da::k-F(a:)—|—C d ! P
L. — k-
donde k es cualquier constante. dzx n+1
1 d 1
/ _ de n(x) + - n(zx) -

6./[f(:c):|:g(:c)] dr = /f(:c)da::l:/g(a:)dw,

donde las constantes C'; + C'5 se sustituye por una simple C.
- J
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‘ Ejemplo 4.21. Calcular /(5393 + 22 — ¢ + 4) dz.

Aplicando las propiedades basicas de la integral, se tiene que:

Aplicamos propiedad 6, suma o diferencia de funciones,

:/5:1:3dm—|—/2m2dx—/mdm—|—/4d:c,

ahora, utilizamos la propiedad 3 de las constantes, y se tiene que:

:5/w3dw+2/w2dm—/wda¢+4/dac,

mn—i—l
por ultimo, aplicamos propiedad 1, /x" dr = 1 + C para
n
potencias, realizando la integracion:
4 3 2
T x x
=5—+2—— — +4 C,
R N
por tanto, el resultado de la integral es:
3 2 54,24 1,
(5z° + 22" — xz + 4) dx = i —|—§zc — 3% +4z+C

13
L‘i; iRecuerda!

Como la integral es el proceso inverso de la derivada (antiderivada),

el resultado obtenido al ser derivado, se obtine la funcién inicial,
comprueba estos resultados aplicando la derivada.
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- Sjercicio 4.4.
Integracién de funciones algebraicas.

Utiliza las formulas y propiedades para calcular la integral indefinida
propuesta y verifica el resultado obtenido, oprime el botén selucién,
para generar un nuevo ejercicio, oprime el botén otro ejercicio y
repite los pasos anteriores.

&7

Calcula [ (5x°°+ 8 x**+ 5 x™) dx

Otro ejercicio | Solucion

Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio, adaptada y modificada por el autor.

Es fundamental tener siempre presente que la integral
indefinida de una funcién es “un conjunto de funciones”.
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Capitulo IV. La derivada y antiderivada

4.6 Practiquemos
Ejercicio practico
Indicaciones
o Preguntas de verdadero o falso, para iniciar oprime el botén

Comenzar. Responde a las 5 preguntas propuestas,
seleccionando en cada una si es verdadera o falsa.

e Oprime el botdn verificar para ver la solucion y continua con
la siguiente pregunta, al finalizar observa los resultados
obtenidos.

5 preguntas
Responde Verdadero o Falso

m g \
!

-
| Lo iRecuerda!

La derivada nos puede dar un valor instantaneo preciso de la tasa de
cambio y nos conduce a modelar de forma precisa la cantidad
deseada. La integral de una funcion se puede interpretar
geométricamente como el area bajo la curva de una funcién
matemdtica f () trazada como una funcién de z.
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Evaluamos lo aprendido
Preparate para la evaluaciéon y mide tus conocimientos de lo

aprendido en este capitulo, responde las preguntas a continuacion:

Actividad complementaria. /"' .
Descargar para imprimir &‘
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Capitulo IV: La derivada y antiderivada.

Evalta lo aprendido y envia resultados a tu profesor(a).

K Escanéame con tu mévil

@ Tomada de la Red Educativa Digital Descartes.
\ [4] Plantillas con Descartes-JS
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APENDICE

Matematicas de media: Grado 11°

Ntimeros Naturales, N = {1,2,3,4, ...}

Ndmeros Enteros, 7 = {...,—4,-3,—2,—1,0,1,2,3,4, ...}
Enteros negativos, Z~ = {...,—4,—-3, -2, -1}
Enteros positivos (ndmeros naturales), Z* = {1,2,3,4,5, ...}

Enteros no negativos (nimeros enteros),
7T U {0} = {0,1,2,3,4,5,...}

Numeros racionales ( QQ ),
. p
esun numero en laforma =, donde py g # 0 son enteros.
q

Numeros irracionales ( Q* ),
es un nimero que no puede escribirse en la forma I—), donde py q # 0 son enteros.
q

Numeros reales ( R ), El conjunto R de nimeros reales es la union de los conjuntos
de nimeros racionales e irracionales.

- N
Leyes de las potencias, Exponentes racionales y radicales,

— an+m

|s=
I
=)

i
3
§
3
I
S
-
I
=)

33
Formula Matematicas

(ZT:)m _ gnm Vab = %/a Vb = (ab)
(5) ¥ Vi -
. J
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Repaso para matemadticas.

" N\
Propiedades de las desigualdades,
) 1 . 1
Sia>0 — - >0. Sia<0 — - <0
a a
Sia<byb<e — a<ec Sia<b +— atxec<bztec
. 1 1
Sia>0yb>0 — a<b <+— 525
Sia<byce<d — a+c<b+d
c>0 — a<b <+— ca<ch
a b
c>0 — a< +— - < -
c c
c<0 — a<b <+— ca>ch
a b
c<0 — a<b +— - > -
c c
Valor absoluto, Desigualdad triangular,
a sia >0 la+b| < |af + [b]
al =
o a sia<0
i
Propiedades del valor absoluto, E
E
Si lax +b] <e¢, entonces —c<azx+b<c 3
Si lax +b| <e¢, entonces —c<ax+b<c E
=
Si laz +b| >¢c, entonces ar+b>c 0 ax+b< —c E
0
Si lax +b| >¢, entonces ax+b>c 0 ar+b>—c e
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Repaso para matematicas.

/
Férmula cuadratica,

Las raices de una ecuacion cuadratica

. —b+ Vb2 — 4dac
N 2a

Formulas de factorizacion,
a? —b? =(a+b)(a—0)
a® —b% =(a—"b)(a® +ab+b?)

a® +b% = (a+b)(a® —ab+b?)

ax? +bxr+c=0 con

a= 0,

Expansiones binomiales,
(a4 b)? =a? + 2ab+ b?
(a+b)® =a3+3a%b+ 3ab? + b3

a® +b% = (a+b)(a® —ab+b?)

\

\.
-

Leyes de los logaritmos, logaritmo natural, log, (z) = In(z)
log, b=1. In(e) =In. (e) =1
log, b =c In(e¢) =log, (e°) =c¢
log, 1=0. In(1) =1log, (1) =0
log, (m - n)=log, (m)+log, (n).
log, 7 =1log; (m)—log, (n).
log, (m™) =nlog, (m).
log, ¥/m = 7 -log, (m)

Cambio de base, log, (m) = —lﬁ)gg"n ((mb))
\.
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1. Funcién potenciade =
i f'(z) = na"!

Si f(z) =zn
Si f(z) == fiz) =1

2. Funcion constante. PN
SiceRyf(z)=c f'(z)=0
Siy=c- f(x) y' =c- f'(z)

3. Suma o diferencia de funciones.
y = f(z) X g(z) £ ...

4. Producto de funciones.

Reglas de la derivada.

- ¥ YN
Reglas basicas de la derivada

y' =f'(z)£g'(z) £ ...

y' = f'(2)g9(z) + f(z)g' (2)

d
y'=f'(z) = % , Primera derivada,

" " d2y i
y" = f"(z) = o2 Segunda derivada,

2
mo__ em o dsy .
y" =f"(z) = 723 Terceraderivada, . . .
i

n-ésima derivada.

dn
y = f(z) = —
i

d

y = f(z)-g(x)
5. Division de funciones. / Vo (z
i oo i (w)g(s[c;(w)]f; )o' ()
9(z)

Derivadas de orden superior
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Reglas de la derivada.

‘a “\
Regla de la cadena.

6. Si y = f(u)esunafuncion derivable de uyu = g(x) es una funcién
derivable de z, entonces, y = f(g(z)) es una funcién derivable de  tal que:

y = f(u), donde,u = g(z) = y' = (Z‘Z) ‘ (Z_Z)

En general en potencias,

siy = [u(z)]” = % = nfu(z)]"" -u'(z)

En general, derivadas de las funciones cuando se aplica regla de la cadena:

Potencias

y = f(z)" —  y' =nf)" - f'(z)
Logaritmo natural

f'(z)
= In(f(z — =

y = In(f(2)) v = T
Funcién exponencial Euler
Exponencial

y = b(f@) N y' = f'(z) - In(b) - pf(@)
Radical

o ' f'(z)
y= V() -y =

Trigonométricas
y = Sen(f(z))
y = Cos(f())

y' = f'(z) Cos(f(x))
y' = —f'(z) - Sen(f(z))

&
ki
®
=
2
=
L
=5
=]
E
i

L&
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7 \
1. y=¢e® y' =e”
2. y=b®, con beR y' =b% -In(b)
3. y=In|z| y = i
4. y=log,(z), con beR y' = .
z - In(b)
1. y= Sen(x) y' = Cos(z)
2. y=_Cos(z) y' = —Sen(z)
3. y=Tan(z) y' = Sec?(z)
4. y=Cot(zx) y' = —Csc?(z)
5. y= Sec(z) y' = Sec(z)Tan(z)
6. y=Csc(x) y' = —Csc(z)Cot(x)
. J

8
22
%
E
o
W
=5
=1
E
E
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Reglas de la antiderivada.

‘aa N\
Formulas basicas de integracion Férmula de derivacion
n+1 d xn—l—l
n d = C _ — n
L /m v +1 i dr n+1 v
d
2. / dr=x+C —z=1
dx
3. [ kdx = de =k - C, d
/ T = / T = T + d_ (k) _0
donde k es cualquier constante. z
4./kf(w)dw=k-F(a:)—|—C, d o bt .
— k- = 1
donde k es cualquier constante. . n+l
1 d 1
5] —dx=1L —_ —
/ ~ do n(z) + C o Ln(z) =
6. / () + g(z)] do = / ) i 2 / ()
donde las constantes C'; £ C'5 se sustituye por unasimple C.
. J

&
ki
®
=
2
=
L
=5
=]
E
i

Resumen de propiedades y reglas.
Descargar para imprimir
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