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Introduccion

Bienvenidos a este libro interactivo sobre las funciones de variable
real, una guia disenada para introducir uno de los conceptos mas
importantes de las matematicas. Este recurso se apoya en los
principios y herramientas de la Red Educativa Digital Descartes (RED
Descartes), una asociacién sin animo de lucro que, desde su
constitucién el 1 de junio de 2013, promueve la renovacion
metodoldgica en la ensenanza de las matematicas mediante recursos
digitales interactivos.

El enfoque es practico y accesible. Cada apartado incluye actividades
qgue permiten explorar los conceptos de manera intuitiva, desde su
definicion hasta sus aplicaciones. La intuicion visual, sin embargo, no
reemplaza a la definicién: donde las dos se separan, el libro lo
advierte en un recuadro rojo.

El recorrido empieza por el lenguaje de conjuntos, que es donde vive
la definicién de funcidn; sigue con dominio, imageny grafica;y
termina con monotoniay continuidad. Al final hay ejercicios
propuestos con sus respuestas.

Los recursos interactivos se abren en grande con el botén de |a
esquina superior derecha de cada uno. En el menu de configuracién,
arriba a laderecha, hay una calculadora, un editor de formulas y el
modo oscuro.



Conjuntos

Un conjunto es una coleccion de elementos distintos,
agrupados porque comparten una caracteristica o
simplemente porque decidimos reunirlos. Por ejemplo,
{1,2, 3} o {manzana, banana, naranja}.

| Pertenencia

Si a es un elemento del conjunto A, escribimos a € A; sino lo
es,a ¢ A.ConA ={1,2,3}:2€ AyT7 ¢ A.

| Dos formas de escribir un conjunto

Por extension, listando sus elementos: P = {2,4, 6, 8}.

Por comprension, dando la propiedad que los caracteriza:
P={neN : nespar, 0 <n < 10}.

La segunda forma es la unica posible cuando el conjunto es
infinito,como Q = {p/q : p,q € Z, q # 0}.



El conjunto vacio

El conjunto sin elementos se denota @ o { }. No es lo mismo
que {@}: este Gltimo tiene un elemento, que resulta ser el
conjunto vacio.

Subconjunto

Un conjunto B es subconjunto de A, y se escribe B C A, si

todo elemento de B pertenece también a A. Por ejemplo, si
A=1{1,2,3}yB = {1,2},entonces B C A.

Dos casos que conviene tener presentes: @ C Ay A C A,
cualquiera que sea A.

Igualdad

Dos conjuntos son iguales cuando tienen exactamente los
mismos elementos, sin importar el orden ni las repeticiones al
escribirlos:

A=B <— ACB y BCA.

Asi,{1,2,2,3} = {3,1,2}.



| Unidén

La union de dos conjuntos reune todos los elementos de
ambos, sin repetirlos. Se denota AU B. Si A ={1,2,3} vy

B =1{3,4,5},entonces AU B ={1,2,3,4,5}.

| Interseccion

La interseccion A N B relne Unicamente los elementos que

estan en ambos conjuntos a la vez. Con los mismos conjuntos,
ANB = {3}.

Cuando A N B = @ decimos que los conjuntos son disjuntos:
no comparten ningun elemento.

| Diferencia

La diferencia A \ B esta formada por los elementos de A que
no estan en B. En el ejemplo anterior, A\ B = {1,2} y B\
A = {4,5}.Elorden importa: la diferencia no es conmutativa.



| Complemento

Si se trabaja dentro de un conjunto universal U, el
complementode Aes A° = U \ A:todo lo que estden U pero
no en A. Por ejemplo,siU = Ry A = [0, ), entonces A¢ =
(—00,0).

| Propiedades utiles

Propiedad Enunciado

Conmutativa AUB=BUAANB=BNA

Asociativa (AUB)UC =AU (BUCQC)
Distributiva AN(BUC)=(ANnB)U(ANnQO)
De Morgan (AUB)® = AN B¢

De Morgan (AN B)¢ = A°U B¢

Las leyes de De Morgan son las que mas se usan al calcular
dominios: negar una unién de condiciones equivale a exigir
que fallen todas ala vez.



| Intervalos

Un intervalo es un conjunto de nimeros reales que contiene
todos los nimeros comprendidos entre dos extremos. Los
extremos pueden incluirse o excluirse, y de ahi salen cuatro
tipos, mas los no acotados.

Notacion Definicion Nombre

[a, b] {z:a <z <b} cerrado
(a,b) {z:a<z<b} abierto

[a, b) {z:a<z<b} semiabierto
(a, b {z:a<2z<0b} semiabierto
[a, 00) {z:2z>a} no acotado
(—o0,b) {z:2z < b} no acotado

El simbolo oo no es un numero real, asi que el extremo infinito
siempre va abierto: se escribe [a, c0) y nunca [a, oo].



Explora cdmo se combinan dos intervalos mediante la uniény
la interseccion. Fijate en qué pasa con los extremos cuando
uno es abierto y el otro cerrado, y en cuando la unién deja de

ser un solo intervalo.

Intervalos en la recta real: unién e interseccion

Intervalo A Intervalo B
a -1/3 Abjerto | —= € -2 Cerrado -
b Cerrado | Abierto 7/2 Abierto | +e

A=[-1/3, +=) B={-27/2]
[xeR:-1/3<x] [xeR:-2<xyx=7/2]

-8

&7

AUR = (-2, +=)
AnB=[-1/3,7/2]

-5 0 1 2 3 4 & Fi
A & >
B =1
AUB 4
AnB & 2

Interactivo propio


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/funciones-variable-real/InteSebas/Intervalos/index.html

| Producto cartesiano

El producto cartesiano de A y B es el conjunto de todas las
parejas ordenadas cuyo primer elemento estd en A y cuyo
segundo elemento estd en B:

Ax B=H{(a,b) : ac A, be B}

Por ejemplo, si A = {1,2} y B = {z, y}, entonces A x B =

{(1,2),(1,y),(2,2),(2,y)}. El orden importa: (1,z) y (z, 1)
no son la misma pareja,yengeneral A x B # B x A.

Si A tiene m elementos y B tiene n, entonces A x B tiene
m - n parejas.

POR QUE IMPORTA

Este conjunto es la base sobre la que se define el concepto de
funcion. Cuando A = B = R, el producto R x R = R? es el

plano cartesiano donde dibujamos las graficas.

10



Funciones

Una funcidn asigna a cada elemento de un conjunto de partida
exactamente un elemento de un conjunto de llegada. Las
funciones son fundamentales en matematicas y describen una
gran cantidad de fendmenos.

DEFINICION

Sean A y B conjuntos. Una funcién f de A en B, escrita f :
A — B, es una regla que asigna a cada elemento a € A un
tnico elemento f(a) € B.

La definicién exige dos condiciones, y las dos importan:

e Existencia: ningiin elemento de A se queda sin asignacion.
e Unicidad: ninglin elemento de A recibe dos asignaciones

distintas.

En términos del producto cartesiano, f es un subconjunto de
A x B tal que paracadaa € A existe exactamente una pareja

(a,b) € f.

11



| Qué no es una funcion

Las dos condiciones anteriores se entienden mejor viendo
como fallan. Tomemos A = {1,2,3}y B = {a, b}.

FALLA LA EXISTENCIA

La relacion {(1,a), (2,b)} deja al 3 sin imagen. No es funcién
de A en B, aunque silo seriade {1,2} en B.

FALLA LA UNICIDAD

La relacion {(1,a),(1,d),(2,a),(3,b)} asigna al 1 dos
imagenes distintas. No es funcidon bajo ninguna eleccion del
conjunto de partida.

Un ejemplo con nimeros reales: la relacién z? +y? =1 no
define a y como funcion de z, porque para £ = 0 valen tanto
y = 1 comoy = —1.Silo hacen, por separado,y = v/1 — 22y

y=—v1-—z2

12



El siguiente recurso ilustra la idea de asignacion: cada signo de
un conjunto se corresponde con un elemento del otro. La
Piedra de Rosetta es un buen ejemplo histérico, porque
establecid justamente esa correspondencia entre tres
sistemas de escritura.

&7

La Pledra Roselaencierra un documenta escrito de tres formas dis-

lintas. En la parte superior (jeroglificos), enla central, {demdtico) dos

lormas de escritura de una lengua muerta, el egipcio. En la parte Infe-

rior aparece la misma inscripcion en griego. Esto dltima v 1a genialidad

de Champaollion permitid enconlrar las claves de la correspondencia

entre los signos jeroglificos y sus imagenes fonéticas.
O -Eserhuta jevoglif
& it e el

e e R e

Recurso interactivo de RED Descartes (Descartes)S), adaptado.
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https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/funciones-variable-real/InteSebas/jeroglificos-JS/index.html

| Dominio, codominio e imagen
Enunafuncién f : A — B:

e Eldominioes A, el conjunto de las entradas.
e El codominio es B, el conjunto donde viven las salidas.

e Laimagen (o recorrido) es el subconjunto de B formado por
los valores que la funcién realmente alcanza: f(A) =

{f(a):a€ A}.

La imagen puede ser mas pequena que el codominio. Siempre
se cumple f(A) C B, pero laigualdad no esta garantizada.

EJEMPLO

Para f : R — R con f(z) = z*: el dominio es R, el codominio
es R y la imagen es [0, 00), porque ninglin cuadrado de un

namero real es negativo y todo nimero no negativo es el
cuadrado de suraiz.

En este libro usamos imagen y rango como sinénimos, pero
conviene saber que algunos textos llaman rango al codominio.

14



| Dominio natural

Cuando una funciéon se define con una formula y no se
especifica el conjunto de partida, se toma como dominio el

mayor conjunto donde la férmula tiene sentido. Es el dominio
natural.

En la practica, tres reglas cubren casi todos los casos:

Si aparece... Hay que exigir...
un denominador g(x) g(z) #0
unaraiz par ¥/g(x) g(z) >0
un logaritmo In g(z) g(z) >0

Cuando aparecen varias condiciones a la vez, el dominio es la
interseccion de todas ellas: hay que cumplirlas todas
simultaneamente.

15



EJEMPLO 1

f(z) = = > Se exige © — 2 # 0, es decir z # 2. Dominio:
w —
R\ {2} = (~00,2) U (2, 00).

g9(x) = V& + 3.Se exige ¢ + 3 > 0, 0 sea z > —3. Dominio:
[—3, 00).

EJEMPLO 3

h(z) = \m/xj— 3

.El dominio es la interseccion:

. Ahora hay dos condiciones: x > —3y x # 2

[—3,00) N (R\ {2}) = [-3,2) U (2, 00).

En el ejercicio de la pagina siguiente se genera al azar una
correspondencia entre dos conjuntos finitos. Los elementos
sin flecha no forman parte del dominio.

16
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:Cual es el dominio y cual la imagen de esta funcion?

Dominio {(separado por comas):

| €j:1,3,5 |
Imagen (separada por comas):
| el a, C |
‘ Verificar | ‘ Mueva funcién ‘

Interactivo propio

17


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/funciones-variable-real/InteSebas/DominioRang/index.html

Funciones de variable real

Una funcién de variable real es una funcién f : D — R con
D C RR: asigna a cada nimero real « del dominio exactamente
unndmerorealy = f(z).

El perfil de una etapa ciclista es un buen ejemplo: a cada
kildbmetro recorrido le corresponde una Unica altitud.

=l

;Cual es |a altitud en cada km del recorrido?
©.* etapa de la Vuelta 2007 Huesca - Estacion de esqui Cerler (163 km)

m2000
1500
1000
esca (salida)
500
0
[¢] 20 40 60 80 100 120 140 160 kmn
km recarridos: 0.0 — altitud: 540 m
@
km 0 24 34 7L a7 113 121 153 150 158
alt
Comprobar || Bocrar Ver snlucidn

Interactivo propio, con datos de la 92 etapa de la Vuelta 2007

18


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/funciones-variable-real/InteSebas/funcion-montana-cicla/index.html

| Algunas funciones elementales

Tipo Formula Dominio natural
Constante f(z) =c R

Afin f(x) =mz+b R

Cuadratica f(z) =az?+bx+c R

Racional f(z) = % {z : q(x) # 0}
Raiz cuadrada f(z) =z [0, 00)

Valor absoluto f(x) = |z| R

También son frecuentes las funciones definidas a trozos, que
usan formulas distintas en distintas partes del dominio. El
valor absoluto es un ejemplo:

x, x>0
|z| =
—x, <0

19



| Grafica de una funcién

La grafica de f es el conjunto de puntos (z, f(x)) del plano,
con x recorriendo el dominio. Es, literalmente, la funcion vista
como subconjunto de R2. En ella se leen las intersecciones con

los ejes, los tramos de crecimiento y decrecimiento, las
asintotas y las discontinuidades.

PRUEBA DE LA RECTA VERTICAL

Una curva del plano es la grafica de una funcién de x si y solo
si ninguna recta vertical la corta en mas de un punto.

Es la traduccion grafica de la unicidad: dos cortes sobre la
misma vertical significarian dos valores de y para un mismo .

Por eso la circunferencia 2% + y? = 1 no es la gréfica de una
funcion, y la semicircunferencia superior si lo es.

El dominio se lee proyectando la grafica sobre el egje
horizontal, y laimagen proyectandola sobre el vertical.

20



Arrastra el punto a lo largo de la curva y observa como el
dominio se marca sobre el eje horizontal y el rango sobre el
vertical. Cambia de funcion con el selector: la dltima tiene los
extremos abiertos.

&7

alx)=x/2-xen[-2,2] v Ver dominio Ver rango

4’

x=0 = fix)=0

Domf=[-2,2] Ranf=[-2,2]

Interactivo propio

21


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/funciones-variable-real/InteSebas/DominioRangoGrafica/index.html

| Monotonia

Sea I unintervalo contenido en el dominio de f.

DEFINICION

f es creciente en I si para todos x;, x5 € I con z; < x5 se
cumple f(z;) < f(xy); y estrictamente creciente si vale

f(z1) < f(z2). Las definiciones de decreciente son las
mismas con las desigualdades al revés.

Un punto ¢ es un maximo relativo si f(c) > f(x) paratodo x
cercano a c¢; es minimo relativo si vale la desigualdad
contraria.

DONDE BUSCARLOS

Los extremos relativos aparecen donde la funcién pasa de
crecer a decrecer, o al revés. Si entre los dos tramos hay una
parte constante, el extremo no es un punto sino todo ese
tramo.

22



Identifica los intervalos donde la funcién crece, decrece o es
constante, y los extremos relativos. Al ver la solucion la curva

se colorea por tramos.

MNuevo ejercicio Corregir | | Ver solucion

&7

Punto sobre la curva: (-5, 1)
Crece | (-6,-2) W24} Decrece | (-2,2)
Miximos | (-2, 3) Minimos | (2,-1); (4, 0)

Intervalos abiertos separados con U

23

Constante | ningur

Interactivo propio


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/funciones-variable-real/InteSebas/Monotonia/index.html

| Funcién continua

La imagen habitual es que una funcién es continua si su grafica
puede dibujarse sin levantar el lapiz del papel. La idea de
fondo es correcta: cambios pequenos en x producen cambios

pequenos en y. Pero la definicidn precisa es esta:

DEFINICION

f es continua en un punto a de su dominio si

lim f(z) = f(a).

T—a

Y f es continua si lo es en todos los puntos de su dominio.

La igualdad encierra tres exigencias: que f(a) esté definido,
que el limite exista, y que ambos coincidan.

CUIDADO CON EL LAPIZ

La imagen del trazo sin levantar el |apiz solo funciona cuando
el dominio es un intervalo. La funcién f(z) = 1/z es continua

en todo su dominio R\ {0} v, sin embargo, su grafica tiene
dos ramas separadas.

24



| Funciones discontinuas

Una funcion es discontinua en un punto a de su dominio

cuando falla la igualdad anterior. Segun cémo falle, se
distinguen tres casos.

EVITABLE

El limite existe pero no coincide con f(a). Por ejemplo
f(z)=2%siz#1y f(1) = 3: el limite en 1 es 1, no 3. Se
arregla redefiniendo un solo punto, y de ahi el nombre.

DE SALTO

Los limites laterales existen pero son distintos. Por ejemplo, la
funcion que vale —1 para x < 0y 1 para £ > 0 salta en el

origen.

ESENCIAL

Algun limite lateral no existe o es infinito. Por ejemplo
f(z) =sen(1l/x) paraxz # 0y f(0) = 0: cerca del origen la
funcion oscila sin acercarse a ningun valor.

25



Ahora al revés: dada la grafica, escribe su dominio y su rango.
Fijate en si los extremos de cada trozo estan marcados con

punto lleno o hueco, porque eso decide si el valor pertenece o
no al conjunto.

&7

Nuevo ejercicio Comprobar || Ver solucién || Ver teoria

ST N

Dom f= [-2, 2] U (3, 5] Ranf =

Interactivo propio

26
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| iPiensaenello!

Las siguientes graficas describen el proceso de llenado de
distintos recipientes: la altura del liquido en funcién del
volumen vertido.

o7l

0

t =

Ll

: i : -
Area base cilindro 2 Abtie T gy Reiniciar

Llenado de recipientes: grafica, de Juan David Serrano Diaz, en GeoGebra.
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Preguntas para discutir

Describe cada una de las graficas.

;Qué tienen en comun?

:En qué se diferencian?

:A qué se deben esas semejanzas y diferencias?

;Todas las graficas corresponden a funciones continuas?
Justifica tu respuesta con la definicion, no con el dibujo.

:Cual es el dominio y cual laimagen en cada caso?

:Por qué el recipiente conico da una grafica curva y el
cilindrico una recta? ;Qué le pasaria a la grafica si el
recipiente fuera mas ancho arriba que abajo?

28



Ejercicios propuestos

1.Con A={1,2,3,4} y B={3,4,5}, calcula AUB, AN
B,A\ByB\ A.

2. Escribe por comprensién el conjunto {1, 4,9, 16, 25}.

3.Expresa como intervalo o unién de intervalos: {z € R :
|z| < 3}.

4.Si A=1{1,2} y B ={a,b,c}, ;cuantos elementos tiene
A x B?Escribelos.

r+1

T 22—9 (b)

5.Determina el dominio natural de: (a) f(x)

9(z) = VB3 (O h(z) = —

r—1

6.Hallalaimagende f(z) = 2% + 1 con dominio R.

7.:La relacién y? = z define a y como funcién de z? Justifica
con la prueba de la recta vertical.

8. Clasifica la discontinuidad en x = 0 de la funcién que vale
z+ 1lparaz < O0yxz — 1parax > 0.

29



Respuestas

1.AUB =1{1,2,3,4,5}; AnB ={3,4}; A\ B = {1,2};
B\ A= {5}.

2{n*:neN, 1<n<5}
3.(—3,3).
4.Seis: (1,a), (1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢).

5.(@) R\ {—3,3}; (b) (—o0, 5]; () (1,00), porque ademas de
x — 1 > 0 el denominador obligaax — 1 # 0.

6.[1, 00).

7.No. Para x = 4 hay dos valores, y = 2y y = —2, asi que la
recta vertical x = 4 cortala curva dos veces.

8. De salto: el limite por la izquierda es 1 y por la derecha es
—1.

30
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