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Introducao

Os Numeros complexos foram introduzidos para dar sentido a raiz
quadrada de nimeros negativos. Desta forma, equacdes como x? +
1 = 0 passam a poder ser resolvidas e abre-se entao, a partir dai,uma
porta para um mundo incrivel no qual todas as operacoes (exceto a
divisao por 0) sdo possiveis.

Aqui os contelidos sdo abordados a nivel do Bacharelado em Ciéncias
espanhol, mas pode ser védlido para qualquer aluno que queira
mergulhar no estudo desses fascinantes niumeros.

No video a seguir! podes ver uma interessante introducdo aos
numeros complexos e suas aplicacoes.

&7

1€} Dimensions 5 Espanol

v

1Capl'tulo 5 do video "DIMENSOES, um passeio pela matematica” www.dimensions-
math.org/Dim ES.htm



https://www.youtube-nocookie.com/embed/30GO1M9JRgA?list=PLw2BeOjATqrsZAYGGJTbAWkhKEV7C44nk
http://www.dimensions-math.org/Dim_ES.htm
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1.1 Por que niumeros complexos?

As solucdes? da equacdo ax? + bx + ¢ = 0 sdo os pontos de intersecio
da funcdoy = ax? + bx + c com o eixo das abscisas.

[ 7||
- 2. O
Estas soluciones vienen dadas por: x= ﬂ

2a
- . . .. 2
Y seglin sea el signo del discriminante A =b*-4ac puede
ocurrir que haya dos, una o ninguna solucion real.

Pero si se trata de que exista solucién en todos los casos,
;qué hacer cuando el discriminante es negativo?, esto es
cuando tenemos la raiz cuadrada de un niimero negativo
que sabemos no es un ndmero real.

Sihacemosi= {-1 ,la unidad imaginaria, ya podremos M
. " 2 1
resolver la ecuacién en cualquier caso.

e A=4>0 Dossoluciones reales:
x1:3 xz:‘1 y=x2-4x+3

Um pouco de histéria®

Embora a primeira referéncia conhecida a raizes
quadradas de numeros negativos venha de
matematicos gregos, foi somente no século XVI que
Girolamo Cardano propds esses numeros. Mais tarde,
Descartes, em 1637, deu-lhes o nome de imaginarios.

Foi Wessel em 1799 e Argand em 1806, com a proposta do plano
complexo, quem lancou as bases dos numeros complexos, até que,
finalmente, Gauss (1777-1855) lhes deu um nome e os definiu
rigorosamente.

2 Com base em uma pagina da unidade Numeros Complexos de Angela Nufiez Castain para Red
Educativa Digital Descartes.

®Da Wikipedia pt.wikipedia.org/wiki/Numero complexo.
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1.2 Parte real e parte imaginaria

Se considerarmos a unidade imaginaria i = v/—1 e representé-la no
ponto (0, 1) do plano, podemos localizar os nimeros 2i, 3i, ..., —i da
mesma forma , —2i, ... no eixo vertical, ou seja, os nimeros bi que
chamaremos de imaginarios. Entdo qualquer ponto no plano (a, b),
com a e b niUmeros reais, pode ser escrito como (a, 0) + (0, b), isto é
como a soma de a numero real e um nimero imaginario.

¢ Os numeros complexos sdo da forma a + bi, onde a é a parte
real e b é a parte imaginaria. Cada nimero complexo z pode ser
representado no plano pelo ponto Z(a,b) chamado afixo ou
pelo vetor OZ.

¢ Dois nUmeros complexos sao iguais se as partes reais e as partes
imaginarias forem respectivamente iguais em ambos.

Z=+ e imaginaric E

* Elconjugado de un nimerocomplejo _
z=a+bi esotrondmero complejocon L 2

la parte real igual y la parte imaginaria B
cambiada de signo.
z=3-4i dibujar

* E| opuesto de un nimero complejo
z = a+bies otro nlimero complejo con
la parte real y la parte imaginaria
cambiadas de signo.

-z= =3 -4 dibujar

10
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Para praticar

\,i( Ejercicio 1

Averiguael valor de ay de b paraque a+6i seaelconjugado de -10 + bi

\,Q( Ejercicio 2

c .. b |
Halla las soluciones de la ecuacion: z°-14z +85 = 0

HEN

11
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1.3 Operacoes com complexos: adicao e
subtracao

Numeros complexos podem ser adicionados ou subtraidos seguindo
as regras de operacdes com nimeros reais.

¢ Para somar dois nUmeros complexos soma-se as partes reais e
as partes imaginarias, respectivamente. Assim, dados z; = a; +
biiez, = a, + byi, suasoma é:

z1 Tz = (a1 T ax) + (b1 + bo)i
e Tal como acontece com os nUimeros reais, para subtrair dois

complexos, o oposto do subtraendo deve ser adicionado ao
minuendo.

cielimaginario 2
zy5ls | 434 | =
Zys12 | 45 i
* Suma dibujar 2

z, +2, 2(31*' az)+(b1+ bz)i

zl+22={5+4i]+{-2+3i]= 3+7i

* Resta dibujar
z,-z, =(ai-azl+(b1-b2}i

Z, -2, =(5+4i)-(-2+3i)= 7+

12
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Para praticar

\,9( Ejercicio 3

Efectia las siguientes operaciones: (-7-6i )+ % (6-9i)-(-4+6i)

e (]

\,Q( Ejercicio 4

Calcula los niimeros complejos z, y z, quecumplen z,+z,= 4+5i yz,-z,=-6-7i

2=} [ ] = | [ ] (]
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1.4 Operacoes com complexos: multiplicacao e
divisao

Os numeros complexos podem ser multiplicados seguindo as regras
da operacdes com nlimeros reais e levando em conta que i-i = i> =

-1
Z1* 2y = (a1 +b1i)‘ (a2 +b2i)
:al-az+a1-b2i+b1-a2i+b1-b2i2
= (a;-ay —by-by) +(ay- by + by~ ar)i

21 + eje imaginario
Z 501 | 3l

* Producto dibujar
Z Zy
Z,+2,=(4+2i)-(-142i )=
=-4-1+4-2i-2i-1+2-2i" = —
eje rea
= -8 + 6i

Comprueba que el producto de un niimero por su
conjugado es siempre un ndmero real:

z,-2,=(4+2i)-(4-2i[ ]

Introduce el resultado y pulsa Intro

.\( Ejercicio 5 E

Calcula el valor de b para que el producto (-3+i) - (-5+bi) seaunnimero imaginario puro.

b= | L]

14
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Inverso de un nimero complejo

Elinverso de un nimero complejo z = a + bi es otro complejo % que debe cumplir z - ; =1

Para calcularlo observa que el producto de z = a+ bi por su conjugado z = a - bi resulta:
(a+bi)-(a-bi) =a’+b’

Y si se dividen los dos miembros de esta igualdad por a’ +b” se obtiene:

(a+bi)-(a-bi) _, .\ ,a-bi, ... . a b .
221 =(a+bhi) {az+b2) (a+bi) taz+b2 az+bz|) 1
Conloqueelinversodez =a+bies: 1__a b .
q Z=a+hbi Z - 224b  aeb 1
3 - ’
Cociente de complejos El]

Para dividir dos numeros complejos, al igual que con los nimeros reales, se multiplica el numerador
por el inverso del denominador. Como regla practica multiplicaremos numerador y denominador por
el conjugado de este ultimo.

A ry
z, a+bi (a +bji)(a,-bj) aa,+bb, ba,-ab, Z ila

1

La —= - = +

z, atbi  (a+b)(a,-bji) a+b’ a,’+b,? I L= :
2 B+6i _ (8+60)(-1-2)) _ 8:1+48:2i-611-6-2i" _ 20+10i _, ..

z,  -1+2i  (-1+20)(-1-21) 1-417 T Tarel

\,Q( Ejercicio 6 E

Calcula el valor de b para que el afijo del cociente f:&bl esté en la bisectriz del primer cuadrante.

b= | ]

15
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2.1 Médulo e argumento de um niumero
complexo

Sea el nimero complejo z=

® Elmddulo de z es la distancia del afijo al origen
de coordenadas.

r=|z|=ja2+b? =44%+37 =5 | | [T 'y

e El|argumento es el dngulo que forma el segmento

OZ con el semieje positivo real medido en sentido
contrario a las agujas del reloj entre 0°y 360°

a = arg(z) = arctg % = arctg % = 36,9°

Se puede expresar el nimero complejo z mediante su
mdédulo y su argumento en forma polar:

ru = 536.9'
Observaque:a=r-cosa y b=r-senq, asi se puede expresar zen forma trigonométrica, a lavez
que sirve para pasar de la forma polar a la forma binémica.

z=r(cosa+isena)= 5(cos 36,9°+i sen 36,9°)

\( Ejercicio 7

a) Pasa aforma binémica: 7 45e= I:l + I:l D

Introduce los valores con su signo
redondeados a centésimas

b) El conjugado del numero complejo 2., es: DI:IU D

19
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2.2 Multiplicacao e divisao de complexos na
forma trigonométrica

A relacao entre a forma trigonométrica de dois nUmeros complexos e
a de seu produto e quociente permite-nos multiplicar e dividir com
muita facilidade.

Se expressarmos o0s complexos na forma trigonométrica e
operarmos:

ro, = r(cos a+isen a) r}; = r(cos B + isen B)

O produto:

r(cos a+isen a) - r,(cos S +isen f) =
rer - [(cos a - cos f—sen o - sen )+ (cos a-sen f+sen a- cos p)i] =
rr - (cos(a+ p) +isen(a+ f))

Observamos que o moddulo do numero complexo resultante é o
produto dos moédulos dos fatores e o argumento a soma dos
argumentos.

O quociente:

r(cos a+isena) r (cosa+tisena)- (cosf—isenf)

¥(cos f+isen f) r (cos f+isen B)- (cos f—isen f)

r (cos a-cosf+sena-cosB)+(sena-cosf—cosa-senf)i

r cos? o+ sen?

; - (cos(o.— p) +isen(a — f))

E o resultado do quociente € um nimero complexo cujo médulo é o
guociente dos médulos e o argumento a diferenca dos argumentos..

20
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Sean los nimeros complejosz = r,y z'= r'B
ry 1 ry
z= z=
e MR O

* Producto dibujar z
Para multiplicar dos nimeros complejos en
forma polar se multiplican los médulos y se
suman los argumentos.

"= . =
Zez = 5'[?(]J 29(}" 10210"

* Cociente dibujar
Para dividir dos niimeros complejos en
forma polar se dividen los médulos y se
restan los argumentos.

5 0
z _Cur g

] mo
4 240

\,Q( Ejercicio 8

a) Dado el nimero complejoz=5_,, calculaz-2y 2/Z

55°

Z-E=|:\:|° z/E=E\j,

21
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2.3 Poténcias de complexos na forma
trigonométrica

Para calcular una potencia de exponente natural,
n, de un ndmero complejo expresado en forma
polar, basta elevar el médulo a n y multiplicar
el argumento por n.

(r,)"=(r") .

. . _ _ ry
Seael nimero complejo: z=r_ = o z

"= E29D)1:211-90=:29m | |

Se puede expresar z"en forma trigonométrica:
[r(cosa +isena)]” = r" (cos na +isen na)

y haciendo en esta expresién r = 1 obtenemosla
férmula de Moivre, Ctil en trigonometria para
calcular sen na y cos na a partir desenay cos a.

~
X{ La férmula de Moivre

-
(cosc(+isenu)cos 2a +isen 2a

Desarrollando |a potencia por el binomio de Newton resulta:
(cosa+isena)’ =cos’a+2senacosai +sen’ai’=
= cos’a+2sendicosdi -sen’d
Agrupando términos e igualando la parte real y la parte imaginaria tenemos que:
cos 2a = cos’a -sen’a

sen 20 =2 sena cosa

AN
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Poténciasde i

Un caso particular lo encontramos al calcular las potencias sucesivas de i.

Teniendo en cuenta que i?=-1, sera:
=1 it =i i‘=-1
if=ii=1  P=iti=i iP=i=-1

y asi sucesivamente, con lo que observamos que se repiten de cuatro
en cuatro. Luego para hallar una potencia de i, se divide el exponente

.3 .
I =-l
=it =i

entre 4y se calcula |la potencia de exponente el resto de |a division.

=1
i
-1
=i

iﬂ‘
i!l
i2
i3

L ]

\,Q( Ejercicio 9

e[

b) Selecciona el valor de la potencia de i.

a) Averiguaelvalorde nydea (a>0) paraque {-3{5 +ai)"= 1296,

o]

100
I

23
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2.4 Raizes de numeros complexos

. . ry
Seael numerocomplejo: z=r_ = o

e Laraizn-ésimade z es otro complejo m,
que debe cumplir: {mﬁ}" =r,

luego: m"=r = m=7r

vy Brn=a+k-360° = B= nt T
Z
T 7]
n=22] 2z - B - 28, 5, B/

2,= 28,5 k=3

Observe que:

Todo numero complexo tem n-ésimas raizes. Os afixos dessas n raizes
estao localizados em um circulo e sdo os vértices de um poligono regular

com n lados.

\,Q( Ejercicio 10

7]

1+i
-1-i

Calcula: (Sugerencia: Primero se debe pasar el radicando a forma polar)

aime i

24
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2.5 Exercicios para praticar

A seguir mais exercicios* para praticar as operacées com complexos.

Podes escolher o tipo no menu. Podes ver depois a solucao de cada
um.

5 5

Elige el tipo de ejercicio que prefieras

4 Adaptacao de uma cena de Consolacao Ruiz Gil para Red Educativa Digital Descartes.
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3.1 Operacoes com complexos e transformacoes
geométricas

Translacao

A
Considera el tridngulo de la figura situado en el plano complejo de vértices: E
A(-4,-2) B(2,-5) C(-1,1)

Si sumamos a los tres vértices el nimero
complejo:

;Qué le ocurre al tridngulo?. Compruébalo:

Ao (-4-20) 43450 [+ i

C
B (2-51)+(3+50) |+[ |i , /'\\
C—»{—1+i}+[3+5i}|:|+|:|i -<

Efectia las operaciones y pulsa Intro

29
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Rotacao do centro a origem

A
Considera el tridngulo de la figura situado en el plano complejo de vértices: E
A(0,0) B(00) cC(0,0)

Si se multiplican los tres vértices por el nimero
complejo de médulo 1y argumento %0° ;Qué
le ocurre al tridngulo?.

s )
-

Expresamos primero los vértices en forma polar:
A 7420 =53 ;0= 73156 1op= 73]
B:3+6i =45 1067, 1g0= 67 ]

C:3+3i =18 ,.>42,. 14.= 42—

Figura 3.2. Detalhe da obra de M. C. Escher "Butterfly", tirado de mcescher.com.

30
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Homotetia e giro

Considera el tridngulo de la figura situado en el plano complejo de vértices:

A(0,-4) B(4,-3) C(1-1)

Si multiplicamos los tres vértices por el nimero
complejor,:

;Qué le ocurre al tridngulo?. Compruébalo:

A:0-4i =416 , .~

‘J_ 315

Utiliza para las operaciones los valores
redondeados a décimas que aparecen

E\:
B 4 3' {_3231 3231 |
E\:

Figura 3.3. Detalhe da obra de M. C. Escher "Smaller and smaller", tirado de
mcescher.com.
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Autoavaliacao
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3/ b1 (1) =_2 -
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Autoavaliacao

\?{ Selecciona la respuesta correcta

Este cuestionario de autoevaluacion consta de 10 preguntas
con tres posibles respuestas cada una.

Para responder basta hacer "clic” en el recuadro de la que se
considere correcta. Pulsando en el el botén "Comprobar" se
corregird, en color verde si esta bieny en rojo si no lo esta. Si
ha sido incorrecta se marcar4 en verde la opcién correcta.

Al final se puede reiniciar el cuestionario y apareceran las
mismas preguntas con datos diferentes.

anterior / siguiente »

Tus respuestas: o e e 0 e e o e o @ Puntuacicn:

35
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