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Prefacio

Los métodos numéricos son una herramienta esencial para quienes
ejercen la ingenieria, ya que permiten resolver problemas complejos
gue a menudo no tienen una solucién analitica simple. Estas técnicas
posibilitan abordar situaciones reales mediante aproximaciones,
convirtiéndose en un recurso indispensable en la practica profesional.

Este libro esta disenado para quienes deseen adquirir una comprension
de los métodos numéricos para el calculo de raices de funciones no
lineales, la aproximacion de funciones mediante polinomios, la
integraciéon numérica y la resolucién de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Este libro ofrece:

e Explicaciones detalladas que conectan la teoria con la practica,
facilitando la comprensiéon de cémo y por qué funcionan los
algoritmos.

e 230 ejemplos y ejercicios resueltos paso a paso, que muestran
como aplicar las técnicas numéricas en situaciones concretas.

e 38 herramientas interactivas, graficas y visuales que refuerzan
las explicaciones y ayudan a entender mejor los conceptos
abstractos.

e Una introduccion progresiva a herramientas como
Matlab/Octave, para que los lectores puedan implementar las
soluciones y verificar sus propios resultados. Se incluye ademas
una herramienta para poder ejecutar cédigo Octave online, sin
necesidad de instalar ningun programa que se complementa con
un asistente guiado por Inteligencia Artificial para consultar
sobre comandos y programacion en Octave o Matlab. El acceso
a esta herramienta se realiza desde el segundo icono que se
muestra en el lateral derecho de cada pagina.
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La orientacion de este libro no solo pretende facilitar el aprendizaje,
sino también despertar el interés por profundizar en el estudio de los
métodos numéricos. La idea es acompanar al lector a través de una
exposicion clara y ordenada, donde cada contenido ayude a construir
una base sélida que conecte los conceptos tedricos con su aplicaciéon
practica.

Este libro toma como punto de partida los apuntes del profesor
Eduardo Casas Renteria de la Universidad de Cantabria [6]. Su enfoque
tedrico ha servido de guia para estructurar los contenidos gue aqui se
presentan. El objetivo de este material es ofrecer una vision practica,
combinando explicaciones tedricas con ejemplos y ejercicios que
ayuden a entender y dominar los conceptos basicos. Para apoyar los
cdlculos y facilitar el desarrollo de los ejemplos, se utiliza Ia

programacion en Matlab/Octave.

La estructura del libro se organiza en seis temas, que van desde los
conceptos basicos hasta aplicaciones mas avanzadas. El primer tema
introduce los métodos numéricos y el uso de Matlab/Octave, sentando
las bases para el aprendizaje y la implementacién computacional. El
segundo aborda la aritmética computacional basica, destacando los
principios fundamentales para trabajar en un entorno digital. En el
tercer tema se estudia la resoluciéon aproximada de ecuaciones no
lineales, explorando distintos métodos para encontrar raices de
funciones. El cuarto tema se centra en la aproximacién de funciones
mediante polinomios, una herramienta esencial en el analisis numérico.
El quinto capitulo trata la integracion numérica, presentando técnicas
para calcular integrales de forma aproximada. Finalmente, se introduce
la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias, ofreciendo
métodos numéricos para su aproximacion.



Soy consciente de que este libro puede contener algunas erratas o
inconsistencias por lo que se anima a los lectores a compartir cualquier
observacion o correccidon que consideren necesaria. Sus aportaciones
seran de gran ayuda para mejorar futuras ediciones y asegurar que este
recurso sea cada vez mas util.

Finalmente, quiero agradecer a la Red Educativa Digital Descartes y, de
manera especial, a Juan Guillermo Rivera Berrio por compartir
generosamente su conocimiento. Su experiencia y su compromiso con
la educacion han sido fundamentales para enriquecer este trabajo.
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Capitulo

Introduccion a los Métodos
Numeéricos y Matlab

1.1 Los métodos numéricos

El andlisis numérico es una rama de las matematicas que se ocupa de
estudiar métodos y algoritmos para encontrar soluciones aproximadas
a problemas que no pueden resolverse de manera exacta mediante
técnicas analiticas tradicionales. Algunos de estos problemas incluyen
la resolucién de ecuaciones algebraicas y diferenciales, el calculo de
integrales o el tratamiento de sistemas de ecuaciones, tanto lineales
como no lineales.

Al estudiar métodos numéricos, es importante considerar los
siguientes aspectos:

e Desarrollo de métodos. El disefio y andlisis de algoritmos que
sean capaces de proporcionar soluciones aproximadas que sean
lo suficientemente precisas para aplicarse a problemas reales.

e Estimacion y control del error. Dado que las soluciones
numéricas son aproximadas, resulta fundamental estudiar y
medir los errores que se generan. Estos pueden deberse tanto a
las limitaciones del propio método como a factores practicos,
como los errores de redondeo y truncamiento que aparecen al
trabajar con la representacion numérica en los computadores.

e Convergencia de los métodos. Para cada algoritmo, se debe
analizar cdmo se aproxima a la solucién exacta a medida que
aumenta el nUmero de iteraciones o calculos.

15



e Estabilidad y rendimiento. Un algoritmo numérico debe ser
estable, lo que significa que pequenas variaciones en los datos
de entrada no deberian producir grandes diferencias en los
resultados. Ademas, los métodos deben ser eficientes, es decir,
ofrecer buenos tiempos de calculo y utilizar los recursos
computacionales de manera adecuada, algo especialmente
importante cuando se enfrentan a problemas de gran tamano o
alta complejidad.

1.2 Ejemplo de introduccidn

Para ilustrar la aplicacion de los métodos numéricos en problemas
reales, se considera el caso de un sistema de baterias conectado a un
panel solar que genera electricidad a lo largo del dia. Se quiere modelar
cémo la bateria se carga con el tiempo, sabiendo que:

e La potencia solar P;,,,(t) varia a lo largo del dia, dependiendo
delaluzsolar.

e Labateriatiene una capacidad maxima de almacenamiento.

e La velocidad de carga disminuye a medida que la bateria se
acerca a su capacidad maxima (comportamiento tipico de una
bateria).

La ecuacién que podria modelizar cémo se almacena la energia en la
bateria podria ser la siguiente ecuacion diferencial ordinaria (EDO):

dE
— = Pyolar(t) — kE(t

2 = Puer (1) — KE(1)
donde:

e E(t):Energia almacenada en la bateria (kWh).

e P,,,-(t): Potencia solar disponible en funcién del tiempo (kW).



k: Coeficiente de ineficiencia de la bateria.

t: Tiempo en horas.

Se recurre a técnicas numéricas para obtener una solucion aproximada
considerando los siguientes datos y parametros:

La

Capacidad maxima de la bateria: 100 kWh.
Coeficiente de ineficiencia (k): 0.05
Tiempo de simulacion: 24 horas.

La potencia solar varia a lo largo del dia considerando t = 0 el

momento en el que sale el sol y tomando como valor maximo 50
kW a partir del cual disminuye siguiendo la funcién senoidal:

mt
Psoart =50 Ta
lar (t) sen(12>

grafica de la Figura 1.1 muestra la evolucion de la energia

almacenada en la bateria en un dia (24 horas) en funcion de la potencia
solar disponible, utilizando como método de resolucion el método de
Euler que se analizara en detalle en el capitulo 6 de este libro. En la
grafica

La linea azul muestra como la energia almacenada en la bateria
varia con el tiempo, dependiendo de la energia solar recibida.

La linea discontinua naranja representa la potencia solar
disponible a lo largo del dia, que sigue una curva senoidal para
simular el ciclo diurno.

Se observa cémo la bateria se carga durante las horas de sol y comienza
a descargarse lentamente debido a las ineficiencias cuando no hay
suficiente energia solar disponible.

17
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Figura 1.1. Simulacién de almacenamiento de energia en la bateria solar

¢En qué consiste el método numérico para obtener la solucién
E(t)?

El ejemplo descrito anteriormente responde a un problema de valor
inicial (PVI) que busca encontrar la curva solucién de una ecuacién

diferencial ordinaria de primer orden de la forma z—t = f(t,y) conuna
condicion inicial y(¢yg) = yo. La solucién es la curva y(t) que pasa por el
punto (o, yo) Y tiene como pendiente de la curva en cualquier punto el
valor establecido por la funcién f.



El método de Euler, que se vera en detalle en el capitulo 6, propone
aproximar esta curva avanzando paso a paso a través de pequenos
saltos en el eje £ moviéndose suavemente por la recta tangente en cada

instante ya que f permite calcular la pendiente a la curva en cada
punto. En este proceso, se recalcula la direccién en cada paso.

A continuacion se detalla el proceso a seguir en este método numérico,
que se inicia desde el punto (¢, yo)-

Pasos del Método de Euler

1. Punto inicial: Se parte del punto y(tg) = yo dado por el
PVI. Nuestra solucién al problema es una curva que pasa
por el punto (¢g, Yo ).

2. Aproximacion por pasos: A partir del punto inicial, se
avanza con pasos pequefios At, calculando el valor

aproximado de y en el siguiente punto usando la pendiente.

Se obtendria asi una lista de puntos (tg,¥o), (t1,41), -
(tn,yn)dondet, =t, 1 + At

3. Férmula de actualizacion: En cada paso, el valor de y se
actualiza segun la férmula: y, 1 = y, + At - f(t,,y,) ya
que f(t,, yn) es la pendiente en el punto (¢, Yy, )-

19
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En este ejemplo introductorio que se esta viendo, el problema de valor
inicial es el siguiente,

dE

Fra Piar(t) —kE(t) E(0)=0

La aplicacion del método de Euler para encontrar la solucion de forma
numérica consisté en aplicar la siguiente férmula iterativa

E(n+1) = E(n) + At - (Pyar(t) — k - E(n))

donde At es el paso de tiempo (1 hora) y E(n) es la energia
almacenada en la bateria en el instante n. Asi, es posible calcular la

energia almacenada en la bateria a lo largo de 24 horas utilizando la
potencia solar que varia con el tiempo. Se muestra seguidamente el
calculo de los primeros pasos.

Condicidn inicial:
e Energiainicial en la bateria: E(0) = 0 kWh

Paso1l:t =1h
e P,a(0) =50sin(0) = 0kW

e E(1)=0+4+1-(0-0.05-0) =0kWh
Paso2:t =2h

o Pilar(1) = 50sin ({5 - 1) ~ 12.94kW

e E(2)=0+1-(12.94—0.05-0) = 12.94kWh

Paso3:t = 3h
o Pia(2) =50sin (5 - 2) = 25kW

e E(3)=12.94+1-(25—0.05-12.94) ~ 37.29kWh



Paso4:t =4h

e Piar(3) =50sin (£ - 3) ~ 36.60kW

e E(4)=37.29+1-(36.60 — 0.05-37.29) ~ 72.24kWh

Paso5:t =5h

o Piar(4) =50sin (5 - 4) ~ 47.55 kW

e E(5)=1722441-(47.55 — 0.05 - 72.24) ~ 116.63kWh

Pero, como la capacidad maxima de la bateria es 100 kWh, se
limita el valora E(5) = 100 kWh.

El proceso continuaria realizando el calculo para las 24 horas del dia de
forma similar.

1.3 Errores en calculos numéricos

Los errores en métodos numéricos, aunque pequenos al inicio, pueden
crecer y afectar gravemente los resultados. Comprenderlos es clave
para evitar fallos. A continuacion, se muestran ejemplos histéricos con
consecuencias significativas.

Misiles Patriot

El 25 de febrero de 1991, durante la Guerra del Golfo, una bateria de
misiles Patriot del ejército estadounidense ubicada en Dharan, Arabia
Saudita, fallé al intentar interceptar un misil Scud lanzado por las
fuerzas iraquies. El misil impacté en un cuartel del ejército
estadounidense, causando la muerte de 28 soldados. Un informe de la
entonces Oficina General de Contabilidad, titulado "Patriot Missile
Defense: Software Problem Led to System Failure at Dhahran, Saudi
Arabia", identificé la causa del fallo: un error aritmético en los calculos
de tiempo del sistema, que provocd un desfase desde el inicio de la
operacion [1].

21
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Figura 1.2. Misil Patriot [1]

Concretamente, el reloj interno del sistema media el tiempo en
décimas de segundo, y este valor se multiplicaba por 10 para obtener el
tiempo en segundos. El calculo se realizaba usando un registro de
punto fijo de 24 bits. Como 1/10 tiene una expansién binaria infinita, se
representé truncandolo a 24 bits después del punto decimal. Aunque el
error de truncamiento era muy pequeno, al multiplicarse por el nimero
grande que representaba el tiempo en décimas de segundo, acabd
generando un error apreciable [1].

La explosion del cohete Ariane

El Programa Ariane comenzé en 1973 como una iniciativa europea
para desarrollar un lanzador propio que asegurara su acceso
independiente al espacio. El proyecto se llevé a cabo bajo la supervisiéon
de la Agencia Espacial Europea (ESA, por sus siglas en inglés). Hasta
mayo de 2003, el contratista principal fue el Centro Nacional de
Estudios Espaciales (CNES) de Francia, momento en el que esta
responsabilidad pasé al consorcio europeo EADS (European
Aeronautic Defence and Space Company). [2].


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/images/misil.jpg

La gestion comercial del lanzador Ariane estuvo a cargo de la sociedad
Arianespace, creada en 1980, y en su desarrollo y construccion
participaron alrededor de 40 companias europeas. Todos los
lanzamientos se realizaban desde el centro espacial de Kourou, en la
Guayana Francesa, que disponia de varias plataformas de despegue y
contaba con varios cientos de trabajadores de forma permanente.

El 4 de junio de 1996, el cohete Ariane 5 Flight 501, de la Agencia
Espacial Europea (ESA), exploté apenas 40 segundos después de su
despegue, a una altitud de 3,7 km, tras desviarse de la trayectoria
prevista.

Figura 1.3. Cohete Ariane [2]

El vuelo del Ariane 5 Flight 501 era su primer lanzamiento tras una
década de desarrollo, que habia supuesto una inversién de mas de
7000 millones de euros. Tanto el cohete como su carga estaban
valorados en mas de 500 millones de euros. La explosién fue provocada
por un fallo en el sistema de guiado de la trayectoria, ocurrido 37
segundos después del despegue. La causa del error se localizé en el
software encargado de controlar el sistema de referencia inercial (SRI).
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En concreto, el fallo se produjo por una excepcién al intentar convertir
un numero en punto flotante de 64 bits —relacionado con la velocidad
horizontal del cohete respecto a la plataforma de lanzamiento— en un
entero con signo de 16 bits. El problema fue que el valor que se
intentaba almacenar superaba el maximo que puede representarse en
16 bits con signo, que es 32.767.

Para mas informacion, se puede consultar [12].

El hundimiento de la plataforma petrolifera Sleipner A

El 23 de agosto de 1991, la plataforma petrolifera Sleipner A,
propiedad de la empresa noruega Statoil, se hundié en el mar del Norte
a 82 metros de profundidad. El accidente se debié a un error en el
modelado numérico de la estructura mediante elementos finitos, que
provocé una fuga de agua en uno de los 24 tanques de aire de 12
metros de diametro, esenciales para la flotabilidad. La plataforma, que
soportaba 57.000 toneladas de peso, mas 200 personas y 40.000
toneladas de equipamiento, no pudo ser salvada debido a la
incapacidad de las bombas de achique para evacuar el agua. El
hundimiento supuso un coste estimado de 700 millones de euros [ 3].

Para modelar los tanques de la plataforma se utilizé el programa
NASTRAN, basado en el método de elementos finitos, aplicando una
aproximacion mediante un modelo elastico lineal. Sin embargo, esta
aproximacion resulté inadecuada y subestimd en un 47 % los esfuerzos
gue debian soportar las paredes de los tanques. Como consecuencia,
algunas paredes fueron disenadas con un grosor insuficiente.

Un analisis posterior al accidente, realizado mediante el método de
elementos finitos de forma mas precisa, demostré que el diseno de la
plataforma provocaria fugas en algunos de los tanques cuando
estuviera sobre una lamina de agua de 62 metros de profundidad. La
fuga real se produjo cuando la plataforma se encontraba sobre 65
metros de agua, lo que confirmé la causa del fallo.



Figura 1.4. Plataforma petrolifera [ 3]

1.4 Introduccion a Matlab/Octave

Para desarrollar y resolver los ejercicios y ejemplos propuestos en este
libro, se utilizard como herramienta principal de céalculo el programa
Matlab. Su interfaz intuitiva y su amplia biblioteca de funciones lo
convierten en una herramienta ideal para ilustrar conceptos
matematicos, realizar simulaciones y aplicar métodos computacionales
en un entorno practico.

Matlab es un acrénimo de "Matrix Laboratory", lo que refleja su origen
como una herramienta disenada para trabajar principalmente con
matrices. Con el tiempo, el programa ha evolucionado para convertirse
en un entorno de programacion de alto nivel que permite realizar
calculos numéricos, analisis de datos, simulaciones, desarrollo de
algoritmos y visualizar informacion.

4 \
Aunque Matlab es un software de pago, también se puede utilizar el software libre

y gratuito Octave, que es compatible en muchos de sus comandos. Para facilitar la
ejecucion del cédigo propuesto en los ejemplos y ejercicios, se pueden utilizar los
siguientes enlaces sin necesidad de realizar ninguna instalacion:

e octave online

o myCompiler
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A continuacién, se resumen las principales caracteristicas de
Matlab/Octave necesarias para seguir y comprender los ejemplos de
los proximos capitulos. Para una explicacion mas detallada, se
recomienda consultar la documentacion oficial o la bibliografia
recomendada [8].

Entorno de trabajo

La ventana de Matlab muestra un escritorio dividido en varias partes:

e Las 6rdenes se escriben en la ventana de comandos, Command
Window.

e La ventana Workspace proporciona informacion sobre las
variables utilizadas y permite explorar datos que cree o importe
de archivos.

e Current Folderes la carpeta actual donde se ejecutan los

HOME HE G-I L‘j@mlﬁ ¢h Documentatior
] = SES NEeTel L || B variable™
ks Bx S0 A\ [Qrndries 08 WY
New New  New Open [fcompare Import Clean !:F.,Saw, Workspace CODE | ENWIRDMMEMT  RESOURCES
Seript  Live Script = = . Data Data il:) Clear Workspace =
- - - -
FILE VARIABLE -
e At ¥ ¥ Users ¥ slena * OneDrive - UNICAN » Documents » MATLAS » v 2
f_umrent Folder =R cmmand Window & | ‘Workspace >
Name MName Value
&l Examples Ta get started, type doc.
#itim For product information, visit wwWwWw.mathworks.com.
*] pruebam
r- tirar.m e >
= untitled png
Yy .
® ] Untitted.m
) Untitted2.m
[Details ¥

Select 2 file to view details

Figura 1.5. Ventana Matlab
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Directorio de trabajo

Cuando se guarda el cédigo en un archivo y se quiere utilizar mas
adelante, es necesario indicar al programa su ubicacién. Matlab tiene
preconfigurada la ruta donde almacena sus funciones nativas y las de
los paquetes incluidos. Sin embargo, si se trabaja con archivos propios,
se debe asegurar que el programa pueda acceder a ellos
correctamente.

Matlab busca funciones y scripts en los directorios especificados por el
comando path. El primero de ellos es siempre el especificado en el
didlogo Current Directory.

En la figura aparece marcado en rojo el directorio actual. Tecleando el
comando path en la ventana de comandos puede ver el listado de
directorios activos.

o hElT\J = .lf-f:@ @I rehi Docume

| HOME 3
= ; 4 < L \| g Variable ™ » |4 Analyze Code e | oS e
|_l.'“'J |.’_*u" w I Lo FindFiles i t J —r 5 E @ Preferences L'}.JI]
L Save Works _ (& Run and Tin
New New New Dpen () Compare Import Clean iE SHie Krorkinaes Favorites = fungoctTime Layout [ Set Path Add-Ons H
Script Live Script ¥ - Data Data [ Clear Workspace v b7 |l Clear Commands ¥ - b4
FILE / VARIABLE CODE EMVIRCNMENT

S R SR

Current Falder (¥ | | Command Window

MName >>» path

MATLABPATH

a\Apphata\Local\Temp\Editor cimbg

les\MATLAB\RZ0230" boxhmatlabhaddon enable disable management\m
5 x'matlabhaddon updatesi\matlab
matlabhaddons

Windows

Dietails 23

aox\matlabh\addons\cef

gimatlab\addons\fileexchange

x'\matlabh\addons'\supportpackagss

Select a file to view details 2 § =
x'matlabhaddons_commoni\matlab

aaoaonaoanonaoag

:\Program Files\MATLAB\R2023b\toolbox\matlab\addons desktcp registration

Figura 1.6. Directorio de trabajo
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Ayuda de Matlab

Desde la ventana de comandos, se puede utilizar he'llp. para obtener
ayuda sobre la sintasis de un determinado comando.

help nombreDelComando
Ejemplo:
>>help plot

Ademas, desde el menu help, se puede acceder a la ayuda de
MathWorks en el caso de Matlab.

Creacidon de variables

En Matlab/Octave, es sencillo crear variables, basta asignar un valor al
nombre de la variable. Las variables se almacenan en la memoria y
pueden contener numeros, matrices, cadenas de texto, entre otros. El
contenido de una variable se puede recuperar y modificar a lo largo de
una sesién de trabajo.

Se detallan a continuacion algunas reglas a tener en cuenta a la hora de
definir los nombres de las variables:

e El nombre de una variable puede tener letras, niumeros vy el
guion de subrayar.

e El primer caracter tiene que ser una letra, modulo2 es un
nombre valido, pero no lo es 2modulo.

e Las mayusculas y las minusculas tienen valor distinto. La
variable Modu'lo es distinta de la variable modulo.

e En el nombre de una variable no puede haber espacios en
blanco, modulol es un nombre de variable vélido, pero no lo es

modulo 1.



Existen nombres que deben evitarse porque tienen significado
propio en Matlab: ans, pi, Inf, i1, j, ... .Paraobtener
una lista de palabras reservadas teclea en la venta de comando
iskeyword().

Un ejemplo de declaracion de variable:

X=5; % X es una variable escalar
Xx=x+6; % E1 valor de x es 11

Las variables creadas desde la linea de comandos pertenecen al espacio
de trabajo (workspace).

Matlab ignora cualquier texto que vaya precedido por el simbolo %, por
lo tanto, este simbolo sirve para incluir comentarios. Los ejemplos que
siguen ilustran algunas caracteristicas de las variables.

Ejemplo 1.1. ;Qué resultado se obtendria con el siguiente cédigo?

>>

x=5;  2*x; y=x"2; x=y/x;

ﬁESqucién

2
3
4,
5

Ejemplo 1.2. Indica cudles de las siguientes expresiones son incorrectas
justificando las respuestas.

1.

Numero-6+2
8num=3*2

Num valores=3+2
A234_7899000=3
B-32=0

& Solucion
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Visualizacion de niumeros

El comando format en Matlab/Octave se utiliza para controlar la forma
en que el programa muestra los niumeros en la ventana de comandos.
No cambia la precision interna de los calculos, solo afecta a la

presentacion de los resultados. Aqui tienes algunos de los modos mas
comunes de este comando al escribir el nUmero .

format short 4digitos despuésdel punto 3.1416
decimal
format long 15 digitos después del 3.141592653589793
punto decimal
format Notacion decimal con 4 3.1416e+00
shortEng digitos
format Notacion técnica larga 3.14159265358979e+000
longEng

Tabla 1.1. Formatos de nimeros
Operaciones aritméticas
Matlab/Octave permite realizar operaciones aritméticas basicas de

manera directa. Las operaciones estandar incluyen suma (+), resta (-),
multiplicacién (*), division (/) y exponenciacién (*). Por ejemplo,

X 5y =X+ 3; % Suma
Z =X * 2; % Multiplicaciodn
A= 2*(x + z); % E1 valor de A es 24

Precedencia de operadores

Las expresiones se evallan de izquierda a derecha, la potencia tiene el
orden de prioridad mayor, seguido del producto y la divisién (ambas



tienen la misma prioridad) y por ultimo la suma y la resta (con igual
prioridad entre ellas). Para alterar este orden se deben introducir
adecuadamente paréntesis. Por ejemplo,

X= 2+374/2; % x toma el valor 2+81/2
B =2+37(4/2); % B toma el valor 11=2+3"2

A continuacion se presentan ejemplos para practicar operaciones
aritméticas y comprender la jerarquia de operadores.

Ejemplo 1.3. Utiliza Matlab/Octave como calculadora para obtener el
valor de )
3+2
(+4)2

1+32
ﬂ“"Squcién
Ejemplo 1.4. Calcula el valor de
27 2 27 1 27
3 4 5
3— + =4/3—= — =1/ 3=
91+4 91 2 91
& Solucion

Ejemplo 1.5. Un proyecto cuesta C},; = 10000 eurosy genera un
beneficio anual neto de B, ;.1 = 2 000 euros durante N = 5 afos.
Calcula el retorno de inversion (ROI) con una tasa de descuentode r =
4%. Las formulas del beneficio total y retorno de la inversién son:

N
Banual Biotal — Clnst
Biotal = tz_; m ROI = T - 100

¥ Solucién

31


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap1/ejemploT1.html?e=2
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap1/ejemploT1.html?e=2
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap1/ejemploT1.html?e=3
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap1/ejemploT1.html?e=3
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap1/ejemploT1.html?e=4
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap1/ejemploT1.html?e=4

32

Scripts o guiones

Un script es un archivo que contiene un conjunto de comandos de
Matlab/Octave que se ejecutan en orden. El nombre del archivo, por
ejemplo nombre.m , debe tener una secuencia de caracteres validos sin
espacios y extension .m.

También se puede crear un guién desde el editor de Matlab/Octave
eligiendo el menu New Script.

el e e—— N
- =
= 5 - - H i Vaniable™ a L& Analyze Code | _ I [ ¢4 Community
4] @\ [Frinariles v WY o . Gl | @ Prefersnces L}JJ 2 - i
M New Open i compare. 'Mport Clean et i Favirites. & Tunand Tima Layoul [Slcerpatn  Ad0-Ons  Help — Reguest SUppor
Script fLive Seript. v . : Data Data i3 Clear Workspace » hd & ClearCommarids ¥ b b ¥

FILE AABLE CODE EMVIRORMEN

Figura 1.7. Menu New Script
Funciones anénimas

Algunas funciones sencillas pueden definirse con una unica instruccién
en la ventana de comandos mediante lo que se llaman funciones
anénimas. Basta establecer su nombre, los argumentos de los que
dependen separados por comas y los comandos que permiten definirla.

nombre_Funcion=@(argumentos) expresion_Funcion

Por ejemplo, para definir la funcién que calcula el drea de un rectangulo
a partir de su base y altura, habra que escribir el codigo siguiente.

>>area_rectangulo=@(b,h) b*h
>>valor=area_rectangulo(4,3)
valor=
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Ejemplo 1.6. Escribe una funciéon anénima que permita pasar de grados
Celsius a grados Fahrenheit.

ﬁ“"Squcién
Vectores

Los vectores en Matlab/Octave permiten almacenar secuencias de
elementos que pueden disponerse como una fila o como una columna.

e Vector fila. Se define separando los elementos con espacios o
comas (,).

e Vector columna. Se define separando los elementos con un
puntoy coma (;).

e Vector equiespaciado en un intervalo.

punto_inicial:paso:punto_final

Para generar un vector que comience en 2,avancede 2en 2y no
supere 9, basta escribir el cédigo siguiente.

>>v=4:2:9 &Devuelve: v=|[ ]

e Comando linspace. Genera un vector fila con numeros
igualmente espaciados considerando un punto inicial, un punto
final y el nUmero de elementos.

linspace(valor_inicial,valor_final,num_puntos)

Por ejemplo, para generar un vector fila de 7 elementos
equiespaciados siendo el primer valor 2 y el Gltimo 3 se debera
escribir:
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>>v=linspace(2,3,7)

v=[ ]

A continuacion se presenta un ejemplo que ilustra diversas formas de
definir un vector.

-

Ejemplo 1.7. Genera los siguientes vectores eligiendo un valor cualquiera
paran.

1. Elvector cuyas componentes sonn, 2n, 3n, ..., 10n.
2. Elvector cuyas componentessonn — 1, n — 3,n — 5,...,n — 41.

3. Elvector cuyas componentes sonn? + 1, n? + 3,n? +
5,....,n%+2n — 1.

4. Unvector con 10 + n componentes regularmente espaciadas
entreOvy .

7 Solucién

Matrices

Una matriz es una coleccién de valores en filas y columnas. Cada fila se
separa con un punto y coma (;) y los elementos de una fila se separan
con espacios o comas (,). Por ejemplo,

M= ; ; 15 % Es una matriz 3x3
M= ; ]1; % Matriz 2x3, 2 filas y 3 columnas

Se muestra cdmo generar algunas matrices especiales.

Matriz de ceros

zeros(numFilas,numColumnas)
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% Ejemplo: una matriz 4x3 de ceros
>>zeros(4,3)

Matriz de unos

ones(numFilas,numColumnas)

%Ejemplo: Matriz 4x3 con todos sus elementos unos
>>ones(4,3)

Matriz identidad

eye(orden)

% Ejemplo: Matriz identidad 3x3
>>eye(3)

Matriz diagonal

diag(vector)

%Ejemplo: Una matriz diagonal con el vector [2 3 4]
%en la diagonal
>>diag([2 3 4])

35
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Matriz aleatoria

rand(m,n) randi([imin imax],m,n)

%Ejemplo: Matriz 2x3 de valores aleatorios

>>rand(2,3)

%Ejemplo: Matriz 2x3 con valores aleatorios entre -5 y5
>>randi([-5 5],2,3)

Acceso a los elementos de una matriz

e Seleccidon de un elemento especifico indicando su filay columna.

A=1[123;456; 7 8 9];

% Accede al elemento en la fila 2, columna 3
elemento = A(2, 3);

% Resultado: elemento = 6

e Seleccionde unafila.

A=1[123; 456; 7 89]; fila2z = A(2, :);
% Accede a todos los elementos de la segunda fila
% Resultado: fila2 = [4 5 6]

e Selecciéonde unaolumna.

A=1[123; 456; 7 8 9]; columna3 = A(:,3);
% Accede a todos los elementos de

%la tercera columna

% Resultado: columna3 = [3;6;9]



e Selecciéon de la ultima fila o de la ultima columna de una matriz
sin especificar su dimension.

A= ; ; 1; % Matriz 3x3
ultima_fila = A( s 1)
ultimas _columnas=A(:,2: )

e Seleccion de submatrices especificando rango de filas y
columnas.

A= ; ; 1;
% Submatriz con filas 1y 2, y columnas 2y 3
submatriz = A(1:2,2:3);% Resultado: [2 3;5 6]

e Seleccidon de submatrices generadas a partir de condiciones.

A= ; ; 1;
elementos_mayores_a 5 = A(A>5);
% Resultado: elementos_mayores a 5 = [6 7 8 9]

Operaciones con vectores y matrices

Matlab/Octave esta disenado para trabajar de manera 6ptima con
matrices, permitiendo realizar operaciones como la trasposicion,
productos matriciales y otras manipulaciones comunes.

e Operaciones matriciales basicas.

A= [12; 1;B = [5 6; 15

C = A+B; % Suma de las matrices Ay B

D = A*B; % Producto de las matrices Ay B
X = A\B; % X es la matriz que cumple A*X=B
X = A/B; % X es la matriz que cumple X*A=B
X %

= AN2; X es A*A
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e Multiplicacion, divisidn, exponenciacién elemento a elemento.

; 1;B =1 ; 1;

B; % Multiplicacidén elemento a elemento
./B; % Division elemento a elemento

~3; % Potencia elemento a elemento

OO0 N>
o
> > >

e Traspuestade una matriz.

= [ 5 15 % A es 2x3

A
A' % Matriz traspuesta de A de orden 3x2

A continuacioén, se practicara la creacion de vectores y matrices vy el
acceso a sus elementos en varios ejemplos.

-

Ejemplo 1.8. Dados los vectoresfilaz = (4,6,2), y = (3,—2,4) yel
namero k = 3, realiza las siguientes operaciones componente a
componente.

_ T 9 5 3 .1+a:
y_ka ky7E ,2$—’y Z +y7 \3/5 ) y4

' Solucion

Ejemplo 1.9. Define una matriz A de orden 4 cualquieray obtén los dos
primeros elementos de la fila tercera.

' Solucion

Ejemplo 1.10. Crea un vector que comience en 1 el valor maximo sea 22y
con salto 5. Crea otro vector con el mismo nimero de elementos que el
anterior de forma que la suma de los dos vectores tenga todas sus
componentes iguales.

3/ Solucidn
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Ejemplo 1.11. Genera una matriz de nimeros aleatorias de 8x6 elementos.
Selecciona la submatriz con las filas pares y las columnas impares.

7 Solucién

Ejemplo 1.12. En el siguiente interactivo se pueden ver ejemplos practicos
de creacién y manipulacion de vectores y matrices en Matlab/Octave.

o]
(o e |

O 2Ny ":| MK OEOITD. &2 MISME

Interactivo 1.1. Ejercicios sobre matrices
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Polinomios

En Matlab/Octave, los polinomios se representan como vectores de
coeficientes ordenados de mayor a menor grado.

p=1[3- 15
% Representa 3x"4 - 2x"3 + 5x"2 + Ox + 1

Para evaluar un polinomio en un punto se utiliza el comando polyval.
Para multiplicar, el comando conv y para dividir deconv.

x = 2; pl=[3 - 15p2=[2 3];

valor = polyval(pl, x); disp(valor) % Evalua p(2)
pmul = conv(pl, p2);

[cociente, resto] = deconv(pl, p2);

Funciones nativas de Matlab/Octave

Los programas Matlab/Octave ofrecen una amplia variedad de
funciones integradas para trabajar con nimeros, vectores, matrices,
graficos y procesamiento de datos. A continuacion se muestran algunas
de las mas comunes, organizadas en categorias.

e Funciones matematicas basicas

v = [ =175 w=[ ] % Vector fila

abs(v); % Valor absoluto de cada elemento
sqrt(w); % Raiz cuadrada de cada elemento
exp(v); % Exponencial de cada elemento
log(w); % Exponencial de cada elemento

round(w) ; % Redondeo al entero mas cercano
floor(w); % Redondeo hacia abajo

round(w) ; Redondeo hacia arriba

mod(11,4) % Residuo de la divisidén 11 entre 4

R R



Funciones trigonométricas e hiperbdlicas,

v =1[34-1]; % Vector fila

% Seno, coseno, tangente de cada elemento
sin(v), cos(v), tan(v)

% Arcoseno, arcocoseno, y arcotangente
asin(v), acos(v), atan(v)

% Seno, coseno, tangente hiperbdlicas
asinh(v), acosh(v), atanh(v)

% Arcoseno, arcocoseno, y arcotangente

% hiperbdlicas

asinh(v), acosh(v), atanh(v)

Funciones para matrices y vectores.

A=1[17 3;486]; %Matriz 2x3

size(A)
length(A)
trace(A)
sum(A)
prod(A)
mean(A)
max(A)
min(A)
sort(A)
size(A)

% Tamano de A

% Longitud de A, mayor dimension

% Traza de A

% Suma de los elementos de A

% Producto de los elementos de A
% Promedio de los elementos de A
% Maximo de los elementos de A

% Minimo de los elementos de A

% Ordena elementos de A

% Devuelve un vector con el numero
% de columnas y filas de la matriz A

Funciones para algebra lineal.

A=1[12; 34]; % Matriz 2x2
det(A) % Determinante de A
inv(A) % Inversa de A
eig(A) % Autovalores de A
rank(A) % Rango de A
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Ejemplo 1.13. En el siguiente interactivo puedes ver distintos ejemplos de
uso de algunas de las funciones anteriores.

=4

Elige &l nivel y luego el gjemplo dentro del mismo.

Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3

Interactivo 1.2. Ejercicios sobre funciones en Matlab/Octave


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap1/ejemFunciones.html

Graficas 2D

Una de las caracteristicas mas utiles de Matlab/Octave es su capacidad
para crear graficos de forma rapida y sencilla. Uno de los comandos a
utilizares plot.

plot(vectorx,vectory,opciones_grafica)

% Ejemplo: Representar x*2 en [-10,10]

>> x = -10: :10; % Vector de valores x
>> Yy = X.”2; % Cuadrado de cada valor de x
>> plot(x, y); % Crear la grafica

En Matlab/Octave, puedes personalizar las graficas usando opciones
como color de linea (por ejemplo, 'r' para rojo), estilo de linea (como --
para una linea discontinua), y simbolos para representar los puntos (por
ejemplo, '0' para circulos). También puedes combinar estas opciones,
por ejemplo, 'b--0' para una linea azul discontinua con circulos.

Otros comandos graficos:

e Abrirunaventana grafica: figure.
e Anadir etiguetas en los ejes: xlabel, ylabel.

e Superponer graficos dentro de una misma figura: hold on, hold
of f.

e Poneroquitarunarejillaal grafico: grid on,grid off.
e Incluiruntitulode un grafico: title.

e Generar una matriz de graficos en una misma grafica:
subplot(m,n,p) divide la ventana de graficos en una
cuadricula de mxn graficas y selecciona la subgrafica p.
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Ejemplo 1.14. Muestra en distintas graficas los datos de temperatura de

dos ciudades dadas en dos vectores.

% Datos de ejemplo de temperaturas a lo largo del dia
horas = 0:1:23; % Horas de 0 a 23

temp_ciudadl = [15, 14, 13, 13, 12, 12, 13, 15, 18, 22,
25, 27, 29, 30, 28, 26, 24, 22, 20, 18,

17, 16, 15, 14];

temp_ciudad2 = [10, 9, 9, 8, 8, 7, 8, 10, 13, 18, 20,
23, 25, 26, 24, 23, 21, 19, 17, 15, 13,

12, 11, 10];

% Grafico de temperatura para la Ciudad 1

% Grafico en azul

plot(horas, temp ciudadl, 'b', 'LineWidth', 1.5);
hold on; % Mantiene la grafica para anadir la segunda

% Grafico de temperatura para la Ciudad 2
% Grafico en rojo con linea discontinua
plot(horas, temp ciudad2, 'r--', 'LineWidth', 1.5);

% Etiquetas y leyenda

xlabel('Hora del dia');

ylabel('Temperatura (°C)');

title('Temperatura promedio durante el dia en dos
ciudades');

legend('Ciudad 1', 'Ciudad 2');

% Mostrar la cuadricula para facilitar la lectura
grid on;

% Desactivar hold para futuras graficas
hold off;

Ejemplo 1.15. Una compania eléctrica tiene la siguiente tarifa. Los
primeros 100Kwh se pagaran a 2€ el Kwh, para los siguientes 200 Kwh
costara 3€y 6 de alli en adelante. Expresa el valor de la factura como una
funcién de la cantidad de Kwh consumida al mes y representa la funcién.

7 Solucién


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap1/ejemploT1.html?e=12
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap1/ejemploT1.html?e=12

Fundamentos sobre programacion en Matlab/Octave

Matlab y Octave van mas alla de simples calculadoras, incorporan un
lenguaje propio de programacion con el que se puede crear scripts y
funciones, automatizar procesos, manejar bucles y condicionales entre
otras posibilidades. A continuacion, se presentan los fundamentos
basicos del lenguaje de programacion.

Funciones

Las funciones en Matlab/Octave permiten encapsular un conjunto de
operaciones dentro de un bloque de cédigo que puede ser reutilizado.
Se definen en un archivo separado, también con la extensién .m. y con
el mismo nombre que la funcion. En el siguiente ejemplo se muestra la
funcion cuadrado que calcula, a partir de un valor de entrada, su

cuadrado.

resultado = cuadrado(x)
resultado = x*2;

El fichero que tiene esta funcidon deberd llamarse cuadrado.m. La
funcion se invoca de la misma forma que las funciones predefinidas
propias de Matlab/Octave desde la ventana de comandos o desde otro
script.

a=cuadrado(2)+
% Resultado: a=5;.

Para que Matlab pueda utilizar un script o funcién que hayas creado, el
archivo debe guardarse en el directorio de trabajo. Este es el lugar
donde Matlab busca por defecto los archivos cuando ejecutas
comandos. Puedes ver o cambiar el directorio de trabajo en la barra
superior del entorno de Matlab, o usar el comando cd desde la ventana

de comandos.
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Condicionales

Matlab/Octave admite la estructura de control condicional if-else,

gue se usa para ejecutar bloques de cédigo en funcién de si se cumple o
no una condicién booleana.

if condicion

% codigo si la condicion es verdadera
elseif otra_condicion

% codigo si otra condicion es verdadera

% pueden ponerse distintas condiciones
else

% codigo si ninguna condicién es verdadera
end

En el ejemplo siguiente, si el valor de x es positivo se escribe el texto "x
es positivo", en caso contrario, cuando es menor que cero, se escribe
por pantalla "x es negativo" y, en otro caso, se escribe "x es cero".

X >

disp('x es positivo');
X <

disp('x es negativo');

disp('x es cero');

Bucles

Matlab/Octave ofrecen dos tipos de estructuras de control para iterar:
el bucle for y el bucle while, ambos permiten ejecutar un bloque de
coédigo repetidamente bajo distintas condiciones.



La instruccion break fuerza la salida del bucle, de modo que cualquier

coédigo restante dentro de esa iteracion y las siguientes no se ejecutara.
Por su parte, continue interrumpe Unicamente la iteracién actual.

e Ciclo for. Repite un conjunto de instrucciones cuando varia el
indice en un conjunto de valores.

for variable = inicio:paso:fin

% codigo a ejecutar en cada iteracion
end

Con el siguiente codigo se imprime por pantalla el valor de i cuando va
tomando los valores 1, 2, 3, ...,10.

disp(i);

Se muestra cémo sumar los cuadrados de los primeros 20 nimeros
naturales.

suma = 0; % Inicializacion de la suma

% Agrega el siguiente numero a la suma
suma = suma + i”2;

Este calculo se puede hacer también sin utilizar bucles operando con
vectores.

vec=1:20;
sum(vec.”2)
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e Bucle while. Repite un conjunto de instrucciones mientras una
condicion es verdadera.

while condicion
% codigo a ejecutar mientras

% la condicion sea verdadera
end

Como ejemplo, se vera como sumar los primeros niumeros naturales
hasta que la suma sea mayor o igual a 300.

suma = 0; % Inicializacion de la suma
n=1; % Numero
suma <
% Agrega el siguiente numero a la suma
suma = suma + n;
% Incrementa el contador
n=n+1;

Se muestra ahora como se calcula la suma de los nimeros pares desde
2 hasta 10 utilizando un ciclowhile.

n=2; % Numero inicial
suma = 0; % Variable para almacenar la suma
% Bucle while

n <=

%Sumar el valor de n a la variable suma
suma = suma +n;
n=n+ 2; % Incrementar n en 2

suma % Mostrar el resultado: 30



Este calculo se puede hacer también incluyendo los nimeros en un
vectory, a continuacion, aplicar la funcién sum, que devuelve la suma de
sus elementos.

sum(2:2:10)

Manejo de archivos y datos

Se incluyen algunos comandos para la lectura y manejo de datos
almacenados en ficheros.

e Abriryleer dados de un archivo de texto: fopen, fscanf.

% Lee todos los numeros de archivo.txt
fileID = fopen('datos.txt’', 'r');

data = fscanf(filelID, '%f');
fclose(filelD);

disp(data);

e Escriturade archivos: fprintf.

% Guarda el vector en un archivo de texto
data = [1.1, p 15

fileID = fopen('output.txt', 'w');
fprintf(fileID, '%f\n', data);
fclose(fileID);

e Cargayguardado de variables: save, Load.

% Guarda las variables a y b en archivo.mat
a=>5;

b =1[1, 2, 3];

save('variables.mat', 'a', 'b');
load('variables.mat');
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Ejemplo 1.16. En el siguiente interactivo puedes practicar con ciclos y
bucles y algunas de las funciones vistas en este capitulo.

&

Elige el nivel y luego el ejemplo dentro del misme.

Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3

Interactivo 1.3. Ejercicios sobre ciclos y bucles


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap1/ejemCiclos.html

1.5 Autoevaluacion

A continuacién, se presenta un breve cuestionario de Matlab/Octave
para consolidar los conceptos clave de este capitulo.

7]

= =8 D

Elige el nivel y luego la cuestion dentro del mismo. S&lo una respuesta
es correcta.

Interactivo 1.4. Test basico de Matlab/Octave
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Con el siguiente interactivo puedes realizar una autoevaluacion por
niveles.

o7

CUESTIONARIO

NIVEL ACCIONES

Interactivo 1.5. Autoevaluacion del tema


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap1/autoT1_01.html

1.6 Ejercicios

Define las tres variables siguientes: a=1.5, b=4, ¢=3.5. Calcula el valor de d =
[}
Jr

oI
=[]

#Solucion

Considera un gas que escapa de un tanque presurizado bajo un proceso
adiabatico. Su flujo masico se puede aproximar con la funcion:

K-1
2K Pext B

PeX7Pin7K :Pin — 1
(FPexts P, K) tdKl( (Pmt> )

donde P, es la presion interna en el tanque, P, es la presion externa fuera
del tanque y K es el coeficiente adiabatico del gas. Escribe esta expresion en
Matlab/Octave y calcula su valor para los valores de K =14, P, =1y
P,; = 2. Utiliza una funcién anénima que dependa de estos tres parametros.

#Solucion

Genera los siguientes vectores utilizando los operadores adecuados de
Matlab/Octave:

e w =[13,5,..,25]
e wy;=1[0,0.1,0.2,...,1]
e w3 =|[m,2m,3m,...,107]
e v, =110,9,..,1,0]
&solucién

Genera un vector x de 30 componentes regularmente espaciadas entre O y 7.
Evalta x en cada una de las funciones siguientes:
log(x + 2)
f@) =22

(z) =2 +z—€" f(z)= e” sin(z)

& Solucién

Realiza el ejercicio anterior utilizando funciones anénimas considerando que x
puede ser un vector.

27:'Solucién
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Representa graficamente la funcién definida a trozos:
f(@) 2 +3zx -2, sil<z<3
€xr) =
Txd — 3, sigd<z<4

7 Solucién

Disefia un script en Matlab/Octave que genere una matriz cuadrada A de
tamano n X n, con n proporcionado por el usuario. Llena la matriz con valores
aleatorios entre 1y n, duplica los valores de la diagonal principal y reduce a la

mitad los valores de la diagonal secundaria. Imprime la matriz original y la
modificada.

& Solucion

Escribe un programa en Matlab/Octave que cree dos vectores X e Y de

longitud 10 con nUmeros aleatorios entre 1 y 20. Compara elemento a
elemento:

e SiX|[i] > Y], almacena la suma en un nuevo vector Z.
e SiX[i] <YVi],almacena el valor absoluto de su diferenciaen Z.

Muestra el resultado finalen Z.

¥ Solucién

Escribe un script que clasifique un conjunto de 24 mediciones de temperaturas
en tres categorias: 'Frio' (< 10°C), 'Templado' (10-20°C], y 'Caluroso' (> 20°C).
Muestra el niUmero total de cada categoria.

& Solucion

Para n =10, 20,40, 80,...,10240, calcula la suma de los n primeros
ndmeros naturales aplicando y sin aplicar la férmula S(n) = ﬂnz—ﬂz Muestra
los resultados.

& Solucion
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15

16

17

Escribe una M-funcién llamada Multiplo que, dados dos numeros k vy h,
devuelva:

e 1sik + hesmultiplode 2.

e 2sitambiénes multiplo de 3.

e Oencasocontrario.
¥ Solucién

Construye un vector con los diez primeros términos de la sucesion:
1

Tpil = conx; =1 paran>1

2+x,
& Solucion

Escribe una M-funcién llamada ContarPares que reciba un vector como

argumento y devuelva el nimero de componentes pares y un vector con
dichas componentes.

& Solucién

Escribe una M-funcién que calcule la suma de las cifras de un nimero natural
dado. Por ejemplo, SumaCifras(325) deberia devolver 10.

#*solucién

Utilizando el algoritmo de Euclides, escribe una M-funcién que calcule el
maximo comun divisor de dos numeros. Ejemplo: MCD(24, 15) deberia
devolver 3. Nota: El MCD(a,b) con a>b es b si a es multiplo de b. En otro caso,
MCD(a,b)=MCD(b,r) siendo r el resto de dividir a entre b.

& Solucién

Escribe una M-funcién que, a partir de tres nimeros dados, calcule la suma de
los cuadrados de los dos nimeros mayores. Por ejemplo, SumaCuadrados(5,
3, 4) deberiadevolver 41.

& Solucion

Escribe una M-funcién llamada SuperaMedia que reciba un vector y devuelva

otro vector con los elementos que sean mayores o iguales a la media del vector
de entrada.

& Solucion
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RESUMEN

En este capitulo se ha subrayado la relevancia de los métodos numéricos para
resolver problemas matematicos complejos sin solucién analitica exacta y se han
analizado algunos ejemplos donde los errores que pueden surgir al realizar calculos
por ordenador pueden provocar soluciones errdneas. A continuacién, se ha
presentado MATLAB/Octave como el software de calculo que se empleard alo largo
del libro para poner en practica los conceptos tedricos facilitando tanto la
implementacién de algoritmos como la interpretacion de resultados.

Algunos aspectos tratados en este capitulo
son:

1. Errores historicos relevantes. Casos
como el fallo de los misiles Patriot en
1991, donde unerrorenla
representacién del tiempo provocé un
calculo incorrecto, y la explosién del
cohete Ariane 5 en 1996, causada por
un fallo en la conversion de datos
numeéricos, son ejemplos clave que
muestran como errores
aparentemente pequenos pueden
llevar a consecuencias catastréficas en
sistemas criticos.

Para facilitar la resolucién de problemas
numeéricos y la visualizacion de resultados, se
ha introducido la herramienta computacional
Matlab/Octave. Los contenidos que se han
repasado son los siguientes:

2. Entorno de trabajo, directorio de
trabajo y ayuda de matlab. El
programa incluye una interfaz intuitiva
para gestionar variables, explorar el
directorio de trabajo y acceder a ayuda
interactiva para funciones y comandos




3. Creacion de variables y operadores numéricos. Las variables se crean
automaticamente al asignarles un valor, y se pueden manipular mediante
operadores aritméticos, de comparacion y logicos.

4. Scripts y guiones. Son conjuntos de comandos almacenados en archivos .m
que permiten automatizar cdlculos 'y organizar programas
estructuradamente.

5. Vectores y matrices. El programa
esta disenado para trabajar con
vectores y matrices como
estructuras de datos principales,
permitiendo calculos algebraicos y
vectoriales de forma 6ptima.

Wz 6. Funciones nativas. Incluye un
" » : = conjunto extenso de funciones
: s nativas para realizar célculos,
facilitando las tareas numéricas
comunes.

7. Graficas 2D. Permite crear graficas
2D pararepresentar datos,
incluyendo opciones para
personalizar titulos, etiquetas y
leyenda

8. Introduccién ala programacoén. La
programacion se basa en el uso de
scripts, funciones definidas por el
usuario y control de flujo
(condicionales y bucles).
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CUESTIONES BASICAS SOBRE
ARITMETICA COMPUTACIONAL






Capitulo

Cuestiones basicas sobre
aritmética computacional

2.1 Introduccion

Este tema tiene como objetivo mostrar la importancia de la aritmética
computacional en el uso de métodos numéricos. Se analizard cémo los
ordenadores representan los numeros y realizan operaciones, y se
evidenciara que, debido a las limitaciones inherentes del sistema, como
son el uso del sistema binario y la precisién finita, los resultados
obtenidos no siempre son exactos y pueden presentar errores.

En particular, se vera que:

e Los ordenadores solo pueden representar un subconjunto
finito de los numeros reales, ya que utilizan una cantidad
limitada de bits para almacenar valores. Esto implica que
muchos numeros, tanto raciones como irracionales, deben ser
aproximados, lo que introduce errores en los calculos a realizar
con ellos.

e Las operaciones aritméticas pueden generar errores
acumulativos debido a las limitaciones en la precision.

A continuacién, se mostraran ejemplos numéricos que ayudan a
entender mejor estos problemas y los errores que pueden aparecer al
hacer calculos en el ordenador. Para mas informacion, se puede
consultar [4],[10]y [6].
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Ejemplo 2.1. Analiza el siguiente cddigo Matlab y observa que al sumar
1000 veces 0.1 no se obtiene 100.

suma=0;n= ;
k=1:n
suma=suma+ ;

format longEng;suma

El resultado deberia ser 100 pero se obtiene un ndmero proximo:
99.9999999999986e + 000

Ejemplo 2.2. Analiza el siguiente codigo Matlab y observa que los valores
delafuncion f(z) = (1 — x)% y los del polinomio resultado de expandir la

potencia, g(x), varian en las cercanias del punto 1. Representa la grafica
en [0.996, 1.005] para observar estas diferencias.

f=@(x) (1-x).”

%Polinomio expandida la potencia

%syms x j;expand((1-x).76)

g=@(X) X."6-6*X . A5+415% X, M-20%x A3+15%x,M2-6%x+
xX1= : : ; format longEng;
%Comparamos resultados

[x1' f(x1)" g(x1)"]

plot(x1,f(x1),x1,g(x1))

En la figura 2.1 se muestra la grafica de la funcién f(z) y la de la funcion
g(z) tras ejecutar el codigo anterior.

¢Por qué ocurre esto? La razén es que los ordenadores usan un formato (punto flotante
binario) que no permite representar de forma precisa nimeros como por ejemplo 0.1,
0.2 0 0.3. Como en general, los nimeros estan representados de manera inexacta, las
operaciones aritméticas que se realicen también seran inexactas.




Figura 2.1. Graficas de las funciones del ejemplo 2.2.

2.2 Sistemas de numeracion

Para comprender y aplicar los métodos numéricos, es necesario
conocer los sistemas numéricos, ya que constituyen la base para la
representaciony el tratamiento de los datos en los céalculos.

Un sistema de numeracion consiste en un conjunto de simbolos que
permiten representar cantidades numéricas, asi como reglas para
realizar operaciones con dichas cantidades. En este apartado, se vera el
sistema decimal (base 10) y el binario (base 2), fundamentales en el
ambito del calculo numérico. Mientras que el sistema decimal es el que
se utiliza en la vida cotidiana, el binario es esencial en computaciény en
el procesamiento numérico, ya que los ordenadores representan y
manipulan los datos a través de este sistema.

2.2.1 Sistema decimal

En el sistema decimal los nimeros se representan utilizando 10 digitos:
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Ademas, este sistema de numeraciéon es posicional,
las cantidades se representan utilizando como base aritmética las
potencias del nimero diez. Asi, siz € R, se puede escribir

m:Zak-lOk 0<a, <9
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Ejemplo 2.3. Escribe el nimero 709.3045 utilizando sumas de potencias de
10.

El nimero se puede escribir

709.3045 =7-10°+9-10°+3-10 ' +4.10%+5-107*

2.2.2 Sistema binario

Si se considera una base b, un nimero real x positivo se puede escribir
delaforma

x:Zak-bk 0<ar,<b-1

o también
r = a,ap—-1..-p.a_1a4_20a_3...

El Standard de IEEE (Institute of Electrical and Electronics Engineers)
propone el uso de la base b = 2 en el almacenamiento y la aritmética

sobre el computador. En este sistema de numeracién los nimeros se
representan utilizando solamente las cifras ceroy uno (O y 1). Asi, si

es positivo,
n
w:Zak-2k ar € {0,1}
—00

2.2.3 Conversion de decimal a binario

Para convertir un niumero decimal entero a binario, basta dividir el
numero y sus cocientes entre 2, acumulando los restos o residuos de la
division. La lista de ceros y unos leidos de abajo a arriba, daran la
expresion en binario. Se describe este proceso a continuacion.



En el caso de que el niUmero x sea entero, se comienza dividiendo x
entre 2 obteniendo de cociente 1 y resto r; con valor 0 o 1. Se

podra escribir entonces
r=2-x14+m7

El proceso se repite con x1 y el resto de cocientes hasta que el
cociente sea menor que 2

x=2-(2 -2+ 1) +1r =2%25 + 21y + 7.

Los numeros 1, r2... nos daran las cifras de la expresion binaria de x.

Ejemplo 2.4. Con ayuda del siguiente interactivo, introduce un nimero
natural y observa cémo se expresa en binario.

o]

Conversor niilmero entero a Binario

Ingresa un numero

Interactivo 2.1. Conversor decimal a binario
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Para pasar a binario la parte fraccionaria 0. fi fafs..., se deben

buscara_1,a_», ... de formaque
a-1 a2 aG-3
0. . + + + ...
fif2fs 2 22 23

El proceso consiste en ir multiplicando por 2 y tener en cuenta el
o0

valor de la serie geométrica siguiente: > o = 1
k=1

[ Ejemplo 2.5. Convierte 0.1, a binario.

Se tiene que,

1—1+1+0+0+1+1+0+0+
10 24 925 926 927 98 99 96 97 7

— 0.00011001,

Interactivo 2.2. Conversion a binario. Escena creada por Héctor A. Tabares Ospinay Juan
Guillermo Rivera Berrio [11]
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Teniendo en cuenta el ejemplo anterior, observa que el nimero 0.1
se escribe en base 2 con infinitas cifras distintas de cero.

Ejemplo 2.6. En la escena que se presenta a continuacién, se muestra
cémo hacer la conversién paso a paso a base 2 de ciertos nimeros
decimales. Se puede elegir entre nimeros enteros y nimeros con parte
fraccionaria, observa el procedimiento para este ultimo caso.

(67

®o 8 |2

'  Siquiente paso
Con parte fraccionaria Siguiente paso |

Interactivo 2.3. Escena creada por Héctor A. Tabares Ospina y Juan Guillermo Rivera
Berrio[11]
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2.2.4 Conversion de binario a decimal

Para convertir un nimero binario a decimal, basta multiplicar cada
digito binario por la potencia de 2 correspondiente a su posicion y
luego se suman todos los valores resultantes.

Ejemplo 2.7. Convierte a decimal un nimero binario sin parte fraccionaria
con la siguiente herramienta interactiva.

7

Ingresa el nimero binario
{Maximo nueve digitos v
sin parte fraccionaria)

Interactivo 2.4. Conversion a binario. Escena creada por Héctor A. Tabares Ospinay Juan
Guillermo Rivera Berrio [11]

Se muestra en el siguiente ejemplo cédmo se convierte a decimal un
numero binario con parte fraccionaria.

[ Ejemplo 2.8. Convierte el nimeroxz = 10.1110015 a decimal
Se tiene que:
r=12'402+1.2"1 +1.27%24
+1.2340.27440.2°54+1.2°6
=1+1/2+1/4+1/8+1/64 = 1.890625
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2.3 Representacion de los numeros reales en el
ordenador

Un ndmero real £ en base 10 se puede escribir de forma que la primera

cifra no nula aparecezca inmediatamente a la izquierda del punto
decimal, es decir, de laforma

r=(—1)°"x 10° x a.m

donde

e seselsigno(Osiz > 0,1siz < 0)

e 1<a<9

e m=mimaoms...con0 < m; < 9paratodo
Esta expresion se dice que esta normalizada donde:

e ssigno

e eexponente

e mmantisa

Ejemplo 2.9. Considera el nimero x = 9028.304 en base decimal, escribe
su forma normalizada.

Se puede escribir de laforma
z=(—1)" x 10° x 9.028304

Como los ordenadores utilizan aritmética binaria, en base 2, cualquier
numero x se puede escribir normalizado de laforma

r=(-1)°"x 2°x 1.m
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Asi, el nimero x se puede almacenar guardando el signo s, el
exponente e y la mantisa m. Como en base 2 el primer digito que
precede a la mantisa es siempre 1, no es necesario almacenarlo. De esta
forma se optimiza la representacién mediante el llamado bit oculto.

Los numeros reales se representan en el ordenador segun la norma
IEEE 754, establecida en 1985 por el Institute of Electrical and
Electronics Engineers (IEEE). Esta norma establece dos formatos a
partir de la expresion normalizada en coma flotante: simple y doble
precision.

En un computador, la mantisa y el exponente se almacenan en
palabras de memoria con un ndimero limitado de bits. La cantidad de
bits asignados a cada uno define el rango y la precision de los
ndmeros representados.

2.3.1 Simple precision

Para representar un nimero real en precisién simple en el ordenador
se utiliza:

e 1 bitparaelsigno.
e 8 bits para el exponente.
e 23 bits parala mantisa.

Teniendo en cuenta que se usan 8 bits para el exponente, sus valores
posibles variarian desde O hasta 255:

00000000 hasta 11111111=1+4+2+..+27 =28 —1 =255
—— ——
8 bits 8 bits
Con objeto de poder considerar las potencias de 2 negativas se hace un

desplazamiento del exponente para que represente valores desde -127
a 128. Asi, en precision simple, un exponente real de O se almacena



como 127, un exponente de -1 como 126, y un exponente de +1 como
128. En general, la relacion entre el exponente real y el almacenado es
la siguiente:

€almacenado = €real + 127

Conversion del Exponente Almacenado a Exponente Real (Sesgo 127)

128 4 —#— Transformacion
=== Exponente almacenado = 127
=== Exponente real = 0

Almacenado: 255

Exponente real (-127 a 128)

Almacenado: 0
Real: -127

- I i
0 127 255

Exponente almacenado (0 a 255)

=127 1

Figura 2.2. Exponente real y almacenado

Al valor 127 se le llama sesgo. El sesgo es un nimero fijo que depende
del formato, en simple precision es 127 pero en doble precisidén es
1023. Con esta representacion, los numeros que se pueden
representar en precision simple son:

r=(-1)°"x2"x 1m 0<e<255

Los valores extremos del exponente, esto es 0 y 255, se reservan para
nameros especiales (cero e infinito).

Ejemplo 2.10. Para el nUmero 3.125; escribe como seria su codificacion
en precision simple.

Se tiene que

3.125;, = 11.001, = 1.1001 x 2
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Por lo tanto, m = 1001 que ajustada a 23 bits es 1001 0...0.
19 bits

Para el exponente, considerando el sesgo, se codificard e = 127+ 1 =
128 = 27. Este ndmero en binario es 10000000.

En definitiva, la representacion en precision simple del nimero decimal
3.125 es la siguiente:

0 10000000 10010...0
~—
19 bits

Ejemplo 2.11. Practica en la conversidon de nimeros decimales a precisiéon
simple segun el estandar IEEE 754 con ayuda de la siguiente herramienta
interactiva.

&7

Codificacion IEEE 754 (32 bits)

Ingresa un nimero decimal:

3,25

Signo (1 bit)
7]

Exponente (8 bits)

1 ARAALLALR

Interactivo 2.5. Conversor a IEEE 32
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2.3.2 Doble precision

En Matlab la precision que se usard para los calculos serd doble
precision. En este caso se utiliza:

e 1 bitparaelsigno.
e 11 bits para el exponente.
e 52 bits parala mantisa.

Teniendo en cuenta que el exponente se almacena en 11 bits, los
valores que se pueden considerar para el exponente son desde O hasta
2047:

0.0 hasta 1.1=1+2+..+20 -9l 19047
S~~~ S~~~
11 bits 11 bits

Para poder considerar las potencias de 2 negativas se toma un
desplazamiento o sesgo del exponente de 1023. Asi, es posible
representar los siguientes nimeros:

r=(—1)°x271"8 x 1m  0<e<2047
Se consideran las siguientes representaciones especiales:
e Cero: e=0m=0.
e Infinito: e =2047,m = 0.
e NAN: e =2047,m # 0.

[ Ejemplo 2.12. Codifica el nimero 3.125,; en doble precision.
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Se tiene
3.12519p = 11.0015 = 1.1001 x 2!

donde la mantisaes m = 1001 que ajustada a 52 bitses 1001 0...0.

48 bits
Respecto al exponente, el valor a almacenar es e = 1023 + 1 = 1024 =

210 que en binario es 10000000000.

El nUmero se almacenara de la forma:

0 10000000000 10010...0
~N — N——
signo  exponente mantisa, 48 dltimos bits 0

Ejemplo 2.13. Practica la conversién de nimeros decimales a doble
precision segun el estandar IEEE 754 con la siguiente herramienta
interactiva.

&7

Codificacion IEEE 754 (64 bits)

Ingresa un nimero decimal:

0

Signo (1 bit)
%]

Interactivo 2.6. Conversioén a |IEEE 64
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2.3.2.1 Rango y precision

Dado que la representacién de numeros reales bajo estos formatos es
aproximada, hay dos conceptos importantes en la aritmética en punto
flotante.

Rango: Se refiere al conjunto de valores donde existen nimeros
representables. Los valores maximo y minimo normalizados
estrictamente positivos representables en doble precision son:

Mayor numero normalizado: realmax en Matlab

——

52
1
1023 _ 01023 e 308
2 x 1.1...1 =2 1+ E 5 ~ 1.79 x 10

52 bits Jj=1

Menor niumero normalizado: realmin en Matlab

271022 v 100... 0 =271922 1999 x 107398
\/
bit 52

Si se considera que el bit escondido es cero, se pueden obtener
numeros menores que el minimo numero normalizado mediante

la siguiente representacion:
z=(-1)°" x 271022 5 0. f

Estos nimeros se dicen que estan desnormalizados.

Precision: Da la diferencia entre dos nimeros representables
consecutivos, depende del nimero de bits de la mantisa. Debido
a los 52 bits de la mantisa, la precisidon en términos de digitos
decimales es aproximadamente: log(2°%) ~ 15.95 digitos.
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[ Ejemplo 2.14. Obtén el menor nimero positivo desnormalizado.

El minimo nimero desnormalizado positivo ocurre cuando la mantisa tiene
un 1 en el bit menos significativom = 27°2. El exponente real sera

2—1022 . 2—52 — 2—1074

Todos los nimeros menores que este valor se consideran O.

>>2N( - )
ans=
>>27( - }
ans=

Los nuimeros representados en la maquina no estan igualmente
distribuidos en la recta real, hay muchos mas cerca del cero.

El nimero mas pequeno representable después del 1 utilizando
representacion binaria en punto flotante con doble precision es:

1= (+1) x 2° x 1.00...0
52

1+¢e=(+1)x2° x 1.00...01
52

El valor de € se llama épsilon de |la maquina y en Matlab se identifica
coneps: g, = 2752,

El nimero mas pequeiio € de formaque 1 —e # 1 es 2793, Por tanto,

las distancias entre el nimero que antecede a 1y el que le precede son
respectivamente €,,, /2y ep,.



Para cualquier otro numero real, la distancia entre x y el nimero
maquina mas proximo en Matlab se utiliza eps(x).

2.4 Errores de redondeo y aritmética computacional

2.4.1 Error absoluto y relativo

Para cuantificar el error, se introducen los conceptos de error absoluto
y error relativo. Si p es una aproximacién de p, se define:

e Errorabsoluto: |p — p|

e Error relativo:J%L

El error absoluto indica la desviacion de una medicion respecto al valor
real, expresada en las mismas unidades. El error relativo, en cambio,
representa esa desviacion como una fraccién del valor real; si se
multiplica por 100, se obtiene el error porcentual, lo que permite
comparar errores en magnitudes de distinta escala.

En general, en los métodos numéricos no se conoce el valor
verdadero, por lo tanto tampoco se conocera el error real. Lo
frecuente es tener una estimaciéon del error a partir de una cota
positiva del error maximo.

Ejemplo 2.15. Calcula el error absoluto y relativo siendop = 3y p = 3.1.
Repite el calculo parap = 3000y p = 3 100.

Enelcasop =3 , p = 3.1lsetiene

B,—[3-31=01 B —2%_3%
b

Parap = 3000 , p = 3100,setiene
E,
E,=|3000—-3100 =100 , E,=—=3%
p
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En este ejemplo se muestra que si bien el error absoluto es distinto, el error
relativo es el mismo. El error relativo de 3% indica que la medicién tiene un
error de aproximadamente el 3% respecto al valor real.

Ejemplo 2.16. En 1862 el fisico Foucault, utilizando un espejo giratorio,
calculé la velocidad de la luz en 298 000 km/s. Aceptando como exacta la

velocidad de 299 776 km/s, estima el error absoluto y el error relativo
cometido por Foucault.

Por otra parte, la determinacién de la constante universal h realizada por
Planck en 1913 dio el valor de 6.41 x 1072 erg seg. Adoptando el valor de
6.626 x 10727 erg seg, estima el error absoluto y relativo cometido por
Planck.

¢Cuadl de las dos medidas es mas precisa?

En la tabla siguiente se recogen los errores absoluto y relativo para cada

estimacion.
Velocidad de laluz 298 000 299776 1776 5.920661e-
(Foucault) 03
Constante de 6.41e-27 6.626e- 2.13e-28 3.216246e-
Planck 27 02

Para determinar cual es la medicién mas precisa, se analiza el error relativo:

e Foucault tiene un error relativo menor (~0.00592), lo que indica
mayor precision.

e Planck tiene un error relativo mayor (~0.03216), lo que sugiere
menor precision.
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2.4.2 Errores de redondeo

En el sistema decimal, existen distintas formas de redondear un
namero a t decimales. En el proceso denominado truncamiento (o

redondeo hacia el cero) se eliminan todos los nUmeros ubicados a la
derecha del t-ésimo decimal. La magnitud del error puede ser tan

grande como 107%. En el redondeo al mas cercano (tambien llamado
redondeo 6ptimo) debe elegirse el nUmero con ¢t decimales que sea mas
cercanoax.

Ejemplo 2.17. En una maquina hipotética que utilice un sistema decimal
con dos digitos decimales, escribe el nimero 3.246 usando truncamiento o
redondeo.

El nimero 3.246 se representaria como 3.24 si se usa truncamiento o bien
3.25 si se usa redondeo. El truncamiento elimina todas las cifras que no
pueden ser representadas por la maquina, en este caso a partir del tercer
decimal. El redondeo, toma la primera cifra no representable, en este
ejemplo, seria el 6 y le suma una unidad al ultimo digito si es mayor o igual a
5 olo trunca si es menor que 5.

Se considera el nimero
T = (—1)3 x 2% x 1.f — 1023 < e, < 1024

y se denota por fI(z) a su representacién en punto flotante, es decir, al
numero que mejor representa a x dentro de las limitaciones del
sistema de representacion numérica, se tendra

[z — fl ()]

< 2—53

lz — fl(z)| <2%.27% =

Por lo tanto, el épsilon de la maquina es una cota superior del error de
redondeo en el sistema punto flotante.
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Recuerda que fi(x)

e Esunnumero representable en el sistema.

e Es el nimero mas cercano a x dentro del rango
representable.

e Six estd exactamente entre dos nimeros representables, el
valor de fl(z) dependera de la politica de redondeo (por
ejemplo, redondeo al mas cercano, truncamiento, etc.).

2.4.3 Propagacion de errores

Si ® es una operacion aritmética como una suma, resta, multiplicacion
o divisién, el calculo sigue el siguiente proceso:

1. Almacena los numeros = e y en coma flotante.
2. Después realizala operacién con los valores representados.

3. Finalmente da el resultado en punto flotante.

La representacion de la operacién es entonces

fl(z®y) = fl(fl(z) ® fl(y))

En consecuencia, el orden en el que se realizan las operaciones puede
modificar el resultado final. Con el siguiente ejemplo se muestra que
puede no cumplirse la propiedad asociativa.

Ejemplo 2.18. Consideraz = 10%°,y = —10%°, 2z = 1y calcula con
Matlab/Octave z + (y + 2) y (z + y) + =.

Ejecuta el siguiente cédigo y observa que los valores obtenidos son Oy 1,
respectivamente.




Ejemplo 2.19. Calcula con Matlab/Octave la siguiente operaciéonx = 1 —
3-(4/3 — 1).Observa que el valor no es cero.

x=1- 3*(4/3 - 1)

Ejemplo 2.20. Se considera una maquina hipotética con base decimal y 2
digitos de mantisa, es decir, dos cifras decimales en la parte fraccionaria de
la representacién normalizada. Calcula la diferencia de 1025y de 912.3.

El valor exactoes 112.7. El calculo seria de la siguiente manera
F1(1025) = 1.02-10°  f1(912.3) = 9.12 - 10
f1(1025 — 912.3) = fI(112.7) = 1.12 - 102

FU(fl(z) — fl(y)) = F1(108) = 1.08 - 10°

Ademas, cuando se realiza una cadena de operaciones, los errores de
redondeo pueden acumularse de modo que resten validez al resultado.
Para controlar la propagacion de errores de redondeo, es necesario
buscar algoritmos con el numero minimo de operaciones
convenientemente dispuestas para evitar estos problemas y que a la
vez el tiempo de ejecucion sea aceptable.

Para un andlisis detallado sobre los errores en calculos numéricos,
como son los errores de redondeo, truncamiento y su propagacion, se

I D I R D B P i, B D Y e |
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2.4.4 Error por cancelacion

Este error se produce cuando se calcula la diferencia de dos nimeros
bastante préoximos y el redondeo del ordenador iguala esa diferencia a
cero.

Ejemplo 2.21.Dadosz = 1 + 27 %% ey = 1, calculacon Matlabz — y
Realiza la misma operacién con z = 250 + 26 e y = 290,

Nuestro ordenador establecera en ambos casos que x — y = 0 cuando en
realidad en el primer casox —y ~ 5,5 - 10~!7 y en el segundo 26.

% Primer ejemplo
X=1+2"-54;y=1;X-y
% Segundo ejemplo
X=2"60+2"6;y=2"60;X-y

Ejemplo 2.22. Considera la funcién

2
1
f(x) = ex—12+<——1>
(@)= ) V1+ 2?2
Se quiere calcular f' (1) ~ ﬂﬂ{uﬁ para valores de h pequefios.
Genera un vector de valores de h desde 10! hasta 10~ y observa qué
valor se obtendria para f'(1) utilizando la aproximacién anterior. Realiza

también el calculo derivando la funcion y sustituyendo en el punto 1.
Compara ambos resultados.

Se escribe el codigo que evalia la aproximacion de f/(1)

f @(X) (exp(xz )Azk;( /sqri(1+x.72)-1).72;
v=(F(1+h)-F(1))./h;

format longEng

disp([h* v'])




Observa que a partir del valor Kk = —16 se obtiene O porque se produce

cancelacion. Realizando la derivada de la funcién y sustituyendo en el punto
1, se obtiene el valor 9.54865532212975587.

o0
. n . . 7 —
Ejemplo 2.23. Se sabe que e® = > Z:. Calcula una aproximaciénde e
0 n:.
n=
con los 100 primeros términos de la serie. Repite después el calculode e™®

teniendoencuentaquee™* = elz.gQué se observa?

40

Observa que para calcular e % el valor de z es menor que cero, los
términos de la serie exponencial irdn cambiando de signo y, cuando |z| es
grande, el valor de los sumandos sera cada vez mas pequeno. Esto implica
gue en algin momento se producird un error de cancelaciéon cuando se
sume "el siguiente" término.

Si se considera el calculo tomando el inverso de €%, se evita este problema

de cancelacion ya que todos los términos son positivos. El cdlculo con
Matlab/Octave se muestra a continuacion.

x=40; %Inverso del numero a calcular e”-40=1/e”40
suma=1;p=1;

k=1:

p=p*(x/k);

suma=suma+p;

/suma
X=-40; %Sin considerar el inverso
suma=1;p=1;

k=1:

p=p*(x/K);

suma=suma+p;

suma
%Valor que da Matlab
exp(-40) % 4.248354255291589¢-018
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En los siguientes ejemplos, se muestra como una reformulacion del
calculo evita el problema de cancilacion en algunas situaciones.

-

Ejemplo 2.24. Considera la funcién

f (@) 1 1—=x

T 1+2z 14z

Observa que para valores x préoximos a O se puede producir cancelacion
evaluando esta funcién en puntos proximos a O directamente. Observa
cémo evitar esta cancelacion considerando la expresion equivalente
resultado de restar las dos fracciones

22
@)= G are

Se escribe el cddigo Matlab/Octave para realizar los calculos.

%Se considera la primera expresion como resta de
fracciones

f=@(x) 1./(1+2*x)-(1-x)./(1+x);

%Se realiza la suma para evitar la cancelaciodn
g=@(x) 2*x.72./((1+2*x).*(1+x));

format longEng

%Se considera un vector de valores proéximos a cero
k=-1:-1:-17;

h= ~k;

%Se evaluan ambas expresiones

f1=f(h);

gl=g(h);

%Se imprimen los valores de h y los valores
%obtenidos para comparar

disp([h" f1' gl1'])

Ejemplo 2.25. Reformula la expresion f () = Lw"” para evitar la

cancelacion en puntos préximos a cero obteniendo una expresion
equivalente multiplicando y dividiendo por 1 + cos .
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1—cos’(x) _  sen’(x)
z(14cos/z) — xz(l+cos/z)"

La expresion equivalente es f(z) =

f=@(x) (1-cos(x))./x;

%Se multiplica y divide por (1+cos(x))
g=@(x) sin(x).”2./(x.*(1+cos(x)));
k=-1:-1:-17;h=10.7k;fl1=Ff(h);gl=g(h);
format longEng

disp([h" f1' g1'])

Ejemplo 2.26. Reformula la expresion

eI

para valores grandes de forma que se evite la cancelacion.

Multiplicando y dividiendo por el conjungado del numerador

B Vez+1—+Vx2 —=z 2

x _:1:(\/:1:2—|—1+\/:132—a:)

f (x)

f=@(x) sqgrt(x+1l./x)-sqrt(x-1./x);

%Se multiplica y divide por el conjugado
g=@(x) /(X *¥(sgrt(x.22+1)+sgrt(x.”2-x)));
k=1:25;h= ~k;f1=Ff(h);gl=g(h);

format longEng

disp([h" f1' gl1'])

2.4.5 Error por desbordamiento

Con frecuencia, una operacién aritmética con dos nimeros validos da
como resultado un nimero tan grande o tan pequefio que el ordenador
no puede manejarlo; como consecuencia, se produce un overflow o un
underflow, respectivamente.
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Ejemplo 2.27. Multiplica por 2 el valor maximo representable en punto
flotante, realmax parailustrar el concepto de desbordamiento. Divide
después por 2 el valor minimo positivo normalizado, realminy observa
gue se representa por cero.

Se realizan los calculos con Matlab/Octave.

% Valor maximo representable
maxVal = realmax;

% Se intenta exceder el valor maximo
num = maxVal * 2;

disp([ 'Desbordamiento resulta en:

, num2str(num)]);

% Valor minimo positivo normalizado representable
minVal = realmin;

% Se intenta obtener un valor menor al minimo

num = minVal * ;

disp([ 'Subdesbordamiento resulta en: ',
num2str(num)]);

2.5 Inestabilidad numérica

En el siguiente ejemplo se vera que si el algoritmo no es adecuado, los
errores de redondeo pueden conducir a resultados incorrectos. Este
fendmeno, conocido como inestabilidad numérica, puede evitarse
seleccionando algoritmos mas apropiados.

-

Ejemplo 2.28. Para cadan > 0 se considera laintegral
1

I, = /x"semrar: dr
0

Utilizando integracion por partes, se sabe que



2 1
L==, L ==
T T

n

1 2 1
P | GRS ICES)
™

1, n >0
T

Calcula utilizando esta recurrencia el valor de I3g e Is; apartirdeI — Qe
1. ;:Son los resultados aproximaciones satisfactorias de la integral?
Propdén una alternativa eficiente despejando I,, en funciénde I, , para
calcular en forma descente I3 e I3 teniendo en cuenta que I, paran

grande es proxima a cero.

Realizando el calculo directo I3, e I3; de forma iterativa con Matlab/Octave
se obtienen valores negativos. El valor de I3; que se otiene es
-0.357484694711417 y para el valor de 1I33 se obtiene
-2.312387998625434

a=2/pi; v(1)=1/pi;v(2)=1/pi-2*a/pi~2;
format longEng
k=3:31;
v(k)=1/pi-k*(k-1)*v(k-2)/pi”2;

disp([[1:31]" v'])
Esto es imposible porque el integrando es positivo y por tanto las integrales
deben ser positivas.

Se vera coémo obtener los valores de estas integrales de otra forma.
Despejando I, enfunciénde I, , se tiene:

(n+2)(n+1)

I, =1—7lho

In = (n+2)(n+1) (1= mns2)

b 27)Tzn +1) G - I"”)
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Si se toman limites cuando n tiene a infinito, se puede ver que la sucesion I,
tiende a cero. Basta tener en cuenta que

1 1

n+1
/zc”sen (rz) dx /a:"d:z; = i1
0 0

Por ello, para utilizar esta expresién hacia atras, se debe partir de dos valores
I, 5 eI,.1 proximos acero para un valor de n alto. En el siguiente cédigo se ha
considerado I e I55 como O.

=1 1

xzo_n—l—l

a=56;
w(56)=0;w(55)=0;
k=a-2: «q .

w(k)=pin2/ ((k+2)*(k+1))*(1/pi-w(k+2));
disp([[1:56]" w'])

El valor de I3, utilizando este calculo, es 0.003139287076703, y el valor de I5;
es 0.002950500704051.

Ejemplo 2.29. Se considera la integral:
1
/ T
Yn =
x
0

Teniendo en cuenta los cdlculos siguientes, se puede encontrar una ley de
recurrencia para el valor de y,,:




Se pide calcular de forma recurrente el valor de y,( con la expresion
obtenida: y, = % — 9Yn—1. Considera después la férmula de recurrencia
en sentido descendente para obtener el valor de y9 resultado de despejar
Yn_1 €nfuncion de y,,:

1y,
Yl = T s

Justifica los resultados obtenidos.

En el cdlculo recurrente de y, = % — 5Y,_1 se puede observar que se
obtiene un valor negativo, lo cual es absurdo porque el integrando es
positivo. Este error se produce porque se restan dos nimeros del mismo
signo de magnitud similar.

El cédigo para obtener y5 con esta ley de recurrencia es:

clear all

y(1)=1-5*(log(6)-1og(5));
format longEng

k=2:20;
y(k)=1/k-5*y(k-1);

disp([[1:20]" y'])

Tomando limites en y, = % — d5yn—1 cuando n tiende a oo, se ve que la
sucesion y,, converge a 0. Por lo tanto, considerando por ejemplo ygp = 0,

se calcula de nuevo el valor de ys, utilizando la ley de recurrencia

descendentey,,_; = % — .

y(60)=0;
format longEng

k=60:-1:2;
y(k-1)=1/(5*k)-y(k)/5;

disp([(1:60)" y'])
%y(20) es 7.997523028232164e-03
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2.6 Autoevaluacion

CUESTIONARIO

NIVEL ACCIONES

Basico = COMEMZAR @ DETALLES
ecio
Avanzado & COMENZAR 0 DETALLES

Interactivo 2.7. Actividad de autoevaluacion


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap2/cues1_d.html

2.7 Ejercicios

1 = Calcula los nimeros cuya representacion en punto flotante de precisién doble
es

e (010000000100
0111110000000000000000000000000000000000000000000000

e 010000000010
1011001000100000000000000000000000000000000000000000

¥ Solucién

2 Escribe la representacion normalizada en el estandar IEEE de doble precision
del nimero decimal —17.25.

W Solucién
3 ¢Qué estimacion de las siguientes es mas precisa
9
11 =0.818 V18 =2.243
& Solucién

4 Calcula el error absoluto, el error relativo y el nimero de cifras significativas
de la aproximacion de m mediante

e px = 22/7 (Antiguo Egipto, siglo XXVl a.C.).
e px = 223/71 (Arquimedes, Antigua Grecia, siglo 111 a.C.).
e px = 3.14159 (Liu Hui, China, aiio 265).

e pk = 355/113 (Zu Chongzhi, China, afo 480).
A Solucion

5 Determina el mayor intervalo en el cual debe estar px para que aproxime a V2
conun error menor que 1072.

ﬁj:Squcién
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10

Resuelve el siguiente sistema con Matlab
17.131 + 51‘2 = 22
1.7x1 4+ 0.529 = 2.2

Es sencillo ver que una solucion obvia es 1 = x2 = 1 aunque el sistema tiene
infinitas soluciones ya que la segunda ecuacion es la primera dividida por 10.
:Qué sucede al resolverlo con Matlab/Octave?

¥ Solucién

Se quiere calcular p, como (1/3)™ paran > 0 considerando py = 1 definiendo
Pn = (1/3)p,_1 paran > 1. Otra forma de generar la sucesién es definiendo
po = lyp1 = 1/3ycalculando paran > 2

10
Pn = —Pn-1 — DPn-2
3
¢Alguno de los dos métodos es inestable?
& Solucién
10000000
Calcula la siguinete suma > —~ en orden usual y luego en orden opuesto,
n=1

es decir, empezando la suma desde el Gltimo sumando hacia atras. Explicar las
diferencias obtenidas e indique cudl es el resultado mas preciso.

A Solucién

Indica cdmo evaluar con Matlab la expresién
1 1

z+h =

para los valores de h siguientes 1072, 107%, ..., 10722 tomando como valor z

un numero cualquiera. Escribe una reformulacién de esta expresion de forma
qgue no se produzca cancelacion. Utiliza el formato longEng para mostrar los
resultados en ambos casos.

¥ Solucién

Justifica qué ocurre cuando se evalta la expresiéon

vVzi+1-1

para valores préximos a cero. ;Cémo se podria hacer mas estable? Evalla
estas expresiones para 20 puntos equidistantes entre 0 y 0.2.

& Solucion


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap2/ejercicioT2.html?e=5
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap2/ejercicioT2.html?e=5
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap2/ejercicioT2.html?e=6
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap2/ejercicioT2.html?e=6
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap2/ejercicioT2.html?e=7
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap2/ejercicioT2.html?e=7
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap2/ejercicioT2.html?e=8
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap2/ejercicioT2.html?e=8
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap2/ejercicioT2.html?e=9
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap2/ejercicioT2.html?e=9

11

12

13

Calcula unaférmula alternativa para la expresion
—log (m— x2 — 1)

que no sea susceptible de pérdida de cifras significativas cuando x es grande y
positiva. Analiza la diferencia de resultado con una y otra expresién con

valores de x que sean potencias de 10 de exponente natural entre 6 y 16.

&/ Solucion

Considera la sucesion recurrente siguiente convergente a
_1
T, =2 Tpq=2" 2\/1—\/1—41_":1:,21

Explica el comportamiento que se obtiene al calcular con Matlab/Octave el
valor de xs55.

' Solucién
Considera

1
Yn = /:c"ewda: (n>0)
0

Utiliza integracién por partes para obtener la siguiente relacién de recurrencia
Yni41 = € — (n+ 1)yn

Calcula yy utilizando esta recurrencia. ;Qué se observa? ;Qué ocurre si se
utiliza la ley de recurrencia hacia atras siguiente: y,, = e—;yﬁ?

Solucién
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RESUMEN

En este capitulo se han visto los fundamentos sobre los errores en calculo numérico,
destacando cémo los sistemas computacionales representan y manipulan nimeros,
y cémo esto puede originar errores que afectan a los resultados.

Ademas, se ha analizado los errores de
redondeo y truncamiento, destacando la
importancia de desarrollar algoritmos
numéricos que minimicen estos problemas en
aplicaciones practicas.

Los aspectos clave analizados en este tema
son:

1. Introduccién alos errores en calculo
numeérico. Los errores en los sistemas 0. .
computacionales son inevitables i
debido ala naturaleza finita con la que
se representan numeros realesy se
realizan operaciones matematicas en
el ordenador. Esta limitacion se debe al
uso de representaciones en punto
flotante, que introducen imprecisiones
al redondear o truncar los valores.
Entender estas limitaciones es
esencial para abordar problemas
numéricos con precision.




Clasificacion de los errores. Los errores numéricos se clasifican
principalmente en dos tipos: errores de redondeo y errores de
truncamiento. Los errores de redondeo ocurren al ajustar un nimero real a
la precision limitada del ordenador, mientras que los errores de
truncamiento surgen al aproximar funciones o procesos matematicos, como
por ejemplo cuando se utilizan aproximaciones por series para representar
funciones. Ademas, los errores de los algoritmos aparecen también cuando
éstos no convergen convenientemente hacia la solucion deseada.

3. Minimizacion de errores. Reducir el
impacto de los errores numéricos
requiere el desarrollo de algoritmos
y estrategias especificas, como el
control de precisién, el analisis de
estabilidad de los métodos y la
eleccién de representaciones
numeéricas adecuadas. Estas
herramientas permiten minimizar la
propagacion de errores a lo largo de
los célculos y garantizar la validez de
los resultados, especialmente en
aplicaciones como laingenieria, la
fisicay las finanzas.
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Capitulo

Resolucién aproximada de
ecuaciones no lineales

3.1 Introduccion

El propdsito de los métodos numéricos para resolver ecuaciones no
lineales es encontrar raices aproximadas, ya que la mayoria de las
ecuaciones no tienen soluciones exactas o estas no son
computacionalmente viables. Mediante métodos iterativos se va
consiguiendo aproximar la soluciéon dentro de un margen de error
considerado [7].

Entre las aplicaciones mas importantes de los métodos numéricos esta
la resolucién de ecuaciones no lineales, una tarea esencial en
disciplinas como fisica, ingenieria, economia y muchas otras areas de la
ciencia. Estas ecuaciones, donde la variable aparece de forma no lineal
son clave para modelar fendmenos reales, desde el disefio de
estructuras hasta la dinamica de sistemas fisicos. Sin embargo, muchas
veces estas ecuaciones no tienen soluciones exactas en términos
algebraicos, por lo que se buscan soluciones aproximadas.

Se considera por ejemplo la siguiente ecuacién obtenida a partir de la
segunda ley de Newton para calcular la velocidad de un paracaidista,

_gm  _-<
v = c (1 e )

donde la velocidad v depende de la variable independiente tiempo, ¢, g
es la constante de gravitacioén, c el coeficiente de resistenciay m es la
masa del paracaidista.
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Masa (kg): 70
Constante de Resistencia (Ns/m): 25
Tiempo maximo (s): 60

] velocidad (m/s) para m=70kg, c=25Ns/m

YWelocidad (m's)

[%:]

0

Tiempo ()

Figura 3.1. Simulador de la velocidad de un paracaidista

Si se quisiera obtener el coeficiente de resistencia del paracaidista con
una masa dada, ;como se obtendria este valor para alcanzar una
velocidad determinada en un periodo establecido? La respuesta se
obtendria calculando c que hace cero a la siguiente funcién

f@=""" (1)~

esto es, habria que calcular el valor de c tal que f(c) = 0.

Cuando ocurre como en este caso, y no es posible encontrar
analiticamente el cero de la funcién o pudiendo encontrarlo su calculo
es complicado, se utilizan algoritmos que determinan, en un nimero
finito de pasos, un valor aproximado de la raiz buscada. Estos métodos
de aproximacion generalmente son iterativos y conducen a una
solucién a través de una sucesién xzg, z1, ..., X, ... que converge al

valor a que cumple f(a) = 0.



A lo largo de la historia, la resolucion de ecuaciones no lineales ha
evolucionado desde métodos manuales hasta complejos algoritmos
implementados en ordenadores modernos. En la antigliedad, los
babilonios y griegos ya aplicaban principios numéricos para resolver
problemas matematicos. Asi, el método de biseccidon, que tiene sus
origenes en la antigliedad, utiliza un enfoque simple: dividir un
intervalo y localizar la raiz mediante evaluaciones intermedias.

Otros métodos, como el de Newton-Raphson, desarrollado en el siglo
XVII por Isaac Newton !y Joseph Raphson 2, aprovechan herramientas
del cdlculo diferencial utilizando la pendiente de las tangentes de la
funcion.

En el siglo XX, con el desarrollo de la computacion, matematicos como
Alan Turing® y John von Neumann* sentaron las bases para
implementar estos métodos en maquinas, haciendo posible resolver
problemas que antes eran inabordables.

! |saac Newton (1642-1727) fue un fisico, matematico y astrénomo inglés,
considerado uno de los cientificos mas influyentes de la historia. Desarrollé las
leyes del movimiento y la gravitacién universal, asi como importantes
contribuciones al calculo, éptica y mecanica. Su obra mas destacada, Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, sento las bases de la fisica clasica.

2 Joseph Raphson (1648-1715) fue un matematico inglés conocido por su trabajo
en analisis numérico. Publicé el método de Newton-Raphson en su obra Analysis
Aequationum Universalis (1690), una técnica iterativa para encontrar raices de
ecuaciones no lineales. Su versién mejorada del método de Newton fue mas
algebraicay general, contribuyendo al desarrollo de la matematica aplicada.

3 Alan Turing (1912-1954) fue un matematico britanico, considerado uno de los
padres de la computacién moderna. Desarrollé el concepto de la maquina de
Turing, base tedrica de los algoritmos, y desempeid un papel crucial en la
Segunda Guerra Mundial al descifrar los cdédigos nazis de la maquina Enigma. Su
trabajo sent6 las bases de la inteligencia artificial y la informatica teérica..

* John von Neumann (1903-1957) fue un matematico, fisico y pionero de la
computacion hingaro-estadounidense. Contribuy6 al desarrollo de la teoria de
juegos, la mecanica cuantica y los métodos numéricos en computacion cientifica.
Fue clave en la creacion de las primeras computadoras y en la formulacion de la
arquitectura de Von Neumann, base de los sistemas computacionales modernos.
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En el siguiente video se da una visién rapida de los métodos mas
importantes que se tratan en este capitulo.

Video 3.1. Métodos de resolucion de ecuaciones no lineales

Se comenzard con el método de biseccidon, una técnica basada en el
teorema de Bolzano, que garantiza la existencia de raices en un
intervalo y ofrece una convergencia segura aunque lenta. Luego se
estudiara el método del punto fijo, que transforma la ecuacién en una
forma iterativa y permite analizar la convergencia local y global de la
solucién. Posteriormente, se explorara el método de Newton-Raphson,
gue emplea la derivada de la funcién para obtener una convergencia
rapida, aunque con ciertas limitaciones respecto a su punto de inicio.
Finalmente, se analizara el método de |la secante, que evita el calculo de
derivadas.

A la vez que se van mostrando los distintos métodos, se iran
presentado ejemplos practicos para ilustrar el comportamiento de cada
uno de ellos, comparando sus ventajas y limitaciones en diferentes
situaciones. Para mas informacion, se puede consultar [10] y [6].


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/videos/metodos.mp4
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3.2 Raiz o cero de una funcion

~N

A cualquier solucion de la ecuacion f(x) = 0 se le llama cero o raiz
de la funcion. Cuando f es una funcién continua en un intervalo
abierto I, oo un puntode I y m > 1 un nimero entero, se dice que
aesuncerode f de multiplicidad m si

f@)=(@-a)"q¢@) z#a

\
Se puede demostrar que si f es C’m(I), es decir, es derivable hasta el
orden m con derivadas continuas, y a es un punto de I, la funcion tiene
un cero de multiplicidad m en o si

F(0) = f'(a) = . = F™ ) =0, f™(a)#0

3.2.1 Localizacion y separacion de raices

En un primer paso para obtener las raices de una funcién, se busca un
intervalo donde se encuentre uno o varios ceros de la funcién.
Posteriormente, se buscan intervalos que contengan una sola raiz. El
siguiente teorema ayuda en esta localizacidén y separacién de raices.

TEOREMA DE BOLZANO: Si f es una funcién continua en [a, b] de
manera que f(a)f(b) < 0, entonces existe al menos un cero de la
funcion en el intervalo (a, b).

El hecho de que la funcion f tenga un cero, no significa que sea
unico. Si se anaden condiciones adicionales, como por ejemplo la
monotonia estricta de f en un intervalo I, si se podria garantizar

que la solucién de f(z) = 0 es Unica en dicho intervalo.
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Se recuerda que en el caso de que la funcién sea derivable, si f'(z) > 0
en todo punto de I la funcién es estrictamente creciente en I.
Andlogamente, si f'(x) <0 en I entonces es estrictamente
decreciente.

Si la funcidn es estrictamente creciente o estrictamente decreciente
en un intervalo donde hay cambio de signo en los extremos, la
funcion tiene un Unico cero en dicho intervalo.

3.3 Algoritmos iterativos

Para la aproximacion al cero de la funcién f se utilizan métodos
iterativos. En el caso de los de un paso, estos métodos consisten en:
1. Partir de un valor inicial £y que se supone suficientemente
proximo a la solucién buscada.

2. lterar, es decir, obtener el término ;1 a partir de x; mediante
una formula de laforma zx+1 = G(x) conk > 0.

Este proceso depende tanto de la funcion G como del punto inicial 2o y

los algoritmos a utilizar deberan dar respuesta a cuestiones sobre su
convergencia como son:

1. la sucesion x; que se obtiene mediante el método iterativo
;es convergente?

2. en caso de ser convergente, ;es el limite de la sucesion la
soluciénde f(z) = 0?

3. ¢cuantas iteraciones hay que realizar para conseguir que el
error de aproximaciéon sea menor que una cantidad
prefijada?

4. ;como evoluciona el error al realizar las iteraciones?



3.3.1 Convergencia de un algoritmo

~

Se dice que un algoritmo converge globalmente, si la sucesion
generada es convergente hacia una solucién de la ecuacién
cualquiera que sea el punto inicial ¢ que se tome.

-

~

Cuando la solucién converge hacia la solucién Unicamente si el
punto xg pertenece a un cierto entorno, la convergencia se dice

que es local.

.

No siempre es mejor considerar un algoritmo que converja
globalmente, a veces, un algoritmo localmente convergente, puede
tener una "velocidad de convergencia" mayor si bien este tipo de
algoritmos plantean la dificultad de cémo elegir el intervalo
adecuado donde considerar x,.

El método de aproximaciones sucesivas o punto fijo, que consiste en
partir de un punto z( y calcular los demas términos de la sucesion x,,

de la forma z, .1 = g(x,) para obtener un punto fijo de g, tiene una
convergencia mas lenta que el método de Newton que converge
localmente.

Y =X

¥ =glx)

~ % 1 <'1IJ'_| IJ| o B

3 o B i TiTzo Tz Ty b

Figura 3.2. Representacion método del punto fijo
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3.3.2 Velocidad de convergencia

Se distinguen distintas velocidades de convergencia que se pasaran a
definir.

~N

Dada una sucesion de nimeros reales, {zx } o._;, convergente hacia
un punto z, se dice que su orden o velocidad de convergencia es p,
conp > 1siexiste una constante C), > 0 tal que:

|2k — | < Cpla, —T P

paratodo k > kj siendo kj entero.

.

En particular,

e si p=1 y C, <1, la convergencia es lineal. Si C, > 1, la
convergencia es sublineal.

e sip=2,laconvergenciaes cuadratica.

e sip=3,laconvergenciaes cubica.

Ejemplo 3.1. Se considera la sucesion x; =
1/6.Se ve que la convergencia es lineal.

— % (—%)k que converge a

=

Se puede comprobar que

1 _1 1
Thel — = — |z — =
k+1 6_2 k 6
yaque
1 1 1 1
Thil — =| = = Tk — | =
R G| T 3 gkt FT 6T 3.9k




Ejemplo 3.2. Comprueba que las sucesiones a;, = 1/k, by, = 1/k3,ck =
1/2’“ convergen linealmente a 0y que la sucesion d;, = 3-2 converge
cuadraticamente a 0.

En efecto,
1 1 1
Sl —o|<|r-0| p=1
U= ‘k+1 ‘<‘k ‘ p
, L 1 1 .
CE x|S0 PT
1 1 1
Ck_z_k: ﬁ 0‘< ﬁ—O‘ p:1
Parad, = 32
ok 2 k1 1 2
(3):3 = | —0[ < |5 —0] p=2

Ejemplo 3.3.Supdn que C, = 0.5y que |z, — z| < 0.01. Considerando
p = 1yp = 2,analiza como se aproxima al valor limite, que se denotara
por T, considerando el término k 4+ 1y k + 2 de la sucesion {z;,}.

Se tiene que

. Sip=1,
|Zp1 —Z| < Cplz, —Z| <5-107" - 1072

[Zhio —F| < Cplzpyn — | <5-1071-(5-107%) =25-10"*

. Sip=2,
zpi1 — T < Cplor —7)* <5-1071-(1072)2=5.10"°

Zhro — T < Cplaris — > <5-1071- (5-107°)? = 12510
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~N

Se dice que la sucesion {xy }?2; converge superlinealmente a z, si
existe una sucesioén {Ek}zo:l convergente a O tal que
‘xk—i—l —:T?‘ <eéeg |£Uk —53‘ Vk >0

.

Se puede observar que si la sucesion tiene una velocidad de
convergencia p mayor que 1 entonces converge superlinealmente.

Bastaria tomar
€ = C’p|wk — i|p71 VkE >0

El siguiente resultado permite determinar un test de parada de las
iteraciones cuando la convergencia es superlineal.

Si {mk}zozl converge superlinealmente a  entonces
. Lr+1 — Lk
lim |+—_‘ —1
k—oo |£Ck = CE‘

En este caso, una vez establecida la precisiéon que se quiere alcanzar,
€ > 0, puede considerarse como test de parada:

|Th1 — zk| < €

se compara asi dos iteraciones consecutivas y se mira la coincidencia de
digitos que se considere (fijado por el valor de €).

-

Ejemplo 3.4. Cuando la convergencia es lineal puede ocurrir que la
diferencia entre los valores obtenidos en dos iteraciones, |zx+1 — xk|, sea

pequenay, sin embargo, 11 esté alejado de la solucion. Considerar la
sucesion Ty, 1 = 1% + 3 con ¢y = 100 que converge a 33. Analiza la
diferencia entre dos términos consecutivos para k desde 1 hasta 18.




El limite de la sucesién se obtiene resolviendo la ecuacion

z 1
r=—+3 l1-—)=3=2z=3
z 1.1+ :m( 101) =T 3

Se analiza en la siguiente tabla como los valores de la sucesion estan
préximos y, sin embargo, estan lejos del valor limite.

O  100.0000 -
1 93.0909 6.9091

7 69.5798 2.1570
8 68.9844 0.5954
9 68.0767 0.9077
10 67.7970 0.2797
11 67.6337 0.1633
12 67.5398 0.0939
13 67.4907 0.0491
14  67.4633 0.0274
15 674476 0.0157
16 674387 0.0089
17  67.4330 0.0057
18  67.4295 0.0035
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3.4 Método de la biseccion

Aplicando el teorema de Bolzano, una forma sencilla de aproximar el
cero de una funcion continua es dividir el intervalo en dos y elegir el
subintervalo en el que se sigue produciendo el cambio de signo.
Repitiendo este proceso se puede llegar a conseguir una aproximacion
de lasoluciénde f(x) = 0 tan precisa como se desee.

Video 3.2. Método de la biseccién
Los pasos del algoritmo de Biseccion son:

1. Elige [a, b] donde la funcién f cambia de signo.
2. Calculael punto medio de [a, b], estoes,c = (a + b)/2.

3. Si f(a) y f(c) tienen signos opuestos, la raiz esta en el
intervalo [a, c|; de lo contrario, esta en [c, b].


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/videos/biseccion.mp4
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/videos/biseccion.mp4

4. Redefine el intervalo [a, b] como [a, ] si f(a) y f(c) tienen
signos opuestos, o como [c, b] si f(c) y f(b) tienen signos
opuestos.

5. Repite los pasos 2-4 hasta que [a, b] sea lo suficientemente
pequefo o f(c) sea préximo a cero con la precision deseada.

Interactivo 3.1. Método de |a biseccion
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Observa que se cumple

1
|€Bk —T| < 5 (bk — ak) = ﬁ (bk,1 — ak,l) = ...
=g b2

Por lo tanto, este resultado asegura la convergencia del método de
la Biseccion.

Ejemplo 3.5. Considerando las funciones y los intervalos de la tabla,

cos(z) — x 0 2
sen(x) -0.5 /2
z? —sen(z) 05 2
calculalas tres primeras iteraciones del método de la biseccién.

Comprueba previamente que la funcién en cada intervalo tiene
Unicamente un cero.

En primer lugar, se ve que cada funcién tiene un unico cero en el intervalo
indicado.

e La funcién f(z) = cos(z) — = es continua y cumple ademas que
f(0) - f(2) < 0. Esto significa que al menos tiene un cero en [0, 2].

Como f'(z) = —sen(z) —1 <0 la funcién es estrictamente
decreciente en ese intervalo por lo que f tiene un Unico cero en
0, 2].

e La funcién f(z) = sen(x) es continua y cumple que f(—0.5) -
f(m/2) < 0. Esto significa que al menos tiene un cero en
[—0.5, /2]. Como ademas en ese intervalo f'(z) = cos(z) > 0, la
funcién es estrictamente creciente en [—0.5, 7w/2] por lo que f tiene
un unico cero en este intervalo.
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e Lafuncién f(z) = z? — sen(z) es continua y cumple ademés que

f(0.5) - f(2) < 0. Esto significa que al menos tiene un cero en
[0.5,2]. Como f'(z) =2z + cos(z) >1+4+0 >0, la funcién es
estrictamente creciente en ese intervalo y f tiene un Unico cero en
0.5, 2].

Para calcular los valores de las tres primeras iteraciones del método de la
biseccion, se puede utilizar la herramienta interactiva siguiente
introduciendo la funcién y los valores de a y b para cada caso. En el

interactivo se debe escribir seno de x como sin(x).

Ejemplos Interactivos
s = )

&

Interactivo 3.2. Método de la biseccion

Ejemplo 3.6. Define una funcion Matlab/Octave
Biseccion(a,b,tol,maxiter) que tenga como pardmetros los extremos
delintervalo ay b, la tolerancia toly el maximo de iteraciones maxiter
para calcular los ceros de la funcion f(z) = z® — 6z + 11z — 6 enel
intervalo [0, 1.5] tomando como tolerancia el valor 0.001 y el valor de 30
como maximo de iteraciones. Nota: En este polinomio las raices se pueden
calcular de forma exacta, son 1, 2y 3 por lo que este ejemplo Unicamente
tiene interés como ejemplo tedrico.
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Calcula después el cero que esta dentro del intervalo [1.5,2.5] y el que se
encuentra en el intervalo [2.5, 3.5].

La herramienta interactiva siguiente construye el cddigo de la funcidn
Biseccion2(a,b,tol,maxiter). Para ello, se debe pulsar en el botén
solucion guiada e ir avanzando paso a paso para obtener el cédigo.

;FE

|Or=

Programacion Matlab/Octave

Ercuentra una raiz de Iz funcicn utilizando el método de bisecddn. Implements el método de
biseccion para f{z) = z® — 6z | 11z — 6 en el intenvalo 10, 1.5] con tolerancia tof = 0.001 y un
maximo de maexiter = 20 iteraciones.

Cadigo completo:

Interactivo 3.3. Programacion método de la biseccion

Definida esta funcidon en un fichero .m, bastaria calcular los ceros en cada
intervalo escribiendo en la ventana de comandos:

Biseccion(@, ,107-3,30) %Soluciodn: 1.0000
Biseccion( 5 ,107-3,30) %Solucidn: 2.0000
Biseccion( B ,107-3,30) %Solucidn: 3.0000
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Ejemplo 3.7. Modifica el cédigo del ejemplo anterior para considerar como
parametro también la funcién cuyo cero se quiere calcular:
Biseccion(fun,a,b,tol,maxiter).

Calcula con esta funcién el cerode f(z) = 2% — 622 + 11z — 6enel
intervalo [0, 1.5], con una tolerancia 10~% y un maximo de 25 iteraciones.

Suponiendo que en el intervalo [a, b] hay cambio de signo de f, la funcién
pedida podria ser la siguiente.

raiz = Biseccion2(f, a, b, tol, maxIter)
raiz="";
= l:maxIter
c=(a+b)/ 2;
fc = f(c); fa = f(a);

fa * fc <
b =c;
a = C;

abs(f(c)) < tol
raiz = c;

)

Para calcular el cerode f(z) = z® — 6z2% + 11z — 6 enel intervalo [0, 1.5],
con una tolerancia 10~% y un maximo de 25 iteraciones, se deber escribir el
cédigo siguiente.

f=@(x) X."3-6*x.72+11*x-6;

%Se comprueba que hay cambio de signo
£(0)*f(1.5)

Biseccion2(f,0, ,107-6,25)
%Solucion: 1.0000
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3.5 Método del punto fijo

Dada la ecuacion f(x) = 0, los pasos a seguir para aplicar el método
del punto fijo son:

1. Despejar de la ecuacion anterior z, obteniendo = g(z). El
problema de encontar el cero de f se reduce a encontrar el
punto fijo de g, esto es, encontrar Z cumpliendo z = g(x).

2. Partiendo de unvalor inicial x(, se debe iterar de la forma
ZTp1 =g(z), k=0,1,...

con el objeto de que x;, converjaaz.

Video 3.3. Método del punto fijo

En los resultados tedricos que se enuncian a continuacion, se dan
condiciones suficientes para que haya un punto fijo de una funcién g en

un intervalo y para que la convergencia sea a un unico punto fijo.


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/videos/puntofijo.mp4
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Sea g continua en [a, b] que aplica [a, b] en [a, b], entonces g tiene
un punto fijo en [a, b].

Sea g continua en [a, b] con g’ cumpliendo
ld ()| <L <1 para todo x € (a,b)

Si xo es un punto cualquiera en (a, b) entonces la solucion
Thi1 =g (zk) k=0

converge al Gnico punto fijo en [a, b].

Ademas, se verifica

Lk|:c1 — Z,|
1-L

‘xk—i—l _il < k = 1727

Si al utilizar el método del punto fijo 1 y 1 coinciden dentro de la
exactitud especificada €, no significa que T ~ z;,; con la misma
exactitud. En general, esta afirmacién no es correcta. Si g'(z) esta
préxima a la unidad, entonces la cantidad |z, — Z| puede ser grande,
aun cuando |z, 1 — x| sea extremadamente pequena.

Ejemplo 3.8. Considera la funcién g(z) = = — z*/10 que tiene como
punto fijo el 0. Comprueba que la derivada en las proximidades del O es
préxima a 1y analiza los valores que se obtienen con el método del punto
fijo.

Efectivamente, la funcion tiene un punto fijo ya que se cumple g(0) = 0.
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Ademds, |a derivada de la funcién es ¢’'(x) = 1 — /5 en el punto 0 vale 1.
Se representa en primer lugar la funcién y la recta y = x vy, después, se

calculan distintas iteraciones comenzando en el punto 0.5 para analizar
cémo es la convergencia.

g=@(x) X-x."2/16; h=@(x) Xx;

% Grafica de la funcidn

fplot(g, [-2, 2]); hold on;

fplot(h, [-2, 2], 'r--"); % Linea y = X
xlabel('x");ylabel('g(x)");

title('Método del Punto Fijo para g(x) = x -
x72/10");

grid on;

legend('g(x)", 'y=x");

Mitoda del Punto Fijo para gix) = x - X110

aix|
!;:;_.g!'

Figura 3.3. Grafica del ejemplo

Ilterando, se ve que la convergencia es muy lenta, después de 100
iteraciones, el valor es 0.0828.

x(1)=0.5;maxIter=100;
k=2:maxIter
x(k)=g(x(k-1));

x(maxIter)
plot(1l:maxIter,x,'o");
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Ejemplo 3.9. Con el siguiente interactivo se pueden obtener las primeras
iteraciones del método del punto fijo introduciendo distintas funciones y
puntos iniciales. En el ejemplo se muestran las tres primeras iteraciones
del método para calcular la raiz de cos(z) — z = 0, tomando g(z) =
cos(z). Ademas, se representa graficamente como obtener el valor de una

iteracién a partir de la anterior.

Ejemplas interactivos

Funcidn gix): ) Persoralzads w

Punto iniciad () o
Mdmero de

iteraciones: 3
Decimales: &
Hoen = QK. = c0s(x)
Construccitn grifica del método del punta fjo
/—-—4_\ ® =
i & s
: e ‘\ .

Interactivo 3.4. Ejemplos del método del punto fijo

Ejemplo 3.10. Escribe el cddigo Matlab para calcular laraiz de f(x) =
cos(z) — x considerando el proceso iterativo siguiente:
zo =05, xpy1 =cos(zr) k,0,1,2,...

tomando una toleranciae = 10716,
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Método del Punto Fijo para x-cos{x)=0

Figura 3.4. Graficas del ejemplo

El codigo podria ser el siguiente:

g=@(x) cos(x); xk=0.5;
format long
error=1;iter=0;
error >107-
xkl=g(xk);
error=abs(xk-xkl1);
xk=xk1;
iter=iter+il;

disp('Iteraciones’)
iter

disp('Raiz")

xk

Ejecutandolo, se observa que a partir de la iteracion 89 se estabiliza la
sucesion obteniendo como cero el valor 0.739085133215161.

Ejemplo 3.11. Calculalos cerosde f(z) = = — e~ en [0, 1] utilizando el
método del punto fijo tomando las funciones g(z) = ey h(z) =

(—log(x))l/z. Empieza en el punto 0.5 realizando 100 iteraciones y
analiza los resultados que se obtienen con cada funcién.
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Con ayuda de la herramienta vista anteriormente, se pueden obtener las
primeras iteraciones en el caso de la funcién g. Visualmente se puede intuir
gue la sucesion converge.

Construccion grafica del método del punte fijo

Figura 3.5. Iteraciones del punto fijo para la funcién e

En el cddigo siguiente se realizan hasta un maximo de iteraciones indicado
enmaxIter paraconseguir la precision daad.

% Se representa la funcidén g y la recta y=x
g=@(x) exp(-x."2);x=0: 113
plot(x,g1(x),X,Xx)
% Numero maximo de iteraciones y tolerancia
xk= ;tol=1067-10;maxIter= ;format long
k=1:maxIter
xk1l=g(xk);
abs(xkl-xk)<tol
xk=xk1;

xk=xk1;

[xk g(xk) k]

Se puede ver que la funcion cumple la condiciéon suficiente para asegurar la
convergencia. Para ello basta calcular el maximo de ¢’ en [0,1] que se

alcanza en el punto 0.5, cumpliéndose

9 (2)] = |22

<1l =ze€]0,1]
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1/2 . :
En el segundo caso, h(z) = (—log(z)) /2 larepresentacién de las primeras
iteraciones hace intuir que no habra convergencia.

= -1 45 0 05 1 15

X

Figura 3.6. Iteraciones del punto fijo para la funcion h(z) = (—log(m))1/2,

Con el siguiente codigo se pueden obtener las 5 primeras iteraciones. El
valor absoluto de la derivada en 0.5 no es menor que 1 por lo que no se

tendria garantizada la convergencia comenzando a iterar en 0.5.

h=@(x) (-log(x))."0.5;
%Derivada

h1=@(x) -9.5*((-log(x))."-90.5)./x;
hi( ) %-1.201122408786450

%Iteraciones
xk= ;
k=1:
xk=h(xk)

En este ejemplo, se ha visto que el método del punto fijo aplicado a g(z)
permite obtener el cero de la funcién f, que es 0.652918640419205, y que
con la funcién h, el método del punto fijo no seria convergente comenzando
aiterar desde 0.5.
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Ejemplo 3.12. Acota las raices de p(z) = z® + 3z — 1 = 0y encontrar
las tres raices reales del polinomio mediante el método del punto fijo.

Se acotan en primer lugar los ceros de la funcién y se analiza qué funciones

se pueden considerar para aplicar el punto fijo en cada intervalo.

Se tiene que p'(z) = 3z% + 6z = 3x(x + 2) tiene dos ceros en el punto Oy
en -2. En el punto (0, —1) hay un minimo y en el punto (—2, 3) un maximo.
Luego p tiene tres raices reales. Aislando estas tres raices se tiene que estan

situadas en los intervalos [-3-2],[-1,0], [0,1].

e Enelintervalo [-3-2], dividiendo por z2 al ser  distinto de O, habria
que calcular las raices de ¢ + 3 — 1/:):2 = 0. Se puede considerar
g(z) = 1/z* — 3 cumpliéndose en dicho intervalo

_ 1
9 (@) = |22 < 7 <1

e Enelintervalo [-1,0], la raiz a caIcuIar sera de la ecuacic’m z?(z +

3) = 1. Se puede considerar g(x —+/(z + 3)~! que aplica el
intervalo [—1, 0] dentro dellntervalo[ 1,0]. En este caso,

1 3/2
/
g ()] = ‘2( +3) = g <

e En el intervalo [0,1], la raiz a calcular sera de la ecuacion a:2(:1: +
3) = 1. Se puede considerar g(x) = +/(z + 3)~! que aplica el
intervalo [0, 1] dentro del intervalo [0, 1]. En este caso,

1
- 2 33/2

($+3) 3/2

N | =

o @)=
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%Raiz en el intervalo [-3,-2]

g=@(x) x.”3-3;tol=10"-6;

puntoFijo(g, - , tol, )

%Raiz en el intervalo [-1,0]

g=@(x) -sqrt((x+3)"-1); puntoFijo(g,-1.5, tol,
%Raiz en el intervalo [0,1]

g=@(x) -sqrt((x+3)"-1); puntoFijo(g,0.5, tol,

En la escena interactiva 3.5, se muestra paso a paso como generar el cédigo
de una funciéon Matlab/Octave: puntoFijo(g,x0, tol, maxiter) que

tenga como argumentos la funcién g, el punto inicial x0, la tolerancia tol y
el nimero maximo de iteraciones maxiter.

Creada esta funcion, se calculan los tres ceros considerando una tolerancia
por ejemplo de 1075 y 100 iteraciones como maximo, escribiendo el

siguiente codigo en la ventana de comandos.

Programacion Matlab/Octave

Implemanta el método de puntc fijo para una funcion iterativa gix} en el punto inicial %0, tolerancia ¥
un maximo de iteraciones.

Codigo completa:

Interactivo 3.5. Programacién guiada del método del punto fijo



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/escenas/cap3/ConPasosPunto.html

3.6 Método de Newton

Este método aproxima la solucién de la ecuacion f(x) = 0 mediante
una sucesion x; construida utilizando la expresion iterativa
siguiente a partir de un valor inicial z:

L1 = T — J]:'((Z)) k>0

La idea de este método se basa en la aproximacién lineal que
proporciona la recta tangente. Una vez obtenido zx, se calcula xg+1

utilizando la aproximacion lineal de f(x) mediante la recta tangente
que pasa por el punto (xg, f(zx)):

f(@) ~ f(zx) + f'(ze)(x — zx)

Se toma x, 1 como la interseccion de esta recta con el eje de abscisas,
es decir, la solucién de

f(x) + fl(zp)(z —2) =0

Video 3.4. Método de Newton
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Figura 3.7. Representacion del método de Newton

Ejemplo 3.13. Obtener cinco iteraciones del método de Newton para

encontrar la solucion de la ecuacion no lineal

Se considera f(z) =  — cos(x) siendo f'(z) = 1 + sen(zx).
Se toma el intervalo [0, 1] como el intervalo [a,b] donde f(a)f(b) < 0.

Ademas, en ese intervalo la derivada es estrictamente positiva por lo que la
funcion es creciente y solo hay un cero. Como punto z,, se considera el

xz —cos(x) =0

punto medio del intervalo [0, 1].

o = 0.5

71 = 30 — o)
T2 =71 — ﬁ;ce(:((;f))
3 = L2 = T aen(sy)
Ly = X3 — aii;:f(f;)
Ts = T4 — z4—cos(x4)

1+sen(z4)

0.755222417105636

0.739141666149879

0.739085133920807

0.739085133215161

0.739085133215161
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El codigo Matlab/Octave a utilizar para calcular las cinco iteraciones es el

siguiente:

k=

x=x:(x—cos(x) )/ (1+sin(x))

%Se puede ver que a partir de
%el resultado se estabiliza

la cuarta iteraciodn

Ejemplo 3.14. Con ayuda de la herramienta siguiente, realiza las primeras
iteraciones del método de Newton considerando distintas funciones

derivables e introduciendo el punto inicial.

Ejemplos Interactivos

Funcion fix) Walor inicial ().

nsi] 1

hMétodo de Newron

Rermeso de ileraooties Mimero da dodmnks

Paso 1:
®a = 0500000

Interactivo 3.6. Ejemplos del método de Newton

b

LET]

B fErecores
= = Rartstangents
=== Lirea auvilar
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3.6.1 Convergencia

El siguiente resultado establece que bajo ciertas condiciones sobre la
funcién f, el método de Newton es convergente localmente con orden

de convergencia cuadratico (de orden 2).

Convergencia local. Sea f un funcion de R en R derivable con f’
continua. Si que f (z) =0y f' (z) # 0, entonces existe € > 0 tal
quesi

o, € (T—€,T+e)

la sucesion generada por el método de Newton, {a:k},;“;o esta bien
definida (esto es, esta en el intervalo anterior)
Jim 5 =
Convergencia cuadratica. Ademas, si f es dos veces derivable con
f" continua, existe una constante C' > 0 tal que:
‘CBk_H —Tl < C|3§‘k — T‘z Vk >0

Ejemplo 3.15. Calcula las raices de e* + 2% 4 2cos(z) = 6 en [0, 1].

Se define la funcidn y su derivaday se aplica el proceso iterativo del método
de Newton.

f=@(x) exp(x)+2."-x+2*cos(x)-

df=@(x) exp(x)-log(2)*2.7-x-2*sin(x)

%Se busca un intervalo [a, b] con f(a)f(b) negativo
%Se toma [1,2] y se aplica el Método de Newton

X=

x=x-f(x)/df(x)

%Esta ultima instruccion se repetiria hasta

%que x estabilice las 16 cifras decimales
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En la siguiente tabla se muestran las primeras seis iteraciones viendo que se

estabiliza a partir de la sexta iteracion.

x 1.500000000000000

1 1.956489721124210 x4 1.829383614494166
Ty 1.841533061042061 x5 1.829383601933849
T3 1.829506013203651 Tg 1.829383601933849
Se puede observar, que en este caso, se duplica,

aproximadamentemente, la cantidad de decimales de cada iteracion
(convergencia cuadratica).

Para calcular la diferencia entre dos iteraciones se podria utilizar el

siguiente codigo Matlab/Octave:

f=@(x) exp(x)+2"-x+2*cos(x)-

df=@(x) exp(x)-2~-x*log(2)-2*sin(x)

X=

x1=x-f(x)/df(x),error=abs(x-x1),x=x1;

%»Se repetiria esta ultima linea de cddigo
%para seguir iterando hasta conseguir

%la tolerancia deseada

Alternativamente, si se quisiera ir guardando los distintos valores de cada

iteracion en un vector, el cédigo podria ser el siguiente:

f=@(x) exp(x)+2"-x+2*cos(x)-

df=@(x) exp(x)+2~-x*log(2)-2*sin(x)

k=1; x(k)=

X (k+1)=x(k)-f(x(k))/df(x(k))
error=abs(x(k)-x(k+1))

k=k+1;

%Se repetirian las tres ultimas lineas de coédigo
%para realizar una nueva iteraciodn
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Ejemplo 3.16. Obtén laraiz del polinomio p (z) = z3 + 3z? + 2 que se
encuentra en el intervalo [—4, —2].

Se puede considerar como punto de inicio el punto medio del intervalo
xo = —3. Dado que se trata de un polinomio, se modifica el codigo de los
ejemplos anteriores para utilizar los comandos polyval y polyder que,
respectivamente, evalian y derivan un polinomio definido a partir del
vector de sus coeficientes.

p=[ ]

dp=polyder(p) %polyder deriva el polinomio

%Se comprueba que hay cambio de signo en [-4,-2]
polyval(p,-4)*polyval(p,-2) %polyval evalua un
polinomio

X=_

%Se aplica el método de Newton
x=x-polyval(p,x)/polyval(dp,x)

%Se repite este ultimo paso para iterar
%s01=-3.195823345445647

Repitiendo el proceso con xy = 1, se puede ver que no converge, las

iteraciones oscilan entre valores negativos y positivos. Esto ocurre porque
el método de Newton converge localmente.

3.6.2 Test de parada

Para dejar de iterar, se pueden considerar distintos test de parada:

1. Verificar que la diferencia entre dos iteraciones consecutivas
es menor que un cierto valor €

|zk+1 — xk| < € error absoluto
|1 — x| < €|zpy1| error relativo

Se pueden combinar ambos errores considerando
|@pr1 — x| < emax {1, @41}
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2. Dado que se busca f(x) =0, se puede dejar de iterar
cuando f(zx+1) sea pequeno, verificando si
| (@rs1)| <€

. : : 3/4
Para funciones sencillas, se puede considerare; = €3 .

Ejemplo 3.17. Construye una funcién Matlab/Octave que calcule la raiz de
una funcién aplicando el método de Newton a partir de la funcion f, su
derivada df, el punto inicial x0, el maximo de iteraciones maxiteryla

tolerancia tol.

En el interactivo siguiente se muestra cdbmo generar paso a paso el cédigo
Matlab/Octave de la funcién Newton(f,df, x0, tol, maxiter) que
utiliza como método de parada que la diferencia entre dos iteraciones
consecutivas sea menor que la tolerancia fijada.

=&

ID-J

Programacién Matlab/Octave

Implementa el método de Mewton dada una funcién f{x) con derivadz f{z) v ‘con parametroz el

punto inicial, |a tolerancia y & maximo de iteradones.

Codigo completo:

Interactivo 3.7. Programacién guiada del método de Newton
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3.6.3 Método de Newton combinado con biseccion

Para este método, se parte de un intervalo [a,b] en el que
atb

f(a)f(b) < 0y setomacomo punto inicial g = %;
En cada iteracidon se busca una nueva aproximacién zp.; y se
actualizan a y b como se indica a continuacion:

o SiTp =T — fﬂ,(%% esta en [a, b] se acepta este valor, en

caso contrario se utiliza biseccién, es decir, zx+1 = %

o Seconsidera [ay. 1, by, 1] para la siguiente iteracion, como el
intervalo [a, 21 1] O [k 1, bi] segun haya cambio de signo
de f enlos extremos.

Debe tenerse en cuenta que no se aplicarad el método de Newton
cuando el denominador f'(z;) sea muy pequefio (overflow), o

cuando el cociente fﬂ,(% sea muy grande. Es decir, se utilizara el
método de Newton cuando
1

< —
€M

‘ f(zy)
f'(zk)
Esta ultima condicion se implementa de la forma siguiente y se
comprueba antes de aplicar cada paso del método de Newton:

()] > enrlf ()]

Se muestra a continuacién el algoritmo aplicado a un ejemplo.

Ejemplo 3.18. Encuentra laraizde e® + 27% + 2cos(z) — 6 = 0en|[1, 2]
utilizando el método de Newton combinado con biseccion.

Se calcula la funcién y su derivada y el punto inicial para empezar a iterar
con el método de Newton.
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f=@(x) exp(x)+2.”-x+2*cos(x)-

df=@(x) exp(x)-log(2)*2.”-x-2*sin(x)
f(1)*f(2) %Se comprueba cambio de signo
em=eps/
a=1;b=2;fa=f(a);fb=f(b);x=(a+b)/2;fx=F(x);
[a x b],[fa fx fb]

Punto inicial
a x b
1 1.5 2
f(a) (=) f(®)

—1.701113559804675  —1.023283135733256  0.806762425836365

Para la siguiente iteracion se debe considerar el nuevo intervalo o bien
la,z], si f(a)- f(xz) <0, o bien [z,b] en caso contrario. A partir de los
datos de la tabla anterior se toma [a, b] = [1.5, 2] que es donde hay cambio

de signo. Antes de obtener la siguiente iteracién se comprueba si la
derivada toma valores pequefios.

Iteracion 1
a=x;fa=fx;m=df(x);
abs(m)>em*abs(fx),x=x-fx/m;[a x b],
fx=Ff(x); [fa fx fb]
Iteracion 1

a T b

1.500000000000000 1.956489721124211  2.000000000000000

f(a) f(=) f(®)

—1.023283135733256  0.579701373274924  0.806762425836365
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El valor de = obtenido esta en [a, b], como ademas el cambio de signo de f
se produce en [a, x|, se toma para la siguiente iteracion [a, b] = [a, z].

Iteracion 2

b=x;fb=Ffx;m=df(x);
abs(m)>em*abs(fx),x=x-fx/m,

fx=Ff(x);[fa fx fb]
Iteracioén 2

a T b
1.500000000000000 1.841533061042061 1.956489721124211
f(a) f(z) f(®)

—1.023283135733256  0.050340951614865  0.579701373274924

El valor de z obtenido esta en [a, b], como f cambia de signo en [a, ], se
toma este intervalo para la siguiente iteracion [a, b] = [a, z].

Iteracion 3

b=x;fb=Ffx;m=df(x);
abs(m)>em*abs(fx),x=x-fx/m,
fx=f(x);[a x b],[fa fx fb]
Iteracion 3

a T b

1.500000000000000  1.829506013203651  1.841533061042061
f(a) f(z) F(b)

—1.023283135733256  0.0005021213225915  0.050340951614865

De nuevo, el valor de z esta en [a, b]. Como f cambia de signo en [a, x], se
toma [a, b] = [a, x] para la siguiente iteracién.




Iteracion 4

b=x;fb=Ffx;m=df(x);
abs(m)>em*abs (fx),x=x-fx/m,
fx=Ff(x);[a x b],[fa fx fb]

Iteracion 4

a T b
1.500000000000000 1.829383614494166  1.829506013203651
f(a) f(z) f(®)

—1.023283135733256  0.000000051516139  0.000502121322591

De nuevo, el valor de z obtenido esta en [a, b]. Como el cambio de signo de
f esen [a, x| se considera para la siguiente iteracion [a, b| = [a, ].

Iteracion 5

b=x;fb=Ffx;m=df(x);
abs(m)>em*abs (fx),x=x-fx/m,
fx=Ff(x);[a x b],[fa fx fb]

Iteracion 5

a T b
1.500000000000000 1.829383601933849 1.829383614494166

f(a) f(=) f(0)

—1.023283135733256 0.000000000000001 0.0000000515161391

La solucién es z = 1.829383601933849. En este ejemplo, siempre el valor
de z obtenido ha estado en el intervalo por lo que en cada iteracion se ha
aplicado Newton.
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Ejemplo 3.19. Calculalaraizde e* 4+ 27% 4 2cos(x) — 6 = 0 que se
encuentra entre [—3, —2] utilizando el método de Newton combinado con
biseccion.

Se definen los datos del problema.

f=@(x) exp(x)+2~(-x)+2*cos(x)-

df=@(x) exp(x)-log(2)*2~(-x)-2*sin(x)

£(-3)*F(-2)
a=-3;fa=f(a);b=-2;fb=Ff(b);x=(a+b)/2;fx=F(x);em=eps/2;
[a x b],[f(a) f(x) f(b)]

a T b
—3.000000000000000  —2.500000000000000  —2.000000000000000
f(a) f(z) f(®)

0.069802075166974 —1.863347982977588  —2.696958389857672

El cambio de signo ocurre en [a, z], por lo que ese sera el intervalo en la siguiente

iteracion. Se modifica el cédigo del ejemplo anterior para comprobar, en cada paso,
si el valor obtenido x esta en [a, b]; en tal caso se acepta, y si no, se aplica el método

de biseccién.
Iteracion 1
b=x;fb=Ffx;dfx=df(x);
abs(dfx)>em*abs(fx)
x=x-fx/dfx;
a<=x && b>=x
disp('Se aplica Newton');fx=f(x);

disp('Se aplica Biseccion');x=(a+b)/2;fx=Ff(x);

x=(a+b)/2;fx=F(x);

[a x b],[fa fx fb]




a T b

—3.000000000000000  —2.750000000000000 —2.500000000000000
f(a) f(z) f(b)
0.069802075166974 —1.057505574028503  —1.863347982977588

Repitiendo el cddigo en cada iteraciéon y actualizando previamente el
intervalo [a, b] seguin se produzca cambio de signo de f en los extremos

de [a,z] o de [z,b], se obtiene la solucion en 6 iteraciones. A
continuacion, se muestran los resultados de cada paso.

a x b
—3.000000000000000 —2.875000000000000 —2.750000000000000
f(a) f(z) f(b)
0.069802075166974  —0.536899807501486 —1.057505574028503

a x b
—3.000000000000000 —2.994267548648236 —2.875000000000000
f(a) f(z) f(b)
0.069802075166974 0.040014356224199  —0.536899807501486
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Iteracion 4: Newton
a T b
—2.994267548648236  —2.986542066999646  —2.875000000000000
f(a) f(=) f(®)

0.040014356224199 0.000174552940576 —0.536899807501486

Iteracién 5: Newton
a x b
—2.994267548648236  2.986508070038639  —2.875000000000000
f(a) f(z) f(®)

0.000174552940576 0.000000003371666  —0.536899807501486

Iteracion 6: Newton
a T b
—2.986508070038639 —2.986508069381928  —2.875000000000000
f(a) f(=) F(0)

0.000000003371666 0 —0.536899807501486

Después de las 6 iteraciones, el cero de f en el intervalo [—3,—2] es
—2.986508069381928

Ejemplo 3.20. Escribe el codigo Matlab/Octave para programar el método
de Newton combinado con biseccién de una funcion f derivable con
derivada df, en un intervalo donde la funcién cambie de signo, $[a,b]$, con
una tolerancia tol establecida y un maximo de iteraciones maxiter
permitidas: NewtonBiseccion(f,df, a, b, tol, maxiter)
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Con la herramienta siguiente se muestra como generar paso a paso el
codigo Matlab/Octave de la funcion NewtonBiseccion(f,df, a, b,tol,

maxiter) que utiliza como método de parada que la diferencia entre dos
iteraciones consecutivas sea menor que la tolerancia fijada.

no

o

Programacion Matlab/Octave

Implementa el método de Mewton combinado con Biseccidn dada una funcién fix) con derivada
F'(z) v con pardmetros el punto inidal y final donde |a funcidn cambia de signo, 1a tolerancia y =l
maximo de iteraciones.

Codigo completo:

o 3

Interactivo 3.8. Programacién guiada del método de Newton combinado con bisecciéon

El método de Newton tiene el problema de que podria darse
“overflow” si se divide por un nimero muy pequefio, o dada su
convergencia local, podria converger a otra raiz distinta de la
buscada o incluso no converger. Ademas, al requerir laderivadade la
funciéon podria ser dificil de obtener por ejemplo en el caso de
ciertas funciones como las definidas por integrales o por series
infinitas.

En el siguiente apartado se muestra un método que no requiere la
derivada de la funcién cuyo cero se quiere calcular. 139
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3.7 Método de la secante

Este método considera la aproximacion que da la secante en intervalos
pequenos en lugar de la recta tangente para aproximar la raiz.

El algoritmo parte de dos aproximaciones iniciales x, y 1 y en el
paso k + 1, calcula xx+1 a partir de zx_1 y x utilizando la siguiente
expresion iterativa

e

Esta expresion se justifica considerando la recta secante que pasa por
los puntos (zx_1, f(zx-1)) Y (zk, f(z)) y obteniendo el punto de
corte de dicha recta con el eje y = 0. La ecuacionde larectaes

f(zr) — f (zp-1)

LT — Tk—1

y = f(zx) +mp (z — x1) my =

y su punto de interseccion cony = 0 sera el valor de xj, 1

f (zr)

0= f(zx) +mi(z— k) = Tpi1 =Tk —

mg

Video 3.5. Método de la secante
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Figura 3.8. Representacion del método de la secante

Ejemplo 3.21. Calculalas 5 primeras iteraciones del método de la secante
para obtener el cero de la funcién f(z) = cos(x) considerando como

valores inicialesxg = 0y z; = 1.

Con la ayuda del siguiente interactivo puede calcular las tres primeras
iteraciones del método de la secante comenzando en los puntos Oy 1.

Ejemplos Interactivos

EtH a 1

Memdo de ka Seranie

LR SRR

§e

Interactivo 3.9. Ejemplos del método de la secante

&
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Ejemplo 3.22. Escribe una funciéon Matlab/Octave para aplicar el método
de la secante que tenga como argumentos la funcion f, los puntos iniciales
x0y x1, latolerancia tol y el nUmero maximo de iteraciones permitidas

maxiter.

Pulsando en el botdn solucion guiada del interactivo siguiente, se muestra
la programacién de la funcién Secante(f, x0, x1, tol, maxiter).

nbZ]

[=5

Programacion Matlab/Octave

mplementa al método de la secants dada una funcidn f{x) dos puntos iniciales para comenzar a

derar, la tolerancia y e maximo de iteraciones.

Codigo completa:

Interactivo 3.10. Programacién guiada del método de la secante

3.7.1 Convergencia

Este método tiene convergencia local si la funcion f es derivable cerca
de la raiz, si la raiz es simple y si las aproximaciones iniciales estan
suficientemente proximas a ella. Su orden de convergencia es el
nimero aureo, ¢ = 1+T\/g ~ 1.618, lo que implica una convergencia
superlineal, aunque inferior a la del método de Newton. Si las
aproximaciones iniciales estan demasiado alejadas de la raiz o si esta es
multiple, el método no asegura la convergencia.
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3.7.2 Método de la secante combinado con biseccion

Al igual que en el caso del método de Newton, resulta conveniente
implementar este método combinado con el de biseccion, para
garantizar la convergencia en situaciones en las que la aproximacion
secante no sea valida o segura.

En el algoritmo, se parte de un intervalo [a, b] donde f(a)f(b) < O.
Setomaxy =ayx; =b.

En cada iteracién, se busca una nueva aproximacion xxi1 y se
actualiza a y bcomo se indica a continuacion:

o SiTp 1 =T — ﬁﬂf—k’“l estad en [ak, bk] se acepta este valor, en

caso contrario se utiliza biseccion, es decir, zx+1 = %

o Se modifica el intervalo [ag.1,brs1] tomando o bien
[ay, 1] O bien [z, 1, by] segiin que haya cambio de signo
de f enlos extremos del intervalo.

Tampoco se aplicara el método de la secante cuando el denominador
my, sea muy pequeiio o | f(zy)/my| > 1/eyy. Se verificara por tanto

gue se cumple la siguiente condicién antes de aplicar el método de la
secante:
Imi| > en|f (k)|

Los tests de parada a utilizar son los mismos que en el caso del método
de Newton-Biseccién.

Ejemplo 3.23. Lafunciéner f(z) = % fom et dt esta definida paraz > 0.
Determina el valor de z tal que er f () = 0.5 utilizando la funcién de
Matlaberf.

Se considera en primer lugar un intervalo donde la funcién cambie de signo,
por ejemplo [a, b] = [0, 1].
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gn — 0y e — . )
Se define xy = 0y x; = 1 para empezar a iterar en el método de la secante
y se calcula el siguiente valor x utilizando el método de la secante
comprobando si esta en [0, 1].

em=eps/2;format long
f=@(x) erf(x)-
f(0)*f(1)
a=0;b=1;fa=f(a);fb=f(b);x0=a;fx0=Ffa;x1=b;fx1=Fb;
%Se calcula siguiente punto por el mét. de la secante
m=(fx1-fx0)/(x1-x0);

abs(m)>em*abs(fx1)

x=x1-fx1/m;fx=F(x);

%E1l valor x esta en [a,b], no se necesita biseccidn
[a x b],[f(a) fx f(b)]

Iteracién 1
a x b
0 0.593330401707401  1.000000000000000
f(a) f(z) f(®)

—0.500000000000000  0.098584503929305  0.342700792949715

El cambio de signo se produce en [a, x| por lo que se toma este intervalo
como el nuevo [a, b]. Se actualiza 2y y 1 que seran respectivamente z; y .

b=x;x0=x1;x1=x;fx0=F(x0) ; fx1=F(x1);

% Calculo del siguiente punto

m=(fx1-fx0)/(x1-x0);
abs(m)>em*abs(fx1)
x=Xx1-fx1/m;fx=F(x);

[a x b],[f(a) fx f(b)]
% Se comprueba que x esta en [a,b]




Iteracion 2

a T b
0 0.429099981968989 0.593330401707401
f(a) f(z) f(®)

—0.500000000000000  —0.043957753989566  0.342700792949715

El punto z esta dentro del intervalo [a, b]. El cambio de signo se produce en
[x, b], se toma este intervalo como el nuevo [a, b]. Se actualiza 2o y 1 que
seran respectivamente x; y x para la siguiente iteracién.

a=Xx;x0=x1;x1=x;fx0=F(x0); fx1=F(x1);
% Calculo del siguiente punto
m=(fx1-fx0)/(x1-x0);
abs(m)>em*abs (fx1)
x=Xx1-fx1/m;fx=F(x);

[a x b],[f(a) fx f(b)]
%Se comprueba que estd en [a,b]
Iteracion 3
a x b
0.429099981968989 0.479746018406641  0.593330401707401
f(a) f(z) f(®)

—0.043957753989566  0.002522030582461  0.098584503929305

El punto z esta dentro del intervalo [a, b]. El cambio de signo se produce
ahora en [a, x|, se toma este intervalo como el nuevo [a, b]. Se actualiza zy y
21 que seran respectivamente x1 y x para la siguiente iteracion.
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b=x;x0=x1;x1=x;fx0=F(x0) ; fx1=F(x1);
m=(fx1-fx0)/(x1-x0);
abs(m)>em*abs (fx1)
x=x1-fx1/m;fx=F(x);

[a x b],[f(a) fx f(b)]
%Se comprueba que esta en [a,b]
Iteracion 4
a x b
0.429099981968989 0.476997923639157  0.479746018406641
f(a) f(z) f(®)
—0.043957753989566  0.000055407570768  0.002522030582461

El punto x se encuentra dentro del intervalo [a, b]. De nuevo, el cambio de
signo de f se produce en [a, z]. Se toma este intervalo como el nuevo [a, b].
Se actualiza xy y 1 que seran respectivamente x; y x.

b=x;x0=x1;x1=x;fx0=F(x0) ; fx1=F(x1);

m=(fx1-fx0)/(x1-x0);
abs(m)>em*abs(fx1)
x=x1-fx1/m;fx=F(x);

[a x b],[f(a) fx f(b)]
%Se comprueba que estd en [a,b]

Iteracion 5

a T b
0.429099981968989 0.476936276206905 0.476997923639157
f(a) f(z) f(d)

146 —0.043957753989566  —0.000000074435110  0.000055407570768




El cambio de signo de f se produce en [z, b]. Se toma este intervalo como el
nuevo [a, b]. Se actualiza xo y 1 que seran respectivamente x; y .

a=Xx;Xx0=x1;x1=x;fx0=Ff(x0) ; fx1=Ff(x1);

m=(fx1-fx0)/(x1-x0);
abs(m)>em*abs(fx1)
x=x1-fx1/m;fx=F(x);

[a x b],[f(a) fx f(b)]
% Se comprueba que esta en [a,b]

Iteracién 6
a x b
0.476936193389100 0.476936276206905 0.476997923639157
f(a) f(z) f(®)
1.0e — 04 1.0e — 04 1.0e — 04
-0.000744351095761% 0.000000021886937 0.554075707681623

b=x;x0=x1;x1=x;fx0=F(x0) ; fx1=F(x1);

m=(fx1-fx0)/(x1-x0);
abs(m)>em*abs(fx1)
x=x1-fx1/m;fx=F(x);

[a x b],[f(a) fx f(b)]
%Se comprueba que estd en [a,b]

El valor de z esta en [a, b]. Como el cambio de signo de f se produce en
[a, x|, este intervalo sera el nuevo intervalo [a, b] para la siguiente iteracion.
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Iteracion 7

a x b
0.476936193389100 0.476936276204470 0.476936276206905
f(a) f(=) f(b)
1.0e — 07x 1.0e — 07x0 1.0e — 07*
-0.744351095760543% 0.000021886936707

Después de estas iteraciones, se obtiene el punto 0.476936276204470
como aproximacioén de laraiz.

Ejemplo 3.24. Dada la matriz

(:1: 2 -3 5 0 x2\
1 1 1 1 1 1
0 =z T 0 5 -2
A@) =17 1 1 1 2 o
1 0 1 0 x2 —2
\O 0 1 0 cos(x) —:Jc/

determinar un valor de x tal que —2 sea un valor propio.

Se recuerda que un valor propio A de una matriz cuadrada A es un escalar
para el que existe un vector no nulo v de forma que Av = v, es decir, debe
cumplirse, que existe v de forma que (A — AI')v = 0. Esto significa que la
ecuacion a considerar en este ejemplo es f(z) = det(A(z) +2I) =0
siendo | la matriz identidad 6xé6.

Dada la dificultad de calcular la derivada de f(x), se utilizara el método de
la secante.
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Se define la funcion f y se comprueba que en el intervalo [1, 2] hay cambio
de signo.

%det (A-landa*I) landa=-2 valor propio
%f(x)=det(A(x)+2I)

f=@(x) det([x+2 2 -3 50 x"2;1 3111 1;

O X Xx+t2 05 -2; 1 -111 2*x 0;

10106 (x*2)+2 -2;0 0 1 0 cos(x) -x+2])

%»Se buscan cambios de signo

f(0)<0

f(1)<0

£(2)>0

Hay otros intervalos donde la funcidon cambia de
signo pero solo piden calcular un valor de x

3R 3R 3R 3R ¥

Se considera el intervalo [a, b] = [1, 2] y los puntos iniciales xqg = 1, z; = 2
para empezar a iterar . Se calcula el punto x2 si la aproximacion por el
método de la secante se encuentra en el intervalo [a,b], o se utiliza
biseccion en caso contrario.

format long
em=eps/2;
a=1;b=2;x0=a;x1=b;fx0=f(x0);fx1=Ff(x1);
m=(fx1-fx0)/(x1-x0);
%Se aplica el método de la secante si
%la pendiente no es proéxima a cero
if abs(m)>em*abs(fx1)

x=x1-fx1/m
end
[a x b]
%Se observa que x estd dentro del intervalo [a,b]
fx=Ff(x);[fa fx fb]
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Iteracion 1

a x b
1.000000000000000 1.264336373802500 2.000000000000000
f(a) f(z) f(b)
1.0e — 02x 1.0e — 02x 1.0e — 02x
-0.389735559513635% 0.168432357189391 1.084656912121114

El cambio de signo de f es en [a, x| por lo que este intervalo serd el nuevo
intervalo [a, b] para la siguiente iteracién. Se actualizan xy y z; que seran,
respectivamente, x; y x.

b=x;fb=f(b) ; x0=x1; fx0=Fx1;x1l=x;fx1=Fx;
m=(fx1-fx0)/(x1-x0);
abs(m)>em*abs(fx1)
x=Xx1-fx1/m

%En este caso x esta dentro del intervalo [a,b]
[a x b],fx=F(x);[fa fx fb]
Iteracion 2
a T b
1.000000000000000 1.184570415928323 1.264336373802500
f(a) f(x) f(b)

—38.973555951363515  0.507113188549775  16.843235718939074

Se vuelve a producir un cambio de signo en [a, x| por lo que ejecutando el
mismo cédigo anterior se obtienen los siguientes valores.




Iteracién 3
a x b
1.000000000000000 1.182094285551603 1.184570415928323
f(a) f(z) F(0)

—38.973555951363515  —0.008881043100172  0.507113188549775

En este caso hay cambio de signo en [z, b] por lo que el nuevo intervalo
[a, b] es [z, b]. Se actualizan o y 1 que seran, respectivamente, z1 y .

a=x;fa=f(a);x0=x1;fx0=Fx1;x1=x;fx1=Fx;
m=(fx1-fx0)/(x1-x0);
abs(m)>em*abs (fx1)
x=x1-fx1/m
[a x b]

%En este caso x esta dentro del intervalo [a,b]

[a x b],fx=F(x);[fa fx fb]

Iteracion 4

a x b
1.182094285551603 1.182136903509806  1.184570415928323
f(a) f(z) f(b)
—0.008881043100172  0.000004066033751  0.507113188549775

En este caso hay cambio de signo en [a, ]| por lo que el nuevo intervalo
[a, b] = [a, z]. Se actualizan z( y 1 que seran, respectivamente, z; y .
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b=x;fb=f(b) ;x1=x;fx1l=Fx;
m=(fx1-fx0)/(x1-x0);
abs(m)>em*abs (fx1)
x=Xx1-fx1/m

%En este caso x esta dentro del intervalo [a,b]
[a x b],fx=F(x);[fa fx fb]

Iteracion 5
a x b
1.182094285551603 1.182136884006832  1.182136903509806
f(a) f(z) f(®)

—0.008881043100172  0.000000000032507  0.000004066033751

Como vuelve a haber cambio de signo en el intervalo [a, z] se ejecuta el
mismo coédigo anterior.

Iteracién 6
a x b
1.182094285551603 1.182136884006832  1.182136903509806
f(a) f(z) f(®)

—0.008881043100172  0.000000000000003  0.000000000032507

Nuevamente vuelve a haber cambio de signo en [a, z] por lo que se ejecuta
el ultimo coédigo otra vez.

152



Iteracion 7

a x b
1.182136884006676 1.182136884006676 1.182136884006832
f(a) f(z) f(d)
1.0e — 10x 1.0e — 10x 1.0e — 10%
0.000025575661434 0.000025575661434 0.325066656820725

En cada iteracion el valor de = calculado por el método de la secante ha
cumplido que estd en el intervalo [a,b] por lo que no se ha aplicado
biseccién en ninguna iteracion.

Ejemplo 3.25. Aplicando el método de la secante biseccién calcula el cero
delafuncion f(z) = e” + 277 4 2cos(x) — 5 enelintervalo [—5, 0] con
una tolerancia 107".

Se comienza viendo si hay cambio de signo de f en [—5,0]. Como
f(=5)f(0) < 0, se considera [a, b] = [-5,0], y se toma zyg = —5, z; =0
los puntos iniciales para aplicar el método de la secante.

$Se establecen los datos del problema
f=@(x) exp(x)+2.7-x+2*cos(x)-5;
em=eps/2;

format long

a=-5;b=0;fa=f(a);fb=f(b);
x0=a;x1=b;fx0=Fa;fx1l=Fb;

Se calcula el siguiente término de la sucesion, x = x2, aplicando secante si
el valor obtenido se encuentra en [a,b] o, en caso contrario, utilizando
biseccion.
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%Codigo calculo siguiente término
m=(fx1-fx0)/(x1-x0);
abs(m)>em*abs (fx1)
x=x1-fx1/m;
a<=x & b>=x
disp('Se aplica secante')

disp('Se aplica biseccion')
x=(a+b)/2;

fx=Ff(x);
[a x b],[f(a) fx f(b)]

disp('Divisidén por cero')

Iteracién 1
a x b
—5.000000000000000  —0.174983869789607 0
f(a) f(z) f(®)

27.574062317925538  —1.062118961781644  —1.000000000000000

Como hay cambio de signo en |[a, z] este sera el nuevo intervalo [a, b]. Se
modifica el intervalo y se cambia el valor de x¢ por 1 y 1 por x para la
préxima iteracion.

b=x;

x0=x1;fx0=Fx1;

x1=x;fx1=Fx;

%Ejecutar después el codigo para calcular
%el siguiente término




Iteracion 2. Se aplica biseccion
a T b
—5.000000000000000  —2.587491934894803  —0.174983869789607
f(a) f(=) f(®)

27.574062317925538  —0.615010653972961 —1.062118961781644

De nuevo el cambio de signo de f es en [a, z], por lo que este sera el nuevo
intervalo [a, b]. Se modifica el intervalo, se cambia el valor de g por z1 y z1
por z y se ejecuta después el codigo para calcular el siguiente término.

b=x;Xx0=x1;fx0=Ffx1;x1=x;fx1=Fx;
%Ejecutar después el codigo para calcular
%el siguiente término

Iteracién 3. Se aplica biseccion
a x b
—5.000000000000000  —3.793745967447402  —2.587491934894803
f(a) f(@) f(®)

27.574062317925538 7.301512320864664 —0.615010653972961

Ahora el cambio de signo de f es en [z, b], se cambia el intervalo [a, b] y los
valoresde zgy x1.

a=X;x0=x1;x1=x;fx0=Fx1;fx1l=Fx;
%Ejecutar después el codigo para calcular
%el siguiente término
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Iteracion 4. Se aplica secante
a x b
—3.793745967447402  —2.681202151333973  —2.587491934894803
f(a) f(=) f(®)

7.301512320864664 —0.309376060449428  —0.615010653972961

El intervalo donde cambia de signo f es [a, z], se cambia el intervalo [a, b] y
se actualiza g y 1 para la proxima iteracion.

b=x;x0=x1;x1=x;fx0=Fx1;fx1=Fx;
%Ejecutar después el codigo para calcular
%el siguiente término

Iteracién 5. Se aplica secante

a T b
—3.793745967447402  —2.726426099664577 —2.681202151333973

f(a) f(@) f(0)

7.301512320864664 —0.146504190440662  —0.309376060449428

De nuevo el intervalo donde cambia de signo f es [a,z], se cambia el
intervalo [a, b] y se actualiza z y 21 para la proxima iteracion.

b=x;x0=x1;x1=x;fx0=Ffx1; fx1=Fx;
%Ejecutar después el codigo para calcular
%el siguiente término
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Iteracién 6. Se aplica secante
a x b
—3.793745967447402  —2.767105303128926  —2.726426099664577
f(a) f(@) f(0)

7.301512320864664 0.008859811280272 —0.146504190440662

El cambio de signo f es en [z, b], se cambia el intervalo [a, b] y se actualiza
o Y x1 parala préxima iteracion.

a=X;x0=x1;x1=x;fx0=Ffx1; fx1l=Fx;
%#Ejecutar después el codigo para calcular
%el siguiente término

Iteracién 7. Se aplica secante

a T b
—2.767105303128926  —2.764785524662011  —2.726426099664577
f(a) f(z) f(®)

0.008859811280272 —0.000229260174994  —0.146504190440662

El cambio de signo de f es [a, z], se cambia el intervalo [a, b] y se actualiza
xo Yy x1 parala préxima iteracion.

b=x;x0=x1;x1=x;fx0=Fx1;fx1=Fx;
%Ejecutar después el codigo para calcular
%el siguiente término
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Iteracién 8. Se aplica secante
a x b
—2.767105303128926  —2.764844038099813  —2.764785524662011
f(a) f(@) f(0)

0.008859811280272 —0.000000343381642  —0.000229260174994

De nuevo, el cambio de signo de f es en [a, z], se cambia el intervalo [a, b] y
se actualiza g y 1 para la préxima iteracion.

b=x;x0=x1;x1=x;fx0=Ffx1;fx1=Fx;
%Ejecutar después el codigo para calcular
%el siguiente término

Iteracién 9. Se aplica secante
a T b
—2.767105303128926  —2.764844125871619 —2.764844038099813
f(a) f(=) 1 (0)

0.008859811280272 0.000000000013341 —0.000000343381642

Después de las iteraciones realizadas, la raiz de la funcién f en [—5, 0] con
la tolerancia indicada es —2.764844125871619.




Ejemplo 3.26. Escribe el c6dgo Matlab/Octave para programar el método
de la secante combinado con biseccién a partir de la funcion f, dos puntos
imiciales donde la funciéon cambie de signo ay b, la tolerancia toly

maxiter el maximo de iteraciones permitidas: SecanteBiseccion(f, a,

b, tol, maxiter)

Con la herramienta siguiente se muestra como generar paso a paso el
codigo Matlab/Octave de la funcién SecanteBiseccion(f, a, b, tol,

maxiter) que utiliza como método de parada que la diferencia entre dos
iteraciones consecutivas sea menor que la tolerancia fijada.

=4

O

Programacion Matlab/Octave

Implementa &l método de la secante combinado con biseccion dada una fundon fiz) ¥ con
parametros al extremnao inicial y final donde la funcidn cambia de zigno, la tolerancia y el maximo de

iteraciones.

Cadigo completao:

Coro oo

Interactivo 3.11. Programacion guiada del método de la secante combinado con
biseccién

159


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/escenas/cap3/ConPasosSecanteB.html

3.8 Raices de un polinomio

En este apartado, se analizara el problema de encontrar todas las raices
(reales y complejas) de un polinomio, es decir, se presentara un método
para calcular todas las soluciones de

Ao + a1z + asx’ + ... +apz” =0

Se recuerdan los siguientes resultados que aplican a los polinomios:

o Teorema Fundamental del Algebra: Un polinomio de grado
n tiene exactamente n raices en el conjunto de los nimeros

complejos, donde cada una de ellas debe contarse con su
multiplicidad.

¢ Siun polinomio tiene coeficientes reales, siempre que tenga
una raiz compleja no real, también tendrd como raiz su
conjugada.

o Sip(x)=a,+ax+ayx®+ ...+ a,z" todas las raices

satisfacen
|lao| — &
———<T<1+4+ —
b+ |ao| |an]
siendo
b = max {|a1|, |az], ..., |an|}
¢ = max {|ag|, |a1],--|an_1|}

Aunque inicialmente se ha descrito el método de Newton para calcular
las raices de una ecuaciéon f(x) = 0 siendo f una funcién real de
variable real, el método también es valido para encontrar raices de
funciones complejas. Ademas, como la derivada de un polinomio es
facilmente calculable, el método de Newton resulta adecuado para
calcular las raices de un polinomio.
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Con el objetivo de calcular todas las raices de un polinomio, surge el problema de
cémo encontrar nuevas raices una vez que se ha obtenido una mediante el método
de Newton, evitando que este vuelva a converger a la ya conocida.

Una primera idea seria elegir otro punto de inicio, sin embargo, esto no
garantizaria que el método converja necesarimente a otra raiz.

Otra posibilidad, podria ser considerar el polinomio resultado de dividir
p(x) entre x — « siendo « la raiz calculada previamente y aplicar el
método de Newton a este nuevo polinomio. Este método, conocido
como deflaccion, presenta también problemas:

1. Por un lado, la operacién de divisiéon conlleva errores de
redondeo.

2. Por otro, el método de Newton devuelve «, una aproximacion

de la raiz exacta, a*, por lo que el cociente P(z) o coincide con

T«
% Y, en consecuencia, no tienen por qué tener las mismas
raices. Por ejemplo, p(z) = z? + 1.99z + 1.01 y q(z) = = +
2z + 1 son polinomios con coeficientes muy préximos y sus

raices no estan proximas.

El método que se utiliza para encontrar una nueva raiz de un polinomio,
cuando se han calculado ya otras previamente, es el Método de Maehly.

El método de Maehly consiste en, una vez calculadas algunas raices
del polinomio p(x),

{ala a9, "'7am}

aplicar el método de Newton a la funcién f,, sin realizar la divisién
de polinomios

p(z)

fm (2) =

(z—a1) (z — a2) ... (x — am)
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Derivando f,, y operando, se puede llegar a la siguiente expresién que
es la que se considera directamente:

fm (z) _ p(z)
I (@ @) = p (o) 3 A

Jj=1 ’

Por lo tanto, el método iterativo de Maehly consiste en aplicar el
método de Newton aplicado a la funcion f,,, de la siguiente manera

z, € C

Tkl = Tk — P (o) - k>0

P (zx) — p(zk) J;l ey

En los ejercicios practicos se usard un programa del profesor Eduardo Casas
(ficheros Matlab) para realizar una iteracion del método de Maehly. Se puede
descargar el fichero Matlab itraiz.m.

Para aplicar este método, se debe tener en cuenta lo siguiente:

1. A la hora de calcular la primera raiz, el algoritmo se reduce a
aplicar el método de Newton al polinomio p(x):

z, € C
P(ﬂck)

k>0
P (zx)

Tyl = Tk —

2. Silos coeficientes del polinomio son todos reales y x es real, la
sucesion xj, sera de nimeros reales y no podra converger a una
raiz compleja. Por lo tanto, debera tomarse zy complejo si se
guiere encontrar una raiz compleja.


https://personales.unican.es/casase/MMI/
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3. Como se ha visto anteriormente, el método de Newton
converge cuadraticamente hacia una raiz a si p'(a) # 0. Si se

observa que los valores de xr convergen, pero lentamente, se

puede deber a que se esté aproximando a una raiz multiple o
gue haya raices muy proximas. En este caso se aplica el método
de Newton a la derivada del polinomio comenzando en el Gltimo
punto xj, calculado en las iteraciones sobre p.

Si la convergencia siguiera siendo lenta, entonces se aplicaria el
método de Newton a la segunda derivada para ver si la raiz es
doble, o a derivadas sucesivas en el caso en el que la
multiplicidad sea mayor.

Si se calculauna raiz a de p’(x) (o de derivadas sucesivas de p) y

se observa que
p ()| > [p' ()|

entonces se debe concluir que a no es raiz de p, lo que ocurre es
gue p posee dos o mas raices muy préximas. En el caso de que

haya raices préoximas entonces la convergencia serd lenta y, en
general, no se podra obtener una precisién alta en la solucion.

4. Siel polinomio tiene coeficientes realesy o = a + bi es unaraiz
compleja entonces su conjugada o = a — bi también es raiz del
polinomio. Ademas, si « tuviera multiplicidad m, entonces o
tendria la misma multiplicidad.

En los siguientes ejemplos se vera como aplicar el método de Maehly
para encontrar todas las raices de un polinomio utilizando el fichero
itraiz.m que realiza una iteracién de este método. Los parametros de
los que depende son los coeficientes del polinomio cuya raiz se quiere
calcular, los coeficientes del polinomio derivada, el vector con las raices
ya calculadas y el punto a partir del cual se va a iterar.
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Ejemplo 3.27. Calcula todas las raices del polinomio p(z) = 8z" +
262 + 54z° + 27z + 1282° — 5762 + 864z — 432 = 0.

%Se define el polinomio a partir de sus coeficientes
p=[8 26 54 27 -128 -576 -864 -432]

%Se calcula su derivada

dp=polyder(p)

%Se inicializa el vector donde se almacenaran

%las raices cuando se vayan obteniendo

V=[])X=i;

format long

x=itraiz(p,dp,v,Xx)

%Se hacen iteraciones hasta encontrar la primera raiz
%aplicando x=itraiz (p,dp,v,x) hasta que x se
%estabilice

%Se comprueba con: polyval(p,x)

Tras iterar se ha obtenido: x= -1.056847723228969
0.2625222640274781

%Como la raiz obtenida x es compleja se incluye
%en v tanto x como su conjugada

v=[x;conj(x)]

%Se aplica el método con el vector v modificado
x=1;x=itraiz (p,dp,v,x)

%Se itera hasta que x se estabilice

%aplicando x=itraiz (p,dp,v,x)

Tras iterar se obtiene:
x= -1.540661467764130 + 1.4740524745472161

%Raiz compleja, se incluye en v tanto x como su
conjugada

v=[v;x;conj(x)]

x=1;x=itraiz(p,dp,v,x)

%Se itera hasta que x se estabilice

%aplicando x=itraiz (p,dp,v,Xx)




Tras iterar se obtiene:
x= -0.059269229873907 + 2.2023197979998191

%La raiz es compleja, se incluye en v

%»tanto x como su conjugada

v=[v;x;conj(x)]

%Se aplica el método para encontrar una nueva raiz
x=1;x=itraiz(p,dp,v,x)

%Se itera hasta encontrar la raiz

%Se comprueba que es raiz del polinomio

Tras iterar se obtiene la raiz real:
X= 2.063556841734012

%La raiz es real, se incluye en v
v=[Vv;X]

Se termina de iterar al haber encontrado las siete raices del polinomio:

VvV =

-1.056847723228969 + 0.2625222640274781
-1.056847723228969 - 0.2625222640274781
-1.540661467764130 + 1.4740524745472161
-1.540661467764130 - 1.4740524745472161
-0.059269229873907 + 2.2023197979998191
-0.059269229873907 - 2.2023197979998191

2.063556841734012 + 0.0000000000000001

Ejemplo 3.28. Calcula todas las raices del polinomio p (z) = 2528 +
852" + 1812° 4 2382° + 2262" + 1422° + 61z + 13z + 1.

En este caso, se vera que el polinomio tiene raices multiples, se muestran
todas las iteraciones.
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p=[25 85 181 238 226 142 k1 13 1]

p =
25 i 181 238 226 142 61 13

dp=polyder(p) %para la derivada

dp =
208 595 lase 11%a

v=[] %para guardar las raices

[]

x=1 ¥numero complejo

x:
8.0006800000002200 + 1.000000000000081

format long
x=itraiz (p,dp,v,x)

x:
-8.998224852871086 + 9.9242683558295861

x=itraiz (p,dp,v,x)

¥ o=
-8.198789670418108 + 9.8681924024970581

x=itraiz (p,dp,v,x)

¥ o=

S04
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Ejemplo 3.29. Calcula todas las raices del polinomio p (z) = 3z" + 528 +
21z° + 35z* + 48z> + 80x* + 36z + 60.

o7l

p=[3 5 21 35 48 8@ 36 6@]

P:
3 5 21 35 48 38 36 &3

dp=polyder(p) %para la derivada

dp =
21 3@ 1a5 148 144 168 36

v=[] %para guardar las raices

[]

x=1 %numero complejo

¥ =

8.000600600000000 + 1.6000060000008081

format long
¥=itraiz (p,dp,v,x)

¥ o=
-8.819585851755527 + 1.2093628088426531

x=itraiz (p,dp,v,x)
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3.9 Autoevaluacion

CUESTIONARIO

NIVEL ACCIONES

Medio & COMENZAR
panza =D

Interactivo 3.12. Actividad de autoevaluacion
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3.10 Ejercicios

1

Encuentra una raiz de z = 1sen(x) + § en el intervalo [0, 7/2] utilizando el
método del punto fijo con un error absoluto de 10716, Determina previamente
que laraiz es Unica en dicho intervalo.

W Solucién

Resuelve f(z) = z2 — e ® = 0, en el intervalo [0, 1] usando el método del
punto fijo considerando el problema x = g(z) con g(z) las funciones

siguientes:
¢ g(z)=+/(e7®)
* g(z) = —log(z?)

Empezando la iteracién con xy = 0.5, realiza 100 iteraciones y analiza los
resultados. Dibuja en el mismo grafico la funcién f y las dos elecciones de g
conlarectay = x junto con la localizacion de la raiz.

7 Solucién

Encuentra una raiz de 3 —z — 2 =0 en el intervalo [1,2] utilizando el
método de biseccién y el método del punto fijo. Compara ambos métodos.

& Solucién
Implementa el método de la biseccién para resolver la ecuacion no lineal
T 42 _
f(z) =1 [Fe"dt— 2 =0conunerrorabsolutoe, = 10"

Nota: Utiliza el comando integral para definir la funcién f.

27""Solucic')n
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En la mecanica celeste, la ecuacion de Kepler para la anomalia excéntrica E de
una 6rbita eliptica es:

E—esin(E) — M = 0,

donde el parametro excentricidad e y la anomalia media M se conocen. Se
toma e = 0.8 y M = 1.0 (en radianes). Aplica el método de Newton para
aproximar la solucién E, partiendo de la aproximacion inicial Ey = M. Explica
el comportamiento de las iteraciones y determina E con una tolerancia de
10710,

#Solucion
Un puente colgante sigue la ecuacion de la catenaria:
y(z) = acosh(Z) + C.

El punto mas bajo del cable estd en x = 0, y se quiere que ese punto esté a 20
m sobre el terreno (es decir, y(O) = 20). Las torres, situadas a x = +100,
tienen una altura de 100 m (medida desde el mismo nivel del terreno).

En consecuencia, si y(0) = acosh(0) + C = a + C = 20, se obtiene C =
20 — a. Ademas, en x = 100 se debe cumplir

y(100) = a cosh(12) + C = 100.

a

Reemplazando C = 20 — a, se llega a la ecuacién no lineal para a:
a cosh(1) + (20 —a) = 100 <« a[cosh(%) — 1} = 80.
Determina a con tolerancia 101% usando el método de Newton.

¥ Solucién
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Una empresa enfrenta una demanda exponencial: el precio de venta P(z) (en
unidades monetarias por producto) cuando produce z unidades viene dado
por

P(z) =200 0012,
Su costo de produccion es
C(z) =50+ 10z + 0.05 z2.

Los ingresos son R(z) = z P(z) =200z %017 y el beneficio m(x) es
R(x) — C(x). Como la condicion de primer orden para el maximo conduce a
una ecuacion trascendental

=0 < 200e"%7(1-0.01z) — (10+0.1z) =0,

no se resuelve de forma cerrada. Se pide usar el método de Newton para hallar
z* que maximiza 7(z), con tolerancia 10~1°.

ﬁ“‘Squcién
Considere la funcion
f(z) = 0.2 sin(16z) — = + 1.75.

Se sabe que f(z) cambia de signo en el intervalo [1, 2], de modo que existe una
raiz real z* € [1, 2]. Comprueba que si se intenta iniciar el método de Newton
en xg = 1, las iteraciones divergen. En cambio, aplicando el método de
biseccién en [1, 2] se aproxima la solucién.

& Solucién
Se supone que la oscilaciéon de una estructura, dotada de un sistema de
amortiguacion, ante un movimiento oscilatorio, viene dada por y(t) =

10e~%/2 cos(2t). éEn qué instante ¢ la posicion de la estructuraes y(t) = 4?

& Solucién
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10

11

12

13

Se puede calcular la raiz n-ésima de un nimero a resolviendo la ecuacién
z" —a = 0. Implementa el método de Newton para obtener v/345 con 7
cifras decimales exactas, partiendo del valor inicial z(; = 2.

&solucién
Encuentra las dos raices reales de la ecuacion:
200 = 100 cosh(x/0.5) + 20 sinh(z/0.5)
en el intervalo [—2, 2]. Utiliza un error absoluto de 10 —10. .
& solucién

La funcién de error erf(z) = % Iy e 'dt estd definida para z > 0.
Determina el valor de z tal que er f () = 0.5.
Nota: Utiliza la funcion de Matlab erf para evaluar las integrales.

¥ Solucién

En un intercambiador de calor, la temperatura de salida T, satisface la
ecuacion:

_uA
T, =T, + (T; — T.)e ™

donde T, = 20°C' es la temperatura exterior, T; = 80°C' es la temperatura
inicial, U = 200 W /(m? - K) es el coeficiente global de transferencia de
calor, m = 2kg/s es el flujo masico, A es el area de intercambio térmico
(superficie) del intercambiador de calor y ¢, = 4186 J/(kg - K) es el calor
especifico. Si se desea una temperatura de salidade T; = 35°C, ;cual debe ser
el drea A?

¥ Solucién
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15

16

17

La velocidad v de un paracaidista que cae estd dada por v = ”—z-‘l(l — e_Ct/m).
Para un paracaidista con coeficiente de arrastre ¢ = 15kg/s, calcula la masa
m de modo que la velocidad sea v = 126 km/h en ¢ = 9s. Considera g =
9.81m/s2.

#Solucion

Dadalaecuacion2e* —z2 —1 = 0:

a. Demuestra que tiene una Unica solucién en el intervalo [—2, 0].

b. Encuentrauna aproximacién de la solucién con un error absoluto e, =
102 utilizando el método de Newton-Biseccion.

#*Solucisn

En un canal trapezoidal, la profundidad critica y. satisface la ecuacion:

Q _  (by+my’)
g b+ 2yv1+m?

donde Q = 2m3/s es el caudal, g = 9.81m/s? es la gravedad, b = 1 m es el
ancho del fondo,y m = 1 es la pendiente lateral. Encuentra y...

#*Solucisn

Se considera la ecuacion det(A(z)) = 0, donde = es un nimero real y A(z) es
la matriz:

cos(z) 1 2 3

0 1 0 1

A= 5 23 4
sin(z) x 1 cos(z)

Encuentraunaraizde f(z) = det(A(z)) = Oenelintervalo [0, 1].

Solucién
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18

19

20

Para la funcién f(z) = ze® — 1:

a. Demuestra que tiene una Unica raiz en el intervalo [0, 1].

b. Estudia las condiciones de convergencia del método del punto fijo para
las siguientes transformaciones:

° gi(z)=e"
°  gy(z) =log(1l/z)

o gs(z) =z - F

c. ¢Cudl de estas transformaciones garantiza convergencia mas rapida?

& Solucion

Utiliza el método de la secante para resolver f(z) = 100z® — 3995z* +
79700z — 79400422 + 3160075z — 0 en el intervalo [17, 22.2] con un error
absoluto vy relativo de 10~ 7. Realiza los célculos considerando como puntos
iniciales o = 17 y 1 = 22.2 y observa que no converge. Sin embargo,
comprueba que si converge si xj = 22.2 y x; = 17. ;Qué justificacion se
puede dar?

Zy"Squcién

Utiliza el método de Maehly para hallar todas las soluciones de las siguientes
ecuaciones:

a. 25 +32° — 2824 +82* —8x2+4=0
b. x7 + 26x5 — 5425 — 27x* + 1282% — 57622 + 864x — 432 = 0
c. z*—122%+4722 —60x+24=0

¢Cudntas raices tiene cada ecuacion? Comprueba los resultados con el
comando roots de Matlab.

Solucién
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RESUMEN

El capitulo se centra en la resolucién aproximada de ecuaciones escalares no
lineales. Se analizan métodos iterativos para encontrar soluciones de ecuaciones de
la forma f(:c) = 0, destacando técnicas como el método de biseccion, el método de

Newton-Raphson y el método de la secante.

También se analiza la convergencia de estos métodos, la rapidez con la que se
aproximan a la solucién y las condiciones necesarias para su aplicacion.

Ademas, se discuten estrategias parala

localizacién y separacion de raices, haciendo

hincapié en laimportancia de una eleccion

adecuada del intervalo inicial y de las ' : : =
aproximaciones iniciales para garantizar la

precision en la obtencién de soluciones T

numeéricas.

Los aspectos clave en el estudio de los
métodos numéricos de este tema son: = -

1. Introduccion. Se plantea la necesidad
de resolver ecuaciones no lineales de 5 E
laforma f(z) = 0 que, en muchos - 8-
casos, no admiten soluciones analiticas
exactas, lo que motiva el uso de
métodos numéricos para obtener
soluciones aproximadas.

2. Generalidades. Se definen conceptos
fundamentales como raices o ceros de
una funcién, multiplicidad de unaraizy
las fases del proceso de resolucién:
localizacién, separaciény
aproximacion de raices.
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3. Método del punto fijo. El método de punto fijo es un procedimiento
iterativo que, partiendo de una aproximacion inicial, aplica repetidamente
una funcidn g para encontrar un valor z que satisfaga g(z) = .

4. Método de la biseccion. Se presenta este método como una técnica que,
partiendo de un intervalo donde la funcién cambia de signo, divide
repetidamente el intervalo en mitades para aproximar la raiz con una
precision deseada.

5. Método de Newton-Raphson Se
introduce este método iterativo que
utiliza la derivada de la funcién para
aproximar la raiz, ofreciendo una
convergencia rapida bajo
condiciones adecuadas, pero que
requiere una buena estimacion
inicial y que la derivada no sea nula
en las proximidades de la raiz.

6. Método de la secante. Se describe
este método que no requiere el
calculo explicito de la derivada, sino
que aproxima la pendiente mediante
la cuerda que une dos puntos. Este
método es util cuando la derivada de
la funcidn cuyos ceros se quieren
obtener es dificil de calcular.

7. Convergencia de los métodos. Se
analizan las condiciones bajo las
cuales los métodos iterativos
convergen a una solucién, la
velocidad de convergenciay como la
eleccion de las aproximaciones
iniciales influye en el proceso.
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Capitulo

Aproximacion de funciones
por polinomios

4.1 Introduccion

El ajuste por polinomios, en el contexto de los métodos numéricos,
consiste en determinar un polinomio de grado adecuado que reproduzca
con el menor error posible un conjunto de datos, ya sea obtenido
mediante muestreo, experimentacién o proveniente de una funcién
analitica. Al expresar la informacion mediante una formula polindmica,
se facilitan operaciones como el calculo de valores intermedios, la
interpolaciony la prediccién de comportamientos futuros.

Se supone por ejemplo que se tiene una tabla que relaciona la viscosidad
dindmica del agua con la temperatura

T°C 0 5 10 20
wo 1787 1519 1.307 1.002

:Cdomo estimar la viscosidad a una temperatura de 7.5°? Una opcion es
encontrar un polinomio que pase por los puntos de la tabla y estimar
después el valor de 7.5 con él.

En este capitulo se presentaran dos técnicas para aproximar una funcién
mediante un polinomio: la interpolacién, que ajusta el polinomio pasando
exactamente por los datos, y la aproximacién por minimos cuadrados,
qgue busca minimizar el error global cuando no es posible (o deseable)
que el polinomio pase por todos los puntos. Para mas informacion, se
puede consultar [9]y [6].
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Diferencia entre Interpolacion y Regresion

150} ¥ Datos originales )‘
== |nterpolacion (pasa por los puntos) o

E‘ 125 | =—— Regresion {aproximacion lineal}
i
o &
£ 10.0
[=
2
3 1.5F
u
3
e 5.0F
£

25

1 2 3 4 5

Variabla indanandianta

Figura 4.1. Comparacioén interpolacién vs. regresion

4.2 Interpolacion de Lagrange

El método de interpolacion de Lagrange es una técnica que permite
encontrar un polinomio que pasa exactamente por un conjunto de
puntos dados.

\
Dados n + 1 puntos distintos xg, x1, ..., , en el intervalo [a, b], el

polinomio de Lagrange® de una funcién f definida en [a, b] es el
polinomio de grado menor o igual a n que cumple p(x;) = f(x;)
para cada ¢ entre 0 y n. A los puntos xg, x1, ..., z, se les llama
nodos de interpolacion.

.

3 Joseph Louis Lagrange (1736-1813) fue uno de los mas grandes matematicos de
su tiempo. Nacié en Italia pero se nacionalizd Francés. Hizo grandes
contribuciones en todos los campos de la matematica y también en mecanica. Su
obra principal es la “Mécanique analytique”’(1788). En esta obra de cuatro
volumenes, se ofrece el tratamiento mas completo de la mecanica clasica desde Newton y
sirvio de base para el desarrollo de la fisica matematica en el siglo XIX.
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El polinomio de interpolacion de Lagrange posee una Unica
solucién y viene dado mediante la formula:

p(e) = f(@)k(@

donde {li}?zo son los polinomios base de Lagrange asociados a los

nodos {x;}"_, que estan definidos de la manera siguiente:
n

B — 4B
b@= 11 —
i j

=0 j#i

El video siguiente muestra un ejemplo practico que calcula los
polinomios base de Lagrange con tres nodos.

Video 4.1. Método de Lagrange
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Ejemplo 4.1. Calcula los polinomios base de Lagrange asociados a los
nodos xg = —1,z1 = 1y a2 = 2.y el polinomio que interpola en dichos

nodos a la funcion f real en [—1, 2] que satisface f(zg) = 2, f(z1) = 1y

Los datos son:

z, = —1 zy =1 Ty =2
fl@)=2 [f(z)=1 f(z)=1

Los polinomios base de Lagrange son:

lo(x) = 2= 25
=3t (#*—3z+2) =32 Jz+3
h(z) =55
:—%(:c—i—l)(a:—Z): ;scz—l—%a%l—l
l(2) =34 5

El polinomio interpolador es:
p(z) = f(z,)lo () + f(z1)l (2) + f(z2)l2 (2) =

p(z) =2l (z) +hL(z) +l2(z) =

Se puede comprobar que el polinomio coincide con la funcién en los nodos
(ver figura 4.2):




ey

Figura 4.2. Polinomio interpolador del ejemplo 4.1

Ejemplo 4.2. Calcula el polinomio de Lagrange con 5 nodos distintos
introduciendo sus valores y comprobando su resultado en la herramienta
interactiva siguiente.

=7

Polinomios de Lagrange

Bt "o
= B
L L
L Tt

Interactivo 4.1. Polinomios de Lagrange. Autor: William Jiménez
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Ejemplo 4.3. Genera un cddigo Matlab/Octave para construir el polinomio
de Lagrange a partir de los polinomios base interpolando un conjunto de
datos dados. Considera dos vectores x, y para incluir las coordenadas de
los nodos de interpolacion.

p=polinomioLagrange(x,y)
Se parte de un vector x e y de igual
dimensidn en los que se incluye las abscisas
y ordenadas de los nodos
= length(x);
Se inicializa el polinomio resultante
= zeros(1l, n);
= 1:n

%Contruccion de 1li

% Indices de todos los puntos salvo el i-ésimo

indices = [1:i-1, i+1l:n];

% Construye el numerador de 1i

1li num = poly(x(indices));

% Calcula el denominador de 1i

1i_denom = polyval(li_num, x(i));

% Obtiene el polinomio base Li(t)

li = 1i_num/1i_denom;

% Suma y i-1li(t) al polinomio total

p=p+y(i)* 1li;

R ¥ ¥

T 8>S

Para obtener el polinomio del ejercicio 4.1 habria que escribir:

X=[' )t ]Jy=[ ) ]’
format rat
p=polinomiolLagrange(x,y)

La féormula para calcular el polinomio de Lagrange a partir de los
polinomios base posee un interés tedrico, pero existen otras formas de
obtener en la practica el polinomio interpolador. Una de ellas se
muestra a continuacion.



Se consideran los nodos xo, x1, ..., x,. Como se quiere calcular
p(x) = ao + a1z + ... + apx™ de forma que p(x;) = f(x;), se
tendra que cumplir que:

n n—1
.’L’O ZBO )

n n—
Ty I

n n—1
mnfl mn—%

n n—
Ly Ly

El método consiste en construir la matriz A de orden (n + 1), el
vector b de R" y resolver el sistema Aa = b, donde a es el vector de
los coeficientes del polinomio. La matriz A es invertible® y el
problema de interpolacion de Lagrange tiene una Unica solucion.

Zo
Iy

Tn—-1
Tn

_

—

al
aq

f (a'c;;fl)
f(zn)

Ejemplo 4.4. Calcula con Matlab/Octave el polinomio interpolador de
grado 2 de una funcién que verifica f(—1) = 2, f(1) =1y f(2) = 1.

x=[-1 1 2]"
A=ones(n+1,
k=1:n

;b
)

t=t.*x; A=[t,A];

a=A\b
%Comprobacion
polyval(a,x)

En Matlab, el comando vander halla la matriz A de Vandermonde a
partir de los nodos x;. También puede obtenerse la matria A con el
cédigox.”(n:-1:0).

)

[
t

N

11]';n=

A;

)

%Solucion p(x)=0.1667 x*2 - 0.5 x + 1.3333

¢ La matriz A es de Vandermonde ya que presenta una progresion geométrica en cada fila. Esta
matriz es invertible si y solo si todos los x; son distintos entre si.
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x=[- 1" ;A=vander(x)
%También A=x"(2:-1:0)

Ejemplo 4.5. Interpola con Matlab la funcién f(x) = e” en el intervalo

[0, 1] con polinomios de grado 5, 10, 15. Evalta la funciény el polinomio en
500 puntos del intervalo y determina cual es el valor maximo del valor
absoluto de la diferencia entre la funcidn y el polinomio en esos puntos
para hacer una estimacion del error de la aproximacion.

El codigo a utilizar es el siguiente:

%»Con n=5
=5;a=0;b=1;x=1inspace(a,b,n+1)";
fx=Ff(x);
A=[x ones(n+1,1)];t=x;
iter=1:n-

t=t.*x;

A=[t A];
p=A\fx;

%Se representa la funcidén y el polinomio
s=linspace(a,b, )';

fs=f(s);ps=polyval(p,s);

plot(s,[ps fs])

% En valor absoluto el maximo de la diferencia
% entre el polinomio y la funcidén en los puntos x
max(abs(ps-fs))

Considerando n=10 la diferencia es
1.794120407794253e-13

Considerando n=15 la diferencia es
1.110223024625157e-14

R R ¥ ¥

En el ejemplo anterior, se ha obtenido una estimaciéon del error
evaluando la funcién y el polinomio en puntos del intervalo y
calculando su valor maximo, en el siguiente apartado se da una
expresion de la cota del error de la interpolacion.



4.2.1 Error en la interpolacion

El error de interpolacidon mide la diferencia entre la funcion real y el
polinomio interpolante, proporcionando una estimacion cuantitativa
de la precisién de la aproximacion.

COTA DEL ERROR. Si f es n + 1 veces derivable en el intervalo
[a,b] con f(*1 funcién continua, una cota del error de
interpolacién de Lagrange de f asociada a los nodos {fci}?:o viene

dada por la expresion

max |f("1 (c)|
c€la,b]

@ (@) <

[l

j=0

Ejemplo 4.6.Sea f enelintervalo [—1, 2] cumpliendo f(—1) = 2, f(1) =
1y f(2) = 1y pelpolinomio interpolador de Lagrange de f en esos
puntos. Calcula una cota del error de interpolacién en [—1, 2]
escribiéndola en términos de la derivada de f que corresponda.

Como el polinomio de interpolacion es de grado n = 2, se llama M al valor
absoluto maximo de f” en el intervalo. Se tendrd que para cada z en

[—1, 2] se cumple,
M
f () —p(2)| < 5 |(z —=,) (2 — 21) (z — z5)|
[f (@) —p(@) =5 @+ 1) (@ 1) (@ - 2)]
Para obtener una cota en el intervalo [—1,2], se puede considerar el

polinomio g(z) = (z + 1)(z — 1)(x — 2), calcular después los ceros de su
derivaday tomar finalmente el mayor valor de |g| en ellos.

189



190

format long

q=poly([- 1) ;dg=polyder(q);
r=roots(dq);%Maximos y minimos de q
v=polyval(qg,r);max(abs(v)) %2.112611790922380

Una cota del error en funcion de M sera entonces:

M -2.112611790922380/6

Ejemplo 4.7. Considera la funcion f(x) = sen(x)y el polinomio
interpolador de Lagrange en los nodos 0, 7 /2 y 7. Calcula la cota del error
de interpolacién de Lagrange en el punto 7 /4.

En este caso, el polinomio de interpolacién de Lagrange que se obtiene es
p(z) = —0.4053z> 4 1.2732z

Segun la expresiéon del error, en un punto x entre 0 y 7 se tendra:

(©)]

n

max |f
cel0,m]

s
sen (@) = p (@) < o |o 0| |z — 3| [a — 7]

z—0||lz—<||z—m
<z le—0f|z— 2|l ]
Sustituyendo x por 7/4 se encontraria una cota de valor: 0.2422. Para
encontrar una cota en todo el intervalo, se considera el polinomio g(z) =
z(x — w/2)(x — ) y se calculan sus maximos y minimos, esto es, las raices

de la derivada. El valor maximo en valor absoluto de g en estos puntos sera
una cotade |q (z)|.

format long

q=poly ([ / 1) ;dg=polyder(q);
r=roots(dq);v=polyval(q,r);max(abs(v))
%1.491790182328260




Una cota del error en [0, 7] seria entonces,

1.492
|sen (z) —p (z)| < = |m—0|‘x——‘|x—7r|<ng0248632

Dado que en este ejemplo se conoce la funcién, se calculara una estimacién
del error de la aproximacién entre la funcién y el polinomio interpolante
evaluando en varios puntos y calculando el maximo de la diferencia entre f

y p en todos ellos.

format long

%a es el polinomio interpolante
v=linspace(0,pi, )
max(abs(polyval(a,v)-sin(v)))
%0.248631697054710

0.9 7
0.8} #
07}

0.6 /

0.4
o3t // \
02t [/ \

0.1 4/ b

J
0

Figura 4.3. Funcion y polinomio de Lagrange interpolador del ejemplo 4.7
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Ejemplo 4.8. Interpola la funcion f(z) = log(x), logaritmo neperiano, en
los nodos 0.99, 1, 1.1 utilizando polinomios de Lagrange y obtén después
aproximaciones de log(z) en los puntos 0.95678 y 1.03597. Compara los

valores calculados con los exactos. Da una cota del error de la
aproximacionen [0.99, 1.1].

Se escribe el cddigo para resolver el problema.

% Funcion log(x)
format long
f=@(x) log(x);
% Grado del polinomio
n=2;
% Nodos: ©.9, 1, 1.1
x=[0.9 1 1.1]";fx=F(x);
A=[x ones(n+1,1)];t=x;
for k=1:n-1
t=t.*x;
A=[t A];
end
p=A\fx
% E1 valor de la aproximaciodn en los puntos pedidos
valorl=polyval(p,9.95678)
valor2=polyval(p,1.03597)
%Las diferencias con los valores que da Matlab es
log(0.95678)-valorl %1.218237642829495e-04
log(1.03597)-valor2 %-1.022619105114989%¢-04
% Comprobacion
polyval(p,x)-f(x)
% Cota de error
g=poly(x);dq=polyder(q);r=roots(dq);
v=polyval(q,r);M=max(abs(v))
% Derivada tercera de f: 2/x”3 el maximo es 2/(0.973)
% E1 error es M*2/(6*0.972)
error=M/(3*0.973)
% 1.759945950892248e-04




4.2.2 Nodos de Chebyshev

La eleccién de nodos que permite minimizar el valor de la expresion,

gue aparece en la cota de error de interpolacién de Lagrange, son los
puntos de Chebyshev’.

Estos nodos en [0, 1] son las raices del n + 1-ésimo polinomio de
Chebyshev que se define de forma recurrente:

To(z) =1 Ti(z)==
Tk(l’) = 2$Tk_1 (iL‘) — Tk_2 (ZL‘) k > 2
Se puede demostrar que

Ti1(x) = cos((n+ 1) arccos (x))

\
Nodos de Chebyshev. Los nodos de Chebyschev en [a,b] se

calculan como
a+b b—a ((2i+1)7r
cos | ——————

L — +
TiT Ty 2 o + 2

) 0<i1<n

7 Pafnuti Lvévich Tchebyschev (1821 - 1894). El mas prominente miembro de la
escuela de matematicas de St. Petersburg. Hizo investigaciones en Mecanismos,
Teoria de la Aproximacién de Funciones, Teoria de Numeros y Teoria de
Probabilidades. Sin embargo, escribié acerca de muchos otros temas: formas
cuadraticas, construccién de mapas, calculo geométrico de volimenes, etc.

193



Ejemplo 4.9. Considerando el intervalo [—3, 3] y tomando el polinomio de
interpolacién de grado n = 8, calcula con Matlab/Octave los nodos de
Chebyshev (9 nodos) y represéntalos en el plano.

n=8;a=-3;b=3;

%Para obtener los nodos en un vector
x=(a+b)/2+(b-a)/2*cos((2*(9:n)+1)*pi/(2*n+2));
plot(x,zeros(n+l),'o")

En la siguiente figura se muestran la distribucion de los nodos de Chebyshev

y se observa que no estan igualmente distribuidos en el intervalo [—3, 3], se
concentran mas en los extremos.

sqrt(9-x2)

351 1

05+ 1

-
L

Figura 4.4. Representacion de 9 nodos de Chebyshev en el intervalo [-3,3]

Se presenta seguidamente, cudl seria la cota del error si en la
interpolacion de Lagrange se consideran los nodos de Chevyshev.
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Si {Q?j}?zo son los nodos de Chebyshev en [a, b], se cumple:

n
[[-=)
Jj=0

por lo que la cota del error de Lagrange sera:

(b . a)n+1

L0ERis 22n+1

(n+1
< e | | (o) b

a)n+1
£ (2) = p(@)] < =g

Ejemplo 4.10. Interpola la funcién f(z) = sen(z) en los nodos z; =
im/10parai = 0, ..., 10 utilizando polinomios de Lagrange y da una cota
del error. Considera después 11 nodos de Chebyshev en el intervalo [0, 7]
y analiza el error de la aproximacion.

Representa la funcidén y los dos polinomios obtenidos.
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Ejemplo 4.11. Dada la funcién de Runge f(z) =
de Lagrange de grado menor o igual a 20 considerando puntos igualmente
espaciados en [—1, 1]. Representa graficamente la funcién y el polinomio

interpolador.

n=20;% Numero de nodos
f=@(x) /(1425*x.72);
u=linspace(-1,1);
plot(u,f(u))
%polinomio
x=linspace(-1,1,n)
b=f(x)

m=n-1;
A=x.~(m:-1:0)
p=A\b

hold on
plot(u,polyval(p,u))
hold off

1 . .
13552 halla el polinomio

10

-0.5 0 0.5

Figura 4.5. Fenomeno Runge
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Ejemplo 4.12. Dada la funcién de Runge f(z) = m, halla los

polinomios interpoladores de Lagrange de grado 20 considerando los
nodos de Chebyshev en el intervalo [—1, 1]. Representa graficamente la
funciény los polinomios interpoladores.

n=20;%Grado polinomio
F=@(x) 1./(1+25%x.72);
x=1linspace(-1,1);
plot(x,f(x))
%Nodos
x=cos((2*¥(0:n)+1)*pi/(2*n+2)) ' ;%21 nodos
%polinomio
b=F(x)
A=x.”(n:-1:0)
p=A\b
hold on
plot(x,polyval(p,x))
hold off
{

0.8}

0.6}

04}

0.2}

/
q1 0.5 0 05 1

Figura 4.6. Fendmeno Runge: nodos de Chevishev
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4.2.3 Diferencias divididas de Newton

El método de diferencias divididas de Newton es una técnica que
permite construir el polinomio de interpolacién de forma incremental,
se evita recalcular desde cero cuando se afiade un nuevo nodo. Gracias
a su estructura recursiva, solo es necesario actualizar los términos
nuevos, lo que facilita su aplicacién en problemas donde se agregan
puntos progresivamente.

A partir de los datos, {zg, z1,...,2,}, se construye una tabla de
diferencias divididas:

 Nivel 0: los valores originales f[z;] = y;

¢ Nivel 1: diferencias divididas de primer orden:
flziia)—f ]

Lit1—L4

f[wia $i+1] =

¢ Nivel k: diferencias divididas de orden k:
flzivts s @ivk—flzi, ..o, Tivk—1]

Litk—IL;

Flis . @iin] =

El polinomio interpolador en forma de Newton se escribe de la forma
siguiente:

P(z) = flzo]
+ flzo, z1] (z — o)

+ f[l‘(),il?l,ﬂ?g] (CB - 130)(:13 - :131)

n—l

121

+f[$0,$1,. m_mz
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Ejemplo 4.13. Se consideran los puntos: (xg, ¥9) = (1, 3), (z1,¥1) =
(2,5)y (x2,y2) = (4,2).Calcula el polinomio de Lagrange utilizando el

método de diferencias divididas.

La tabla de diferencias divididas a partir de los datos del problema sera:

Ay A,
z;  flz] =y flzi, Tiga] fl@i, Tit1, Tiya]
1 3 53 =2 452 = -7/6
2 5 25 =15
4 2 -

De la tabla se obtiene:
o flzo] =3
o flzo,z1] =2
o flxo,z1,22] = —7/6

Por tanto, el polinomio de interpolacién es:

P(:I:):3—|—2-(ac—1)—g(m—l)(w—2):

Se puede comprobar que P(1) = 3, P(2) =5y P(4) = 2.
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4

.3 Interpolacion de Hermite

Los polinomios de Hermite extienden la interpolacion de Lagrange al

in

cluir no solo los valores de la funcién en ciertos puntos, sino también

sus derivadas. Aseguran que la interpolacion no solo pase por los
puntos dados, sino que también respete las derivadas en esos puntos.

\

\

Sea f una funcion real definida en el intervalo [a, b], z¢, z1, ..., T
son k + 1 puntos distintos del intervalo [a,b] y ag, a1, ..., & son
k + 1 enteros no negativos. El problema de interpolacion de
Hermite consiste en determinar un polinomio de grado menor o
igualquen = k + ag + ay + ... + a cumpliendo

D (330) = f (xo) pl (xo) = f/ (mo) p(ao (wo) = f(ao (mo)
p(1) =f(z1) P (z1)=f (z1) ... P (1) = f* (z1)

plze) = f(ze) P (zi) =f (1) - P (zi) = F (1)

Nota: En el caso particular en que o; = 1 para cada ¢, entonces el
problema se denomina interpolacion de Hermite clasica.

Es importante que en cada nodo x; que se imponga una condicién
sobre la derivada de orden «;, se fije tambien una condicién sobre
cada derivada inferior a a; y el valor de la funcién. En otro caso, los

problemas serian de interpolacion de Birkhoff que no tienen
solucién en todos los casos.

El problema de interpolaciéon de Hermite posee una unica solucion.




En el siguiente video se muestra un ejemplo de interpolacién de
Hermite.

Video 4.2. Ejemplo de interpolacion de Hermite con dos nodos

Ejemplo 4.14. Con la siguiente herramienta interactiva se puede ver cémo
varia el polinomio segun se modifiquen los cuatro nodos y los valores de
las derivadas en cada uno de ellos.

Hermite

Interactivo 4.2. Polinomio de Hermite con cuatro nodos
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Ejemplo 4.15. Escribe el sistema de ecuaciones a resolver para obtener el
polinomio interpolador de Hermite cumpliendo que coincide con f y su

derivada en los puntos 0y 1 siendo:
¢ f(0)=1 f(0)=1
« f)=2 f(1)=3
Determina el polinomio sin utilizar Matlab/Octave.
Dado que se deben cumplir cuatro condiciones, el polinomio sera de grado
3,de laforma:

p(z) = asz’ + asz’ + a1z + ay

y suderivada es

P (z) = 3a3x® + 2a5z + a;

Se buscan los coeficientes cumpliendo el siguiente sistema de ecuaciones:

p(0) = a30® + a30* + a;0 +a, = 1
p(1) = a31® +ay12 +a;1 +a, =2
pl (0) = 3(1302 +2a90 +a1 =1
p (1) = 3a31® + 2a31 +a1 =3

Entonces, el sistema a resolver para obtener los coeficientes del polinomio
es,

a, =1
a3+a2—{—a1—|—aoz2
a1:1

3as + 2as +a1 =3

Resolviendo el sistema se obtiene: ag =1, a1 =1,a2 = —2,a3 =2 y el
polinomio de Hermite buscado es

p(z) =22° — 22 +z+1




Ejemplo 4.16. Tomando como nodos g = 0y x; = 1, obtén el polinomio
de interpolacién de Hermite que interpola a la funcién f(z) = cos(mwz/2)
en la forma siguiente:

p(zi) = f(z:) 0 (xi)=f () p"(x0)=f"(20)

Se define la funcion, su derivada y los nodos del ejemplo.

format long

f=@(x) cos(pi*x/2);

df=@(x) sin(pi*x/2)*pi/2;
d2f=@(x) -cos(pi*x/2)*pin2/4;
x=[0;1];

El polinomio a encontrar es de grado menor o igual a 4, es decir, de la forma

p(z) = agz + a3z® + ayx® + aiz + a,
P (z) = dayx® + 3azz? + 20,7 + a4
P’ (z) = 12a42? + 6a3z + 2a,

Se define la matriz del sistema a resolver.

Se resuelve el sistema de ecuaciones asociado.

%E1l término indendiente es

b=[f(x);df(x);d2f(0)];

p=A\b  %p=
[3.337095776658726;-3.103395226522557;-1.233700550136
170;0;1]
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4.3.1 Error de interpolacion

A continuacidn, se presenta la expresion del error que permite estimar
la precision de la interpolacion de Hermite.

COTA DEL ERROR. Dado el problema de interpolacién de Hermite
definido en el apartado 4.3, si la funcién f esn + 1 veces derivable
en el intervalo [a, b] y ademas es una funcién continua, entonces
una cota del error de interpolacién de Hermite viene dada por la

expresion:

ma |04 ()
c€la,b]

£ @) =@ < =

aj—i-l

z — ;)

Ejemplo 4.17. Dada la funcién f(z) = e*/2ylosnodos 2o = 0,21 = 7/2y
x2 = m, calcula el polinomio de Hermite que verificap(z;) = f(x;)y
p'(z;) = f'(x;). Dauna cota del error de la aproximacion.

Se define la funcion, su derivada y los nodos del ejemplo.

format long
f=@(x) exp(x/2);
df=@(x) exp(x/2)/
X= [ J / ) ])

El grado del polinomio a calcular es de grado menor o igual a 5. Se considera
el término independiente del sistema a resolver.

x=[f(x);df(x)]




Se escribe en Matlab/Octave la matriz del sistema de ecuaciones a resolver.

A=[x ones(3,1)];t=x;

t=t.*x;A=[t A];

A

B=[2*x ones(3,1) zeros(3,1)];t=x;
k=3:
t=t.*x;B=[k*t B];

B

Otra forma de generar la matriz podria ser con el siguiente cédigo

Los coeficientes del polinomio se obtienen resolviendo un sistema de
ecuaciones.

p=[A;B]\dx

%Comprobacion

polyval(p,x)-f(x)
dp=polyder(p);polyval(dp,x)-df(x)

Se calcula una cota del error de la aproximacion.

q=poly(x);g=conv(q,q);
dg=polyder(q);r=roots(dq);
v=polyval(q,r);

M=max(abs(v));
error=M*exp(pi/2)/((2”6)*factorial(6))
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Ejemplo 4.18. Dada la funcién f(z) = log(1 + x), calcula el polinomio de
interpolacién de Hermite p(z) que satisface

p(x)=f(2) , p(z)=f () , x=1i/5 0<i<5H
Da una cota del error.

Se define la funcién y los nodos y luego se establece la matriz del sistema.

format long
f=@(x) log(1l+x);df=@(x) 1./(1+x);

x=linespace(0,1,6);

El polinomio a determinar es de grado menor o igual que 11 ya que se
tienen 12 condiciones. Sus coeficientes seran la solucion del sistema de
ecuaciones cuya matriz y término independiente son los siguientes:

Al=x"(10:-1:0);
A2=(10: - ) *x.A[9:- 1;
A=[A1;A2]; b= [f(x); df(X)],

Se resuelve el sistema para obtener los coeficientes del polinomio.
p=A\b
%Comprobacion
polyval(p,x)-f(x)
dp=polyder(p);polyval(dp,x)-df(x)
Para calcular la cota del error, se tiene en cuenta que
fl@=0+2)" f'@=-01+2)" f'@@)=20+z)"

fiv (x) =-3-2(1+ ;13)_4 f(12 (z) = 111(1 + .’13)_11




Se calcula una cota del error de la aproximacion, aplicando la expresion
vista y teniendo en cuenta que el maximo de la derivadaen [0, 1] es 11!.

£ @) —pla) < 2T H(—g)
3 (8 () (o) ey

g=poly(x);g=conv(q,q);

dg=polyder(q);r=roots(dq);

v=polyval(q,r);

M=max(abs(v));

%La cota de la derivada dividido el factorial de 12
%es 1/12

error=M/

4.4 Minimos cuadrados

En los métodos de interpolacién, aumentar el nimero de puntos no
garantiza una mejor aproximacion. De hecho, al utilizar un nimero
elevado de nodos, los calculos pueden volverse computacionalmente
costosos y generar errores de redondeo significativos..

Como se vera con el siguiente método, cuando se dispone de
abundante informacién sobre la funcién en ciertos puntos, en lugar de
incrementar notablemente el grado del polinomio interpolador, puede
ser mas ventajoso emplear el método de minimos cuadrados.

La idea del método de minimos cuadrados consiste en encontar un
polinomio de grado k a partir de un conjunto de m puntos de forma
qgue el polinomio tenga grado inferior al que se podria obtener
pasando por todos ellos minimizando el error que existe entre el
valor del polinomio y las ordenadas de los puntos.
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El siguiente video, junto con la herramienta interactiva, ilustra esta idea
aplicando el método al ajuste de una recta.

Video 4.3. Ajuste a una recta por minimos cuadrados

6

|od

=]

Interactivo 4.3. Ajuste a una recta por minimos cuadrados
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Como ejemplo, la figura siguiente representa el ajuste de una rectaa los
puntos (—1,3), (2,—1), (3,3), (4,2) y (5, 0) utilizando el método de

minimos cuadrados.

Figura 4.7. Ajuste lineal por minimos cuadrados

Considerando los mismos puntos y el ajuste por minimos cuadrados a
un polinomio de grado 2, se obtendria la curva que se muestra en la

figura siguiente.

209-1

(k.

52z +0.06 z°

-3 e -1

Figura 4.8. Ajuste cuadratico por minimos cuadrados

209


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/images/minimoscua.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/images/minimoscua.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/images/minimoscua1.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/images/minimoscua1.png

210

Se describe seguidamente la formulacion del método de minimos
cuadrados.

\
Dados n + 1 puntos distintos zg, 1, ..., €, en el intervalo [a, b],

n + 1 ndmeros reales positivos {wg,ws, ...,wyp}, f una funcion
definida en [a,b] y un entero 1 < k < n, el problema de minimos
cuadrados consiste en resolver el siguiente problema

n

(P) minimizar Y w;(p (z;) — f (z;))°

pEP; =0

donde P, denota el espacio de los polinomios de grado menor o
igual k.

\-

La razén de incluir los pesos w; tiene sentido, por ejemplo, para
ajustar el polinomio a los valores mas precisos de f o para mejorar la
precision en unas regiones especificas de un intervalo.

4.4.1 Formulacidn algebraica del problema

Se muestra cdmo se puede formular algebraicamente el problema de
encontrar el polinomio p de grado menor o igual a k£ que minimice la

siguiente expresion

S owi(p (@)~ £ (@)

Se considera para ello un polinomio p de grado k,

p(z) =a, + a1z + asx® + .. + apz”

y las siguientes matrices



\/wol‘g \/wOLBg 1 A/ Wo Lo A/ Wo
NCTE SVCTE SRR SR/}

Ed

Wn T, wnazﬁ_l vee A/ Wn Ty A/Wh

/ o ) Vo f (o)
! Vwi f (z1)

a = a’k_2 b =

\aio } \/w_n}“(wn)

Se cumple que
\ Wo (p (

o) =
T N

Vwn (p(25) — f(z4))
Teniendo en cuenta lanorma eucll’dea

| Aa — b||" Zw; () — f (z;))°

los la solucién del problema del problema:

(P2) minimizar || Az — b||”

reREk+1

seran los coeficientes del polinomio p que se busca.

Se trata de encontrar por tanto el vector x, que se corresponde con los

coeficientes del polinomio, que haga minimo la norma del vector de
residuos Ax — b, es decir, la desviacion global entre la aproximacion,

Az, y los datos observados b.
211



212

En los ejemplos se consideraran todos los pesos iguales a 1, por lo que
el problema se reduce a minimizar la siguiente expresion::

min || Az — b||* donde

Az — b=
k-1
7 | a f (z,)
e z1 1 a1 | f(=)
gh il a, f(z,)
(n-+1)x (k+1) (k+1)x1 (n+1)x1

siendon + 1 el nUmero de nodos y k el grado del polinomio.

Ejemplo 4.19. Formula algebraicamente el problema de ajustar en el
sentido de minimos cuadrados un polinomio de grado 2 de laformay =

a, + a1z + azx? aun conjunto de observaciones: (o, Yo ), (Z1, Y1)
(zn,yn) conn > 2.

El problema de minimos cuadrados consiste en encontrar a,, a;, as,
coeficientes del polinomio p(x) = asz? + a1z + ay, de forma que sea
minima la siguiente expresion

n

Z (yi - (ao +aix; + azm?))z

1=0

Para escribir el problema de forma matricial, se considera

2
zg o 1 a Yo
2
T T 1
A — 1 1 T = aq b — Y1
.. a
x> T, 1 0 Un

n

El problema se reduce a buscar el vector = de R? solucién del problema
min || Az — b||.




Ejemplo 4.20. Imagina un muelle colgado verticalmente dentro de un
cilindro abierto por los extremos a altura O, por encima de la apertura
superior. La longitud del muelle es desconocida porque su extremo inferior

esta dentro del cilindro.

Se desea determinar L, y al mismo tiempo la constante del muelle usando
laley de Hooke: F' = k(h — L) = kh — kL donde F denota la fuerza

aplicada al muelley h es la distancia desde el extremo superior del muelle.
Paraello, se disponen de los siguientes datos,

h 6 7 10

F 3 8 12

Sellamaa; = kyay = —kLy se busca larecta F'(h) = a;h + a0 que se
ajuste a los datos. El sistema resultante es,

6a1—|—a0:3
Ta1 +ag =8
10a1—|—a0:12

En forma matricial, se podria escribir de laforma Az = bsiendo
6 1 a 3

A=[7 1] z= ( 1) b= | 8

10 1 12

El problema de minimos cuadrados consiste en encontrar el vector z de R?
de forma que sea minima la expresiénn: || Az — b|.
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442 Resolucion del problema mediante Ia
factorizacion QR

En este apartado se vera como resolver el problema siguiente,

(P2) minimizar || Az — b||®
rcRkF+1

utilizando la descomposicion QR de la matriz A de orden (n +
1)x(k + 1) siendo k el grado del polinomio y n + 1 el nimero de
puntos. El método se describe a continuacion.

1. Se realiza la factorizacion QR de A donde () es ortogonal, es
decir, QTQ = QQT = I y tiene dimensiones (n + 1)x(n + 1)
y R es una matriz triangular superior (n + 1)x(k + 1)

2. Seconsideranen QQy R las submatrices Yy R:

o Q=[YZ]conY matriz (n+1)x(k+1) y Z matriz
(n+ 1)x(n — k)
o R= (10%) siendo R es una matriz triangular superior
(k + 1)x(k + 1) y 0 es una matriz formada por ceros de
orden (n — k)x(k + 1)
3. Los coeficientes del polinomio solucién
a = (ak,ak—l, “‘ﬂa'laa/O)T

se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones lineales
Rx=YTb

y el residuo es
Res = || Z" ||
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A continuacion, se justifica el punto 3.

Como Q es ortogonal se cumple
1Qu]* = (Qu)" (Qv) =7 (Q7Q) v = v"Tv = vTv = ||v]”

Por lo tanto, )
|4z —b]* = |QRz — b|* = || Q (Rz — QTb) | =

2 > T 2 5. T 2
IR = QTel = | (8) =~ () o] = | (%) || =
5 7, |2 Ty |12
| Be—vTo||" +|| 270
El minimo valor del problema se obtiene para el valor de  que hace cero el

término
N 2
H Rz —YTh H

De la expresion anterior se deduce que la solucién del problema
(P;) se obtiene de forma equivalente calculando el valor x

solucién del sistema
Rr=YTb

donde si k es el grado del polinomio buscado y QR es la
factorizacion de A, la matriz R es la submatriz de R con las
primeras k+ 1 filas y la matriz Y es la submatriz de Q
considerando las primeras k + 1 columnas.

\

Hay que hacer notar que la matriz R es invertible debido a que los
nodos {a:j}?zo son todos distintos. Por lo tanto, la solucién del

problema de minimos cuadrados (P2) existe y es Gnica.
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Ejemplo 4.21. Considerando el ejemplo anterior de la ley de Hooke, se
seguira el método visto de descomposicion QR para obtener larecta que
resuelve el problema de minimos cuadrados con los datos

A partir de los datos, se tiene

6 1 3

10 1 @0 12
Para encontrar la descomposicion QR de la matriz A se puede utilizar el
codigo Matlab siguiente,

oo

[Q,R]=gr([6 1;7 1; 1)
Las matrices obtenidas son,

—0.4411 -0.6777 —0.5883
Q = |—-0.5147 —-0.3460 0.7845
—0.7352 0.6488 —0.1961

—13.6015 —1.6910
R = 0 —0.3749
0 0

Como se trata de unarecta, el valor de k es 1. Las matrices Y, R son

—0.4411 —-0.6777 R
Y = | -0.5147 —0.3460 R =

(—13.6015 —1.6910)
—0.7352  0.6488

0 —0.3749

El sistema a resolver es entonces, Rx = V&)




Es decir,

~13.6015 —1.6910\ (a1
0 ~0.3749 ) \ aq

_ (—0.4411 -0.5147 —0.7352 z
~ \—0.6777 —0.3460 0.6488 19

Operando,
—13.6015 —1.6910\ [(a1\ [—14.2632
0 —0.3749 ) \ay/) 2.9847

La solucion de este sistemaesa; = 2.0385ya, = —7.9615

Las submatricesY y R se obtienen a partir de Q y R con el codigo siguiente.

k=1;
Y=Q(:,1:k+1)"'
RG=R(1:k+1,:)

Finalmente, se resuelve el sistema.

fx=[3;8;12];
p=RG\Y*fx

Para dibujar los puntos y la recta con Matlab/Octave se puede escribir el
siguiente cadigo.

h=[6;7;10];
ph=polyval(p,h);
plot(h,fx,'o")
hold on
plot(h,ph)

hold off
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Ejemplo 4.22. Dada la funcién de Runge f(z) = ﬁ halla el polinomio

de grado menor o igual que 20 que mejor aproxima la funcién en el sentido
de minimos cuadrados en [—5, 5], tomando como datos los valores de f(x)

en 100 nodos igualmente espaciados.

F=@(X) 1./(14x.72);
n=99;k=20;a=-5;b=5;
x=1linspace(a,b,n+1)";fx=F(x);
A=[ x ones(n+1,1)];t=x;

iter=1:k-

t=t.*x;

A=[t A];

[Q,R]=gr(A);
p=R(1:k+1,:)\Q(:,1:k+1) "*fx;
%Representamos la funcidn
s=linspace(a,b, )';
fs=f(s);ps=polyval(p,s);
plot(s,[ps fs])

0.9} /
0.8
07}
06 | \
05| /

g / \
03]
02t 7 \

0.1+ -

Figura 4.9. Representacion de la aproximacién del ejemplo
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4.5 Autoevaluacion

CUESTIONARIO

NIVEL ACCIONES
s

s

Interactivo 4.4. Actividad de autoevaluacion
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4.6 Ejercicios

1 = Calcula el polinomio interpolador de grado 2 de una funcion que verifica:
f(=1)=2 f(1)=1 f(2) =1. Calcula este polinomio a partir de los
polinomios base de Lagrange y resolviendo el sistema de ecuaciones.

#Solucion

2  Interpola con MATLAB la funcién f(z) = e en el intervalo [0,1] con
polinomios de grado 5, 10,y 15. Evalta la funcion y el polinomio en 500 puntos
del intervalo y encontrar el maximo de la diferencia entre la funcion y el
polinomio en esos puntos.

W Solucién

3 Se consideralafuncién f (z) = cos(x) en el intervalo [0, 7].

a. Escribe el sistema que permitiria obtener el polinomio de
interpolacion de Lagrange de la funcién f (z) tomando como nodos

z, =0,z =7/2, 29 = .

b. Calcula con Matlab el polinomio interpolador de Lagrange
considerando 8 nodos equidistantes en el intervalo [0, 7] siendo el

primer nodo 0 y m el dltimo. Dibuja la funcién y el polinomio
interpolador calculado.

c. ¢Cual seria una cota del error de aproximacién del polinomio obtenido
en el apartado anterior en el intervalo [0, 7|?

d. Considera 8 nodos de Chebyshev en [0, w] y escribe su valor.
Determina el polinomio de interpolacion de la funciéon en este
intervalo considerando estos nodos. Dibuja la funcién y el polinomio
interpolador.

e. ¢Cudl seria una cota del error de aproximacién del polinomio obtenido
en el apartado anterior en el intervalo [0, 7]?

¥ Solucién
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4 Lasiguiente tabla proporciona el calor especifico de la plata (en grados Kelvin)
adiversas temperaturas:

T (K) 8 10 12 14 16 18

C(T) 0.0236 00475 0.083 0.1736 0202 0.25

Halla el polinomio interpolador y da un valor aproximado del calor especifico a
15 K. Representa graficamente los datos y el polinomio interpolador.

Solucién

5 Se considera la funcion f(z) = cos(z) en el intervalo [0, 7]. Considera el
siguiente problema de Hermite, donde p es el polinomio interpolador.

f(0) = p(0) f'(0) =p'(0) f"(0) = p"(0)
FE)=p(3) f(3)=0(%)
f(m)=p(m)

Escribe el sistema que habria que resolver para hallar el polinomio p y la

(=)

expresion que daria una cota del error de la interpolacién de Hermite en cada
z de [0, .

¥ Solucién

6 = Dada la funcién f(z) = log(1 4 z), calcula el polinomio de interpolacion de
Hermite p(x) que satisface:

o p(z:i) = f(=)
o p(zi) = f'(zi)
* I;c {0, 0.5, 1}

Da una cota del error de interpolacién y compara el resultado con el maximo
en valor absoluto de la diferencia entre la funcién y el polinomio tomando 500
puntos del intervalo [0, 1].

W Solucién
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Dada la funcién f(z) = sin(mz), calcula el polinomio de interpolacién p(x)
que resuelve los siguientes problemas ya que:

a. p(x;) = f(x;), p'(xi) = f'(x;) donde z; son 10 puntos igualmente
espaciados en el intervalo [0, 1].

b. p(z;) = f(z:), donde p es un polinomio de grado 10 siendo z; son los
nodos de Chebyshev en el intervalo [0, 1].

Representa graficamente ambos polinomios junto con la funcién f(z).
& Solucién

Ajusta una linea recta a los valores x e y en el sentido de minimos cuadrados,
usando la siguiente tabla:

X 1 2 3 4 5 6 7

y 05 25 2 4 35 6 55

Determina el polinomio interpolador que se ajusta a estos valores y grafica las
soluciones junto con el conjunto (z, y) en la misma figura.

¥ Solucién

Dada la funcién f(x) = e, halla el polinomio de grado menor o igual a 20
que mejor aproxima la funcién en el sentido de minimos cuadrados en [—5, 5],
tomando como datos los valores de f(x) en nodos igualmente espaciados.

27"Solucién

a2 .
Dada la funcion f(z) = ﬁ? calcula el polinomio p de grado 15 mejor
aproximacioén de f en el sentido de minimos cuadrados, tomando como datos
100 puntos (z;, f(x;)) estando z; igualmente espaciados en el intervalo
0, 27].

¥ Solucién
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RESUMEN

Este capitulo aborda la aproximacién de funciones de una variable mediante
polinomios, presentando dos técnicas principales: la interpolacién y la aproximacién
por minimos cuadrados. En la interpolacion, se destacan los métodos de Lagrange y
Hermite, que permiten construir polinomios que pasan exactamente por un
conjunto de puntos dados. Por otro lado, la aproximacién por minimos cuadrados se
utiliza cuando se dispone de una gran cantidad de datos y se busca un polinomio que
minimice el error global, sin que necesariamente pase por todos los puntos.

El capitulo también aborda la eleccion éptima
de nodos, como los nodos de Chebyshev, para
mejorar la precision de la interpolacion y
evitar problemas como el fenédmeno de Runge.
Ademas, se discuten las limitaciones de los
métodos de interpolacién en casos de
funciones con comportamientos complejos,

P ]
e

£ £3 = @3 s im0l
-

Los aspectos clave estuadiados en este tema
son:

e

1. Introduccion. Se presenta la necesidad
de aproximar funciones desconocidas
o complejas mediante polinomios,
utilizando técnicas como la
interpolaciény la aproximacion por
minimos cuadrados.

L m——— e e W G —
P = O A
[ (T N ——_ -

2. Interpolacién de Lagrange. Se
introduce el polinomio de Lagrange
como una herramienta para construir
un polinomio de grado n que pasa por
n + 1 puntos dados, garantizando una
Unica solucién y proporcionando una
féormula explicita para su calculo.
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Método de minimos cuadrados. Se presenta la técnica de aproximacién por
minimos cuadrados, que permite ajustar un polinomio de grado menor que
el nimero de puntos disponibles, minimizando el error global y
proporcionando una mejor aproximacién en presencia de datos con ruido o
inconsistencias.

Errores en la interpolacion. Se analizan los errores asociados a la
interpolacién polinédmica, incluyendo el fendmeno de Runge, que ilustra
cémo, aumentar el nimero de nodos, no siempre mejora la aproximacién
pudiendo empeorarla en algunos casos.

5. Nodos de Chebyshev.Se discute la
eleccién 6ptima de nodos para la
interpolacién, destacando que los
nodos de Chebyshev minimizan el
error de interpolacién.

- i
[ — Y

L= — i — O — A — e T
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6. Aplicaciones practicas. Se
proporcionan ejemplosy ejercicios
propuestos que ilustran la aplicacion
de las técnicas de interpolaciéony
aproximacién por minimos
cuadrados.
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INTEGRACION
NUMERICA






Capitulo

Integracién numérica

5.1 Introduccién

Los métodos numéricos de integracion sirven para aproximar el valor
de una integral definida de una funcién en un intervalo con una
precision dada cuando no es posible resolverla de forma exacta o
analitica. El interés de estas técnicas puede venir motivado por
distintas razones.

1. La posibilidad de aplicar |a Regla de Barrow se restringe a una
pequena parte de funciones que tienen primitivas que se
puedan escribir a partir de operaciones algebraicas de
funciones elementales. Muchas funciones, aun siendo
contlnuas no tienen primitivas eIementaIes como por ejemplo,

e %, utilizada en la distribuciéon normal o -, en procesos de
decalmlento y teoria de colas.

2. Aunque existiera un procedimiento para encontrar la primitiva,
obtenerla puede resultar en muchos casos muy complicado. Se
puede pensar por ejemplo en las funciones racionales o en
aquellas que requieren de cambios de variable mas o menos
ingeniosos.

3. Por otro lado, en muchas aplicaciones solo se tiene una tabla de
valores de la funcion o la posibilidad de obtener su valor en un
numero finito de puntos. En estos casos, el calculo aproximado
permite estimar magnitudes que se expresan mediante
integrales definidas.

229



230

Estas razones obligan a encontrar métodos alternativos para calcular
de forma aproximada el valor de una integral definida en un intervalo.
Por razones histéricas, el célculo aproximado de integrales se
denomina cuadratura dejando la denominacién de integracion para la
resolucion de ecuaciones diferenciales.

Como es conocido, las sumas de Riemann permiten aproximar el
valor de la integral definida de una funcién integrable. Se vera en
este tema otras formulas utilizando polinomios interpoladores.

:'FE

l=5

Sumas de Riemann

Interactivo 5.1. Sumas de Riemann

Se comienza viendo un ejemplo de aplicacion. La gestidn sostenible del
agua, incluida en el ODS 6 &, requiere controlar el caudal de los rios
para garantizar su uso resposable. Sin embargo, el caudal no siempre se
mide directamente en todo el curso del rio, sino que se calcula a partir
de datos como la velocidad del agua en diferentes puntos y las
caracteristicas de la seccion transversal del rio.

8 Objetivos de Desarrollo Sostenible
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Para calcular el caudal especifico de agua que pasa por una seccion
transversal del rio, se debe integrar la velocidad del agua a lo largo de la
profundidad del rio, obteniendo el volumen que pasa por cada metro de
ancho del cauce. La formula para ello es la siguiente,

Q—/bv(a:)dac

donde @ es el caudal especifico, v(z) es la velocidad del agua en el
punto x de la seccion transversal y a y b son los limites de la seccién

transversal. En la siguiente tabla se recogen unos datos para calcular el
valor aproximado de () con alguna técnica que se mostrard en este

capitulo.

= O

2
3
4
5
6

Tabla 5.1. Velocidad del agua en funcion de la profundidad

La figura 5.1 muestra la velocidad del agua en funciéon de la
profundidad. El drea bajo la curva es el valor a calcular.

0.0
1.2
21
24
20
1.5
0.0
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Figura 5.1. Velocidad del agua en funcién de la profundidad

Si se utiliza por ejemplo la féormulas de cuadratura compuesta de los
trapecios, que se verd en este tema, se podria obtener un valor
aproximado del caudal o volumen que fluye, (), de la forma siguiente,

5
h
N — 2 i ~ 9.2
Q 5 v(zg) + ;:1 v(z;) + v(w6)
donde:

e x;:Profundidad i-ésima.

e h: Ancho del intervalo entre los puntos de profundidad (h =
Zi+1 — xi). Enlos datos de latablah = 1.

e v(z;): Velocidad del agua en el punto de profundidad ;.

o xyY xg: Extremos de la profundidad medida.
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5.2 Formulas de cuadratura interpolatorias

Para encontrar una aproximacion de la integral definida de f en un
intervalo [a,b], se considerara la integracion de un polinomio
interpolador de f en distintos nodos del intervalo.

Asi, si p(z) es un polinomio interpolador de f enn + 1 nodos,
{zi}! o, C [a,b] p(z;) = f(z;) i=0,1,...,n

una aproximacion del valor de la integral de f en [a, b] sera:

‘/bf(a:)da:%/bp(a:)dx

Considerando el polinomio de interpolacién de Lagrange, definido de la
forma siguiente:

P(w):zn:f(fvi)li(w) ,  li(x) = ﬁ " 0<i1<n
=0 R
se obtendria,
b . b
[p@dn=3 1) [1i(z)de=
/ =0 J
—b-0) Y f@) |7 [k
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La aproximacion sera
b n
/f (z)dz ~ (b—a) Zwif (x;) siendo
a =0

b

1
w; = b_a/li(x)dw

a

Este tipo de cuadratura se dice que es una formula interpolatoria.
Los puntos w; se denominan pesos y los puntos x; son los nodos de

la férmula de cuadratura.
\_

Ejemplo 5.1. Se considera la funcién f(x) = e~ elintervalo [0,1] ylos 4
nodos siguientes zg = 0,z1 = 1/3, 22 = 2/3yx3 = 1.Calculalaférmula
de cuadratura.

Se tendra

~1/9 —4/9 1

— 2 J—
e ¥ dr ~ wy,e + wie + wqe + wse

o —_

donde

o — 1 o) das :(:c—l/3)(a:—2/3)(a:—1)
: / @ dr o= T ) (1)

(x—0)(z—2/3)(z—1)
1/3-(-1/3)(=2/3)




B ; S _(z—-0)(x—1/3)(z—1)
w2—0/l2()d b= s (/3 (-1/3)

_ 1 x)dz _(:n—())(g;—l/3)(x—2/3)
w3_0/13(>d Iy = T (2/3) (1/3)

y, por tanto,

1
2 1 3 3 1

/e"“’ dz ~ geo + ge_l/g + 56_4/9 + ge_l

0

2

Ejemplo 5.2. Demostrar que laférmula [ f (z) dz ~ 3f (0) + f (2) noes
0

de tipo interpolatorio.

En efecto, la férmula dada se podria escribir
2

3

[1@d=310 7@ = -0 310+ 572

siendo los nodos g = 0y x; = 2y los pesoswy = 3/2yw; = 1/2.
Sifuera de tipo interpolatorio, se tendria que cumplir wy = 3/2 pero

2 2
ST
2 —.’El
0 0 0

Por lo tanto, la férmula no es de tipo interpolatorio.

N | =
l\.')lr—l
|I
N | =
“th
DN o

Wy =
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De cara a obtener los pesos, resulta de utilidad el resultado siguiente.

Los pesos son independientes del intervalo siempre que se elijan
adecuadamente los nodos, esto es, estén relacionados por la
transformacion de [a, b] en [c, d| dada de la siguiente forma,

la,b] = [c,d]

d
77 —>t:c+b (z —a)

—a

Este resultado significa que si se cambia de intervalo [a,b] a [¢,d] y se
consideran los nodos z; en [a, b] y t; en [c, d] relacionados de la forma

siguiente:
d—c

b—a(xi_a)

ti:C‘i‘

se tendra que los pesos de la féormula interpolatoria en ambos casos
coinciden.

En efecto,
d b
o2 /T(t)dt 1 /l()d
Wi = i = 7 i (L) ax — Wj
d—rc
donde
Li(t) = ﬁ bt 0<i<n
' . ..1_tj
J=0 j#i




En el siguiente interactivo se muestra dos intervalos, [a,b] y [c,d] y
como estd vinculado el punto z en [a,b], en rojo, con el
correspondiente punto t en [c,d] que se muestra en naranja
considerando la correspondencia anterior.

Interactivo 5.2. Mapeo entre dos intervalos [a, b] y [c, d]

Ejemplo 5.3. Teniendo en cuenta el ultimo resultado y también el ejemplo
5.1, escribir la formula de cuadratura en cualquier intervalo [a, b]
considerando cuatro nodos equiespaciados siendo el primero a y el Gltimo

b.

Por el resultado anterior, los pesos w,, w;, ws, w3 coinciden con los
obtenidos para el intervalo [0, 1] considerando 0, 1/3,2/3 y 1. Teniendo en
cuenta el ejemplo 5.1, se ha visto que estos valores son

3 3 3

w1 = — wy = — w3 = —

8 8 8

1
8

Wo =
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Por lo tanto, la férmula de cuadratura para una funcién f y un intervalo
[a, b] tomando cuatro nodos equiespaciados e incluyendo los extremos es

ff Jdo ~ (b= a) [§f (@) + }f (e + 55%) +
+3f (a+252) + 17 )]

Se mostrard mas adelante, que esta férmula de cuadratura, recibe el
nombre de formula 3/8 de Newton-Cotes.

Posteriormente, se vera que el calculo de los pesos w; se puede obtener de
otra forma mas sencilla sin requerir integrar los polinomios base de Lagrange.

5.2.1 Grado de exactitud

Para calcular la calidad de una férmula de cuadratura se define su grado
de precisién o exactitud.

\
Una formula de cuadratura tiene grado de exactitud n > 0 si
calcula exactamente la integral para cada polinomio de grado
menor o igual que n, pero no es exacta para al menos un polinomio

degradon + 1.

Esto significa que para cada polinomio ¢g(x) de grado menor o igual
qgue n, el valor de la integral y el valor que devuelve la formula de

cuadratura coinciden, esto es, se cumple
b

[a@dz=-a) Y wiae)

a



Una féormula de cuadratura de tipo interpolatorio

b n
/f(w) do (b— )Y wif (@)

tiene grado de exactitud mayor o igual an.

Ejemplo 5.4. Comprueba que la férmula

/f(a:)da:~2f(1)+2f(3)

tiene orden de exactitud o precision 1.

Se vera que es exacta de grado n = 1. Se puede comprobar que es exacta
para f(z) = 1,

4
/1dm:4:2—|—2
0

Es exacta también para f(z) = =

4
16
/$d$:7:2—|—2-3

0

Por lo tanto, es exacta para todo polinomio de grado menor o igual que 1.

Sin embargo, deja de ser exacta para f(z) = z*

4
64
/w2da::?7é2-12—|—2-32:20
0

Por lo que su grado de precisién es exactamente uno.
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5.3 Férmulas de cuadratura de Newton-Cotes

Se analizara en este apartado las formulas de cuadratura de Newton-
Cotes que son de tipo interpolatorio donde los nodos {zg, z1, ..., Z, }
son equidistantes. Se consideraran Unicamente las férmulas cerradas
de Newton-Cotes que son aquellas en las que los nodos incluyen los
extremos del intervalo donde integrar, esto es, [a, b] = [z, ;).

\

Se llama formula de Newton-Cotes, también formula cerrada de
Newton-Cotes, a aquella férmula de cuadratura numérica de tipo
interpolatorio, donde los nodos vienen dados por la expresion

b —
zij=a+jh, 0<53<n , h= a

n

Es decir, se tienenn + 1 nodos equidistantes
=2, < T <Xy <.<xp=0">

hZCI?j—JIj_l j:].,...,’n,

Interactivo 5.3. Intervalo [a, b] conn + 1 nodos equidistantes



Dados los nodos x; para ¢ =0,1,...,n, y teniendo en cuenta la
exactitud de la férmula para polinomios de grado menor o igual que
n, los pesos de las formulas de Newton-Cotes se pueden determinar

resolviendo el siguiente sistema de n + 1 ecuaciones con n + 1
incognitas:

b n
/zz:kd:c—(b—a)E wizt k=0,1,..,n
—_ J .7 —_ 9 9 ey
a j=0
Este sistema tiene una Unica solucién ya que la matriz de

coeficientes es de Vandermonde.

Como este método puede ser numéricamente inestable, no es aconsejable
para valores de n grandes.

Ejemplo 5.5. Deduce la férmula de cuadratura cerrada de Newton-Cotes
en [a, b] con cuatro nodos. Escribe el sistema de ecuaciones que permitiria

calcular los pesos. Compara con el resultado del ejemplo 5.3.

El sistema a resolver es el siguiente,
b

1
flz)=1 b_a/dm:wo—I—wl—i—wz—I—wg

. b

f(z)== — /:cdx =WoTo + W1x1 + W22 + W3T3
. b

f(z) = — /:132(133 =WoTf + WIT] + WrT) + WIT}
. b

f (:13) = ;1;3 b a /:133dzc :wo:cg + wlw‘i’ + wzwg + w3£13§
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En forma matricial, el sistema se puede escribir,

1 1 1 1 Wo 1

T, Ty Ty T3 wi | | (b—a)/2
ORI I R s
3 =3 3 3 ws (b— a)3/4

Para obtener el valor de los pesos se puede considerar por ejemplo el
intervalo [0, 3] y los nodos xqg = 0,2, = 1,25 = 2y 23 = 3 yaque, como se
ha visto anteriormente, el valor de los pesos es el mismo siempre que en un
intervalo se consideren como se indicaba para [a, b|.

Resolviendo el sistema, se obtiene wp = 1/8, w1 = 3/8, w2 = 3/8y ws =
1/8. El siguiente codigo Matlab/Octave permite resolver el sistema.

x=[ 115

format rational
A=x.7[0;152;3];
%También x.~([0:3]")
b=[1;3/2;3;27/4];
pesos=A\b

5.3.1 Calculo de las formulas de cuadratura Newton-
Cotes cerradas

Se muestra a continuacién las primeras formulas de Newton-Cotes
tomando diferentes nimeros de nodos =z, xi, .., x,. Para ello, se
utilizard que el célculo de los pesos no depende del intervalo
considerado siempre que se tomen los nodos equidistantes en dicho
intervalo y se consideren los extremos del intervalo de integracion.
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5.3.1.1 Primera férmula de Newton-Cotes (n=1)

En este caso se consideraran dos nodos en el intervalo [a, b], esto es,
xo = ayx; = b. Laférmula de cuadratura sera de la forma,

b
/ f (@) de ~ (b— a) [w.f (a) + w1 f (b))

Para calcular los nodos se puede tomar por ejemplo [a,b] = [0,1] y
aplicar que la férmula de cuadratura es exacta al menos de gradon = 1
, es decir, es exacta para f(z) =1y para f(x) = z. Resolviendo el
sistema 2x2, se obtiene w, = w; = 1.

Laféormula de cuadraturaparan = 1es

b
[#@de~ 32 [ @)+ £ 0)

Esta formula de Newton-Cotes de dos puntos se llama formula del
trapecio.

Observad que el polinomio interpolador que pasa por dos puntos es la
recta que pasa por dichos puntos, de ahi el nombre de la formula de
cuadratura.

1}

Figura 5.2. Regla del trapecio
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En la siguiente escena interactiva, se muestra la aproximaciéon que da la
regla de los trapecios, segun la funcidn y el intervalo que se introduzca

|
[ ]
e b luecon

T Eep—— an m b= Ee 5, R, fhcks pjay- &2 o

La farmula del trapecio

I
Wi s Wl Psd -

Pari aprngenar i inkegrn) difinizn me {2 on el irccreiio
la, bl =& sonsidera I=imedral cel seqmeanc gue ue os
puunbies fa, f .

S e Erln e

i . | |
| 7t = (2 it =0-6ana .. : .
Hona® Fl valor de aireagsal as0 fAE7AT

Interactivo 5.4. Método del trapecio. Escena tomada de Ia’unidad Integracion Numérica.
Proyecto Un100. Autora: Elena E. Alvarez

5.3.1.2 Segunda formula de Newton-Cotes (n=2)

En este caso, el nimero de nodos equidistantes en [a, b] es 3, y séran
los puntos siguientes: ¢, = a, x; = “T“’ y o = b y la formula de
cuadratura es

a+b

/b f(@)dz ~ (b—a) [wof (@) + o f ( ) oo (b)]

Para determinar los nodos, se puede considerar el intervalo [a,b] =
[—1,1] y resolver el sistema de 3 ecuaciones con tres incognitas que
resulta de aplicar que la féormula de cuadratura es exacta para f(z) = 1

(@) =2y f(z) = 2%
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W1 =

[ I

Los valores de los pesos obtenidos serian w, = wy =

Laformula de cuadraturaparan = 2 es

/bf(m)dm (b—a) [f<a>+4f(“+”) +f(b)]

6 2

Estareglasellama regla de Simpson.

Figura 5.3. Regla de Simpson

[SUI) )

En la siguiente escena interactiva se puede analizar las aproximaciones
de la cuadratura introduciendo la funcién y el intervalo. Se puede ver
gue la aproximacién es mejor cuanto menor es la longitud del intervalo.

Farmula de Simpsan

1
mw R W

|
B

M= wppimen 1 [HSL = &y Lol - == reite
& n
Laimcpa Fh-ide ke lhencirwvak =, b wede
e ! g Y My T T PR T IR
AR 2 A0S N R
HEREH .f.'qh

4
{paieb N [T
KL 1L ]

Find L

I ba
..IJ Iphem

1 ikeaed |:"';::. U Rl P & P

Fuim Elvslor ce gineys sl C2EY

Interactivo 5.5. Regla de Simpson. Escena tomada de la unidad Integracion Numérica.

Proyecto Un100. Autora: Elena E. Alvarez
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5.3.1.3 Tercera formula de Newton-Cotes (n=3)

En este caso el nimero de nodos equidistantes que se considera en el
intervalo [a, bl es4:zg = a, 1 = a+ 5%, 2y =a+ 252 yz; = byla
férmula de cuadratura es

/b Fl)dom (b= a) [wnf (@) +enf (2252 +

ranf (252 +enf 0)

Para determinar los nodos se considera el intervalo [0, 3] y se resuelve

el sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas asociado, obteniendo w, =
1 3

Wy — g,wl = Wy = s

La féormula de cuadraturaparan = 3

/bf(x)dm
N (b;a) lf(a)+3f <2a3+b)+3f (ag%) +f(b)]

Esta formula se llamaregla de los tres octavos.

Figura 5.4. Regla de los tres octvavos
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Se puede observar que los pesos en estas férmulas de cuadratura
son simétricos, es decir, el primero es igual al dltimo, el segundo es
igual al penultimo, etc.

De forma analoga, se pueden obtener las férmulas de Newton-Cotes
cerradas paran desde 1 hasta 6 que se muestran a continuacion.

et
O

Farmulas de Newton-Cotes Cerradas

Regla Trapezoidal {n = 1)
JECTTAA I

Regla de Simpson (n=12)

[ rerae=® 2 i var(*1) 4 100
Regls 38 (n =3

[ reereet 2w vap (24 %) eap () 5 s

Regla de Milne o Bogle-Villarceau (n = 4)

[ e e v () erap (38 s (%) s
n=3)

fﬂ:}d.r & u[lﬁﬂa]i?ﬁf(hiﬁ}iﬁﬂf(hl?ﬁ) auf(’“‘%)mj[““) 195(8)]

Regla de Weddle o Hardy [n = ]

o (<3 ) () v () 42):

r:]ﬁ_{(" ,_55} A1 f{H)]
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Ejemplo 5.6. Obtén con Matlab la aproximacién de la integral

™
f esent sz dx utilizando la regla de los tres octavos (n = 3).
0

Considerando f(z) = e®"* % el valor que aproxima a la integral es

™

/esenwcoswdm ~ g (f (0) + 3f (g) +3f (%T) +f(7r))

0

format long

f=@(x) exp(sin(x).*cos(x));

a=0;b=pi;

%Regla tres octavos

h=(b-a)/3;nodos=a:h:b

coef=[ 1;

valor=sum(f(nodos).*coef)*(b-a)/8 %3.365958987799939

Ejemplo 5.7. Escribe una funcién Matlab/Octave que calcule, dada una
funcion f y el extremo inferior y superior del intervalo, la aproximacion

mediante la formula de los tres octavos. Calcula con ella la aproximacion
de laintegral del ejemplo anterior.

valor=TresOctavos(f,a,b)
h=(b-a)/3;
nodos=a:h:b
coef=[ 1;
valor=sum(f(nodos).*coef)*(b-a)/8;

Para llamar a la funcion, se utilizara el siguiente codigo,

fun=@(x) exp(sin(x).*cos(x));
aprox=TresOctavos(fun,9,pi)
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5.3.2 Error en la formula de cuadratura de Newton-
Cotes.

En este apartado se analizara el error de la aproximacion, es decir, la
diferencia entre el valor exacto dado por la integral y el valor
aproximado que se obtiene con la férmula de Newton-Cotes

b n
E:/f(m)d:c—(b—a)zwjf(ivj)

A continuacién se presenta la expresion del término del resto para

algunas de las féormulas cerradas de Newton-Cotes vistas en el
apartado anterior, considerando h = ”_T“ Algunas de estas

expresiones del resto se demostraran en el apartado siguiente.

et

Formuisc de Hewion-Cobtes Carmadac

Fisgis Trapazoidal

[ reee =i o w0

Fingls ca Bmpcon

T T o AT Gl R S )

Fsgls 358

[orete b tuear (0 ) ear(S®) o ol e
Fegle da Mine o Eoole-Vlliarosa

[ () () (%) o e 0
Fegla cs Weddls o Handy

JI:.‘IFH‘ IImu. i flal + "‘I[Hum} "’ﬂ[m:I .j 'inf[.;.} ¢ m‘[l-:”}.

ak¥
14081

!I!f[‘ "'H'} & A1k ™
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Se puede observar que el error que se comete en la aproximacion
para las distintas formulas de cuadratura, depende de |la separacién
entre los nodos, h. Ademas, como la potencia a la que estd elevado h

es mayor cuanto mayor es el nimero de nodos, al disminuir el valor
de h es esperable que el error sea menor.

Ademas, teniendo en cuenta la expresién del error, se puede
comprobar que el grado de precision de las férmulas cerradas de
Newton-Cotes esn + 1 cuando n es pary es n cuando n es impar.

/2
Ejemplo 5.8. Dada la integral f ese™(@) dx. calcula el valor aproximando
0
utilizando la regla del trapecio. Obtén también una cota del error de dicha

aproximacion.
En este caso, f(z) = e*™%),a = 0,b = /2y la aproximacién utilizando la

férmula de los trapecios sera
/2

/ e da ~ 2 [ (0)+ £ (r/2)] = 7 | + e/ ~ 2.9203
0
Se cumple,
/2 5
B= [ o= L(F0)+ 1 (n/2)= 57 5f © €€l

0

Las derivadas de f son
f' (x) = cos (z) e*™@)

" (z) = cos? (z) e*™®) — sen (z) e*"®)




Por lo tanto, una cota sencilla de calcular de la derivada segunda podria ser:
|f" (z)| < 2e. Utilizando la expresion del error, una cota de la aproximacion
sera entonces,

3

3

T e
Fl=|—— < — =~ 0.642
|E| | 96f (5)‘_ 13

La cota obtenida es muy grande, por lo que no permite determinar la
bondad de la aproximacion. Matlab/Octave da como aproximacion
utilizando el comando integral el valor 3.104379017855555.

Ejemplo 5.9. Encuentra una cota del error de la aproximacion de la integral
1

[ log (1 + €®) dz con laregla de los trapecios.
0

Setiene f(z) =log (1 + e*),a = 0yb = 1.Dado que

! . e’
flw) = o
" e (1+4e*) —e®e” B e*
f (w) - (1 +e$)2 - (1 +€$)2

Teniendo en cuenta que la derivada segunda tiene un maximo en el punto O,
una cota del error podria ser

Shre|sgg  €eby

Este valor es aproximadamente 0.0208. El valor de la aproximacién seria:

1

/log (1+¢€")

0

log2 +1log(1+e)

~ 1.0032
2

(F(0)+f (1) =

l\DIr—l

El valor que devuelve Matlab/Octave como aproximacion utilizando el
comando integrales 0.983819037020661.

251



5.3.3 Deduccion de la expresion del error de la formula
de cuadratura

El siguiente resultado da una expresion del error asociado a una
formula de cuadratura de Newton-Cotes cerrada.

Seconsiderah = =2y7 (t) =t(t—1)...(t — n).

e Sines impar y la funcion f es n + 1 veces derivable con
f(**1 continua, entonces existe ¢ € [a, b] de forma que el
error de la férmula viene dada por

n
hn—|—2

o (n+1 T
R (5)0/ (6

o Sinesparylafuncién f esn + 2 veces derivable con f(*+2
continua, entonces existe £ € [a, b] de forma que el error

de la férmula viene dada por
hn+3

E:( oy 72 g)/m(t)dt

Segln este teorema, si n es par, el grado de precision de la férmula
de Newton-Cotes es n 4+ 1. Cuando n es impar, el grado de precision
es n.

La expresion del error se puede escribir de la siguiente manera;

C,h" 2 f( 1 (£)  sinimpar
E= C,h"3 42 (&) sin par
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donde la constante C,, tiene el siguiente valor:

ﬁ/t(t—l) (t —2)...(t —n)dt sinimpar
m/t2(t—1) (t—2)...(t—n)dt sinpar

Por lo tanto, el error de la féormula de cuadratura de Newton Cotes
se puede escribir como E = C,h™ ! f(™ (¢) siendo

n+1 st n impar
. m =

n+ 2 si n par

e (), unaconstante dada por la expresion anterior

e (€ ]a,b].
Se determinard seguidamente el valor de las constantes C,, para las
primeras formulas de Newton-Cotes.

5.3.3.1 Error en la féormula del trapecio (n = 1)

Se considera la formula de Newton-Cotes paran = 1, que es impar. Se
tomam = n + 1 = 2.Se tiene que

b—a

(f (a) + £ (b))

Para determinar C1, se considera la funcion f(z) = (z — a)™ = (z —
a)?.
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Para esta funcidn se tiene que por un lado se cumple

y por otro
b—a _b-a 9 _(b—a)?’_h?’
— (F@+FO)= 5= (0+G—a) =25 = =
Por lo tanto,
n h3 h3
C,h? = — — —
O = -
como f (€£) = 2, setiene,
oo 111
3 2 6
o _ 1
T2

Se cumple entonces
b

"

[@de =32 @)+ £ O) - 547 ©

para alglin valor de £ en [a, b].



5.3.3.2 Error en la férmula de Simpson

Se considera la formula de Newton-Cotes para n = 2 que es par, se

tomam = n + 2 = 4. Se tiene que

E—/bf(mdx—bT“ r@+ar (57) + 1)

E =C,h°f" (€)

Para determinar C5 se considera la funcién f(z) = (z — a)™
a)4. Se tiene que por un lado se cumple

b
i, 1 5 _ (2h)°
/(:c—a)d:r:—g(b—a) ==

a

y por otro ;
b— 2h
Sl0+4-n+(2n)"] = = 20
Por lo tanto, s -
, 2°h 20h
C h5 ) — .
W (€)= - - =
es decir, -
2 20 4 1
410y = — — — = —— = (Oy=——
5 3 15 90

Se cumple entonces

/bf(a:)d:c: b-a {f(a)+4f ("’*b) +f(b)] +E

6

1 .
E = —%h5f(“’ (£) para algtin valor de & € [a, b]
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5.3.3.3 Error en la férmula de cuadratura 3/8

Se considera la formula de Newton-Cotes paran = 3, que es impar y se
tomam = n + 1 = 4. Se tiene que

E—/bf(x)d:c—

“;“)k@w+3f<%;”)+3f(“§%)+faﬂ

E =Csh° 1 (¢)

Para determinar Cj se considera la funcion f(z) = (z — a)™ = (z —
a)?*. Se cumplira

b
i, 1 5 (3h)°
/(:c—a)d:r:—5(b—a) ==

a

% [0+3-Rr*+3-(2r)" + (3h)%]

_99K°

Por lo tanto, o
E=Csh5f4(¢) = I—Ohf’

-9 3

410y = — = = ——
Cs 10 Cs 80
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Se cumple

(b;a) lf(a)+3f (2a;b) +3f (az%) +f(b)] +E
E = —%h‘:’f(4 (€) para algin valor de ¢ € [a, b

5.4 Formulas compuestas

Cuando la distancia entre los nodos aumenta, el error que se comete,
de forma general, también aumenta considerablemente. Para conseguir
una mejor aproximacion, se puede dividir el intervalo [a,b] en N
subintervalos y utilizar una férmula de cuadratura en cada uno de los
subintervalos. Por linealidad de la integral, se tendra

/aif(a:)da:

;-1

b N
a=0a, <a1<..<an=>b |, /f(w)dwzz
J i=1

La aproximacién de las férmulas compuestas consiste en aplicar una
formula de cuadratura en cada subintervalo [a; 1, o).

5.4.1 Regla del trapecio compuesta

En este caso, la formula quedaria de la forma siguiente, teniendo en

cuenta que la longitud de cada subintervalo es

b—a
N -

[ 1@ te~C DS g @)+ 7 @)

a
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b

[ 7@ e O @)+ 27 (a0) + o+ 2 () + F (o)

2N
a
La cuadratura del trapecio compuesta consiste en aproximar una
integral en [a, b] utilizando N trapecios. En primer Iugar se divide el
intervalo en IN subintervalos de longitud h = N Despues de
aplicar en cada uno de ellos la férmula de cuadratura de los
trapecios se obtiene
/ fa)de ~ ¢ [£(a) +2f(a-+ B) +2f(a-+ 20) + .. + F(B)
A
&7
. L
Practicando
A praximE eSS .,Irn'ﬂ:x!du = : o AR i o AENEEE = 2
= h= : n.Is :“ Shoe aprosirackin  E Taapsen w

Lefine el conjunte ce puntos = ¥

euidistines o, 2 oKy Hy= 1 i Wt

e la ionma W= 026 i "

#o=u kb % \‘-' 4
signdo kun ndmera nazural i e i -"""x
dusde O bt n w TE n A
o .
B

Irodues 125 valores de lBs ! y "’,

ordenadas correspondientes s & ’." »

a hos anlos o, LR 2

Purdrs gensrar peins dsing £ & :

a partir de una funcicn 3 L

Puksaricdo subre af Dolan o a2 s & 1

ZRNerar daros. COTmarar

Interactivo 5.6. Formulas compuestas. Escena tomada de Integracion Numérica.
Proyecto Un100.. Autora: Elena E. Alvarez
Ejemplo 5.10. Utilizando la regla del trapecio compuestacon N = 5,
/2
aproxima el valor de la siguiente integral [ \/zlog (sin (z)) d.
1
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Se define una funcién que calcule la regla de los trapecios compuesta.

valor=TrapecioCompuestal(f,a,b,N)
%Aproxima la integral de f en el intervalo [a,b]
h = (b-a)/N;x=1linspace(a,b,N+1);I =
k = [1:N]
I =1+ f(x(k))+fF(x(k+1));

)

valor=I*h/2;

También se podria escribir esta funcion de la forma siguiente.

valor = TrapecioCompuesta(f, a, b, N)
%Aproxima la integral de f en el intervalo [a,b]
%susando la regla compuesta de los trapecios

h = (b-a)/N;x=1linspace(a,b,N+1); %Tambien: x=a:h:b;
valor = h/2*(f(a)+f(b))+h*sum(f(x(2: -1)));

Para utilizar la funcion y calcular de forma aproximada la integral pedida:

f=@(x) sqgrt(x).*log(sin(x))

%Regla compuesta de los trapecios con N=5
TrapecioCompuesta(f,1,pi/2,5)
%-0.034825244439641

%Con comando integral Matlab: -0.034221721637133

Una cota del error en la aproximacién utilizando la regla compuesta
del trapecio considerando N subintervalos sera

con M = max |f" (c)|

M-N(b—a 3_ M- a)®
a 12N?2 ce(a,b)

12 N
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s
Ejemplo 5.11. Considera la integral f ese™@) dz usando la regla del
0

trapecio compuesta considerando N = 8 intervalos. Calcula el valor
aproximado y una cota del error de dicha aproximacién.

Una cotadel error es:

M®b-a)’ Mn® ,
= doM =
12N? 1o g StendoM = max | f7(c)]

Teniendo en cuenta que,
f (z) = —e**™ cosz
f” (ZL’) — esenxcos2$ — 5" gonx

aplicando la desigualdad triangular y que el seno y coseno toman como
maximo el valor 1, se tiene M < 2e. Una cota del error de aproximacion

serd entonces

3

TR 2¢ ~ 0.2194

El valor aproximado de la integral seria:

™

/ g s T (0) 4+ 2f () + o+ 2f (7 h) + f ()

0

tomando h = 7 /8. Para realizar el clculo, el codigo Matlab/Octave a
utilizar es el siguiente.

f=@(x) exp(sin(x));

%Regla compuesta de los trapecios con N=8
valor=TrapecioCompuesta(f,9,pi,8)
%6.183057933280413

%Con comando integral Matlab: 6.208758035711110




Ejemplo 5.12. Encuentra el nimero de subintervalos, IV, para que el error

de cuadratura con laregla del trapecio compuesta en el caso de las

siguientes integrales sea menor que 104,
2

(a) j/eﬁ2dx (b) jicos(ww2)dx
0

0

Apartado a) Si se llama M ala cota de la derivada segunda de f(z) = e” en
el intervalo [0, 2], lo que nos piden es encontrar N de forma que

(b-a)’ i
—M<1
12N?2 =10
Estoes
(b—a)’ 5 (b—a)’
ﬁM < N“& N> —
12-10 12-10

Setienea = 0,b = 2y M = 18e*yaque

7 (z) = 2ze™
F' (z) = 2¢% + da?e” = (2 + 42?) e”

Para conseguir el error pedido, bastaria tomar tomar N = 2560 y el valor
de laintegral seria:

f=@(x) exp(x.”2);

%Regla compuesta de los trapecios con N=2560
valor=TrapecioCompuesta(f,9,2, )
%16.452638873526805

%Con comando integral Matlab: 16.452627765507231
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Apartado b). Si se llama M a la cota de la derivada segunda de f(z) =
cos(mx?) en el intervalo [0, 1], lo que nos piden es encontrar N de forma
que
(b—a)’
12N?2

M <10

Setienea = 0,b =1y M = 27 + 47* yaque

f (g;) = sen (71':132) 2mx )
J" (@) = — cos (ma?) (2mz)” + sen (na?) 2

Luego,

13
N>\/— 271 + 472) ~ 195.28
= Vigiggr AT

Por lo tanto, se puede tomar N = 196 para obtener la aproximacién con el
error dado.

f=@(x) cos(pi*x.”2);

%#Regla compuesta de los trapecios con N=196
valor=TrapecioCompuesta(f,9,1, )
%0.373982833304262

%Con comando integral Matlab: ©.373982833415732

5.4.2 Regla de Simpson compuesta

En este caso, si se divide el intervalo en N subintervalos y se aplica la
regla de Simpson compuesta a cada uno de ellos, se tendra:

> (G2 [+ ar (552) 4 1 (@]

i=1

Q




La cuadratura de Simpson compuesta consiste en aproximar una
integral en [a,b] dividiendo el intervalo en N subintervalos de

longitud h = I’_T“ y aplicar en cada uno de ellos la regla de Simpson.
En este caso se precisarian 2N + 1 nodos, equidistantes a distancia
h/2, de la forma x; =a+ih/2, 0 <i<2N y la féormula de
cuadraturasera

b
/ f(z)dz ~ %[f(wo) +4f(x1) +2f(x2) +4f(x3) + ...

e+ 4f (z2v—1) + f(z2n)]

Practicando
x wim. A B Tk Fjn = o 6 Wiitzas s Sl L
Aproximamas: r x = a0
p J,, toa i 3
h= n2& = ElKe apreadmacy FSkepson w
Crefing el conjurio de puridoe e ¥
equidistantes =, 5, . .. %) %o D 1 we "
e la lorma; . x,= (.25 a4 i
#oH tkh
) 5= D6 b
ssendao k un ndrmers natural e
tesde 0 histin, ¥~ 0TS 15
x' 1 5 ms
Introduce ns valores de (a5 :
ardenadas covespondienies et
LIS pUnlos A, Ky, .. 8
Pusres generar 8505 dams Gengrar Datns =
a paErtin de una tuncion - v

pulsando sobre el buwry i u o b free 1

Ganerar datos. Sam pardr valores

Interactivo 5.7. Férmulas compuestas. Escena tomada de Integracién Numérica.

Proyecto Un100. Autora: Elena E. Alvarez

Ejemplo 5.13. Aproxima utilizando la regla de Simpson compuesta con
w/2

N = 5elvalor delasiguiente integral [ +/zlog (sin (z)) d.
1
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Se define una funcién que calcule la regla de los trapecios compuesta.

valor = SimpsonCompuesta(f, a, b, N)
%Aproxima la integral de f en el intervalo [a,b]
h=(b-a)/N;
x=linspace(a,b,2*N+1); %También x=a:h/2:b
valor=(h/6)* (f(x(1))+ 2*sum(f(x(3:2: -2)))+
*sum(f(x(2:2:end)))+f(x(end)))

Para utilizar la funcion y calcular de forma aproximada la integral pedida

f=@(x) sqrt(x).*log(sin(x))

%Regla compuesta de los trapecios con N=10
SimpsonCompuesta(f,1,pi/2,5) %-0.034221742037540
%Con comando integral Matlab: -0.034221721637133

Ejemplo 5.14. Para simular las caracteristicas de los frenos de disco, se
tuvo que aproximar numéricamente la temperatura exterior promediada
del drea, T', en el cojin del freno, basandose para ello en la expresion

fT (r) rO,dr
T ==

[ r6pdr

Te

donde r. = 0.308 pies, rp = 0.478 piesy 8, = 0.7051 radianes. Si las

temperaturas se obtuvieron en varios puntos del disco como muestra la
tabla, se pide calcular la aproximacion de T'.

r 0.308 0.325 0.342 0.359 0.376 0.393 0.410 0.427 0.444 0.461 0.478
(pies)

T(r) 640 794 885 943 1034 1064 1114 1152 1204 1222 1239

Tabla 5.2. Tabla de valores de la temperatura en funcién de los radios
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Considerando los datos del ejercicio se trata de calcular la siguiente
expresion
0.478
J 0.7051 T (r)rdr
0.308
T= 0.478
j‘ 0.7051 rdr
0.308

Haciendo los cdlculos con Matlab/Octave la temperatura es
aproximadamente 20.603°F.

r=[

5
T=[

%E1l numero de subintervalos es N=5

%E1l numero de nodos es 11=2*N+1 con N=5 subintervalos
%Aplicando la férmula de Simpson compuesta se
%obtienen los siguientes valores

a= ;b= ;N=5;h=(b-a)/N;%Longitud de cada
intervalo

%donde se aplica Simpson

f= W o MRS

I1=(h/6)* (f(1)+ 2*sum(f(3:2: -2))+
*sum(f(2:2:end))+f(end));

8= *r;

I2=(h/6)* (g(1)+ 2*sum(g(3:2:end-2))+
*sum(g(2:2:end))+f(end));

%El valor de la temperatura es
T=I1/12 %20.602700006958784

La funcion Matlab/Octave que se han definido para obtener la
aproximacion de una integral definida mediante una férmula de
cuadratura compuesta puede adaptarse para que en lugar de la
funcién f se consideren los vectores z, f(x) y pueda aplicarse

cuando los datos vengan tabulados.
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Si se considera M el maximo del valor absoluto de la derivada cuarta
de la funcién en el intervalo (a, b), una cota del error en la férmula
de cuadratura de Simpson considerando IV subintervalos es,

Bl < N.M<b—a>5_M(b—a)5

90 \ 2N /  180(2N)*

Ejemplo 5.15. Considera la integral f ese™(@) dz y calcula el valor
0

aproximado usando la regla compuesta de Simpson tomando N = 8
subintervalos. Da una cota del error de dicha aproximacién.

Para calcular el valor aproximado de la integral se considera el siguiente
cédigo.

f=@(x) exp(sin(x));
valor=SimpsonCompuesta(f,0,pi,8)

%6 .208757412287802
%Con comando integral Matlab: 6.208758035711110

Para aplicar la expresién de la cota del error, se tienea = 0,b = 7w, N = 8.
El valor de M se calcula acotando la derivada cuarta de la funcion f(z) =

sin(z)

e
f' (z) = —coszx *™*
f" (z) = €™ (—senz + cos’z)
f" (z) = "™ (2sin 2z + cos’x)
7 (z) = €™ (—cos’z — 2 cos (2z))

La derivada cuarta es menor que 3e, por lo que una cota del error es

M3 3ens
|E| < T < 1 ~ 2.14345e — 05
180(2 - 8) 180(2 - 8)




Ejemplo 5.16. Calculala siguiente integral
1

/ (1+ sen (2?)) da

0

utilizando la cuadratura de los trapecios compuesta dividiendo el intervalo
en N = 4 subintervalos. Da una cota del error de la aproximacion.

El valor aproximado de la integral se puede calcular con el siguiente cédigo

f=@(x) (1+sin(x.”2));
valor=SimpsonCompuesta(f,9,1,4)
%1.310248532388182

%Con comando integral Matlab: 1.310268301723381

En este caso, se tienea = 0,b = 1, N = 4. La derivada cuarta de la funcion
f(z) =1+ sen(z?)es

}‘:I((az))z 22:c cos((azc;) oo ()
f" (z) = —12z sen (z%) — 8:13g cos (z?)
o

U (z) = sen (z°) (162" — 12) — 4827 cos (z?)

Teniendo en cuenta que sen(z) y cos(z) son menores que 1y que |16z —
12|y |48z%| son menores que 4 y 48 respectivamente en el intervalo [0, 1],

la derivada cuarta puede acotarse por

— v <
M = max |f* ()| < 52

Se puede obtener un valor mas ajustado calculando el valor maximo de la
derivada cuarta en este intervalo que es aproximadamente 28.4283. Una

cota del error seria entonces:

92
|E| < —)4 ~ 7.052951388888888e — 05

180(2 - 4
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A continuacion, se incluyen algunos ejemplos en los que a partir de
ciertos datos tabulados, se realizan distintas aproximaciones del valor
de una integral utilizando férmulas simples o compuestas de
cuadratura.

r

Ejemplo 5.17. Estima el area de un canal subterraneo que transporta aire
del medio ambiente al interior de una nave, dicha seccion es simétrica a su
eje horizontal de 90 cm de longitud, se tiene como dato el registro de 5
medidas verticales espaciadas cada 15 cm, tal como indica la siguiente
tabla.

d 0O 15 30 45 60 75 90

Medidaencm. O 13 14 16 18 15 0
Se pide:

¢ Considerando toda la informacion, estima el area usando la regla
compuesta del método del trapecio.

e Estimael dreausando la férmula compuesta del método de
cuadratura 3/8.

e Estimael dreausando la férmula compuesta de Simpson.
e Sesabequeeldreaes0.241356m?2, ;qué formula de las utilizadas

anteriormente es mejor considerando el error absoluto y relativo?

E 90cm =

15ch 15c:m‘J 15cm | 15ecm | 15cm !15cm

R RS
dy do ds; ds ds

Figura 5.5. Datos ejemplo


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/images/ejemCuadratura.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/images/ejemCuadratura.png

Usando la regla compuesta del método del trapecio, se considera el
siguiente cadigo.

%Se utiliza la formula del trapecio compuesta
x=[0 15 30 45 60 75 90];
d=[0 13 14 16 18 15 0];
%Subintervalos N=6
h=15;%Longitud de cada subintervalo: 90/6
valor=(d(1)+2*sum(d(2:6))+d(7))*h/2
%0tra forma de obtener este valor
%aplicando trapecio a cada intervalo
I=0;
for k=1:6
I=I+(d(k)+d(k+1));
end
I*h/2

Para obtener el valor pedido, se debe tener en cuanta que la region es
simétrica 'y que el valor pedido se solicita en m?.

%Simetria de la region de integraciodn
areaA=2*valor;

%Como el resultado debe estar en m"2
areaTotalA=areaA*107-4 %0.228000000000000

El valor del 4rea es aproximadamente 0.228m?2. Utilizando la férmula 3/8, el
areaes0.2385 m2.

x=[0 15 30 45 60 75 90];d=[© 13 14 16 18 15 0];
%Subintervalos 2 (en cada uno cuatro puntos)
lonI=45; Il=d(1)+3*d(2)+3*d(3)+d(4);
I2=d(4)+3*d(5)+3*d(6)+d(7);

I=(I1+I2)*1lonI/8

%Simetria

areaB=2*I;

%Pasado a m"2

areaTotalB=areaB*107-4 7%0.2385
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Utilizando la féormula de Simpson, el cédigo para calcular el area es el
siguiente.

x=[0 15 30 45 60 75 90]; d=[0 13 14 16 18 15 0];
h=30;%Subintervalos 3 (en cada uno tres puntos)
I1=(d(1)+4*d(2)+d(3))*h/6;
I2=(d(3)+4*d(4)+d(5))*h/6;
I3=(d(5)+4*d(6)+d(7))*h/6;

valor=I1+I2+I3;

areaC=2*valor;%Simetria

areaTotalC=areaC*107-4 %0.24

Se analiza el error absoluto y relativo considerando el valor exacto dado.

areaExacta=0.241356;

format long

errorAbs=abs([areaTotalA areaTotalB areaTotalC]-
areaExacta)

errorRel=abs([areaTotalA areaTotalB areaTotalC]-
areaExacta)/areaExacta

% errorRelativol=abs((areaExacta-
areaTotalA)/areaExacta)

% errorRelativo2=abs((areaExacta-
areaTotalB)/areaExacta)

% errorRelativo3=abs((areaExacta-
areaTotalC)/areaExacta)

Los errores calculados, dan como mejor resultado la regla de Simpson.

%Error absoluto

0.013356 0.002856 0.001356

%Error relativo

0.055337344006364 0.011833142743499
0.005618256848804
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Ejemplo 5.18. Se considera:

e C(z) eslaconcentracién de una sustancia a profundidad z.
» A(2)eseldreade laseccion transversal a profundidad z en m?.
e H eslaprofundidad total.

La concentracion promedio de una sustancia que varia con la profundidad
se puede calcular de la forma siguiente,

{C(z)A(z)dz be’(z)A(z)dz
“m = Solumen total H
ot [ A(z)dz

0

Se pide determinar la concentracion promedio para H = 16 considerando
los siguientes datos:

z(m) 0 4 8 12 18

C(z)(g/m? 102 85 74 52 4.1

A(z) 982 511 196 0393 O

Utiliza al menos tres reglas de cuadratura.

%Calculo utilizando la férmula de los

%»trapecios compuesta

z=[ 15

c=[ 15

A=[ 1;

%Utilizando la formula de los trapecios compuesta (3
subintervalos)

h=4;

masal=
(c(1)*A(1)+2*c(2)*A(2)+2*c(3)*A(3)+2*c(4)*A(4)+c(5)*A
(5))*h/2;
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voll=(A(1)+2*A(2)+2*A(3)+2*A(4)+A(5))*h/2;
concentracion=masal/voll

%Calculo utilizando Simpson compuesta (2
subintervalos)

h=8;

I1=c(1)*A(1)+4*c(2)*A(2)+c(3)*A(3);
I2=c(3)*A(3)+4*c(4)*A(4)+c(4)*A(5);
masa2=(I1+I2)*h/6;

I3=A(1)+4*A(2)+A(3);

I4=A(3)+4*A(4)+A(5);

vol2=(I3+I4)*h/6;
concentracion2=masa2/vol2

%Formula utilizando n=4 (5 nodos) Regla de Millne
h=16;

pesos=[ 1;
masa3=sum(pesos.*c.*A)*h/90;
vol3=sum(pesos.*A)*h/90;
concentracion3=masa3/vol3

Ejemplo 5.19. Un bloque se desplaza sobre una superficie plana por efecto
de una fuerza cuya magnitud y el angulo que forma con la horizontal,
varian en funcién de la posiciéon que va tomando el bloque.

Debido arestricciones experimentales, solo se ha registrado la siguiente
informacion:

x (m) 0 2.5 5 10 125 15 20 25 30

F(x) 0 6 9 13 135 14 105 12 5
(Newton)

0(x) 05 076 14 075 057 09 1.3 148 1.5
(radianes)

Calcula el trabajo (W) realizado por el bloque en su recorrido
considerando toda la informacion recogida en la tabla.




Se trata de calcular laintegral siguiente:
30

W = /F(w)cos(é’(m))dw

0

Teniendo en cuenta la separacion de los nodos, la integral entre O y 30 se
puede descomponer integrando entre Oy 5, entre 5y 10, entre 10y 15y

entre 15y 30. Se utilizara:

e EnOy5,seconsideraralareglade Sipmson 1/3
e En5y10,seconsideraralaregladel trapecio
e En10y 15,seconsideraralareglade Simpson 1/3

e En15y 30,seconsideraralaregla 3/8

%»Datos

x=[ 5

F=[ 13

theta=[ 1;

%Funcion a integrar
fxint=F.*cos(theta);

%En [0, 5] Regla de Simpson

lonl=5;
I1=(fxint(1)+4*fxint(2)+fxint(3))*1lonl/
%En [5,10] Regla del Trapecio

lon2=5;

I2=(fxint(3)+fxint(4))*1lon2/

%En [10, 15] Regla de Simpson 1/3
lon3=5;
I3=(fxint(4)+4*fxint(5)+fxint(6))*1lon3/
%En [15, 30] Regla 3/8

lon4=15;
I4=(fxint(6)+3*fxint(7)+3*fxint(8)+fxint(9))*1lon4/
%E1l Trabajo en [0, 30]

W=I1+I2+I3+I4

%Solucion W=135.3398
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5.5 Métodos adaptativos

En Los métodos compuestos se considera que la longitud de cada
subintervalo es siempre igual, por lo que no se tiene en cuenta el
comportamiento de la funciéon. En este apartado se mostraran métodos
en los que se realizan subdivisiones del intervalo con mayor error
estimado hasta alcanzar una tolerancia establecida. Asi, dependiendo
de la funcién, puede ser conveniente utilizar subintervalos mas
pequenos donde haya mas variabilidad de la funcién.

En estos métodos adaptativos se estima el error cometido en la
aproximacién de la integral en un intervalo de forma que permita
decidir si hay que dividirlo para conseguir una determinada
precision.

5.5.1 Cuadratura adaptativa trapecios

En primer lugar, se calcula la aproximacion I de la integral de f en
[a, b] mediante la cuadratura de los trapecios.

Ademas, se considera I, la aproximaciéon de la integral utilizando la
regla del trapecio compuesta con N = 2 siendo E el error de esta
aproximacion.

Se tendra:



Si se considera I, como valor de la integral, y se supone que f”(£1) ~
f"(£2), restando las dos expresiones anteriores, una estimaciéon del
error seria

L — L] ~ |E — 4| = |3B]

Q

E| ~ |- (I — 1)

1
3

Teniendo en cuenta esta estimacion del error, se puede establecer un
método recursivo para calcular la integral de f en [a, b] con un error
inferior a un valor dado. El método consiste en aplicar los siguientes
pasos.

e Se calcula I; e I, es decir, la aproximacion de la integral

utilizando respectivamente la férmula de los trapecios y la
férmula de los trapecios compuestacon N = 2.

e Si la estimacién del error, E, es menor que la tolerancia
establecida, se devuelve el valor de I> con la estimacion del
error.

e Siestaestimacion del error es mayor que la tolerancia, se repite

el proceso en cada subintervalo [a, 2] y [%2, b] permitiendo

en cada uno de ellos solo la mitad de la tolerancia.

Se puede observar que una estimacion del error si se tomara como
valor de la integral el valor de I; es decir, utilizando la cuadratura de

los trapecios en [a, b], serfa | 3 (I, — I1)|.

En esta estrategia la tolerancia se reparte equitativamente entre
todos los nuevos subintervalos, sin embargo, cdmo se vera mas
adelante en el método general, se puede establecer otra estrategia
en el que se controla el error globalmente y se va subdividiendo en
cada paso aquel subintervalo que tiene mayor error.
275



276

Ejemplo 5.20. Conocida la seccion transversal A(z) de un lago a partir de
la profundidad z, se puede calcular el volumen de agua a profundidad H
mediante la siguiente expresion:

volumen(H) = ]I A(z)dz

Calcula el volumen para H = 16 utilizando la férmula de cuadratura de los
trapecios y la formula de cuadratura compuesta de los trapecios con N =
2 a partir de los siguientes datos dando una estimacién del error de cada
aproximaicon.

z (m) 0 4 8 12 16

Al(z) 982 511 196 0393 O

Con el siguiente cédigo se calcula en la variable 12 el volumen utilizando Ia
férmula compuesta de los trapecios con N = 2. Se calcula también la

aproximacion con la férmula simple de los trapecios en I'1.

A=[ 1;

disp('Calculos aproximados de la integral')
I2=(A(1)+2*A(3)+A(5))*8/2 %54.960000000000001
I1=(A(1)+A(5))*16/ %78 .560000000000002

Se calculan las estimaciones del error en cada caso.

%Considerando I2 como valor de la integral
estimE2=abs(I2-I1)/

%7 .866666666666667

%Considerando I1 como valor de la integral
estimEl=abs(I2-I1)*4/

%31.466666666666669




Ejemplo 5.21. Calcula
1

/log 1+a:
1+ 22
0

conun error inferior a 1073 aplicando paso a paso el método adaptativo de
los trapecios.

Se define la funcién integrando y el error permitido.

@(x) log(l + x) ./ (1 + x."2);
a ; b =1; tol = g

Se define una funcién Matlab para calcular la férmula de cuadratura de los
trapecios para N = 2 de f en |a, b], dando también la estimacion del error

gue se obtendria al considerar este valor como aproximaciéon. Ademas,
segun la estimacidn del error, se muestra un mensaje indicando si éste esta
por debajo de la tolerancia establecida o si, en caso contrario, es necesario
subdividir el intervalo para lograrlo.

[S,estE]=PasoTrapAdaptativo(f,a,b,tol)

I1=Trapecio(f,a,b);
xm=(a+b)/2;
I2=Trapecio(f,a,xm)+Trapecio(f,xm,b);
S=I2;
estE=abs(I1-I2)/3;

estE>tolerancia

disp('Dividir el intervalo')

disp('Estimacion inferior a la permitida')

Para aplicar el método adaptativo, se considera el intervalo [0,1] y se
analiza, con ayuda de la funcién anterior, si la estimacién de la aproximacion
es inferior a la tolerancia, tol.
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[S,est]=PasoTrapAdaptativo(f,0,1,t0l);
%Se debe dividir el intervalo [0,1]

Como no se cumple que el error sea menor que la tolerancia, se divide el
intervalo [0, 1] y se repite el proceso en [0,0.5] y [0.5, 1] buscando que el

error estimado sea inferior a tol/2 en cada intervalo.

Se repite el proceso para calcular la integral en [0, 0.5] con error inferior a
tol/2.

%[0, 0.5] tol/2
[S,est]=PasoTrapAdaptativo(f,0, ,tol/2);
%Se debe dividir el intervalo [0, ©.5]

De nuevo, hay que dividir el intervalo [0, 0.5] y repetir el proceso con los
intervalos [0,0.25] y [0.25,0.5] buscando ahora que la estimacion sea
inferior a tol/4.

Se analiza [0, 0.25].

%[0, 0.25] tol/4
[S,est]=PasoTrapAdaptativo(f,9, ,tol/4);
%Se debe dividir el intervalo [0, 0.25]

Se debe dividir el intervalo [0, 0.25] y repetir el proceso con los intervalos
[0,0.125] y [0.125, 0.25] considerando tol/8.

%[0, ©.125] tol/8
[S,est]=PasoTrapAdaptativo(f,0, ,tol/8);
%Se cumple

Dado que si se cumple con la tolerancia establecida, se considera el valor S
como la aproximacion de la integral en [0, 0.125] .




vall=S 7%0.007398388926458

Se analiza [0.125,0.25] y se comprueba que también se cumple con la

tolerancia permitida, asi que se considera el valor de la integral en ese
intervalo como S.

%[0.125, ©.25] tol/8
[S,est]=PasoTrapAdaptativo(f, 5 ,tol/8);
%Se cumple

val2=S %0.020563003600857

Hasta este momento se tiene calculado el valor de la integral en [0, 0.25]
con la tolerancia adecuada. Se analiza [0.25, 0.5] con tol/4.

%[0.25, 0.5] tol/4
[S,est]=PasoTrapAdaptativo(f, 5 ,tol/4);
%Se debe dividir el intervalo [0.25 0.5]

Como el error no es inferior, se divide el intervalo [0.25, 0.5] buscando que
el valor de laintegral en [0.25, 0.375] y [0.375, 0.5] tenga un error inferior a
tol/8.

%[0.25, 0.375] tol/8
[S,est]=PasoTrapAdaptativo(f, B ,tol/8);
%Se cumple

val3=S %0.030771575660209

%[0.375, 0.5] tol/8
[S,est]=PasoTrapAdaptativo(f, 5 ,tol/8);
%Se cumple

val4d=S %0.037899052702097

Se ha calculado el valor de la integral en [0.25,0.5] con la tolerancia
adecuada. Se analiza [0.5, 1] con una estimacion del error inferior a tol/2.
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%[0.5, 1] tol/2
[S,est]=PasoTrapAdaptativo(f, ,1,t0l/2);
%Se debe dividir el intervalo [0.5 1]

Como el error no es inferior, se considera el valor de la integral en
[0.5,0.75] y [0.75, 1] con error inferior a tol/4.

Se analiza [0.5, 0.75].

%[0.5, 0.75] tol/4
[S,est]=PasoTrapAdaptativo(f, s ,tol/4);
%Se debe dividir el intervalo [0.5 0.75]

Como el error no es inferior, se considera el valor de la integral en
[0.5,0.625] y [0.625, 1] con tol/8.

%[0.5, 0.625] tol/8
[S,est]=PasoTrapAdaptativo(f, 5 ,tol/8);
%Se cumple

val5=S %0.042235620867100

%[0.625, ©.75] tol/8
[S,est]=PasoTrapAdaptativo(f, 5 ,tol/8);
%Se cumple

valé=S %0.044309421526304

Se ha calculado el valor de la integral en [0.5,0.75] con la tolerancia
adecuada. Se analiza [0.75, 1] con tol/4.

Se analiza [0.75, 1].

%[0.75, 1] tol/4
[S,est]=PasoTrapAdaptativo(f, ,1,t0l/4);
%Se cumple

val7=S %0.088548748833623




Por lo tanto, el valor de la integral serd la suma de los valores obtenidos en

« [0,0.125], [0.125,0.25], [0.25,0.375], [0.375,0.5], [0.5,0.625] y
[0.625, 0.75] (error estimado tol/8 en cada intervalo).

o [0.75,1] (error estimado tol/4).

disp('El valor de la integral es')
vall+val2+val3+val4+val5+val6+val?
%0.271725812116648

%#Calculo dado con Matlab/Octave
integral(f,0,1) % 0.272198261287950

En la siguiente imagen se representa las distintas divisiones realizadas en el
ejemplo.

Subdivision Trapecio Adaptativa

1] 01 02 03 04 05 08 07 08 09 1
x

Figura 5.6. Division realizada del intervalo [0,1]

Ejemplo 5.22. Programa el método recursivo de la férmula de cuadratura
adaptiva de los trapecios y calcula, con un error menor que 102, el valor

de laintegral siguiente

1
/ 1—|—sen )) dx
0
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Se da a continuacion el cédigo del programa del método recursivo de la
féormula de cuadratura adaptativa que tendra como argumentos, la funcién
a integrar, el extremo inferior y superior del intervalo de integracion, y la
tolerancia permitida en la aproximacion.

function valor=TrapecioAdaptativa(f,a,b,tol)

end

%Aproxima la integral de f en el intervalo [a,b]
%usando la regla del trapecio adaptativa
%en forma recursiva
%Trapecios en [a,b]
I1=(f(a)+f(b))*(b-a)/2;
%Punto medio del intervalo
xm=(a+b)/2;
%Trapecios en [a,xm] y en [xm,b]
I2=(f(a)+f(xm))*(xm-a)/2+(f(xm)+f(b))*(xm-a)/2;
%También: (f(a)+2*f(xm)+f(b))*(xm-a)/2;
%Estimacion del error considerando 12
$como valor aproximado de la integral
error=abs(I1-I2)/3;
if error<tol
valor=12;
else
%Si la estimacion no es la deseada
%se aplica el proceso en [a, xm] y [xm, b]
%con error inferior en cada uno a tol/2
valor= TrapecioAdaptativa(f,a,xm,tol/2)+
TrapecioAdaptativa(f,xm,b,tol/2);
end

Para calcular el valor de la integral, se debera escribir el siguiente cédigo.

f=@(x) 1+sin(x.”2);
TrapecioAdaptativa(f,0,1,107-5)

%Devuelve el valor 1.310271922110889

%Con comando integral de Matlab: 1.310268301723381




5.5.2 Cuadratura adaptativa Simpson

De forma andloga, llamando I; al célculo de la integral de f(z) en [a, b
con la férmula de cuadratura de Simpson e I, al calculo con la féormula
de cuadratura de Simpson compuesta con N = 2, se tendr3,

b 5
[ @de=1- g5 &)

siendoh = (b — a)/2.

Si se supone que f(i”(gl) ~ f(i'“(ﬁz), restando las dos expresiones
anteriores, se puede considerar que una estimacion del error
considerando como valor de la integral 15 sera

I, — I| ~ |E — 16E| = |15E|

1

|E| ~
15

(Lo — I)

Teniendo en cuenta la estimacion anterior del error, el método
recursivo para obtener una aproximacioén de la integral con una cierta
tolerancia, consiste en aplicar los siguientes pasos.

e Secalcula I1 que es la aproximacion de la integral de f en [a, b]
utilizando la regla de Simpson e Iy la féormula compuesta de
Simpsonpara N = 2.
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Se estima el error, E. Si es menor que la tolerancia, se devuelve
el valor de I5 junto con la estimacion del error calculada.

Si esta estimacion del error es mayor que la tolerancia, se repite

el proceso en cada subintervalo [a, 2] y [#2 b] permitiendo

en cada uno de ellos solo la mitad de la tolerancia.

Una estimacion del error considerando como valor la regla de
Simpson en un intervalo [a,, b], es decir, tomando como aproximacién

I, seria |13 (I; — In)|.

Ejemplo 5.23. Conocida la seccion transversal A(z) de un lago a partir de
la profundidad z, se puede calcular el volumen de agua a profundidad H
mediante la siguiente expresion:

volumen(H) = 7 A(z)dz

A partir de los datos siguientes, se pide calcular la aproximacion del
volumen para H = 16 empleando la cuadratura compuesta de Simpson

con N = 2.

0 4 8 12 16

982 511 196 0393 O

Dar una estimacion del error que se comete al considerar como volumen
para H = 16 esta aproximacion.

Para el calculo aproximado del volumen utilizando la féormula compuesta de
Simpson con N = 2 se utiliza el siguiente cédigo.




A=[ 1
I2=(A(1)+4*A(2)+4*A(4)+2*A(3)+A(5))*8/ %47 .6693
%También:
%(A(1)+4*A(2)+A(3))*8/6+(A(3)+4*A(4)+A(5))*8/6

Una estimacion del error sera:

I1=(A(1)+4*A(3)+A(5))*16/6 %47.0933
%Considerando I2 como valor de la integral

estimE2=abs(I2-I1)/ %0.0384
%De considerar I1 como valor de la integral
estimEl=abs(I2-I1)*16/ %0.6144

Ejemplo 5.24. Calcula
1

/log 1—|—a:
1+ 22

0

con un error inferior a 10~° aplicando el método adaptativo de Simpson
paso a paso.

Se define la funcién integrando y el error permitido.

@(x) log(l + x) ./ (1 + x."2);
5 b=

J

f =
=]
to

I—'II

- J

Se define una funcién Matlab para calcular la féormula de cuadratura de
Simpson para N = 2 de f en [a, b], dando también la estimacién del error
gue se obtendria al considerar ese valor como aproximacién. Asimismo, tras
comparar la estimacién del error con la tolerancia establecida, se imprime
un mensaje en pantalla que informa si el error esta dentro del margen
permitido o, de lo contrario, se debe dividir el intervalo para cumplir con
dicha tolerancia.
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[S,estE]=PasoSimponAdaptativo(f,a,b,tol)

I1=Simpson(f,a,b);
xm=(a+b)/2;
I2=Simpson(f,a,xm)+Simpson(f,xm,b);
S=12;
estE=abs(I1-I2)/15;

estE>tolerancia

disp('Dividir el intervalo')

disp('Estimacioén inferior a la permitida')

Se considera en primer lugar el intervalo [0, 1] y se estima el error para ver
si es inferior a la tolerancia establecida, tol.

[S,est]=PasoSimponAdaptativo(f,9,1,tol)
%No se cumple que sea menor que tol

Como no se cumple, se divide el intervalo [0, 1] y se repite el proceso en
[0,0.5] y [0.5, 1] buscando que el error estimado sea inferior a tol/2.

Se calcula laintegral en [0, 0.5] con error inferior a tol/2.

[S,est]=PasoSimponAdaptativo(f,0, ,tol/2)
%No se cumple que es inferior a tol/2

Se divide el intervalo [0, 0.5] en dos subintervalos, [0, 0.25] y [0.25,0.5],
repitiendo el proceso considerando el error inferior a tol/4.

Se analiza [0, 0.25].

%Se ve si en [0,0.25] el error es menor que tol/4
[S,est]=PasoSimponAdaptativo(f,0, ,tol/4)
%Se cumple que es inferior a tol/4




En este caso, se toma S como el valor de la integral en [0, 0.25]

valorl=S
%Se obtiene en [0, 0.25]: 0.028074368412078

Se analiza [0.25, 0.5].

%Se ve si en [0,25,0.5] el error es menor que tol/4
[S,est]=PasoSimponAdaptativo(f,0.25,0.5,t0l/4)
%Se cumple que es inferior a tol/4

Como el error es inferior, se considera S como el valor de la integral en
[0.25,0.5]

valor2=S
%Resultado en [0.25, ©0.5]: 0.068795007885837

Se analiza (0.5, 1]

[S,est]=PasoSimponAdaptativo(f,0.5,1,tol/2)
%Se cumple que es inferior a tol/2

Como el error es inferior, se considera el valor de la integral en [0.5,1] el
dado por S.

valor3=S
%Resultado en [0©, ©0.5]: ©.175328138427274
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Por lo tanto, el valor de la integral serd la suma de los valores obtenidos en

o [0.0.25] y [0.25,0.5] (error estimado tol/4 en cada uno de los
intervalos).

e [0.5,1] (error estimado tol/2).

disp('El valor de la integral es')
valorl+valor2+valor3 %0.272197514725190
%Calculo dado con Matlab/Octave
integral(f,0,1) %0.272198261287950

En la siguiente imagen se representa las distintas divisiones realizadas en el
ejemplo.

Subdivision Simpson Adaptativa

Figura 5.7. Divisién realizada del intervalo [0,1]



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/images/simAdaptativa.png
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Ejemplo 5.25. Programa de forma recursiva la formula de cuadratura

adaptiva de Simpson y calcula, con un error menor que 1072, el valor de
1

/ (1+ sen () de

0

En primer lugar se considera la funcion que permite obtener de forma
recursiva la aproximacioén de la integral con una cierta tolerancia aplicando
el método recursivo adaptativo de Simpson. Se utiliza la funcién Simpson

que calcula la aproximacion de la integral de una funcién en un intervalo
mediante esta férmula de cuadratura.

valor=SimpsonAdaptativa(f,a,b,tol)

%Simpson en [a,b]
I1=Simpson(f,a,b);
%Simpson en [a,puntoMedio] y [puntoMedio,b]
%Punto medio
xm=(a+b)/2;
I2=Simpson(f,a,xm)+Simpson(f,xm,b);
%Estimacidén del error al considerar
%I2 como aproximacion de la integral
E=abs(I2-I1)/15;

E<tol

valor=12;

%Si la estimacion del error es superior
%a la tolerancia se aplica el mismo
%proceso en [a,xm] y [xm,b] con tol/2
J1=SimpsonAdaptativa(f,a,xm,tol/2);
J2=SimpsonAdaptativa(f,xm,b,tol/2);
valor=3]1+]2;
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Para aproximar la integral pedida, bastara escribir el siguiente codigo.

f=@(x) 1+sin(x.”2);
SimpsonAdaptativa(f,0,1,107-5)
%Devuelve: 1.310264088438636

™

Ejemplo 5.26. Calcula [ €5 ** dz con error inferiora 10~ 2.
0

Se define la funcién a integrar y se ejecuta SimpsonAdaptativa
considerandoa = 0,b = 1ytol = 107 12.

f=@(x) exp(sin(x).*cos(x));
SimpsonAdaptativa(f, -

)

%Devuelve el valor 3. 341@3154473579@

4

Ejemplo 5.27. Calcula [ e~ dx con error inferior a 1012,
0

Se define la funcion a integrar y se ejecuta SimpsonAdaptativa
considerandoa = 0,b = 4ytol = 107 12.

f=@(x) exp(-x."2);
SimpsonAdaptativa(f, ~-12)

J J

%Devuelve el siguiente valor 0.886226911789732

Si bien la recursividad puede ser una herramienta util para resolver

este problema, se deberia refinar el cédigo para evitar el
desbordamiento.




5.5.3 Método adaptativo general

En este apartado se vera cdmo encontrar una estimacion del error
cuando se utiliza una formula de Newton-Cotes considerando dos
pasos diferentes h y h/2 y una estrategia para aplicar este método

adaptativo en general.

Sise llama I ala aproximacion de la integral

b
/f (z)dz =1+ E con E = C,h™ 1 f(m (¢)

a

siendo
n+ 1 st n tmpar
m —

n+ 2 si n par
atb atb

Aplicando la misma férmula a los intervalos [a, 432] y [432, b] se tendr3,

atb

2

a

(CHIS

>m+1f(m (&)

gle [a7a+b]

2

b

m+1
/f(ac)dw:m&:mcn(ﬁ) 77 (&)

2
& € [a—“’b]

atb
2

2
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Entonces,

m (m (m
I+E:h+b+@hﬂ'f(®+f (&2)

2m 2
Si [a, b] es pequerio,
m+1
I+E~L+h+Copy Fm (&)
B/
E
I+E~D+hL+ o
2m —1
E%11+IQ—I
277’L
E =~ L+1, -1
g =g it =)

En consecuencia, si se utiliza la férmula de Newton-Cotes de orden
n para aproximar la funcién en el intervalo [a, b], tomandom = n +
1 sines impar y m=n+2 si nes par y considerando las
aproximaciones

o Ienelintervalo [a,b]

« Tenelintervalo [a, ?]

« ILyenelintervalo [212, b]

se cumple que el error E de la aproximacion en [a, b es

(L + I, — 1)

Bl ~ | on
2m — 1

Por lo tanto, fijada una precision e deseada de la integral, se describe la
estrategia para obtener la aproximacion con la precisiéon deseada.
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Se elige una féormula de Newton-Cotes para aproximar la
integral en [a, b).

Se subdivide el intervalo [a, b] en dos subintervalos de la misma
longitud y se calculan las aproximaciones de las integrales I; e
I, en ambos intervalos, con las correspondientes estimaciones
de los errores Ey y Es. Se definen los vectores I = [I, L]y
E = [E, B

Si la suma de los errores, sum(E), es inferior a €, se toma la suma
de las aproximaciones I como valor aproximado de la integral y
se habra terminado. Si no es asi, sum(FE) > ¢, entonces se va al
paso siguiente.

Se busca el error E;, mas grande de los contenidos en el vector
E. Se subdivide el intervalo asociado a Ej, en dos mitades y se
calculan las aproximaciones de la integral en cada una de las
mitades y los correspondientes errores. Se elimnan I, y E}, y se

pone en su lugar los dos valores de la integral calculados y los
correspondientes errores. Se vuelve al paso 3.

Para practicar con este procedimiento, se puede utilizar el fichero iehardy.m que a
su vez utiliza la funcién hardy.m, que devuelve la aproximacién de la integral
utilizando la férmula de Hardy. Estas dos funciones han sido desarrolladas por el
profesor Eduardo Casas (ficheros Matlab).

[itg error]=iehardy(a,b,f)

%Devuelve tanto la estimacion de la integral como
%el error cometido. Requiere que la

%funcion f se programe vectorialmente.

\
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T
Ejemplo 5.28. Calcula la integral f eSenT STy con un error inferior a
0

€, = 107'2 considerando la regla de Hardy.

Se definen los datos del problema.

a=0;b=pi;
format long

f=@(x) exp(sin(x).*cos(x));
error=10"-12;

Se divide el intervalo en dos partes y se aplica la férmula de Newton-Cotes
de Hardy. Se tendra que

x=[a (a+b)/2 b];

[i1 el]=iehardy(x(1),x(2),f);
[i2 e2]=iehardy(x(2),x(3),f);
E=[el e2];I=[il1l i2];
error=sum(E)

itg=sum(I)

Si el error es menor que ¢, se habra terminado y el valor de la integral es itg.

Como en este caso no es asi, se considera el subintervalo con mayor error.
Ejecutando la orden,

[s k]=max(E)

El valor que se obtiene es k = 1, Se continla repitiendo el proceso en el
intervalo [z(k), z(k + 1)] hasta conseguir la precision considerada.

Los vectores x, E, I van creciendo segun se van tomando subdivisiones en
los intervalos.
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xn=(x(k)+x(k+1))/2;

x=[x(1:k) xn x(k+1: )1;

[i1 el]=iehardy(x(k),xn,f);
[i2 e2]=iehardy(xn,x(k+2),f);
E=[E(1:k-1) el e2 E(k+1: )]
I=[I(1:k-1) i1 i2 I(k+1: )]
itg=sum(I)

error=sum(E)

J

Se repite el proceso 26 veces obteniendo que el valor de la integral es
3.341031544735853.

Nota: El valor que devuelve matlab con el comando integral(f,0,pi) es
3.341031544735852.

Si se considera el error absoluto en la precision de la solucion el
algoritmo se detiene si E < ¢,. Si se usa el error relativo, el

algoritmo se detenderd si E < €,|I|. A menudo se utiliza un test de

parada que combina ambos errores:
E < € + e |I]

Usualmente, si la integral es un nimero grande, el algoritmo se detiene
cuando el error relativo es inferior a €,, mientras que si |I| es pequefio,

el algoritmo finaliza cuando el error absoluto es inferior a €.

Se muestra a continuacion, el cédigo general a ejecutar con
Matlab/Octave.
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%ea error absoluto
%er error relativo
%Se definen los extremos del intervalo
%y el punto medio
x=[a (a+b)/2 b]
%Se aplica la cuadratura de Hardy en [a, xm]
[i1 el]=iehardy(x(1),x(2),f)
%Se aplica la cuadratura de Hardy en [xm, b]
[i2 e2]=iehardy(x(2),x(3),f)
%Se almacenan los valores de las integrales y
%la estimacion de los errores
I=[1i1 i2];E=[el e2];
error=sum(E);
%Se comprueba si el error es menor que
%el error absoluto considerado
if error<ea
itg=sum(I);
[itg error]
else
%Se considera el subintervalo con mayor error
[s,k]=max(E)
end
parar=0
%Se repite el proceso hasta conseguir la
%precision dada
while parar==0
xn=(x(k)+x(k+1))/2
x=[x(1:k) xn x(k+1l:end)]
[i1 el]=iehardy(x(k),xn,f);
[i2 e2]=iehardy(xn,x(k+2),f);
E=[E(1:k-1) el e2 E(k+l:end)];
I=[I(1:k-1) i1 i2 I(k+l:end)];
error=sum(E);
if error < eat+er*abs(itg)
itg=sum(I);
[itg error]
parar=1;
else
[s,k]=max(E);
end
end
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5.6 Calculo de Integrales impropias

En este apartado, se vera como proceder cuando el intervalo [a, b] no

es acotado o cuando la funcién f tiene una singularidad en un punto x

en [a,b] de forma que lim |f (z)| = 4+oo. En el primer caso, se
T— o

denominan integrales impropias de primera especie y en el segundo
integrles impropias de segunda especie.

5.6.1 Integrales impropias de primera especie

Para estas integrales se considera que los limites de integraciéona o b o
ambos, no son finitos.

TIPO |. Se consideran en este caso integrales del tipo
0 b
/f(:z;)dac = lim /f(w)d:z:
b—o0
a a

con f una funcién continua para la cual la integral es convergerte, esto
es, el limite anterior existe. En consecuencia, se tendra que

b—o0

lim [ f(z)dz=0
[

Teniendo esto en cuenta, el valor aproximado de la integral con un
error inferior a un valor fijado, €, se obtendra siguiendo los siguientes

pasos.

Paso 1. En primer lugar se hallara un valor de b de forma que

7f(a:)da: <z
b
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Paso 2. Posteriormente, se buscara una aproximacion de la intengral
Itg de forma que

b
/f(:n)d:r—Itg <§

TIPO Il. Procediendo de forma analoga, se podra calcular las integrales

delaforma
[ @

TIPO Ill.En el caso de unaintegral de laforma
o

[ 1@
— o0
se tendra en cuenta que

]of(:c)dx— /Of(w)da:—l—]of(x)dm

—0

Se procedera entonces buscando una aproximacién de cada una de
ellas con un error menor que €/2. Alternativamente se pueden buscar

namerosa < 0y b > 0de formaque

b

/af(x)da: <Z ]Of(x)dx <Z /f(x)dx <%
—00 b

a



(0.¢]
Ejemplo 5.29. Calcula [ e ®cos? (z) dz considerando e, = 10712,

Estaintegral es impropia de primera especie, del tipo I. Dado que

00 b 00

—&
/ e “cos? / e “cos? z)dx + / e “cos? dzx
0 3 b

g -
~~ -~

= =L

se calculara el valor de laintegral, siguiendo los siguientes pasos:

e Enprimer lugar, se busca b de forma que
10—12
2

|| <

Teniendo en cuenta que

o0 o0 o0
—x 2 —x 2 —x 1
e “cos“zdx| < ‘e cos x‘ dr < e *dr = —
e
b b b

basta obtener b cumpliendo

1 _ 10712
eb 2

Puede considerarse cualquier b cumpliendo log (2 . 1012) < b, por
ejemplo, b = 28.4.

» Unavezobtenido b, se calcula I; con un error menor que 10712/2.
El valor de la integral siguiendo este proceso es 0.599999999999007.
f=@(x) exp(-x).*cos(x)."2;

SimpsonAdaptativa(f,o, ,107-12/2)
%Valor ©.599999999999479
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o
Ejemplo 5.30. Calcula [ e ®log (2 + senz) dz considerando e, = 1072
0

En este caso, se considera f(x) = e *log(2+ senz). Se escribe la

integral pedida de la forma siguiente,

]of(x)dx:/bf(x)dw-l—/oof(x)dx
o 0 X

~~ -~

I I

Se busca b cumpliendo

[ i log3 _ 10712
/ “"log (2 + senz) dz| < / e “log3dx = Ofb < 5
b b

Despejando el valor de b se debe cumplir,

b > log (21log3 - 10™) ~ 11.978886494563813

12
Setomab = 11.98 y se calcula I; con un error menor que 02

f=@(x) exp(-x).*log( +51n(x)),
SimpsonAdaptativa(f,o, ,107-12/2)
#Valor 0.902221166208351

La solucion que da Matlab con el comando 1integral
0.902221166208359

es




5.6.2 Integrales impropias de segunda especie

En este tipo de integrales la funcion f es continua en [a, b] salvo en un
punto x( del intervalo donde

lim |f ()| = 400

T—T0

Caso 1Siel puntoxzy = asera

b a
/f(w)dwz(lsi{r(l) /f(:c)d:z:
a at+d

Se procede de la siguiente forma:

Se busca § cumpliendo
a+d

/f@Mx<§

y luego una aproximacion verificando

/f@mm<§

a+4d
Caso 2 Siel punto zy = bsera

b b5
/f(m)dw:(lsi{%/f(w)dm

Se procede de la misma forma que en el caso anterior
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Caso 3 Si xg es un punto interior se define esta integral impropia de la

forma siguiente:
To+0

b To—0
/f(:c)da::}si{% / f(a:‘)dx—l—(lsi{}(l) / f (z)dz

Se busca un valor de § > 0 verificando

7f(a:)d:c + 75f(:c)da: < =
2o—6 =

Después se buscan aproximaciones de las integrales cumpliendo

T,—0 b
/ f(z)dz <§ /f(w)dac <§

To+0

Ejemplo 5.31. Calcula
1

considerando e, = 10712,

En este caso la singularidad esta en el punto 0 por lo que se debera buscar
un valor ¢ de forma que si se considera

/lf(m)dx:/éf(m)der/lf(m)dx
0 0 :

las dos integrales I; e I cumplan que en valor absoluto son menores que
€/2.




Como sen(z) es mayor que 2z /7 en [0,7/2] en el entorno de 0 se tiene
qgue se cumple,

) )

/ Cos T </ dx B V6 - 10712
2w sen (vz)| B

0

El valor de § puede ser cualquier valor menor que 2.435227275850061e —
23. Con este valor se calcula I para que sea menor que €/2.

Solucion Matlab: 0.302993744656398

5.7 Autoevaluacion

CUESTIONARIO

MIVEL ACCIONES
ssio
Y -

Interactivo 5.8. Actividad de autoevaluacion
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5.8 Ejercicios

1

Se considera la funcién f(z) = e %%, el intervalo [0, 1], y los nodos: xo = 0,
x1 = 1/3, zy = 2/3, ©3 = 1. Calcula la féormula de cuadratura a partir de los
polinomios base de Lagrange.

#°solucién
Comprueba si las siguientes férmulas son de tipo interpolatorio:
a. [y f(z)dz ~ £(0) + £(2/3)
b. [, f(z)dz ~ f(0) + £(1/3) + £(2/3) + £(1)
Z?TTSqucién
Obtén con MATLAB la aproximacion de la integral:
/ @) sin(z)da
0
utilizando:
a. Laregladelostresoctavos (n = 3).
b. LaregladeHardy (n = 6).
#Solucion

Utiliza la férmula de los trapecios compuesta dividiendo el intervalo [0, ] en
. . . T . P

tres subintervalos para aproximar la integral fo sin(z)dz. Calcula cuantos

subintervalos serian necesarios para que el error cumpla E < 0.5 x 1078,

' Solucién

Aproxima el valor de ™ mediante la integral:

/1 1 gz —darctg(1) =
T z=4arctg(l) ==

utilizando las féormulas compuestas del trapecio y de Simpson dividiendo el
intervalo [0, 1] respectivamente en 1024 y 512 subintervalos donde aplicar la
formula de cuadratura correspondiente (en ambos casos con 1025 nodos).

ﬁ:—Squcién


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap5/ejercicioT5.html?e=0
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap5/ejercicioT5.html?e=0
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap5/ejercicioT5.html?e=1
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap5/ejercicioT5.html?e=1
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap5/ejercicioT5.html?e=2
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap5/ejercicioT5.html?e=2
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap5/ejercicioT5.html?e=3
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap5/ejercicioT5.html?e=3
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap5/ejercicioT5.html?e=4
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap5/ejercicioT5.html?e=4

. 0.2 . 2 -
6 Calcula una cota del error al aproximar fo sin(z)e” dz utilizando la regla de

los trapecios.

Solucién

Calcula el &rea limitada por la grafica de la funcién
_ sin(z) — 0.2

1+

Y

ylarectay = 0 paralos valores z entre z, y 1 siendo z el punto de corte de la
curvay el eje x en el intervalo [0, 1]. Para calcular z se debe utilizar el método

de Newton con una tolerancia 10~ y para calcular la integral se debe utilizar
Simpson compuesta con una tolerancia de 1078.

& Solucién
Calcula el valor aproximado de la integral:
/2
/ log(sin(z))dz,
1
utilizando:
a. Laregladel trapecio compuesta con 10 intervalos.
b. Un error absoluto inferior a 10719,
Solucién

Calcula las siguientes integrales con un error inferior al indicado utilizando la
férmula adaptativa de los trapecios:

a. [y @) sin(z)dz, con E, < 10712,
b. [ e*dz,con E, <1072, E, <1071,
¢ JI(1+a?)e@dz,conE, <1072

Nota: Las dos primeras integrales se pueden calcular de forma exacta.
& Solucion
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10 Calculael valor aproxmado de las siguientes integrales:
a. [ e~ cos(z)dz, con B, < 10712,

b. [ log(2 + z)e “dz,con E, < 10712,

dem conE, <10~ 8,

C Jo T4

d [~ 1:mdaz:conE <107

' Solucién
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RESUMEN

En este capitulo, se aborda la integracién numérica, una herramienta fundamental
para calcular integrales cuando las soluciones analiticas no son posibles o resultan
dificiles de obtener. Se describen métodos numéricos y se evalia su precision.
Ademas, se estudian métodos especificos para tratar integrales impropias y se
analizan los errores asociados a estas aproximaciones.

Los principales aspectos tratados en este tema
son los siguientes.

1. Férmulas de cuadratura
interpolatorias
Se muestran las férmulas de
cuadratura que aproximan la integral
de unafuncién en un intervalo
mediante la interpolacién polindmica
en un numero de nodos.

2. Férmulas de Newton-Cotes
En particular, se analizan las formulas
de Newton-Cotes donde los puntos se
consideran equidistantes y se incluyen
los extremos del intervalo. Se incluyen
ejemplos donde se muestra su utilidad
y se analizan los errores asociados.




Férmulas compuestas

Se extienden las férmulas de Newton-Cotes a subintervalos mas pequerios,
mejorando la precision para integrales de funciones complejas. Ademas, se
introducen métodos adaptativos que ajustan dindmicamente los intervalos
segun la funcioén.

Calculo de integrales impropias

Se presentan métodos para evaluar integrales impropias diferenciando
entre las de primera y segunda especie. En el primer caso el intervalo de
integracion no es acotado y en el segundo la funciéon presenta una
singularidad dentro del intervalo de integracion.

5. Ejerciciosy autoevaluaciones
El capitulo incluye ejemplos
practicosy ejercicios para aplicar y
comprender los conceptos, asi como
autoevaluaciones para reforzar el
aprendizaje.
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INTEGRACION NUMERICA DE
ECUACIONES DIFERENCIALES

b






Capitulo

Integracion numérica de
ecuaciones diferenciales

6.1 Introduccion

En Ingenieria, el comportamiento de un sistema suele describirse
mediante ecuaciones que relacionan la tasa de cambio de una magnitud
con la propia magnitud y otras variables asociadas. De hecho, muchas
leyes fisicas se establecen en términos de razones de cambio, como
ocurre en fendmenos relacionados con la caida de un cuerpo o la
variacion de la temperatura, entre otros. Estas relaciones se
representan cominmente mediante ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDOs), unas ecuaciones que vinculan una funciéon de una
Unica variable independiente con sus derivadas, describiendo
formalmente cdmo cambia dicha funciéon respecto de esa variable.

Dado que las EDOs suelen ser complejas y a menudo no tienen solucién
explicita o resulta dificil de obtener, se necesita recurrir a métodos
numéricos para aproximarlas.

En este capitulo se estudiard la resolucién numérica de dos
problemas asociados a las ecuaciones diferenciales ordinarias:

1. el problema de Cauchy o problema de valor inicial.
2. el problema de contorno.

En un problema de valor inicial las condiciones se establecen sobre
el instante inicial y en un problema de contorno, las condiciones se
imponen tanto en el extremo inicial como en el final de un intervalo.
Para mas informacion, se puede consultar [9]y [6].
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Como ejemplo de ecuacién diferencial, se muestra en el interactivo 6.1
un ejemplo de aplicacién para el andlisis de un sistema masa-resorte.
Este sistema esta compuesto por una masa m unida a un resorte que

ejerce una fuerza proporcional al desplazamiento, segin la ley de
Hooke. Si ademds se considera una fuerza de amortiguamiento
proporcional a la velocidad, se obtiene la siguiente ecuacién diferencial
de segundo orden:

m% + c‘fj—‘f +kx=0
donde:
e z(t) es el desplazamiento de la masa en funcién del tiempo,
e meslamasa,

e ceselcoeficiente de amortiguamiento,

e keslaconstante del resorte.

q Eund L silen e L=

Iha LR B

E Ejemplol ~ Wi - :1 Ul ALl =
d'x

T
T

1 Suhn ) sl -
e 3
o

L = Swacltacarackeristical - o Avg

Y
v Pesicido s n funcian del sk w=cpsiZn—CsoniE] |

Interactivo 6.1. Sistema muelle-resorte. Escena tomada de Red Digital Descartes Autora:
Elena E. Alvarez.
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En el siguiente ejemplo, las ecuaciones diferenciales modelizan al
vaciado de un tanque. Asumiendo que el flujo de salida obedece la ley
de Torricelli, la velocidad de vaciado es proporcional a la raiz cuadrada
de la altura del liquido. Esto lleva a una ecuacion diferencial de la forma:

dh

e h(t) representa la altura del liquido en el tanque en funcién del
tiempo,

e k esuna constante positiva que depende del area del orificio de
saliday de la aceleracién debida a la gravedad.

ol

Bo

VACIADO DE TANQUES

Cilindro b

La velocidad v del agua que sale werifics Pubs
F omnsr
v = o4/ 2ph Sonde
-ges lagravedad { .0 miey®
- bt} Jes ialburee o . ool g en el kegue on el instame «seg
RS A cnnsiante de descanga (D]

sy de 1ormcell, '8 rszdn con |z gue el a.gm
el walumen Wodel guids ol s s

SR NIURIE BRES
por la velocidad v del agua n:lnenaﬂa

oy oW e
Ca = S-aoySEgn
[ s

Interactivo 6.2. Vaciado de un tanque. Escena tomada de Red Digital Descartes Autora:
ElenaE. Alvarez.
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6.2 Formulacion del problema de valor inicial

Se abordan en primer lugar los problemas de valor inicial (PVI), que
plantean una ecuacién diferencial ordinaria junto a la condicion de que
la funcién solucién adopte un valor concreto en un instante dado, de
modo que dicha funcién cumpla simultaneamente la ecuaciéon y esa
condicion inicial.

\
El problema de valor inicial, PVI, puede escribirse de forma general
como
/
y () =f({y() telt,ty]
) (to) = %Yo
siendo
—00 < g <ty <00
filte, ty]xR" — R"
1\

En su forma general, se considera

(41 () (f1 (1,025, Un) |

Y2 (t) f2 (ta y17y2,"°7yn)
y(@) = |. fy@)=|.

kyn (t)/ \fn (ta y17y27---,yn))

yll - fl (t,y17y27 7yn)
yé = f2 (t7y17y27 ,yn)

yqu, = fn (t7 Y1,Y25 -y yn)
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Esta forma general permite escribir muchos problemas. Se muestran

algunos ejemplos.

-

Ejemplo 6.1. Considera el siguiente problema

' () +y(t)=1 te]0,2n]
{y(O) =1, 4(0) =1

Llamando

/

=y Y2=Y

YL =12
/
Y=1—1

(%1(0) =1, 22(0)=1

se puede escribir

Considerando

1 (¢ 2
y(t) - (‘z 8) ey (®) = (1 _ z)

la ecuacioén diferencial puede escribirse de la forma

y’l (t) B Yo
(1)) \1-wn

con las siguientes condiciones en el puntoinicial ty = 0

1
y(0) = (1)

Se pide escribir este problema de valor inicial en su forma general.

317



318

Ejemplo 6.2. Escribe el siguiente problema en su forma general

y' (t) =2ty (t) +t* t€|0,2n]
{ym%—Ly%m—O

Llamando
=y %=y
se puede escribir
!/
Yr =42
Yy = 2ty; + ¢
yl(o) =1, y2(0) =0

Considerando

1 (¢ 2
y(t) = (’; 8) F(ty () = (%yl f:)

la ecuacién diferencial puede escribirse de la forma

vi () Y
v (t) ) \ 2ty + ¢

con las siguientes condiciones en el punto inicial

1
y(0) = (O)

Ejemplo 6.3. Se considera la ecuacion diferencial de segundo orden de un
sistema mecanico vibratorio sometido a una fuerza externa senoidal




d2
d_t;c + w?z = F,sen (yt)

estando las unidades en el sistema internacional. Se considera la posicién
dereposoy losvaloresw = 2, Fy = 20y vy = 0.5. Escribe la ecuacion

diferencial en la forma general.

La ecuacion diferencial es

2
% + 4z = 20sen (0.5t)

Considerandox; = z (t) xy = 2’ (t), se podra escribir

z1 (t) Ty
zh (t) ) — \ —4z; + 20sen(0.5¢)

1 (0) 0
Las condiciones en el punto inicial son =
z2(0) 0

6.3 Existencia y unicidad

Para asegurar que un problema de valor inicial (PVI) tenga una Unica
solucion, se considera el siguiente teorema de existencia y unicidad.

Dado el problema
{y’ ) =f(y®) tE [toty]

Yy (to) = Yo

solucion.

con f : [t,, tf] xR™ — R™ continua y acotada en un dominio que
contenga a (to,y,) entonces el problema tiene al menos una
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Para que la solucién sea uUnica se puede exigir que la funciéon cumpla la
condicion de Lipschitz para la variable y, es decir, exista L > 0 de

forma que paratodo t en [to, tf]
1f & y1) — f (¢ 92)ll < Lllys — w2l

6.4 Métodos de Runge-Kutta

En este apartado se estudiaran los métodos de Runge-Kutta de un solo
paso, donde la solucién aproximada se obtiene progresivamente de un
punto al siguiente a partir de la informacién de la derivada en puntos
intermedios dentro de cada intervalo, sin emplear los valores de pasos
previos. Asi,dado el problema

v () =Fy(t) tetoty]

la integracion numérica del problema consiste en determinar unos
instantes

to<t1<t2<...<tN:tf hn:tn+1—tn

y valores
{yoa Y1, Y250y yN}

de forma que a partir de
Y (tn) = Yn

se pueda obtener la aproximacionde y,, . 1.

En la imagen siguiente se muestra, para una ecuacién diferencial
ordinaria de primer orden, la solucién analitica de un problema de valor
inicial y la solucion aproximada con 7 pasos considerando el intervalo
[0, 4]. El método numérico debera indicar cémo obtener cada punto de
la solucion numérica a partir del anterior. En el caso del grafico, el
avance al siguiente punto utiliza la pendiente en el punto anterior.



SolutionlVP

=1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Figura 6.1. Representacion de la solucidn exacta y aproximada de un PVI

A continuacion, se presentaran distintos métodos de Runge-Kutta? 1°,
una familia de métodos numéricos ampliamente utilizados para
resolver problemas de valor inicial en ecuaciones diferenciales
ordinarias.

? Carl David Tolmé Runge (30 de agosto de 1856 - 3 de enero de 1927) fue un
matematico y fisico aleman conocido por su trabajo en analisis numérico y
ecuaciones diferenciales. Nacié en Bremen, Alemania, y estudié matematicas y
fisica en las universidades de Munich y Berlin, obteniendo su doctorado en 1880.
Runge es reconocido por desarrollar, junto con Martin Kutta, los métodos de
Runge-Kutta para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de manera numérica.
También realizé importantes contribuciones a la espectroscopia y la teoria de aproximacion.
Fue profesor en la Universidad de Hannover y, mas tarde, en la Universidad de Gotinga.

10 Martin Wilhelm Kutta (3 de noviembre de 1867 - 25 de diciembre de 1944) fue
un matematico aleman conocido principalmente por su trabajo conjunto con Carl
Runge en el desarrollo de los métodos de Runge-Kutta para la solucién numérica
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Nacido en Pitschen (entonces parte de
Prusia), estudié en las universidades de Breslavia y Munich, donde trabajé con
destacados matematicos de la época. Ademas de su contribuciéon a los métodos
de Runge-Kutta, Kutta realiz6 estudios en mecanica y aerodindmica, desarrollando la teoria
de sustentacién conocida como el "teorema de Kutta-Joukowski". Fue profesor en la
Universidad Técnica de Stuttgart.

321


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/images/rungePasos.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/images/rungePasos.png

322

Su idea principal es aproximar la solucién mediante una combinacion
ponderada de evaluaciones de la funcion derivada en puntos
intermedios dentro de un intervalo. Estas evaluaciones permiten
calcular el siguiente valor de la solucién con mas exactitud, sin
necesidad de derivadas superiores.

6.4.1 Método de Euler

El método de Euler!! es el procedimiento mas sencillo para aproximar
la solucién de un problema de valor inicial. Se analiza cémo obtener a
partir de y(tn) = yn el valor y,+1. Dado que,

Y(turn) = y(ta) + / £ (tyy () dt

tn

se puede usar la formula de cuadratura con un nodo para obtener un
valor aproximado de la integral de la forma siguiente

y(tn—H) N Ynt1 = Yo + Do f (tn, yn)

La idea basica por tanto consiste en avanzar desde un valor conocido
paso a paso, utilizando la pendiente de la funcién para estimar el
siguiente valor.

En la siguiente figura se muestra graficamente como obtener para un
paso constante h = 1 el punto (¢1,y1) a partir de (¢o,y0) v (¢2,%2) a
partir de (1, y1) conocidas las derivadas en estos dos puntos.

11 | eonhard Euler (1707-1783), nacido en Basilea, Suiza, es considerado uno de los
matemadaticos mas influyentes de la historia. Sus aportaciones en calculo
infinitesimal, analisis matematico, teoria de nimeros y mecanica sentaron las
bases para el desarrollo de multiples disciplinas cientificas.




3.0} Solucién exacta
Tangentes de Euler
Aproximacion de Euler

2.5}

2.0

>

1.5}

1.0}

(to, Yo"

0.5f o

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Figura 6.2. Primeros pasos del método de Euler.

Video 6.1. Método de Euler

Ejemplo 6.4. Considera el problema de valor inicial siguiente

Z—i:o.w—ﬁﬂ Loy =1 , te[L?]

Encuentra la solucién aproximada por el método de Euler con 10 pasos
tomando una longitud del paso h = 21

1_0.
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En este caso, f(t,y) = 0.7y — t* + 1, el intervalo es [1,2] y la condicién
iniciales y(1) = 1.

Se calculan los cuatro primeros pasos de la aproximacion de la curva
solucién del PVI.Se tienety = 1,40 = y(1) = 1.

th=12 y(l2) ~ye =y +0.1-f (L1, 1)~ 1.1239
ts =13 y(1.3)~ys=ys+0.1- f(1.2, ys) ~ 1.15857

ty=14 y(ld)~y=ys+0.1-f(L3, ys)~ 1.17067

Notese que en cada paso se necesita el valor y(t,), por lo que cuanto mas
cercano sea el valor y,, al real, y(tn) mas preciso sera el método. Asi, para
calcular y; se utiliza el valor vy, para calcular y, se sustituye el valor exacto
y(t1) desconocido por su valor aproximado y;, para calcular ys, se sustituye
el valor y(t5) por su valor aproximado ys, y asi sucesivamente.

Se muestra seguidamente el cédigo Matlab para obtener los calculos de la
solucién aproximada del PVI anterior con 10 pasos.

clear all
f=@(t,y) *y-t.72+1; %Funcion
a=1;b=2;y0=1; %Intervalo
N=10; %Pasos (N+1 puntos)
h=(b-a)/N; %Longitud del paso
t(1)=a;y(1)=ye;
n=1:N
t(n+1l)=t(n)+h;
% dy/dt=f(t,y)
y(n+1)=y(n)+h*f(t(n),y(n));

[t" y']




t 1 1.1 1.2 1.3 14

y  1.00000000 1.07000000 1.12390000 1.15857300 1.17067311

t 1.5 1.6 1.7

y 11566202277  1.112583643639000  1.034464498693729

t 1.8 1.9 20

y  0.917877013602290  0.758128404554450  0.550197392873262

Para dibujar tanto los valores obtenidos como la solucién exacta en una

misma grafica en Matlab, se anadiria al codigo anterior el siguiente.

%Representacion de los valores aproximados obtenidos
plot(t,y,'o")

xlabel([ '"Metodo de Euler con N=',num2str(N),"’
pasos'])

hold on

%Solucion simbdélica dada por Matlab

%Se define la funcidn en simbdlico

syms s(u)

%Se define la ecuacidén diferencial
egn=diff(s)==f(u,s)

%Se define la condicidn inicial
cond=s(a)==y0

%Se resuelve con el comando dsolve
sol(u)=dsolve(egn,cond)

%Representacion de la solucion exacta
tl=linspace(a,b,50);

plot(tl,sol(tl1))

hold off
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Ejemplo 6.5. El modelo matematico de un péndulo es 8" (t) +

4sen (6 (t)) = 0.Se considera que la bola es lanzada desde §(0) = 7/6
rad con una velocidad inicial de ' (0) = —4rad/s,que g = 9.81m/s*y
L = 1m. Se desea calcular la posicién y velocidad angular en el primer
segundo usando un paso de 0.5 segundos utilizando el método de Euler.

smep
|
\

En forma general, se puede escribir el problema,

y1=0 y2=91

=(4) (st ) v0-(56)-(4)

Escribiendo el calculo con tres cifras decimales, se tendra
y(0.5) =y (0) + hf (0,3 (0))
us —4 —1.476
p— 6 p—
y(05) ( —4 ) +h( —9.81sen (T) ) ( —6.452 )

y (1) =y(0.5) + hf (0.5,y(0.5))

~1.476 —6.452 [ —4.703
y(1) = ( _6.452 ) +h( —9.81sen (—1.476) ) = ( —1.569 )

f=@(t,y) [y(2);- *sin(y(1))]
yo=[pi/6;-4];h=0.5;10=0;

%Valor en 0.5

yl=y0+h*f(t0,y0)

#Valor en 1

t1=toe+h; y2=yl+h*f(tl,yl) %Posicion -4.703 rad,
velocidad -1569 rad/s
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Ejemplo 6.6. La ecuacion diferencial siguiente se utiliza para modelar la
deflexion del mastil de un bote sujeto a la fuerza del viento

dzy f(z) 2
a2~ 2pr L2
donde E = 1.25 - 10® es el mddulo de elasticidad, I = 0.05 es el

momento de inercia, L = 30 es la longitud del mastil y f la fuerza del

viento considerando que se trabaja en el sistema internacional de
unidades. Se sabe que la fuerza del viento varia con la altitud de acuerdo a

la siguiente relacién

200z _ .
= e 15
9+ 2

f(2)
Calcula la deflexion para z = 1.5,siparaz = Osetieney = 0,3'(0) = 0
utilizando el método de Euler considerando un paso h = 0.1.

En este caso, al ser la ecuacion diferencial de orden dos,

d*y 2002

— ~1(30 — 2)°
2 2125100 5102612 07

d?y z

_z 2
pr— 15 30 -
i 625 100G ) B0

el problema se escribe como un sistema de ecuaciones. Se considera
/
hW=9Y Y=Y

y se tiene

() (o ) (29)-(3)

Se calcula la deflexion para 1.5 utilizando el método de Euler con un paso
h = 0.1, dando por tanto N = 15 pasos.




Aplicando el método de Euler con N pasos, se tendrd que h = 0.6/ N. El
método de Euler, y(n+ 1) = y(n) + hf(t(n),y(n)), aplicado a cada
componente de y sera

y1(n+1) =y1(n)+hys(n)

z(n) e_%?(

625 10° (6 12y’ 0 =(m)

ya(n+1)=ys(n)+h

z(n+1)==z(n)+h

En el codigo, se trabaja vectorialmente teniendo en cuenta que tanto y
como f son vectores adaptando el codigo del ejemplo 6.4.

clear all
%Definicion de la funciédn
f=@(z,y) [y(2);z.*exp(-z/15)*10"-4.*(30-2).72./( *
(5+2))]
h= ; % Longitud del paso
N=15; % Numero de pasos
format long
z(1)=0;
y(:,1)=[0;0];
n=1:N
z(n+1l)=z(n)+h;
y(:Jn+ )=y(:,n)+h*f(z(n),y(:,n));

%Resultados

[z" y(1,:)" y(2,:)"]
%Representacion de la solucidn
plot(z,y,"*")

legend('yl aprox', 'y2 aprox')

-

La deflexién para 1.5 es y(16) = 0.001052773045811 y su velocidad es
0.002241031532091.
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Figura 6.5. Soluciénpara N = 15,h = 0.1
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Ejemplo 6.7. Se considera el sistema mecanico que se muestra en la figura
6.6. con las siguientes ecuaciones de movimiento

J1«9’1, + (kl + kg) 91 - k202 = 0
Jzez - k291 + k292 - 0
ke=2, k=1, Jo=2, =1

Se sabe que en el instante inicial (¢ = 0s) los discos estan en la posicién
0; = 0.1radianesy 6, = 0.2 radianes, respectivamente y la velocidad
angular inicial de ambos discos es de O radianes por segundo. Se pide:

Plantea el sistema de ecuaciones de primer orden a resolver.

Escribe el algoritmo de Euler para realizar N pasos.

Aproxima las posiciones y velocidades angulares de los discos en
t = 0.6 seg.tomando h = 0.1.

Ll

Figura 6.6. Sistema mecanico
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Las ecuaciones a resolver son las siguientes,

0, +30, — 20, =0
20, — 26, + 26, = 0

. ! / .
Considerando y; = 61, y2 = 05, y3 = 0,,y4 = 0,, el sistema a resolver es:

Y Y3 1 (0) 0.1
y'z _ Yu Yo (0) _ 0.2
ys | | 3w+ 2y 3000 ] | O
Ya Y1 — Y2 4 (0) 0

Aplicando el método de Euler con N pasos, se tendra que h = 0.6/ N. El
método de Euler, y(n+ 1) = y(n) + hf(t(n),y(n)), aplicado a cada
componente de y sera

y1(n+1) =y (n) +hys(n)

Y2 (n+1) =ys(n) + hys(n)

Y3 (n+1) =y3(n) +h (=3y1 (n) + 2y (n))
Yya(n+1) =ys(n) +h (y1(n) — y2 (n))
t(n+1)=t(n)+h

En el cddigo, se trabaja vectorialmente teniendo en cuenta que tanto y
como f son vectores. Se definen los datos del problema.

clear all

%Definicidén de la funciodn

f=@(t,y) [y(3);y(4);-3*y(1)+2*y(2);y(1)-y(2)]
h= ; slLongitud del paso

N=6; %Numero de pasos

format long

t(1)=0;

y(:,1)=[0.1;0.2;0;0];
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Se calculan los distintos pasos para obtener la soluciéon aproximada.

n=1:N

t(n+l)=t(n)+h;

y(:1n+ )=y(:,n)+h*-F(t(n),y(:,n));
%Resultados
[t" y(1,:)" y(2,:)" y(3,:)" y(4,:)"]
%Representacion de la soluciodn
plot(t,y,"*")
legend('thetal aprox', 'theta2 aprox', 'thetal''’
aprox', 'theta2'' aprox')

Se muestra a continuacién los datos obtenidos en una tabla teniendo en
cuenta que las componentes primera, segunda, tercera y cuarta de y

representan, respectivamente, 01, 62, 07 y 0,

t o1 0 9, o,

0 0.1 0.2 0 0
0.  0.10000000  0.20000000  0.01000000  -0.01000000
02 010100000  0.19900000  0.02000000  -0.02000000
0.3  0.10300000  0.19700000  0.02950000  -0.02980000
04 010595000  0.19402000  0.03800000  -0.03920000
05 010975000 0.19010000  0.04501900  -0.04800700

0.6 0.11425190 0.18529930 0.05011400  -0.05604200
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Figura 6.7. Solucién del problema

El interactivo muestra como evoluciona la aproximacién de la solucién
(en azul) al aumentar el nimero de pasos, y permite ajustar tanto la
EDO como las condiciones iniciales.

Fezalucidn de problamss de valor inicial

oy,
=l
dy | [T e e Ha )
| e e
Ay Pt )
A1 Lty i )

d,
E3

EJEMPLO:

dvil_ ya

ot

2] _ ya

o

A3 - asyleene
a4yl

clt

¥o)=

ye{u)=

¥3{0)=

ya{0)=

-

¥ 010
0.20
0.00

0.00

iz
[0
LN
i
el
i
1iH
wrr

;

b= I..--U_ﬁ Punhos = : 51U

Ver Valores

yl w3 i

LIS S SR xS S | K < e B}

Interactivo 6.3. Método de Euler

333


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/images/ejemSistema.jpg
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/images/ejemSistema.jpg
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/escenas/cap6/eulerJS/index.html

334

6.4.2 Método de Heun

Para mejorar la precisiéon frente al esquema de Euler explicito, se puede
recurrir a una regla de cuadratura que incorpore informaciéon en ambos
extremos del intervalo como es el método de Heun *2.

Partiendo de laigualdad exacta

tn+ 1

y@HOZwa+!/f@w@Dﬁ

tn

se aproxima la integral mediante la regla del trapecio que para una
funcion g se expresa

tnthn
9(0)dt ~ "2 (g(1,) + 9 (tnin)

tn

Sisetomag(t) = f(t,y(t)) y sesustituye y, =~ y (), se obtiene

Yn+1 = Yn + % [f (tnayn) + f (tn+1>y(tn+1))]

Como y(t,.1) aparece en el término derecho, se reemplaza por su
prediccién por Euler

hn
Yn+1 = Yn + 7 f (tnayn) + f tn + hna?\/n + hnf (tna ynz

Fuler

12 Carl Friedrich Heun (1859-1932) fue un matematico aleman conocido por sus \
estudios sobre ecuaciones diferenciales de segundo orden y por desarrollar las o
&1

funciones de Heun, que generalizan las funciones hipergeométricas. Su trabajo
tiene aplicaciones en fisica tedrica, especialmente en mecanica cuantica y
relatividad.



Por lo tanto, el valor de y,+1 se obtiene a partir del punto (¢, y»)

considerando la media ponderada de la pendiente en ese punto, y la
pendiente en el punto que se obtendria aplicando el método de

Euler, (tn + hn, Yn + hnf(tn, yn))

Solucion exacta

2,001 ——- pendiente en (t», y«)

—--~- Pendiente en (ta+1, ¥n+1)

=== Promedio de pendientes
175}
1.50F -

s {Heun)
1.25} . e
> P i
o s
1.00f /”’ ,-;el. 1 (Eule
0.75} L L
a{ ,./’ //
(tn, oo™
0.50 ¢+ l') =
0.25k . . = . : .
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 6.8. Calculo del primer paso por el método de Heun

Ejemplo 6.8. Considera (ill problema de valor inicial siguiente:
Y
— =1 1) =0.5
2 y y(1)
Tomando un paso h = 0.8, obtener el valor aproximado de y(1.8)

utilizando el método de Heun.

En este caso se tiene que f(t,y) =t — y,to = 1 e yo = 0.5. Tomando h =
0.8, en el punto t = 1.8 la solucién aproximada se obtendrd como el
promedio entre la pendiente en el punto inicial (1,0.5) y el previsto por el
método de Euler parat = 1.8.
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Yeuter = 0.5+ 0.8 - £(1, 0.5) = 0.5+ 0.8 (1 — 0.5) = 0.9 — (1.8,0.9)

El valor aproximado utilizando el método de Heun es
1
y(1.8) =0.5+0.8 - 2 [f(1,0.5)+ f(1.8,0.9)] =

1
=05+ 7[0.5+0.9] = 1.2

En cada paso, considerando h,, constante e igual a h, este método

podria escribirse de la forma siguiente:
Kl = f (tnayn)
K2:f(tn+1 hayn+1hK1)

1 1
ymazyn+hl§K1+§IQ]

asociando este algoritmo al siguiente tablero

o] 0 o
1] 1 0
| 1/2 1/2

Video 6.2. Método de Heun
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Ejemplo 6.9. Considera el siguiente PVI:
y=(t-y)/2 , tel0,3] y0)=1

Calcula por el método de Heun con 30 pasos la solucién aproximada y
comparar con la solucién exacta del PVIque es y(t) = 3¢ 2 —2 4t

A continuacién se muestra el cédigo Matlab para calcular los pasos del

método de Heun.

clear all
f=@(t,y) (t-y)/2 %Funcidn
t0=0;tf=3; %Intervalo
N=30; %Numero de Pasos
h=(tf-t0@)/N; %Longitud del paso
%Condicion inicial
t(1)=te;y(1)=1;
%Se realizan N pasos
for n=1:N
t(n+l)=t(n)+h;
%#Método de Heun
kl=f(t(n),y(n));
k2=f(t(n)+h,y(n)+h*kl);
y(n+1l)=y(n)+(k1+k2)*h/2;
end
%Se representan los valores obtenidos
plot(t,y, *")
%Se representa la solucidn exacta
hold on
tl=1linspace(t0,tf,59);
plot(tl,3*exp(-tl1l/2)-2+tl1)
hold off
%Se comparan los valores obtenidos entre
%la solucion exacta y la obtenida
yexac=3*exp(-t/2)-2+t;
[y' yexac' (y-yexac)']
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Figura 6.9. Representacion de la soluciéon de la EDO

Ejemplo 6.10. Calculay dibuja la solucién del problema

y"' + Tseny +0.1cost =0 t € [0,5]

Llamandoy; = vy, y2 = ¢/, se tiene

Y1 = Y2 yy = —Tseny — 0.1 cost
En este caso,

y1(0)=0  1»(0)=1
yi (t) B Y2 y1 (0) _ 0
Yo (£) ] — \ —Tsen(y1) — 0.1cos(t) ¥y (0)) \1
El cédigo para resolver la EDO aplicando el método de Heun con matlab
considerando N = 30 pasos se muestra a continuacion.
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clear all

%»Funcion

f=@(t,y) [y(2);-7*sin(y(1))-0.1*cos(t)]
t0=0;tf=5;%Intervalo

N=30;%Pasos

h=(tf-t0@)/N; %Longitud del paso
%Condiciodon inicial
t(1)=te;ye=[0;1];y(:,1)=y0;

for n=1:N %

end

t(n+l)=t(n)+h;
ki=F(t(n),y(:,n));
k2=F(t(n)+h,y(:,n)+h*k1);
y(:,n+1)=y(:,n)+(kl+k2)*h/2;

%Representacion de la solucion aproximada obtenida
plot(t,y,"*")

hold on

legend('y_1','y_2")

xlabel([ '"Metodo de Heun con N=',num2str(N),' pasos'])

En la primera componente de la solucién esta la aproximacion de y(t), en la
segunda, la aproximacién de la derivada.

1.5
+ ¥
! * ¥
19 % W
* \ v
\ %/ '\.\ % /
+ / e /
05t ‘\ / \t g ;'l
i ! * -
4 '(" i 1 55 W * f
A / e / ¥
1] \-.\ * / * \ 5 ! ¥
) * oy * \ + .?'j
i \ ¥ * *
* . ] % ¥\ / %
\ e \ Ty
05 \ / \ /
}\- : ‘\\ 4}"?
% / \ /
b # A /
At S g -
-15 =
0 1 2 3 4 5

Figura 6.10. Representacion de la solucion de la EDO
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6.4.3 Método general de Runge Kutta

Dado el PVl siguiente

Y (t)=f(ty(t) tE toty]
Yy (to) = wo

se muestra como calcular, y(t,.1) a partir de y(t,). Para ello, se

considera la siguiente igualdad
tn+h

Y (nr1) = 9 (tn) + /  (t) dt

Teniendo en cuenta que en el PVl se cumple y’ = f(¢,y(t))
tn+1

g (bt) = () / 7 (6 () de

tn

la aproximacion de la integral de f(t,y(t)) se puede obtener
utilizando una féormula de cuadratura de m nodos

Y (tn—i—l) X Yn + hn Z bzf (tn + Cihn7 Y (tn + Czhn))

i=1

donde b; son los pesos y los ¢; son los nimeros entre O y 1 que

definen los nodos
tn,i =tn + Cihn

enelintervalo [t,, t,1]-

En la imagen se representa un ejemplo con m = 6 donde se muestran
los valores c; y t,, ;.
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m=6 h=t,

t |
ne—e e o0 @
i tho hs bha s he

i=1 =0 t,1=t.+ch,
1
J= 2 o= g the =ty + Cohy
; 2
i=3 a= E tna = tn + Cohy
3
j=4 ¢= ?} tna =1ty + C'—l-h'ﬂ
: 4
J= 5 s = = lns=1ta+ CShn
o
5
= 6 5= E las =tn+ Cﬁhﬂ

Figura 6.11. Representacién de los nodos de la forma de cuadratura con m = 6 nodos

En la expresion anterior se observa que se precisa también calcular una

aproximacion de los valores y(t, + c¢;h;). Considerando de nuevo la
siguiente igualdad

Yni = Y (tn + cihn) = y (tn) + / f(ty(t))dt

tn

y utilizando alguna férmula de cuadratura de m pasos, se puede
obtener una aproximacion en estos puntos

y(tn+cihn)Nyn+h Zazjf +C] myn])

K

n,j
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En consecuencia, un método de Runge-Kutta queda definido a partir
de los valores c;, los pesos b; y lamatriz a;;.

\
Se define un método Runge-Kutta de m etapas como el método

numeérico que dada una aproximacion vy, nos da una aproximacion

a dicha solucién en el punto t,.; =t, + h, mediante las
siguientes férmulas:

tn,i:tn+cihn ’ 1<2<m
( Yn,1 = Yn ’ Kn,l - f (tn,layn,l)
m
g Yn,i = Yn + hn Z a'z'an,j 3 Kn,i = f (tn,i, yn,z)
j=1
2<1<m

\

Uni1 = Un + hn Y _b;Kn
j=1

<

Cuando los métodos son explicitos, la matriz A es triangular inferior.
Los métodos de Runge-Kutta pueden describirse a través del llamado
tablero de Butcher ® donde se pueden disponer los parametros A4,by c
de la forma siguiente:

13 John Charles Butcher (nacido en 1933 en Auckland, Nueva Zelanda) es un
matematico reconocido por sus contribuciones a los métodos numéricos para
ecuaciones diferenciales, en particular los métodos de Runge-Kutta y el "Butcher
tableau". Estudié en el Auckland University College y la Universidad de Sidney,
donde obtuvo su Ph.D. en 1961. En 2013, fue nombrado Oficial de la Orden del
Meérito de Nueva Zelanda por sus servicios a las matematicas.




0| O 0 0o .. 0 0
co | azr 0 0 0 0
Cs asy aso 0 cee 0 0

Cmn | Gml am2 am3 ... AGmm_,; 0
by by bs ... by_1 by

Si se consideran el esquema explicito y el paso de longitud constante
h, el método para obtener vy, ,; a partir de vy, puede escribirse

también de la forma siguiente,

Ky = f (tnayn)

Kz—f(tn+clh,yn+hZaZ]Kj> 2§z§m

J=1

Yn+l = Yn + hzijj

j=1

Video 6.3. Tableros de Butcher
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Ejemplo 6.11. Escribe el algoritmo del método Runge-Kutta explicito de
tres etapas cuyo tablero tiene la forma

o] o 0 o
1/211/2 0 0
3/4| 0 3/4 0

279 3/9 4/9

Dado el PVI,
y(t) = t+e0,y(0) =0

aproxima mediante dicho método la solucién en el tiempot = 0.4
tomando como paso h = 0.2.

El método dado por el tablero se corresponde con el siguiente algoritmo

Kl — f(tnayn)
1 1

Ky = f(t, + Eha Yn + §hK1)
3 3

K3 = f(tn + Zh’ Yn + ZhK2)

h
Yn+t1 = Yn + §(2K1 + 3K2 + 4K3)

Para aproximar la solucién del PVI del enunciado en ¢t = 0.4, partiendo de
to=0 e yo =0 con paso h = 0.2, siendo f(¢,y) =t + €Y, se deben
realizar dos pasos.

Con el siguiente cédigo Matlab/Octave se pueden realizar los calculos. Al
precisar dos pasos, se escribe cada paso directamente.

%Definicidén de la funcidn
f=@(t,y) t+exp(y)
%Valores

h=0.2;t0=0;y0=0;




%Paso 1

K1=f(to,y0)

K2=f (t@+h/2,y0+h/2*K1)
K3=f(t0+3*h/4,y0+3*h/4*K2)
yl=y0+h/9* (2*K1+3*K2+4*K3)
%Paso 2

t1=t0+h;

Ki=f(t1,yl)

K2=Ff (t1+h/2,yl+h/2*K1)
k3=F(t1+3*h/4,y1+3*h/4*K2)
y2=yl+h/9* (2*K1+3*K2+4*k3)

Ejemplo 6.12. Considera el mismo método Runge-Kutta explicito de tres
etapas dado en el ejemplo anterior, es decir, el definido por el tablero
0 0 0 O

1/211/2 0 0
3/4| 0 3/4 0
279 3/9 4/9

Encuentra la solucién del PVI,

y'(t) =0.7y —t? + 1
y(1) =1

en el intervalo [1, 2] considerando 5 pasos.

clear all
%Definicidén funciodn
F=@(t,y) *y-t.h2+41;

%Definicion intervalo
t0=1;tf=2;%Intervalo

N=5;%Pasos (N+1 puntos)
h=(tf-t@)/N; %Longitud del paso
t(1)=te;ye=1;y(1)=ye;
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n=1:N

kl=f(t(n),y(n));
k2=f(t(n)+h/2,y(n)+h*k1/2);
k3=F(t(n)+h*3/4,y(n)+h*k2*3/4);
y(n+1l)=y(n)+(2*k1+3*k2+4*k3)*h/9;
t(n+l)=t(n)+h;

%Se representa la solucidn obtenida
plot(t,y, *")

legend('y")

xlabel([ '"Metodo con tablero y N=',num2str(N),"
pasos'])

hold on

%Se representa la solucidn dada por Matlab/Octave
%con el comando numérico ode45
[t,sol]=o0ded45(f,[tO,tf],y0);

plot(t,sol)

legend('y")

hold off

La funcion ode45 en MATLAB se utiliza para resolver
numéricamente EDOs. Es un método basado en la féormula de
Runge-Kutta de orden 4 y 5, que se mostrara en el apartado 6.5. La
sintaxis basica es: [t,x] = ode45(odefun, tinter, x0).Donde
odefun es la funcién que define la EDO, tinter es el intervalo de
tiempo y x0 son las condiciones iniciales.

141 12 13 14 15 18 17 18 18 2
Metodo con tabiero 1 y N=5 pasos

Figura 6.12. Solucion del ejemplo
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Ejemplo 6.13. Considerando el mismo método explicito de Runge-Kutta de
tres etapas dado en el ejemplo anterior, resuelve el siguiente problema de
valor inicial:

y" () — 4y (t) =t +3cost+e 2 | te|0,2]
y(0)=2 , ¢ (0)=-23/40, y" (0) =29/4
En este caso la EDO es de orden 3. Llamando y; = v, y2 = ¥/, el problema
de valor inicial se escribira
Llamandoy; =y, 2 = ¥/, y3 = ¢, setiene
Vi=Y% Yh=Yys Yi=4yp+t+3cos(t) +e
y1(0)=2  32(0)=-23/40 y3(0)=29/4

En este caso,

y1 (t) Yo y1 (0) 2
%t | - |, (e = -2/
ys (¢) 4y, +t+3cos(t) +e % y3 (0) 29/40

Trabajando en forma vectorial, la primera componente de y es la solucién

del PVI, la segunda es la derivada primera y la tercera es la segunda
derivada de la solucion. El codigo Matlab/Octave a utilizar es el siguiente.

clear all

%Definicidon funcion

f=@(t,y) [y(2);y(3);4*y(2)+t+3*cos(t)+exp(-2*t)];
%Definicion intervalo

t0=0;tf=1;%Intervalo

N=5;%Pasos (N+1 puntos)

h=(tf-t0)/N; %Longitud del paso
t(1)=te;ye=[2;-23/40;29/4];

y(:,1)=ye;
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for n=1:N
k1=f(t(n),y(:,n));
k2=Ff(t(n)+h/2,y(:,n)+h*k1/2);
k3=f(t(n)+h*3/4,y(:,n)+h*k2*3/4);
y(:,n+1)=y(:,n)+(2*k1+3*k2+4*k3)*h/9;
t(n+1l)=t(n)+h;

end

plot(t,y,'*")

legend('y_1','y_2","'y_3")

xlabel([ '"Metodo con tablero y N=',num2str(N),"' pasos'])

hold on

%Se compara con la solucidén numérica dada con ode45

[t,sol]=o0ded45(f,[tO,tf],y0);

plot(t,sol)

legend('y_1','y 2','y 3")

hold off

En la siguiente imagen se muestra la solucién obtenida con la solucién
dada por Matlab/Octave.

30

*

20 1
181

107

0 D.1 02 03 04 05 pe 07 08 0.9 1
Metodo con tablero y N=5 pasos

Figura 6.13. Solucion del ejemplo
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6.4.3.1 Algunos métodos de Runge-Kutta

En este apartado se mostraran algunos métodos de Runge -Kutta con
su tablero de Butcher.

Método de Euler

00
1
Método de Heun
0 0 0
1 1 0
|1/2 1/2

Método de Kutta de Tres Etapas

0] o 0 0
1/211/2 0 0
1l -1 2 o
[1/6 4/6 1/6

También podria escribirse de la forma siguiente.

K :f(tnayn)
1 1
K3 = f(tn+h 17yn+h[_1K1+2K2])

1 4 1
Yn+1l = Yn + l6 1-|—6 2+6 3}
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Método de Heun de Tres Etapas

o] o0 0 0
1/311/3 0 o0
2/3| 0 2/3 0

[1/4 0 3/4

Kl = f(tnyyn)

1 1

2 2

1 3
n — UYn h_K _K
Ynt1 = Yn + l4 1+4 3]

Método de Runge-Kutta Clasico

0 0 0 0 0
1/211/2 0 0 0
/2] 0 12 0 0

1 0 0 1 0

1/6 2/6 2/6 1/6
K, = f(tn,yn)
Ko=f (tut b oot he 30

2

1 1
K3:f(tn+h§ayn+h_K2)

1 2 2 1
n == n h _K _K _K _K
Yn+1l = Yn + lﬁ 1+6 2+6 3+6 4]



Generador de Métodos Runge-Kutta

Crden cel Metogo

2do COrden

Interactivo 6.4. Método de Runge-Kutta asociado a tableros

Con el siguiente interactivo se pueden resolver EDOs de primer orden
y comparar el resultado por distintos métodos de Runge-Kutta.

&7

Meétodos Runge-Kutta para resolver EDOs

i
Vit =B+ g U+ 2ot 2k + k)

by = fiz. b

h

b= fEt ot Bh)

b= (et bt k)

ke = flxn+ B, g+ hika)
Métoda Mumenico
Furge-Kutts de 4 Posos =
Euscion diferendal [dy'dx}

Y 3-1.5%

Corcicitn inidal xy Corrdisitn inidal ys

Interactivo 6.5. Comparativa métodos de Runge-Kutta
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Se muestra a continuacion ejemplos de aplicacion de PVI resueltos con
Matlab/Octave aplicando distintos métodos de Runge-Kutta.

-

Ejemplo 6.14. Se considera la ecuacién diferencial de segundo orden de un
sistema masa-resorte sometido a una fuerza externa F'(t)

d’z  dzx

Si las condidiones iniciales son (0) = 1,2'(0) = 0y F'(t) = sen(2t),
m = 2kg,c = 3N-s/my k = 5N/m, se pide:

¢ Planteael problema a resolver en su forma general.

e Determina mediante Euler con h = 0.01s el tiempo necesario para
gue el bloque pase por x = Om.

e Resuelve mediante el método de Runge-Kutta de orden4 con h =
0.01senelintervalo [0, 2].

LE L L LA TS EL

m

X l F(t)=sen(2t)

Figura 6.14. Sistema mecanico

Con los datos del problema, el PVl es,

2%4—3‘;—‘; + 5x = sen (2t)
z(0)=1 2'(0)=0

Para escribir la EDO en su forma general, se consideraz; = ¢, 2o = 2’ y se
tendra
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, 3 5 N sen (2t)
Tyg=—=x2— —T1 + ———
27 T g 2

( 2 ) - ( —%xz—Sai2+sen(2t) ) ’ ( §§E3§ ) -

Utilizando el método de Euler con paso h = 0.01, se calcula en que instante

aproximadamente se obtendra que z = 0.

clear all
%#Definicion funciodn
f=@(t,x) [x(2);-3/2*x(2)-5/2*x(1)+sin(2*t)/2];
%Definicidén intervalo
t0=0;
h= ; %Longitud del paso
t(1)=to;x0=[1;0];
x(:,1)=x0;n=1; pos=1;
pos>
t(n+l)=t(n)+h;
X(:,n+1l)=x(:,n)+h*f(t(n),x(:,n));
pos=x(1,n+1);
n=n+1;

t(n) %Aproximadamente en 1.85 segundos

Para resolver la EDO utilizando el método de Runge-Kutta de orden 4 con

h = 0.01, se puede considerar el siguiente codigo Matlab/Octave.

t0=0;

h= ; %Longitud del paso
t(1)=te;xe=[1;0];
x(:,1)=x0;N=200;

0
0
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Se implementa el tablero para obtener por el método de Runge-Kutta
la solucién aproximada.

n=1:N %

kl:F(t(n)JX(:Jn));
k2=f(t(n)+h/2,x(:,n)+h*k1/2);
k3=f(t(n)+h/2,x(:,n)+h*k2/2);
kd=f(t(n)+h,x(:,n)+h*k3);
X(:,n+1l)=x(:,n)+(k1+2*k2+2*k3+k4)*h/6;
t(n+l)=t(n)+h;

plot(t,x, *")
legend('sol aprox')

Ejemplo 6.15. Resuelve el problemay’ = yt* — 1.5y con la condicién
inicial y(0) = 1 enelintervalo [0, 1.8] considerando 9 pasos en el método
Runge-Kutta clasico (de cuarto orden):

o] o o0 o0
1/21/2 0 0
1/2| 0 1/2 0

0

0

0

1] 0 0 1 0
1/6 2/6 2/6 1/6

En este caso la EDO es de orden 1. Se tiene f(t,y) = yt*> — 1.5y, 3(0) = 1.
Como se pide considerar 9 pasos, se tendra h = 1.8/9.

clear all

f=@(t,y) y*t"3- *y;%Funcion
t0=0;tf= ;%Intervalo
N=5;%Pasos (N+1 puntos)
h=(tf-t@)/N; %Longitud del paso
t(1)=to;ye=1;y(1)=y0;
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Se escribe el cédigo Matlab/Octave para resolver el problema definiendo
los valores K; correspondientes al tablero.

n=1:N %

k1=f(t(n),y(n));
k2=f(t(n)+h/2,y(n)+h*k1/2);
k3=F(t(n)+h/2,y(n)+h*k2/2);
kd=f(t(n)+h,y(n)+h*k3);
y(n+1l)=y(n)+(k1+2*k2+2*k3+k4)*h/6;
t(n+1l)=t(n)+h;

plot(t,y,"*")
legend('sol aprox')

En este ejemplo, como se puede obtener la solucién exacta que es la funcién
(-6
y(t) = e~ 7, se representa en una misma grafica esta curva y la

aproximacién obtenida.

hold on

x=1linspace(t0o,tf,30);
plOt(X,EXp((X.A - *X)/ ))|P|)
legend('sol aprox', 'sol exacta')
hold off

02 04 06 08 1 12 14 18 1B 2

Figura 6.15. Solucion exacta y valores aproximados
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En el siguiente ejemplo, se programa el método de Runge-Kutta
construyendo los valores K a partir de la definicién de las matrices del

tablero de Butcher asociado.

Ejemplo 6.16. Modifica el codigo del ejercicio anterior para definir los
valores K; através de las matrices A,B y C que definen el tablero asociado

al método de Runge-Kutta de cuarto orden.

f=@(t,y) y*t"3-1.5*%y;%Funcidn
t0=0;tf= ;%Intervalo
N=5;%Pasos (N+1 puntos)
h=(tf-t0)/N; %Longitud del paso
%Condiciones iniciales
t(1)=te;ye=1;y(1)=ye;
%Definicidén tablero

C=[06 1/2 1/2 1];

A=[ ) / , / ) ]J
B=[1/6 2/6 2/6 1/6];
m=length(B);

n=1:N %

%Construccion Ki con datos tablero en cada paso
kn=[f(t(n),y(n))];
=/:m

kn =.[kn, f(t(n)+h*C(j),y(n)+h*kn*A(j,1:7]-
)15

%Aproximacion en punto siguiente
y(n+1l)=y(n)+h*kn*B";
t(n+1l)=t(n)+h;

plot(t,y, *")

%Solucion exacta

hold on

x=1linspace(t0o,tf,30);
plot(x,exp((x." - *X)/ )).P.)
legend('sol aprox', 'sol exacta')
hold off




En el siguiente ejemplo, se resuelve un sistema de ecuaciones
diferenciales utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

-

Ejemplo 6.17. Considera el problema plano de dos cuerpos puntuales que
se mueven atraidos segun la ley de la gravitaciéon universal de Newton. En
unidades apropiadas, las ecuaciones del movimiento adoptan la forma
siguiente:

Y =Ys

y; =Ya

y/ _ Y1

3 T o\3/2
(w2 +3)"

y/ _ Y2

4 3/2
(ylz+y§)/

donde (y1, y2) son las coordenadas de uno de los cuerpos (satélite) en un
sistema con origen en el otro cuerpo central. Los valores (y3, y4)
representan el vector velocidad del cuerpo satélite.

Utiliza el método de Runge-Kutta clasico para encontrar la solucién con las
condiciones iniciales siguientes

y1(0) =1, yZ(O) =1, y3(0) =0, y4(0) =1

Ségun la primera ley de Kepler: "los planetas describen” orbitas
elipticas alrededor del sol, que ocupa uno de los focos de esa elipse”.
En general, las soluciones del problema de dos cuerpos son coénicas
(pueden ser elipses, parrabolas o hipérbolas), pero si se toman las
condiciones iniciales siguientes:

11(0) =1, y2(0) = y3(0) =0, y4(0) =1

la solucién es una circunferencia de centro el origen con radio 1y
con periodo 27r.

Se muestra a continuacion el cédigo Matlab/Octave para resolver el
problema.
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El tablero de Butcher para el método de Runge-Kutta clasico de cuarto

orden es
0 0 0 0 0
1/2 (1/2 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0
1 0 0 1 0
1/6 2/6 2/6 1/6
clear all

%Definicidén de la funcidn

=@(t,y) [y(3);y(4);-y(1)/(y(1)"2+y(2)"2)"(3/2);-

y(2)/(y (1) 2+y(2)"2)~(3/2)];
%»Datos PVI

t0=0; tf=8*pi;

y(:,1)=[1;1;0;1];h=0.1;N=ceil(tf/h);t(1)=t0;
n=1:N
kl:f(t(n)Jy(:Jn));
k2=f(t(n)+h/2,y(:,n)+h*k1/2);
k3=F(t(n)+h/2,y(:,n)+h*k2/2);
kd=f(t(n)+h,y(:,n)+h*k3);
y(:,n+1l)=y(:,n)+(k1+2*k2+2*k3+k4)*h/6;
t(n+l)=t(n)+h;

%Representacion de la solucion

plot(y(1,:),y(2,:),'r")
axis equal

En la siguiente imagen se muestra la trayectoria del satélite una vez
resuelto el problema.

Figura 6.16. Trayectoria del satélite
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\

Para resolver este ejercicio de forma alternativa, se pueden utilizar dos funciones
creadas por el profesor Eduardo Casas (ficheros Matlab).

e la funcién mirkf4c.m para definir los parametros del método de Runge-
kutta clasico: A, b, c que devuelve como salida.

¢ lafuncidn pasorkf.m para definir un paso del método de Runge-Kutta que se
considere con la sintaxis:
pasorkf(f,tn,hn,yn,a,b,c)

Los pardmetros de entrada son: f, tn, hn, yn, a, b, ¢ que son
respectivamente, la funcién f,t(n), el paso h, y(n) y los pardmetros A,by ¢
del método de Runge-Kutta que se considere.

Utilizando estas funciones, el cddigo Matlab/Octave para encontrar la

SO

lucidn se muestra a continuacion.

%Definicidén de la funcidn

f=@(t,y) [y(3);y(4);-y(1)/(y(1)"2+y(2)"2)"(3/2);-

y(2)/(y(1)"2+y(2)"2)"~(3/2)];
%Datos PVI

t0=0;tf=8*pi,;

ye=[1;1;0;1];

y(1)=yo;t(1)=te;

N=100; h=tf/N;

%Se definen el tablero

[a,b,c]=mirkfdc;
iter=1:N
%Se ejecuta el paso utilizando la funcidn pasokf.m
y(:,n+l)=pasorkf(f,t(n),h,y(:,n),a,b,c);
t(n+l)=t(n)+h;

%Representacion de la solucidn

plot(y(1,:),y(2,:),'r")
axis equal
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6.4.4 Error de los métodos de Runge-Kutta

A continuacion, se estudiard el error en los métodos de Runge-Kutta.
Para ello, se comienza por observar que dichos métodos pueden
expresarse de la siguiente forma:

Yn+1 :yn+hn(1)f (tnaynahn) OSnSN_]-

Se introduce el concepto de orden de un método numérico para
ecuaciones diferenciales ordinarias para medir la rapidez con la que
decrece el error global al reducir el tamano del paso h. Se presentan los

conceptos fundamentales para caracterizar este orden [4], [6].

\
El error local del método en el paso n es la cantidad

en =Y (tn + hn) — [y (tn) + hn®s (L, y (tn) , hr)]

El error global del método en el paso n es la cantidad

€n =Y (tn + hn) - [yn + hn(bf (tmyna hn)]

Se puede observar que:

1. Elerror local es que se comete al dar un paso partiendo del
valor exacto de la solucién en el instante ¢,,.

2. Elerror global es el que se comete al dar un paso a partir de
la aproximacion de y,, =~ y(t,) acumulando los errores de los

pasos previos.



Se dird que el método es de orden psi ||, || = O(h2T1), es decir, si
existe C' > 0 deformaque ||e,|| < Ch2H,

Para determinar el orden de un método de Runge-Kutta se emplean las
condiciones de orden de Butcher, un conjunto de restricciones que
deben satisfacerse sobre los pardametros A, b y c. Tomando el vector de
m componentes e = (1,1,...,1)T siempre se exige Ae = c y luego,
dependiendo del orden deseado, se deben exigir condiciones
adicionales. Se indican las condiciones a cumplir para los tres primeros
ordenes.

e Orden1l.ble=1
e Orden 2. Ademas de la condicién de orden 1, 5% ¢ = 1/2

e Orden 3. Ademas de las de orden 1 y 2, se deben cumplir
b2 =1/3,6TAc=1/6

Puede comprobarse que el método de Euler es de orden 1, los de
Heun de 2 y 3 etapas poseen, respectivamente, orden 2 y 3. El
método de Kutta de 3 etapas es de orden 3 y el de Runge-Kutta
clasico de orden 4.

6.5 Métodos de Runge Kutta encajados

Los métodos vistos hasta este momento tienen una dependencia
directa con el paso h considerado, por lo que su elecciéon puede
condicionar enormemente el funcionamiento del propio método. Se
plantea en este apartado como determinar cudl es el paso de tiempo h
mas indicado analizando los llamados métodos encajados [4], [6].
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Estos métodos consisten en una variacion del paso h a partir del

control de los errores de aproximacion obtenidos a medida que se
calculan las diferentes iteraciones del método.

Asi, si llegado el momento, el error de aproximacién supera la
tolerancia establecida para’este, el método varia el paso para tener una
mejor aproximacion. Por el contrario, si el error es menor que la
tolerancia, el metodo amplia el paso con el fin de acelerar el
rendimiento.

Estos métodos emplean dos formulas de diferente orden, que
comparten evaluaciones intermedias de la funcién derivada, para
calcular dos aproximaciones del siguiente paso: una mas precisa y otra
menos precisa. La diferencia entre ambas proporciona una estimacion
del error, que puede usarse para ajustar automaticamente el tamano
del paso en los métodos de paso variable, optimizando el equilibrio
entre precisiéon y niumero de operaciones a realizar para encontrar la
solucién.

El procedimiento general consiste en utilizar dos métodos en la
integracion:
Yn+1 = Yn + h’n@f (tn7 Yny h’n) orden D

Unt1 = Yn + hntVf (tn,Yn,hn)  orden g >p

donde las matrices A y ¢ del método de orden p estan encajados en
Ay édel método de orden q > p.

Al ser el método de orden g mas preciso, el valor €, = ||§,,,1 — Yn+1l|

es una estimacion del error local cometido por el primer método. No
obstante, como %,,.1 €S mejor aproximacion de la solucién que y,, 1,

entonces se tomara como aproximacion ¥,.1 Yy la cantidad ¢, =
|G,1 — Yn+1|| Serd una cota superior de la integracion.



A modo de ejemplo, se veran los métodos de Fehlberg que son una
familia de métodos de Runge-Kutta encajados que proporcionan dos
aproximaciones de distinto orden. En este libro, se consideran
unicamente los métodos de orden 4 y 5. Su esquema mas conocido es el
RKF45, usado ampliamente en librerias como ode45 de MATLAB.

En estos métodos los parametros A y c¢ del esquema de orden 4

coinciden con las 5 primeras filas de A y é del esquema de orden 5. Por
tanto, las etapas K, ; paral < ¢ < 5 son idénticas en ambos metodos,
lo que reduce el nimero de evaluaciones de f.

Runge-Kutta-Felhberg 4-5 #1

\
0
2/9 2/9
1/3|  1/12 1/4
3/4 | 69/128 —243/128 135/64
1| -17/12 27/4 —27/5 16/15
orden 4 1/9 0 9/20 16/45 1/12
0
2/9 2/9
1/3|  1/12 1/4
3/4| 69/128 —243/128 135/64
1| -17/12 27/4 —27/5 16/15
5/6 | 65/432 ~5/16 13/16  4/27 5/144
orden 5 | 47/450 0 12/25 32/225 1/30 6/25
.

Para pasardet, at,.1Yy hallar una cota del error local de aproximacion
de y(t,11), se aplica el método de orden 5 para obtener §,.1 vy el
método de orden 4 para obtener y,,, 1. La estimacion del error sera

11 = Yniall
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Ademds, si

Yn+l = Yn + hn Z biKn,;
=1

m
Ynt1 =Yn + hy Z b; K, j m>m
j=1

la estimacion del error se puede obtener de la forma siguiente

“gnJrl - yn—HH = hn (B] - b]) Kn»j
=1

3

En consecuencia, basta conocer los parametros del esquema de orden q

y el vector de estimadores (b; — b;) para evaluar el error local en cada
paso

€n = ||On+1 — Ynt1l]

La informacidn que se precisa para el esquema Runge-Kutta-Felhberg 4-5 #1
se incluye en el siguiente tablero.

0

2/9 2/9

1/3|  1/12 1/4

3/4 | 69/128 —243/128 135/64

1| -17/12 27/4 —27/5 16/15

5/6 | 65/432  —5/16 13/16  4/27 5/144

ordens | 47/450 0 12/25 32/225 1/30 6/25

estimadores | 1/150 0 -3/100 16/75 1/20 —6/25

La funcién rkf45a.m desarrollada por Eduardo Casas (ficheros Matlab) devuelve los
valores A, b, c, est para el par de métodos encajados de orden 4 y 5 del método de

Runge-Kutta-Fehlberg #1.
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Runge-Kutta-Felhberg 4-5 #2

El siguiente tablero describe otro método Runge-Kutta-Fehlberg

donde se encajan también un esquema de orden 4 y otro de orden 5.

0

1/4 1/4

3/8 3/32 9/32
12/13 | 1932/2197 —7200/2197  7296/2197

1 439/216 -8 3680/513 —845/4104

1/2 —8/27 2 —3544/2565 1859/4104 —11/40
ordenb 16/135 0 6656/12825 28561/56430 —9/50 2/55

estimadores —1/360 0 128/4275  2197/75240 —1/50 —2/55

La funcion rkf45b.m desarrollada por Educardo Casas devuelve los valores A, b, c,
est para el par de métodos encajados de orden 4 y 5 del método de Runge-Kutta-

Fehlberg #2.

Algoritmo esquemas Runge-Kutta encajados

A partir de dos métodos encajados de 6rdenes p y g con p < ¢, el

algoritmo para céalcular un pasoy los estimadores es el siguiente.

\

N
(tn,i:tn"i_cihn 3 1§z§ﬁ
Kn,l = f (tn,layn,l)
1—1
Kn,i = f tn + Cihn,yn + hy, Z ainn,j 2<:1<m
j=1
{ m
:gn—i—l = Yn + hn Z ijn,j
=1
m
En = hn Z esthn,j
=1
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( A
La funcion rkf.m, desarrollada por Eduardo Casas (ficheros Matlab), implementa un
paso con la estimacion del error. La sintaxis es la siguiente

[yni,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
Los parametros de entrada son:
e f:nombre de la funcién que define la ecuacién diferencial
e tn:elinstante del que se parte
e hn:elpasoquesevaadar
* yn:laaproximacién de la solucion conocida en el instante ¢,,
* ab,cest: los parametros del algoritmo A,b,c y los estimadores

Los parametros de salida son

e ynl:laaproximacionde y(t,11) cont,i1 = tn + hy

e en:unaestimaciondelerrore, = ||y(t,i1) — Ynstll

< J

A partir de la estimacién del error, el método encajado ajusta
dindmicamente el tamano del paso basandose en un umbral de
tolerancia. En cada iteracion se calculan dos soluciones de distinto
orden vy, al comparar su diferencia (el estimador de error local) con un
umbral que combina tolerancias absoluta y relativa, se decide si
aceptar o rechazar el paso. Si el error queda dentro del umbral, se
avanza; si no, se descarta la aproximacion y se reduce el paso. Por
ultimo, se actualiza h para asegurar que el siguiente paso cumpla la

precision requerida.

La tolerancia adaptativa deseada se define a partir del error absoluto
€q Y €l error relativo €,. Dado que el error de g es menor que el de p, se
considera para la tolerancia el del método de orden mayor

TOL = ¢, +5rH'gn+1H


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Metodos_Numericos_EPM/ejer/cap6/rkf.m
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A continuacién se muestra el control adaptativo del paso, que consiste
en estimar el error local en cada iteracion y ajustar automaticamente el
siguiente paso para mantenerlo dentro de la tolerancia establecida.

1. Inicio razonable. Se elige un primer /( que no sea ni demasiado
grande ni demasiado pequefio:

hO — max(sa + ErHyOH, hmin)

donde h,;, puede ser, por ejemplo, la longitud del intervalo
total dividido por 106.

2. ;Se acepta el paso? Tras calcular la soluciéon de orden mayor
Uns1 Y lade orden menor y, 1, se define el error estimado:

en = [|Gnt1 — Ynt1l|
y se compara con la tolerancia

TOL = ¢, + €,||9n+1]]

Sie,, < TOL,se acepta la aproximacion.

3. Ajuste del tamaino de paso. Si el paso ha fallado, es decir, si
€, > TOL (o para optimizar), se debe reducir h,,. Se calcula
para ello un factor de correccién:

1
_ TOL \ P*T

n

Ademas, como medida de seguridad, se reducira siempre el paso
al menos a la mitad. Teniendo en cuenta los dos criterios, se
tomara
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hy, = min {rp, Pmin } hn

Se considera como ryin Un valor entre 0.1y 0.5, se toma rpin =
0.5

4. Prevision del paso siguiente. Se calcula r,, de la forma indicada
en el punto 3y se toma

h, si r, €1, 1.1]
hn—|—1 =

min {r,, "max } b, €n otro caso

Si ha habido un fallo del paso en la determinacién de una de las
dos ultimas aproximaciones de la solucion, entonces se toma

Tmax = 1, €ncaso contrario se fija rmax = 5.

5. lterar. Se avanza y se repite el proceso: si el error vuelve a ser
demasiado grande, se reduce h; si sobra margen, se aumenta.

A continuacién se ilustra el proceso con varios ejemplos usando el
método Runge-Kutta-Felhberg 4-5 #1.

-

Ejemplo 6.18. Resuelve el siguiente problemacone, = 10712,¢, = 10710

" y(t —

y" () + 4)—@2@)%2)@))3/2 =0 te[0,20]
n z _

2O+ Gmragpe =0

y(0) =0.5, ¥y (0)=0

z(0) =0, 2/ (0)=+/3

Se considera yi(t) = y(t), ya2(t) = 2(¢), y3(t) = ¥'(¢), ya(t) = 2'(t) y se
incluye en el codigo Matlab/Octave los datos del problema.
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format long

%Problema a resolver

f=@(t,y) [y(3);y(4);-y(1)./(y(1).72+y(2).72)."1.5;-
y(3)./(y(1).72+y(2)."2).~1.5];
t0=0;tf=20;y0=[0.5;0;0;sqrt(3)];

%Error absoluto y relativo

ea=10"-12;er=10"-10;

%Métodos encajados

[a b c est]=rkf45a;

Se define el paso inicial.

hmin=(tf-t0)/1076;p1=0.2; % pl=1/(1+4) p=4 en RKF 4-5
hn=max(hmin, (ea+er*norm(ye@))”~pl);

Se comienza a iterar y se comprueba si la estimacion del error es inferior a
la tolerancia. Si se cumple, se avanza estableciendo el nuevo paso.

%Calculo del paso con estimacidn error
tn=to;yn=y0;t=[te];y=[y0];
[ynl,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
%Calculo de la tolerancia
TOL=ea+er*norm(ynl);
if en<TOL

%Se acepta el paso

tn=tn+hn;yn=ynl;

t=[t tn];

y=[y yn];

%Se establece el nuevo paso

rn=0.9*(TOL/en)"pl;

if rn<l|rn>1.1

hn=min(rn,5)*hn;

end

else
disp('Fallo del paso ')
[en TOL]

end
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Este bloque de cédigo se itera hasta que se detecte un rechazo de paso, en
cuyo caso se reduce su tamano, o hasta haberse completado el intervalo de
integracion. Se modifica el codigo para detectar si se ha llegado al final del
intervalo de integracion.

fallo=0;
(tn<=tf)&(fallo==
%Calculo del paso con estimacidn error
[ynl,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
%Calculo de la tolerancia
TOL=ea+er*norm(ynl);
en<TOL
%»Se acepta el paso
tn=tn+hn;yn=ynl;
%Si se ha llegado al final del intervalo
%Se deja de iterar
tn>=tf
disp('FIN')

%Se acepta la aproximaciodn

t=[t tn];

y=[y yn];

%Se establece el nuevo paso

rn=0.9*(TOL/en)"pl;
rn<l|rn>
hn=min(rn,5)*hn;

disp('Fallo del paso ')
fallo=1;
[en TOL]

En este ejemplo, al ejecutar el cddigo anterior, se ha aceptado siempre el
paso y no es necesario hacer reduccién de h en ningiin momento.




Teniendo en cuenta el ejemplo 6.17, este PVI modeliza el movimiento de
dos cuerpos que se mueven atraidos segun la ley de la gravitacion universal
de Newton. Las coordenadas (y1(t),y2(t)) = (y(t), z(t)) son las de uno de
los cuerpos (satélite) con origen el otro cuerpo central. Para representar la
solucién, que en este caso es una elipse, se debe considerar la primera y
segunda componente del vector y.

%Representacion de la solucidn aproximada del
movimiento

plot(y(1,:),y(2,:),"*")
axis equal

Legend (" (y(t),z(t))")

[t oz ]

08
0.6
D4t

Dz

02F %
04 |

06

-0.8

Figura 6.17. Movimiento del satélite

El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento a seguir cuando resulta
necesario reducir el tamano de paso en alglin momento.
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Ejemplo 6.19. Resuelve el siguiente problemacone, = 107 12,¢, = 1010

TR (tg —4y, (1) t<]0,1]
t

Se define en primer lugar el PVI.

f=@(t,y) [1+y(1).72*y(2)-4*y(1);3*y(1)-y(1)"2.*y(2)];
t0=0;tf=20;y0=[3/2;3];

Se consideran los errores absolutos y relativos y el esquema RKF 4-5.

%Error absoluto y relativo
ea=10"-12;er=10"-10;
%#Métodos encajados

[a b ¢ est]=rkf45a;

Se considera el paso inicial.

hmin=(tf-t0)/1676;p1=0.2; % pl=1/(1+4) p=4 en RKF 4-5
hn=max(hmin, (ea+er*norm(y@))”pl);

Se itera con el mismo cédigo que en el ejemplo anterior, hasta que se
produzca un fallo en el paso o se llegue al final del intervalo de integracién.

tn=to;yn=y0;t=[te];y=[y0];
fallo=0;
(tn<=tf)&(fallo==
%Calculo del paso con estimacidn error
[ynl,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
%Calculo de la tolerancia
TOL=ea+er*norm(ynl);
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if en<TOL
%Se acepta el paso
tn=tn+hn;yn=ynl;

%Si se ha llegado al final del intervalo

%»Se deja de iterar

if tn>=tf
disp('FIN")
break

end

%Se acepta la aproximaciodn

t=[t tn]; y=[y yn];

%Se establece el nuevo paso

rn=0.9*(TOL/en)"pl;

if rn<l|rn>1.1
hn=min(rn,5)*hn;

end
else
disp('Fallo del paso ')
fallo=1;
[en TOL]
end

end

Tras varias iteraciones, se produce fallo en el paso, por lo que hay que

reducirlo.

%Se reduce el paso
rn=0.9*(TOL/en)"0.2;
hn=min(rn,9.5)*hn;

%Se calcula con el nuevo paso la aproximaciodn

%y le estimacidon del error
[ynl,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
TOL=ea+er*norm(ynl);

[en TOL]

Se comprueba que en es menor que TOL por lo que se acepta la
aproximacién y por prevencién se reducen también los siguientes dos

pasos.
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%Se acepta la aproximaciodn

tn=tn+hn;yn=ynl;t=[t tn];y=[y yn];

%====  Reduccidn 1

%Se reduce el paso para la siguiente aproximaciodn
rn=0.9*(TOL/en)”0.2;hn=min(rn,1)*hn;
[ynl,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
TOL=ea+er*norm(ynl);

[en TOL] %Se comprueba que en>TOL

%Dado que en<TOL se acepta la aproximaciodn
tn=tn+hn;yn=ynl;t=[t tn];y=[y yn];

%==== Reduccidn 2

%Se reduce el paso para la siguiente aproximaciodn
rn=0.9*(TOL/en)”0.2;hn=min(rn,1)*hn;
[ynl,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
TOL=ea+er*norm(ynl);

[en TOL] %Se comprueba que en<TOL

Como el error es menor que la tolerancia, se acepta el paso y se vuelve a
iterar hasta terminar o hasta que se produzca otro fallo.

%Se acepta ynl y tn calculados anteriormente
tn=tn+hn;yn=ynl;t=[t tn];y=[y yn];
%Se itera hasta que se termine o se produzca fallo
rn=0.9*(TOL/en)”0.2;hn=min(rn,5)*hn;
fallo=0;
while (tn<=tf)&(fallo==0)
%Calculo del paso con estimacidén error
[ynl,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
%Calculo de la tolerancia
TOL=ea+er*norm(ynl);
if en<TOL
tn=tn+hn;yn=ynl;
%Se acepta la aproximaciodn
t=[t tn]; y=[y yn];
%Se deja de iterar, si es final del intervalo

if tn>=tf
disp('FIN")
break

end
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%Se establece el nuevo paso
rn=0.9*(TOL/en)"pl;
if rn<l|rn>1.1
hn=min(rn,5)*hn;

end

else
disp('Fallo del paso ')
fallo=1; [en TOL]

end

end

Vuelve a producirse un fallo, por lo que de nuevo se debe hacer una

reduccion de h y dos pasos mas con reduccion por prevencion.

rn=0.9*(TOL/en)"0.2; %Se reduce el paso
hn=min(rn,0.5)*hn;

%Calculo nuevo paso y estimacion del error
[ynl,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
TOL=ea+er*norm(ynl);

[en TOL] %Se comprueba que en<TOL

%Se acepta la aproximaciodn
tn=tn+hn;yn=ynl;t=[t tn];y=[y yn];

% ==== Reduccién 1

%Se reduce el paso para la siguiente aproximaciodn
rn=0.9*(TOL/en)”0.2;hn=min(rn,1)*hn;
[ynl,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
TOL=ea+er*norm(ynl);

[en TOL] %Se comprueba que n<TOL

%Dado que en<TOL se acepta la aproximaciodn
tn=tn+hn;yn=ynl;t=[t tn];y=[y yn];

% ====  Reduccion 2

%Se reduce el paso para la siguiente aproximaciodn
rn=0.9*(TOL/en)”0.2;hn=min(rn,1)*hn;
[ynl,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
TOL=ea+er*norm(ynl);

[en TOL] %Se comprueba que en<TOL
tn=tn+hn;yn=ynl;t=[t tn];y=[y yn];
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Comprobado que en<TOL, se vuelve a iterar hasta terminar o hasta que
haya que hacer una nueva reducciond e h.

%Se establece el nuevo paso

rn=0.9*%(TOL/en)"pl;
rn<l|rn>
hn=min(rn,5)*hn;

%Se itera
fallo=0;
(tn<=tf)&(fallo==
%Calculo del paso con estimaciodn error
[ynl,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
%Calculo de la tolerancia
TOL=ea+er*norm(ynl);
en<TOL
%Se acepta el paso
tn=tn+hn;yn=ynl;
t=[t tn]; y=[y yn];
tn>=tf
disp('FIN")

%Se establece el nuevo paso

rn=0.9*(TOL/en)"pl;
rn<l|rn>
hn=min(rn,5)*hn;

disp('Fallo del paso ')
fallo=1; [en TOL]

Como no se vuelve a producir ningun fallo en el paso, se llega al final del
intervalo. El nimero de pasos realizados es 61, basta ver el nimero de
componentes del vector t escribiendo el cédigo Matlab/Octave
length(t)-1.
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En la siguiente figura se muestra la solucion del PVl en el intervalo [0, 1].

."\ Oy

28 % |y
5

26|

i =T
22r X 5 '"'-\.\_

0 0.2 0.4 06 0.8 1 12

Figura 6.18. Representacion de la solucion del ejemplo

-

Ejemplo 6.20. Resuelve el siguiente problemacone, = 107 12,¢, = 1071°

y"(t) + ey’ (t) — 10ty (t) + y/t) = 1

) te[0,8.9]
y(0)=1, y(0)=-2, y"(0)=0

Considerandoy; = y,y2 = ¥, y3 = y”, el PVl se podra escribir de la forma

vy Yo 1 (0) 1
vy | = Y3 y2(0) | =1 —2
Y3 1 — ely; + 10tys — ys (0) 0

En Matlab/Octave se definird la funcion de la EDO vy las condiciones
iniciales de la forma siguiente.

f=@(t,y) [y(2);y(3);1-exp(t)*y(3)+
t0=0;tf=8.9;y0=[1;-2;0];

*try(2)-y(1)1;
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Se consideran los errores absolutos y relativos y el esquema RKF 4-5.

%Error absoluto y relativo
ea=10"-12;er=10"-10;
%#Métodos encajados

[a b ¢ est]=rkf45a;

Se considera el paso inicial.

hmin=(tf-t0)/1076;p1=0.2; % pl=1/(1+4) p=4 en RKF 4-5
hn=max(hmin, (ea+er*norm(y@))”pl);

Se itera con el mismo cdodigo visto en ejemplos anteriores, hasta que se
produzca un fallo en el paso o se llegue al final del intervalo de integracién.

tn=t@;yn=y0;t=[t0];y=[y0];

fallo=0;

while (tn<=tf)&(fallo==0)
%Calculo del paso con estimacidn error
[ynl,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
%Calculo de la tolerancia
TOL=ea+er*norm(ynl);
if en<TOL

%Se acepta el paso

tn=tn+hn;yn=ynl;

%Si se ha llegado al final del intervalo
%Se deja de iterar

if tn>=tf
disp('FIN")
break

end

%Se acepta la aproximaciodn

t=[t tn]; y=[y yn];

%Se establece el nuevo paso

rn=0.9*(TOL/en)"pl;

if rn<l|rn>1.1
hn=min(rn,5)*hn;

end




else
disp('Fallo del paso ')
fallo=1; [en TOL]
end
end

Tras varias iteraciones, se produce fallo en el paso, por lo que hay que
reducirlo.

%Se reduce el paso

rn=0.9*(TOL/en)"0.2;

hn=min(rn,9.5)*hn;

%Se calcula con el nuevo paso la aproximacion
%y le estimacion del error
[ynl,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
TOL=ea+er*norm(ynl); [en TOL]

Se comprueba que en es menor que TOL por lo que se acepta la
aproximacién y por prevencion se reducen también los siguientes dos
pasos.

%Se acepta la aproximaciodn

tn=tn+hn;yn=ynl;t=[t tn];y=[y yn];

% ==== Reducciodn 1

%Se reduce el paso para la siguiente aproximaciodn
rn=0.9*(TOL/en)"0.2;hn=min(rn,1)*hn;
[ynl,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
TOL=ea+er*norm(ynl);

[en TOL] %Se comprueba que en>TOL

%Dado que en<TOL se acepta la aproximaciodn
tn=tn+hn;yn=ynl;t=[t tn];y=[y yn];

% ====  Reduccion 2

%Se reduce el paso para la siguiente aproximaciodn
rn=0.9*(TOL/en)”0.2;hn=min(rn,1)*hn;
[ynl,en]=rkf(f,tn,hn,yn,a,b,c,est);
TOL=ea+er*norm(ynl);

[en TOL] %Se comprueba que en<TOL
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Como el error es menor que la tolerancia, se acepta el paso y se vuelve a
iterar no produciéndose ningun fallo y llegando al final del intervalo. En la
grafica siguiente se muestra la solucién del problema.

1000

-2000

2000

-4000

-5000 |

-6000

7000

Figura 6.19. Representacion de la solucion del ejemplo

6.6 Problemas de contorno. Método de tiro

En este apartado se estudiara el problema de contorno siguiente:

y'(t)=f(y@),y () te lto,ty]
y(to) =Y , y(tf) = Yr

Al carecer de la condicién y'(ty), no es posible integrar directamente

con Runge-Kutta. En su lugar, se formula y resuelve el siguiente
problema de valor inicial:

Yy (t) = ya (t)

1 (t)
) Jh(0) = F o (0,0(0) 1€ ltnty
1 (to) =Y 5, Y2 (t ) £
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buscando el valor de = de forma que la solucién y, = (Y1, Yz, )"

/

<

Para resolver este problema con Matlab/Octave se puede utilizar la funcién
oderkf.m desarrollada por Eduardo Casas (ficheros Matlab que resuelve el
problema de valor inicial (P) para un valor de x dado. Esta funcién tiene la siguiente

sintaxis:
[t,y]=oderkf(f,t0,y0,tf,ea,er)

donde:

\

€a =107 ¢, = 10712
f eslafuncion diferencial.

t es el vector fila de instantes ¢,, donde se ha calculado la aproximacién de la
solucion de (P).

y es el vector solucion que tiene dos filas y,, 1 paray; e Y, 2 para ys.

Una vez resuelto el problema de valor inicial P con pendiente inicial z,
el siguiente paso es encontrar el valor de £ que haga que la solucién
satisfaca la condicion en el extremo, es decir, yl(tf) = yy. Paraello se
define la funcién g(x) buscando el cero de g(x) = y1(tf) — yy por el
método de la secante.

[gx,tx,yx]=g(x)
T PR $funcion que define la EDO
to=...;tf=...; %Intervalo

yo=...; % Valor inicial de yl en to
yo=[y@;x];
ea=...; er=...; %Error absoluto y relativo

%Resolucion del problema de valor inicial P
[tx,yx]=oderkf(f,to,yo,tf,ea,er);

%La condicion es yl(tf)=yf;
gx=yx(1,end)-yf;
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Seilustra este procedimiento en el siguiente ejemplo.

-

Ejemplo 6.21. Calculala solucién del siguiente problema de contorno
considerandoe, = 10 M ye, = 10712,

2y = (y —ty)’

y(1) =0, y(2)=2 te][l,2]

Paso 1. Se considera el problema de valor inicial a resolver en [to,tf] =
[1,2] considerando y1 = y,y2 = ¢/

Yio\ _ Y2 y1(0) Y _ (0

Ys ). y2 (0) z
La solucion vectorial del problema y,(¢) tiene como primera componente la
funcién soluciény la segunda su derivada

Y=(t) = (y(2), Y ()

Paso 2. Se define la funcién g(x) = y,1(tf) — ys siendo t; =2 e y; =
y(2) = 2. A continuacion se aplica el método de la secante para encontrar
el valor de z que hace g(z) = 0.

[gx,tx,yx]=g(x)
f=@(t,y) [y(2);1/t73*(y(1)-t*y(2))"2];

to=1;
tf=2;
yo=[0;x];
ea=107-14;

er=107-12;

%Se resuelve el problema de valor inicial
[tx yx]=oderkf(f,to,yo,tf,ea,er);
gx=yx(1, )-2; %Valor final igual a tf




Paso 3. Se aplica el método de la secante a la funcion g(z) para hallar  de
forma que g(x) = 0.

for
%se
[8(
%Se
X0=
gx0
gx1
em

max

%S0

mat long
busca cambio de signo
) g(1.5)]
aplica el método de la secante
;x1=1.5;tol=10"-12;
= g(x0);
= g(x1);
=eps/2;
iter= ;
= l:maxiter
mk = (gx1-gx0)/(x1-x0);
abs(mk)>em*abs(gx1)

xk = x1 - gx1/mk;

disp('Error secante')

abs(xk - x1) < tol
disp('Solucioén raiz')
[x1 g(x1)]

)

X0=x1;gx0=gx1;
x1=xk;gx1=g(xk);

lucidén: 1.264241117657183

Paso 4. Encontrado z, la solucion del problema se obtiene con la funcién g

gue devuelve en el segundo parametro de salida el vector t y en el tercero el

vector y.

X=
%tx
[gx

es el vector t, yx es la solucidn del problema
> X, yx]=g(x);
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Se dibuja la solucion del problema de contorno.

%Se dibuja la solucion
plot(tx,yx(1,:),'0")

Se compara con la solucién general, que en este caso es conocida. La
solucion es y(t) =tlog (ﬁ) +Cyt con C; = 226__62 y Cy=
log (C; + 1).

%Solucion real:

tsol=1: 123
Cl=(2-exp(1))/(2*exp(1)-2);C2=10g(Cl+1);
ysol=tsol.*log(tsol./(Cl*tsol+1))+C2*tsol;
hold on

plot(tsol,ysol)

hold off

legend('Sol Met. Tiro', 'Solucidn exacta')

I 1 T L
2 Bol Met. Tiro
Sl Bl exatl| ;)

16

14+ e

08|
06 5
04t

02r

Figura 6.20. Representacion de la solucién del ejemplo
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Ejemplo 6.22. Calculala solucién del siguiente problema de contorno
considerandoe, = 10 ye, = 10712
y <t> =ty (t) ~1—sen(t) te (03]
) =0, 31(5)

Paso 1. Se considera el problema de valor inicial a resolver en [to,tf] =
[1, 2] considerandoy; = y,y2 = ¢/

(1)~ (wo-twn)  (06)-(2)

La solucidn vectorial del problema y, (¢) tiene como primera componente la
funcién solucién y la segunda su derivada

Yo (t) = (y(t),y'(t))

Paso 2. Se define la funcién g(z) = y.1(tf) — yr siendo ty = w/2 e yy =
y(m/2) = 1. A continuacion se aplica el método de la secante para

encontrar el valor de  que hace g(z) = 0.

[gx,tx,yx]=ga(x)
f=@(t,y) [y(2);t*y(1)"3-1-sin(t)];

to=0;
tf=pi/2;
yo=[0;Xx];
ea=107-14;
er=10"-

%Se r‘esuelve el problema de valor inicial
[tx yx]=oderkf(f,to,yo,tf,ea,er);
gx=yx(1, )-1; %Valor final igual a tf
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Paso 3. Se aplica el método de la secante a la funcién ga(z) para hallar  de
forma que ga(z) = 0.

%se busca cambio de signo
[ga(1) ga(2)]
%Se aplica el método de la secante
x0=1;x1=2;tol=107-12;
gx0 = ga(x9);
gxl = ga(x1);
em =eps/2;
maxiter= ;

= l:maxiter
(gx1-gx0)/(x1-x0);
abs(mk)>em*abs(gx1)
xk = x1 - gx1/mk;

mk

disp('Error secante')

abs(xk - x1) < tol
disp('Solucidén raiz')
[x1 ga(x1)]

)

X0=x1;gx0=gx1;
x1=xk;gx1l=ga(xk);

%Valor x=1.809633743684593

Paso 4. Encontrado z, la solucién del problema se obtiene con la funcion ga
qgue devuelve en el segundo pardmetro de salida el vector t y en el tercero el
vector y.

X= B
%tx es el vector t, yx es la soluciodn del problema
[gXJtXJyX]=ga(X);




Se dibuja la solucién del problema de contorno.

%Se dibuja la solucion
plot(tx,yx(1,:),"'0")

18}

16

14+

0.8 [

06

04t

02r

Figura 6.21. Representacion de la solucién del ejemplo

El método puede adaptarse facilmente al siguiente ejemplo.

-

Ejemplo 6.23. Resuelve el siguiente problema:

y" (t) = sen (y(t)) +0.01ty (t) + 0.1z (t)
2 (t) = sen(y (t) +2 (1) + w(¢)
’w()_COS(y(t) z(t) + w(?))
y(0)=0=2(0), w(0)=1 te]l0,n]
y(m) + 2 (7T)+w( )=0
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Se considera

y=vy, ¥2=9Y, Ys=2, Ya=w

pudiendo escribirse el problema de la forma siguiente

Y1 = Y2

yy = sen (y1) +0.01 ¢t y1 + 0.1 y3

Y3 (t) = sen (y1 +y3) + ya

Yy (t) = cos (y1 + Y3 + y4)
y1(0)=0=y3(0), wu(0)=1, ®n(0)==

El procedimiento buscara x para que la solucién del PVI, yz, verifique

Yo (M) + Y3 (1) + ypa (1) = 0

La funcién a la que aplicar el método de la secante serd la siguiente.

[gx,tx,yx]=ge(x)
f=@(t,y) [y(2);sin(y(1))+ *t*y(1)+0.1*y(3);
sin(y(1)+y(3))+y(4);cos(y(1)+y(3)+y(4)]
to=0;
tf=pi;
yo=[0;x;0;1];
ea=10"-14;
er=10"-12;
%Se resuelve el problema de valor inicial
[tx yx]=oderkf(f,to,yo,tf,ea,er);
gx=yx(1, )+yx(3, )+yx (4, ); %Condicidn en

el extremo




6.7 Autoevaluacion

CUESTIONARIO

MIVEL ACCIONES
s

Medio B COMENZAR B DETALLES
fo—-—

Interactivo 6.6. Actividad de autoevaluacion
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6.8 Ejercicios

1

Resuelve el problema de valor inicial:
d
d—ZZ — —07y+t, y()=1, tel1,2].

Utiliza el método de Euler con 10 pasos y representa la solucion con MATLAB.
37 Solucion

Implementa el método de Runge-Kutta explicito de tres etapas (tablero de
Butcher) para resolver:

d

d—?t/ —t+e, y(0)=0, t=04, h=0.1.

ﬁk:’Squcién

Utilizando el método de Runge-Kutta cldsico de cuarto orden, integra el

problema:

d
d—@; — _15yt, y(0)=1, telo,1.9],

considerando 5 pasos.
37 Solucién

Considera las oscilaciones amortiguadas descritas por la ecuacion:

' +2yz' +wiz =0, z(0)=0,2'(0)=10, wo=2,v=0.5, tc]|0,3].

Resolver utilizando MATLAB y representar las oscilaciones.
ﬂk:’Squcién

Resuelve el siguiente sistema que describe la competencia entre dos especies

por un mismo recurso:
Y1 = y1(4 — 0.0003y; — 0.0004y2),

yh = y2(2 — 0.0002y; — 0.0001ys),

con y1(0) = y»(0) = 10000y ¢ € [0, 4], utilizando el método de Runge-Kutta
de cuarto orden.
Z?TTSqucic')n
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6 = Resuelve el siguiente problema de valor inicial utilizando el método de Runge-
Kutta clasico con un paso h = 0.4 y luego con Matlab utilizando el método
Runge-Kutta-Fehlberg con ode45 considerando como tolerancia absoluta y

relativa respectivamente:10~8 y 10~6:
y"=—-0.65y" + 0.1z — 0.5 cos(t),

2= —sin(t) + 0.1z + w,

w” = cos(t) + 0.1w, te€ [0, 10],

con condiciones iniciales
y(0) =1, ' (0)=0, =2(0)=0, 2(0)=1, w(0)=0, w'(0)=0.

27"Solucién

7 = Resuelve, con el método de Runge-kutta clasico utilizando 20 pasos, el
siguiente problema de valor inicial

y" —y" =5y —3" =0, y(0)=1,4¢'(0)=0,3"(0)=-1, tel0,2],

Compara el resultado resolviendo también con Matlab y el comando ode45
usando el método de Runge-Kutta-Fehlberg con tolerancia e, = 10712, ¢, =

10710,
# Solucion

8 Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

/
Y1 =192,

. 0) =1, y,(0) = 1
b= —sin(yy), V10 =190

utilizando el método de Runge-Kutta clasico con h=0.1 y t € [0,27] y
condiciones iniciales, .

27"Solucic'>n
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9 Resuelve:2
dy  dy t /
— 4+ — + 3y =2e 7, 0)=0,y((0)=1, te]|0,10
utilizando el método de Euler con un paso h = 0.1 y comparar los resultados
con Runge-Kutta clasico (RK4).

ﬁj:Squcién
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RESUMEN

En este capitulo se trata la integracion numérica de ecuaciones diferenciales, una
herramienta fundamental en la resolucién de problemas matematicos y cientificos
gue no tienen solucién analitica. Este capitulo presenta diversas técnicas para
resolver problemas de valor inicial mediante métodos numéricos y analiza sus
caracteristicas, errores y aplicabilidad.

Los contenidos principales del capitulo son los siguientes.

1. Formulacion del problema de valor
inicial
Se introduce el concepto de
ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDQ) y su resolucion a través de
condiciones iniciales dadas,
planteando el problema como una
base para aplicar métodos numéricos.

2. Existenciay unicidad de soluciones
Explicaciéon de las condiciones bajo las
cuales las soluciones de las EDO estan
garantizadas y son Unicas, un punto
clave para entender la validez de los
métodos numéricos.

3. Método de Euler

Este es el método numérico mas
basico para resolver EDO. Se describe
su implementacion, ventajas 'y
desventajas, ademas de discutir el
error global acumulado.
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4. Meétodo de Heun
Una mejora del método de Euler que utiliza una correccioén iterativa para
aumentar la precisién. También conocido como método del trapecio, es un
ejemplo de método de orden 2.

5. Métodos de Runge-Kutta
Se analizan los métodos de mayor precisiéon basados en evaluaciones de la
pendiente intermedia, destacando el método de cuarto orden como
estandar debido a su equilibrio entre precision y esfuerzo computacional.

6. Error enlos métodos de Runge-
Kutta
Se detallacdmo se evaltany
minimizan los errores locales y
globales en los métodos Runge-
Kutta, incluyendo estrategias para
ajustar el tamano del paso.

7. Métodos de Runge-Kutta
encajados
Introduccién a los métodos
adaptativos que ajustan
dindmicamente el tamano del paso
en funcion de una estimacion del
error, optimizando la eficienciay
precision del calculo.

8. Problemas de contorno y método
de tiro
Este apartado aborda problemas de
contorno, en los cuales las
condiciones iniciales y finales estan
especificadas. Se introduce el
método de tiro como técnica para
aproximar soluciones.
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