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Introduccion

Los numeros complejos se introducen para dar sentido a la raiz
cuadrada de numeros negativos. De esta forma ecuaciones como

22+ 1 =0 pueden ser resueltas y se abre la puerta a un

sorprendente mundo en el que todas las operaciones (salvo dividir
entre 0) son posibles.

Aqui se abordan los contenidos a nivel del Bachillerato de Ciencias de
Espana pero puede ser valido para cualquier estudiante que quiera
adentrarse en el estudio de estos fascinantes nimeros.

En el siguiente video?! puedes ver una interesante introduccién a los
nuimeros complejos y sus aplicaciones.

o7l

=) Dimensions 5 Espanol

g3

! Capitulo 5 del video "DIMENSIONS, un paseo a través de las Matematicas", www.dimensions-
math.org/Dim ES.htm



https://www.youtube-nocookie.com/embed/30GO1M9JRgA?list=PLw2BeOjATqrsZAYGGJTbAWkhKEV7C44nk
http://www.dimensions-math.org/Dim_ES.htm
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1.1 ;Por qué los numeros complejos?

Las soluciones? de la ecuacién az? + bz + ¢ = 0 son los puntos de
corte de lafunciény = ax? + bz + c con el eje de abscisas.

[ 7||
. . . _ -bx{b*-4ac o
Estas soluciones vienen dadas por: x=

2a

- . . _— 2
Y seglin sea el signo del discriminante A =b”-4ac puede
ocurrir que haya dos, una o ninguna solucién real.

Pero si se trata de que exista solucidn en todos los casos,
;qué hacer cuando el discriminante es negativo?, esto es
cuando tenemos la raiz cuadrada de un nimero negativo
que sabemos no es un niimero real.

Sihacemosi= J-l . la unidad imaginaria, ya podremos M
resolver la ecuacion en cualquier caso. B
Al i+ Al |x+ 4 |=0
e A=4>0 Dossolucionesreales:
x;=3 x,=1 y=x2-4x+3

B Un poco de historia®

Aunque la primera referencia conocida de raices
cuadradas de numeros negativos proviene de los
matematicos griegos, no es hasta el siglo XVI cuando
Girolamo Cardano propone estos numeros.
Posteriormente Descartes en 1637 les puso el nombre
de imaginarios.

=
v
o
e
Lo
e
(o
Z
=,
=]

Fueron Wessel en 1799 y Argand en 1806, con la propuesta del plano
complejo quienes sentaron las bases de los nimeros complejos, hasta que,
finalmente, Gauss (1777-1855) les dio nombre y los definié rigurosamente.

2 Basado en una pagina de la unidad Numeros Complejos de Angela Ntfiez Castain para Red Educativa
Digital Descartes.

3 Dela Wikipedia es.wikipedia.org/wiki/Numero complejo.
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https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Los_Numeros_Complejos2023/interactivos/escena0.html
http://proyectodescartes.org/uudd/materiales_didacticos/Los_numeros_complejos-JS/complejos1.htm
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_complejo

1.2 Parte real y parte imaginaria

Si consideramos la unidad imaginaria 1 = \/—_1 y la representamos
en el punto (0, 1) del plano, podemos situar de la misma forma los
nameros 21, 31, ..., —t, —21, ... €n el eje vertical, es decir los nimeros
bt que llamaremos imaginarios. Entonces un punto cualquiera del
plano (a,b), con a y b nimeros reales, puede escribirse como
(a,0) + (0,d), esto es como la suma de un nimero real y un nimero
imaginario.

¢ Los numeros complejos son de la forma a + bi, donde a es la
parte real y b es |la parte imaginaria. Cada nimero complejo z se
puede representar en el plano mediante el punto Z(a,b)
llamado afijo o bien mediante el vector OZ.

¢ Dos numeros complejos son iguales si lo son las partes reales y
las partes imaginarias respectivas.

z=+ & imaginari E

* Elconjugado de un nimerocomplejo _
z=a+bi esotrondmero complejocon L E

la parte real igual y |a parte imaginaria b
cambiada de signo.
z=3-4i dibujar

* El opuesto de un nimero complejo
z = a+bies otro nlimero complejo con
la parte real y la parte imaginaria
cambiadas de signo.

-z= -3 -4 __dibujar

10


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Los_Numeros_Complejos2023/interactivos/escena1.html

Para practicar

\,i( Ejercicio 1

Averiguael valor de ay de b paraque a+6i seaelconjugado de -10 + bi

\,Q( Ejercicio 2

c .. b |
Halla las soluciones de la ecuacion: z°-14z +85 = 0

HEN

11



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Los_Numeros_Complejos2023/interactivos/ejercicio11.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Los_Numeros_Complejos2023/interactivos/ejercicio12.html

1.3 Operaciones con complejos: sumar y restar

Los niumeros complejos se pueden sumar o restar siguiendo las reglas
de las operaciones con numeros reales.

e Para sumar dos numeros complejos se suman respectivamente
las partes reales y las partes imaginarias. Asi dados z; = a1 +

biiy zo = as + beot susumaes:
21+ 29 = (a1 + az) + (bl + bz)l

e Como en los numeros reales para restar dos complejos hay que
sumar al minuendo el opuesto del sustraendo.

ciclimaginaric A
0t ] 4 .
2,30 | 43 |
* Suma dibujar

z,+1z, ={a1+ a2)+{bl+ bz]i

Z,+2,=(5+4i )+(-2+3i )= 3+7i

* Resta dibujar

z,-z, =(al—az}+(b1—b2}i

Z.—Z,=(5+41)-(-2+3i )= 7+

12


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Los_Numeros_Complejos2023/interactivos/escena2.html

Para practicar

\,9( Ejercicio 3

Efectia las siguientes operaciones: (-7-6i )+ % (6-9i)-(-4+6i)

e (]

\,Q( Ejercicio 4

Calcula los niimeros complejos z, y z, quecumplen z,+z,= 4+5i yz,-z,=-6-7i

2=} [ ] = | [ ] (]
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https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Los_Numeros_Complejos2023/interactivos/ejercicio24.html

1.4 Operaciones con complejos: productoy
cociente

Los numeros complejos se pueden multiplicar siguiendo las reglas de
las operaciones con niumeros reales y teniendo en cuenta que -1 =

2 =—-1

(a1 + bl’b) (CL2 + b2’L)
= aj-as +ag- b2’1: + bl' ag’i + bl' bziz

= (a1-az — b1+ b2) + (a1- b2 + b1 az)i

VAR

zl + eje imaginario E

* Producto dibujar

z,-z,=(4+2i)-(-1+2i)=
-4.1+4:2i-2i-1+2:2i* =
-8+ 6i

eje rea

Comprueba que el producto de un ntimero por su
conjugado es siempre un ndmero real:

2,-2,=(4+2i)-(4-2i |

Introduce el resultado y pulsa Intro

,\( Ejercicio 5 E

Calcula el valor de b para que el producto (-3+1i) - (-5+bi) seaunnimero imaginario puro.

b= | ]

14
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Inverso de un nimero complejo

Elinverso de un nimero complejo z = a + bi es otro complejo % que debe cumplir z - ; =1

Para calcularlo observa que el producto de z = a+ bi por su conjugado z = a - bi resulta:
(a+bi)-(a-bi) =a’+b’

Y si se dividen los dos miembros de esta igualdad por a’ +b” se obtiene:

(a+bi)-(a-bi) _, .\ ,a-bi, ... . a b .
221 =(a+bhi) {az+b2) (a+bi) taz+b2 az+bz|) 1
Conloqueelinversodez =a+bies: 1__a b .
q Z=a+hbi Z - 224b  aeb 1
3 - ’
Cociente de complejos El]

Para dividir dos numeros complejos, al igual que con los nimeros reales, se multiplica el numerador
por el inverso del denominador. Como regla practica multiplicaremos numerador y denominador por
el conjugado de este ultimo.

A ry
z, a+bi (a +bji)(a,-bj) aa,+bb, ba,-ab, Z ila

1

La —= - = +

z, atbi  (a+b)(a,-bji) a+b’ a,’+b,? I L= :
2 B+6i _ (8+60)(-1-2)) _ 8:1+48:2i-611-6-2i" _ 20+10i _, ..

z,  -1+2i  (-1+20)(-1-21) 1-417 T Tarel

\,Q( Ejercicio 6 E

Calcula el valor de b para que el afijo del cociente f:&bl esté en la bisectriz del primer cuadrante.

b= | ]

15
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2.1 Médulo y argumento de un nimero
complejo

Sea el nimero complejo z=

® Elmddulo de z es la distancia del afijo al origen
de coordenadas.

r=|z|=ja2+b? =44%+37 =5 | | [T 'y

e El|argumento es el dngulo que forma el segmento

OZ con el semieje positivo real medido en sentido
contrario a las agujas del reloj entre 0°y 360°

a = arg(z) = arctg % = arctg % = 36,9°

Se puede expresar el nimero complejo z mediante su
mdédulo y su argumento en forma polar:

ru = 536.9'
Observaque:a=r-cosa y b=r-senq, asi se puede expresar zen forma trigonométrica, a lavez
que sirve para pasar de la forma polar a la forma binémica.

z=r(cosa+isena)= 5(cos 36,9°+i sen 36,9°)

\( Ejercicio 7

a) Pasa aforma binémica: 7 45e= I:l + I:l D

Introduce los valores con su signo
redondeados a centésimas

b) El conjugado del numero complejo 2., es: DI:IU D

19
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2.2 Producto y cociente de complejos en forma
polar

La relacién entre la forma polar de dos numeros complejos y la de su
producto y cociente, nos permite multiplicar y dividir de forma muy
sencilla.

Si expresamos los complejos en forma trigonométrica y operamos:
re = r(cos a + isen ) r5 = 1'(cos B+ isen B)

El producto:

r(cos a + isen a) - r'(cos B + isen ) =
r-r' -[(cos a-cos B — sen a-sen B) + (cos a-sen 8+ sen a - cos B)i] =
r-1' - (cos(a+ B) + isen(a + B))

Observamos que el moédulo del nimero complejo resultante es el
producto de los mdédulos de los factores y el argumento la suma de
los argumentos.

El cociente:

r(cosa+isena) 1 (cosa+isen a)-(cos B —isen B)

r'(cos B +isen B) r' (cos B+ isen B) - (cos B — isen fB)
r (cosa-cos B+ sen a-cos B)+ (sen a-cos B — cos a - sen B)i

! cos? a + sen? 3

% - (cos(a — B) + isen(a — B))

r

Y el resultado del cociente es un nimero complejo que tiene por
modulo el cociente de los médulos y por argumento la diferencia de
los argumentos.

20



Te * rg = (r-r)asp Ta _ (i)
'/ a+B

Sean los nimeros complejosz = r,y z'= r'B
ry 1 ry
z= z=
e MR O

* Producto dibujar z
Para multiplicar dos nimeros complejos en
forma polar se multiplican los médulos y se
suman los argumentos.

"= . =
Zez = 5'[?(]J 29(}" 10210"

* Cociente dibujar
Para dividir dos niimeros complejos en
forma polar se dividen los médulos y se
restan los argumentos.

5 0
z _Cur g

] mo
4 240

\,Q( Ejercicio 8

a) Dado el nimero complejoz=5_,, calculaz-2y 2/Z

55°

Z-E=|:\:|° z/E=E\j,

21



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Los_Numeros_Complejos2023/interactivos/escena7.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Los_Numeros_Complejos2023/interactivos/ejercicio58.html

2.3 Potencias de complejos en forma polar

Para calcular una potencia de exponente natural,
n, de un nimero complejo expresado en forma
polar, basta elevar el médulo a n y multiplicar
el argumento por n.

(r))" = ("),

- . - _ A
Seael nimero complejo: z=r_ = o

A 1_al _
"=Y (259) =271 50 = 2

Se puede expresar z" en forma trigonométrica:

[r(cos a +isena)]” = r"(cos na + i sen na) i

y haciendo en esta expresidn r = 1 obtenemos la
férmula de Moivre, (til en trigonometria para
calcular sen na y cos na a partir desenay cos a.

P
\N La férmula de Moivre

{cosa+isenq)cos 2a +isen 2a

Desarrollando |a potencia por el binomio de Newton resulta:
(cosa+isena)’ =cos’o+2senacosai +sen’ai’=
=cos’a+2sencicosdi -sen’d
cos 2a = cos’a -sen’a
sen 2a =2 senda cosd

AN

Agrupando términos e igualando la parte real y la parte imaginaria tenemos que:

22
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Potencias de

Un caso particular lo encontramos al calcular las potencias sucesivas de i.

. -2

Teniendo en cuentaque i“=-1, seréa:
=1 it=i PP =-1 7 =-i
if=ii=1 P=iti=i P=Pi=1 ==

y asi sucesivamente, con lo que observamos que se repiten de cuatro
en cuatro. Luego para hallar una potencia de i, se divide el exponente
entre 4y se calcula la potencia de exponente el resto de |a division.

i°=1
it=1i
i7=-1

-i

\ﬂ( Ejercicio 9

ne[ ] 2=

b) Selecciona el valor de |a potencia de .

j100 o

a) Averiguael valordenydea (a>0) paraque {-a{:? +ai)"= 1296,

23
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2.4 Raices de numeros complejos

. . ry
Seael numerocomplejo: z=r_ = o

e Laraizn-ésimade z es otro complejo m,
que debe cumplir: {mﬁ}" =r,

luego: m"=r = m=7r

y B-n=a+k-360° = p= L 4 3Ok
n= Z = ‘{890* = 2-845=+L§’k
2,= 28,5 k=3

Observa que:

Todo numero complejo tiene n raices n-ésimas. Los afijos de estas n
raices estan situados sobre una circunferencia y son los vértices de un

poligono regular de n lados.

\,Q( Ejercicio 10

7]

1+i
-1-i

Calcula:

(Sugerencia: Primero se debe pasar el radicando a forma polar)

aime i

24
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2.5 Ejercicios para practicar

A continuacion se presentan mas ejercicios* para practicar las

operaciones con complejos. Puedes elegir el tipo en el menu. De
todos ellos se ofrece la solucion.

5 5

_ Elige el tipo de ejercicio que prefieras

4 Adaptacién de una escena de Consolacion Ruiz Gil para Red Educativa Digital Descartes.
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3.1 Operaciones con complejos 'y
transformaciones geométricas

Traslacion

Considera el tridngulo de la figura situado en el plano complejo de vértices:
A(-4,-2) B(2,-5) C(-1,1)

Si sumamos a los tres vértices el nimero
complejo:

;Qué le ocurre al tridngulo?. Compruébalo:

A (-4-2i)+(3+5i }|:|+|:|i
@

B (2-51)+(3+50) |+[ |i , /'\\
C—»{—1+i}+[3+5i}|:|+|:|i -<

Efectia las operaciones y pulsa Intro

29



https://www.wikiart.org/en/m-c-escher#supersized-tessellation-204433
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Los_Numeros_Complejos2023/interactivos/escena11.html

Giro de centro el origen

A
Considera el tridngulo de la figura situado en el plano complejo de vértices: E
A(0,0) B(00) cC(0,0)

Si se multiplican los tres vértices por el nimero
complejo de médulo 1y argumento %0° ;Qué
le ocurre al tridngulo?.

s )
-

Expresamos primero los vértices en forma polar:
A 7420 =53 ;0= 73156 1op= 73]
B:3+6i =45 1067, 1g0= 67 ]

C:3+3i =18 ,.>42,. 14.= 42—

Figura 3.2. Detalle de la obra de M. C. Escher "Butterfly", tomada de wikiart.org.
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Homoteciay giro

]
Considera el tridngulo de la figura situado en el plano complejo de vértices: E
A(0,-4) B(4,-3) C(1,-1)

Si multiplicamos los tres vértices por el nimero

complejor,:
_ A

¢Qué le ocurre al triangulo?. Compruébalo:
A0-4i =16 > 400 2400 = D
B:4-3i =25 3231~ Da0310 " 20 = D ' T

Ciloi=q2 yyo= Ly 2400= DD DB
L

Utiliza para las operaciones los valores
redondeados a décimas que aparecen

Figura 3.3. Detalle de la obra de M. C. Escher "Smaller and smaller", tomada de
wikiart.org.
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Autoevaluacion
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5 - » 3 I - 2

I + - — IIISTI$UCIQI UNIV sl"Jl_
TOo.X Z @rﬁ\scum.eﬁmﬁi

0
,ma =1 Y=i* t_ 5 Y p






Autoevaluacion

\?{ Selecciona la respuesta correcta

Este cuestionario de autoevaluacion consta de 10 preguntas
con tres posibles respuestas cada una.

Para responder basta hacer "clic” en el recuadro de la que se
considere correcta. Pulsando en el el botén "Comprobar" se
corregird, en color verde si esta bieny en rojo si no lo esta. Si
ha sido incorrecta se marcar4 en verde la opcién correcta.

Al final se puede reiniciar el cuestionario y apareceran las
mismas preguntas con datos diferentes.

anterior / siguiente »

Tus respuestas: o e e 0 e e o e o @ Puntuacicn:
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