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Prefacio







Un elemento fundamental en Matemdticas lo constituyen las
funciones, concepto en el que se ha basado el desarrollo de otras

areas de este campo del conocimiento, entre las cuales se puede
mencionar el Andlisis Matemdtico.

El objetivo de este libro es introducir el tema, de manera que al
terminarlo se tenga una vision general del mismo y de su utilidad.

De inicio, se hace referencia a nociones generales sobre funcionesy
matemdticas.

Dada la relacidn existente entre los conceptos de funcion y conjunto,
se incorporan las nociones basicas sobre conjuntos:

e Definicion.

Notacion y descripcion.

Representacion grafica.

Relaciones basicas.

Conjuntos especiales (universal y vacio).

Algebra de conjuntos.

Asimismo, se incluye la definicion conjuntista de funcion.

Como el dominio y el codominio de las funciones de una variable
real estan en los nilmeros reales, se considerd pertinente incluir un
capitulo sobre ellos, presentando de manera breve datos sobre:

 Elorigen de la nocion de numero.
* Su clasificacion.

e Sus propiedades.



Ya entrando en el topico del libro, se expone el concepto de funcion,
presentando su:

Evolucion.

Regla de correspondencia.

Notacidn.

Representacion.

A continuacion se explica la funcion de una variable real, indicando
su clasificacion y propiedades:

e Acotacion.

e Concavidady convexidad.
e Continuidad.

e Funciones par e impar.

e Monotonia.

e Periodicidad.

e Simetria.

También se introduce el criterio de la recta vertical mediante el cual,
de manera visual, se puede verificar si una relacion es una funcion
de variable real o no.

Enseguida se describen sus diferentes tipos:

e Polinomiales.

e Racionales.

14



e Exponenciales.
 Logaritmicas.

e Trigonométricas.

Finalmente, se dan algunos ejemplos de sus aplicaciones en la vida
cotidiana.

Para una mejor comprension de las funciones de una variable real, a
partir del quinto capitulo se incluyen escenas interactivas, creadas
con la herramienta de autor DescartesJS, que tienen controles
mediante los cuales se pueden manipular las opciones o
parametros pertinentes. Dichos controles se muestran en la parte
inferior, en forma de pulsadores.

Estas escenas se pueden desplegar en una ventana aparte,
mediante el simbolo que se encuentra en la esquina superior
derecha.

Asimismo, cabe indicar que las imagenes pueden ampliarse
pulsando sobre las mismas.

Para terminar el libro, en Fuentes se incluyen referencias de consulta
y del origen de las imagenes empleadas.

15
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| CAPITULO 1

Introduccion

Funcitn

Mutwmitica
Matemiticas







1.1 La palabra funcion

Proveniente del latin, generalmente se emplea para hacer
referencia a un proceso, cuyos pasos llevan a la consecucion de un
objetivo determinado.

FUNCION

Del latin functio

SIGNIFICADOS: RAICES
cjecucon. Functus (de fungl): cumpliv, stisfacer
Ejercicio de alguna focultad. '

Cumplimiento de un deber. tio (cidn): que indica accion y efecto

Este término es usado en varios ambitos, por ejemplo para indicar:

e Una capacidad de actuar propia de los seres vivos.

e Un proceso cuyos pasos llevan al logro de un objetivo
determinado.

e La representacion de un espectaculo, ya sea teatral o
cinematografico.

» Un acto solemne, en especial de caracter religioso.
e Laconmemoracion de un hecho histérico.
 Las actividades asignadas a una institucion o entidad.

e Las responsabilidades de una persona, asociadas al puesto de
trabajo.

» Una tarea realizada por algin aparato o sistema, por ejemplo
el teléfono que sirve para la comunicacion y transmision de
informacion.
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Cotidianamente es empleada en varias disciplinas: Biologia,
Computacion, Ingenieria, Lingiiistica, Matemdticas, Musica,
Quimica, Sociologia; con un significado especifico para cada una.
Asi, en Ingenieria se refiere a una accién determinada que un
sistema puede realizar, en tanto que en Miisica, describe la relacion
de un acorde a un centro tonal.

Este libro esta enfocado a dar respuesta a las preguntas:

» ;Qué son las funciones en Matemdticas?
e ;Paraquésirven?

 (Endoénde son aplicadas?

1.2 La palabra matemadticas

Antes de entrar en materia, convendria plantearse:
;Qué son las Matemdticas o la Matemdtica?

La palabra matemdtica proviene del griego pabnuatika
(mathématikd), que quiere decir lo que se aprende, y que a su vez se
origina en el vocablo perteneciente al griego antiguo uadnua
(mdthéma), que significa campo de estudio o instruccion.

MATEMATICA MATEMATICAS

» Del griego anfiguo méthéma(péénpa) > Del latin mathematica
campo de estudio o instruccitn conacimiento

» Del griego mathématika (paBnparicd) » Del griego ta pabnparuct (ta mathématika)
lo que se aprende todas las cosas matematicas

20
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En general, se emplea mas en su forma plural, matemadticas, que
viene del latin mathematica, basado a su vez en la forma plural del
griego, Ta pabnuatika (ta mathématikd), que se refiere a todas las
cosas matemdticas.

Este término ya era utilizado en el siglo VI a. C. por los pitagoricos,
seguidores del pitagorismo, movimiento filosofico-religioso fundado
por Pitdgoras de Samos.

Sin embargo, su significado mas técnico y reducido de estudio
matemdtico, por requerir un esfuerzo de aprendizaje, se dio en la
época de Aristoteles (siglo IV a. C.).
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Es probable que, en la literatura cientifica moderna, se extendiera el
uso de esta palabra a partir del siglo XV, pasando del latin a las
lenguas romances.

1.3 Definicion de Matemadticas

Esta disciplina se define como la ciencia formal y exacta que, con
base en los principios de la Ldgica, estudia tanto las propiedades
como las relaciones existentes entre entes abstractos, refiriéndose
por tales a nimeros, simbolos y figuras geométricas.

Es ciencia, considerando esa palabra en su acepcidn de campo de
conocimiento.

Es formal ya que sus objetos de estudio son abstractos, no reales.

Es exacta porque en sus procesos de razonamiento no hay lugar
para la interpretacion, la subjetividad o la duda.

Su método consiste en el analisis de dichos entes abstractos,
generando tanto hipdtesis como conjeturas, y realizando
deducciones rigurosas con el fin de alcanzar el conocimiento
matematico.

7 A ’ . ~ ’
Lits mtlemiaticas son r'/.’."&{fl'{t'fl' co l'/.“&‘n’//}f‘r‘.l it escrilp x'(/(.-’f.r:)'w'u'.

Guldlon Gl

Caviieo Cann e
oy P 5 — B e veamo o 1figs

ASTRONOMO, (NGEMERD, FILOSOPO, MATEMATION ¥ HECD

ITALLAR

3, AL QUE B FIA CONSEDIRADD:
A MODERN, 19 LA FISCL
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Tiene tres pares de elementos basicos:

* Laldgicay laintuicion.
e Elanalisisy la construccion.

e Lageneralidady la particularidad.

Sin embargo, hay quienes consideran que mas que una ciencia, con
su objeto y su método, debe entenderse como un lenguaje formal,
seguro y eficiente que permite comprender la naturaleza.

st s proflnddid s o matnalbuass
e

fon Fipis, o T

i Soalbiiadet Coll 1822

Jean-Barriste Joseps Fourier
1768-1830

Mamesimon v s s,

CoNotio POR 5US ESTLDIOS RELATIVGS A L4 DESCOMPOSIIEN DE
£ ENTES, (UE

LLEVAN SU KOMBRE, AS[ COMO POR SUS INVESTICACIONES 508AE LA

FROPAGACION DELCALOR, QU

SERMESTRICONOMETRICAS ¥ LA TECRIA DE LA FUNCHINES DF VARIABLES

REALFS.

SU IDEA SORKE LA POSIBILIDAD DE QUE LA ATMSFERA ACT(E 0OMO
AISLANTE, ES RECONOCIDA COMO LA PRIMERA FEOPUESTA DE LD QUE BOY
SE DENDMDiA EFECTO INVERNADERD,

1.4 Evolucion de las Matemdticas

La evolucion de esta disciplina ha estado basada en contar, calcular
y medir, asi como en estudiar sistematicamente la forma y
movimiento de los objetos fisicos.
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Cabe mencionar que hasta antes de los babilonios y los egipcios,
alrededor del afio 3000 a. C., no se dieron mayores avances en esta
area del conocimiento.

En realidad, puede decirse que las Matemdticas Modernas
comenzaron aproximadamente en el siglo XVII, en los inicios del
Cdlculo con la utilizacién, aun no del todo precisa, de dos

conceptos: variabley funcion, que son caracteristicos de ellas.

El hecho de que en una parte considerable de la Teoria Matemdtica
se hallen involucradas dos colecciones de objetos relacionados, ha
conducido a la nocion de funcion, y consecuentemente a la

elaborada rama de las matematicas conocida como Teoria de
Funciones.

Si bien, desde sus inicios esta disciplina tuvo un enfoque practico,
pues se trataba de resolver cuestiones como la division de un
terreno, hoy se tienen dos vertientes: Matemdticas Puras vy
Matemadticas Aplicadas.

La primeras se desarrollan desde el punto de vista de la
investigacion, generando conocimiento nuevo.

En tanto que las segundas se emplean para la solucién de
problemas del dia a dia, y se utilizan en varios campos, entre ellos:

e Lavida cotidiana con mediciones y comparaciones.
e Lasciencias exactasy naturales.

e Lasciencias sociales.

e Otrasdisciplinasy artes.

24



Por ejemplo, el analisis de las redes sociales se basa en la Teoria de
Grdficas.

Tanto el Algebra Lineal como la Probabilidad son elementos bésicos
para el algoritmo empleado por los buscadores en Internet.

La Teoria de Juegos, la Probabilidad, el Cdlculo, los Sistemas no
Lineales y Cadticos, se utilizan en Psicologia.

Para el area financiera son importantes y el Andlisis, la Probabilidad
y el Movimiento Browniano.

En la Criptografia son usadas la Teoria de los Campos Finitos, la
Combinatoria, la Probabilidad y |a Teoria de Reticulas.

Asi, las Matemdticas se hallan presentes en diversas actividades del
quehacer humano.
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" CAPITULO 2

Conjuntos







2.1 La palabra conjunto

Como se indicd en el Prefacio, se incluye este tema, de manera
breve, debido a la relacion que existe entre las nociones de conjunto
y funcion. Asimismo, esto permite introducir al final del capitulo la
definicion conjuntista de funcion.

Por lo que respecta a su etimologia, la palabra conjunto tiene su
origen en el latin coniunctus, cuyo significado es estar unido,
contiguo o combinado con algo.

~ CONJUNTO
~ DELLATIN CONIUNOTUS
RAI’CEg - o -

e CON REUNION. = :
e JUNCTUS:ATARO AUNAR. |

En general, es empleada para designar a una agrupacion de cosas o
personas que tienen algo en comun, como un:

e Grupo de musicos o cantantes.
e Juego de prendas de vestir.

e Grupo de objetos, como cajas o vasos.

Segln sea su conformacidn, un conjunto puede ser: finito, infinito,
unitario, vacio, homogeneo, heterogéneo. Entre los conjuntos finitos
se encuentra el de los meses del afio, y entre los conjuntos infinitos

esta el de los niUmeros.
29
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2.2 Definicion

De acuerdo a la definicion de Georg Ferdinand Ludwig Philipp
Cantor, un conjunto es: “una coleccion en un todo, de determinados
y distintos objetos de nuestra percepcion o nuestro pensamiento,
llamados los elementos del conjunto”.

GEORG FERDINAND LUDWIG PHILIPP CANTOR
1845-1918

Matematicoy logico ruso, de ascendencia judiay alemana,
Creador con Dedekiny Frege de la Teoria de Conjuntos: Su
primer trabajo al respecto aparecit en 1874, después de
haber desarrollado una teoria de los nimeros irracionales.
A partir de sus investigaciones sobre los conjuntos
infinitos, formalizé la nocién de infinito bajo la forma de los
nimerostransfinitos, siendo el primero en hacerlo.

Dichos elementos tienen caracteristicas similares, caracter
individual y son Unicos. Pueden ser concretos o abstractos. Entre los
primeros se tienen personas, animales, muebles. En tanto, que
entre los segundos estan nimeros, letras, colores, figuras.

CONJUNTOS

abecdefghti

jRImnopg
rstuvwxyz

CONJUNTO DE ARBOLES CONJUNTO DE LAS LETRAS DEL ALFABETO
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En caso de que los elementos deban satisfacer mas de una
condicion, se utilizan los conectivos disyuncion (letra o) vy

conjuncion (letra y).

Un ejemplo es el conjunto de libros escritos en espafiol o en ingles,
cuyos elementos deben cumplir las dos condiciones:

1. Pertenecer al conjunto de libros.

2. Que el idioma sea espaiiol o inglés.

CONECTIVOS
Dispnncidn
s
A = {a|a es un nimereo menor o igual a 5}
A=1{1,2345}
Cw;y,}uacéa%
f# = {b|b es un nimero mayor que 7 y menor gue 12}
E = {8,91011}
Ddﬂy&&aﬁf{/ 74 co‘fjg_/,}(/fa'cfm-
(. = {¢|¢ es un nimero mayor o igual a 15 y menor que 2 (}}
={15,16 17,18,19}

Se conoce como subconjunto a aquel conjunto que se halla incluido
dentro de otro mas amplio. Asi, si el conjunto B esta contenido en el

conjunto A, entonces B es un subconjunto de A.

Considerando que A sea el conjunto de las letras del alfabeto y B
sea el conjunto de las vocales, se tiene que B es subconjunto de A.
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2.3 Notacion y descripcion

Para denotar un conjunto se usan por lo general letras mayusculas,
en tanto que sus elementos pueden ser representados por letras
minuUsculas, digitos, nombre o caracteristica, escritos entre los
simbolos {} y separados por comas, como se muestra en la imagen
a continuacion.

NOTACION DE CONJUNTOS

A={a b,c,d,e,f}

A={3,517,9}
A = {amarillo, blanco, rojo}

A={ala>1ya<10

Se tienen dos maneras para describir un conjunto: por extension y
por comprension, como se ilustra en la siguiente imagen.

DESCRIPCION DE CONJUNTOS

Por extension
B={1,2, 3,4, ... 207, 208, 299, 300}

C = {avestruz, camello, leon, oso, paloma}

Por compr&wsiéw

D ={d|d es un libro}
E={e|G(e)}}

En el primer caso, se escriben uno a uno todos los elementos del
conjunto. Si el conjunto tiene muchos elementos, pueden utilizarse
puntos suspensivos, como en el caso del conjunto B.
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En el segundo, s6lo se menciona una caracteristica comun a todos
sus elementos, como se indica en el conjunto D, y que se lee: “el

conjunto D esta formado por elementos d tales que d es un libro”, o
bien como en el conjunto EZ donde se indica que sus elementos son
aquéllos en los que la condicion G(e) es verdadera.

2.4 Representacion grafica

Para representar de forma grafica a los conjuntos se utilizan los
Diagramas de Venn, en los que se muestran los elementos del
conjunto dentro de una linea cerrada.

Llevan el nombre de su creador John Venn, matematico y logico
britanico, quien en julio de 1880, los presentd en la revista
Philosophical Magazine and Journal of Science, bajo el titulo de On
the Diagrammatic and Mechanical Representation of Propositions
and Reasonings (De la representacion mecanica y diagramatica de
proposiciones y razonamientos). Trabajo de gran repercusion en el
campo de la Légica Formal.

—

Todn Venn
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Estos diagramas permiten una comprobacion de la validez o
invalidez de un silogismo.

Al paso del tiempo, y con el surgimiento de la Teoria de Conjuntos,
se les consideré adecuados para visualizar, tanto los conjuntos
como sus operaciones basicas.

Asi, se tienen dos tipos de diagramas de Venn:

e Los que muestran elementos reunidos por lineas cerradas.

e Los que simplemente indican enunciados o conceptos.

En general, el universo de que se trate se representa mediante un
rectangulo, y para los conjuntos se utilizan circulos u évalos.

En el primer tipo, los elementos se colocan dentro de la forma del
conjunto si pertenecen a él, de no ser asi se ponen fuera, como se
puede apreciar en la imagen superior derecha.

Permiten identificar de manera visual:

e Los diferentes conjuntos que haya dentro de un universo dado

(U).

e El conjunto al que pertenece cada uno de los elementos, si se
muestra mas de uno (A, B).

* Loselementos que estén incluidos en dos 0 mas conjuntos.

* Los elementos que siendo parte del universo en cuestion, no
forman parte de algin conjunto.
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DIAGRAMAS DE VENN

U={123456789) A={3579) B={234,6)

DIAGRAMAS DE VENN

Los del segundo tipo, se emplean para visualizar las operaciones
entre conjuntos, y suelen utilizarse colores.

En el caso de que se trate de dos conjuntos, se tiene el cddigo de dos
colores, que en un sistema binario puede asocia
el valor 0 y al segundo el valor 1, con lo que los resultados de las
operaciones pueden digitalizarse.

rse al primer color

Como ejemplo, en la imagen a continuacidon se muestra la
interseccion de los conjuntos Ay B.

B

U

AnB
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2.5 Relaciones basicas

Se consideran tres relaciones basicas entre conjuntos: pertenencia,
igualdad e inclusion, esquematizadas en la imagen de la derecha
para los conjuntos A, By C mostrados en ella.

La pertenencia de un objeto a un conjunto dado, siempre esta bien

definida por medio de alguna propiedad que todos sus elementos
poseen.

Para indicar que un objeto a pertenece al conjunto A, la notacién
utilizadaesa € A.

En tanto que para sefialar que no pertenece a él, se empleaa ¢ A.

La igualdad entre conjuntos se da si y sélo si estan formados por los
mismos elementos. También se le conoce como principio de
extensionalidad, y establece que un conjunto es definido sélo por
sus elementos.

Se escribe como A = B. Para indicar que ambos conjuntos son
diferentes se emplea A # B.

La inclusion dice que si un conjunto A es igual al conjunto B o es
una subcoleccidn de éste, sus elementos son un subconjunto de B,
y se denotacomo A C B.

En caso contrario: A Q B. Si se considera un tercer conjunto C' del
cual B es un subconjunto, entonces A es también un subconjunto

de C.
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RELACIONES BAsicas

a = azul
b = gris

A = {amarillo, azul, rojo}
B = {amarillo, azul, gris, naranja, rojo}
C = {amarillo, azul, blanco, gris, naranja, rojo, verde}

PERTENENCIA
a€A
bgA
IcuALDAD
A#B
INcLUSION
ACSB
B CE
AcEC
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2.6 Conjuntos universal y vacio

Existen dos conjuntos de mencidén especial: el conjunto universal y
el conjunto vacto. El primero, como su nombre lo indica, consta de
todos los elementos de estudio en el contexto de que se trate. Como
ejemplos de conjunto universal se pueden citar:

e Lapoblacién de un pais.
e Latabla periddica de los elementos quimicos.

e Los nombres que empiecen con la letra E.

Asi, se establece una clara distincion entre sus elementos y los
conjuntos formados por dichos elementos, que son subconjuntos
del conjunto universal. Se denota por la letra U, y tiene las
siguientes propiedades:

e Todo conjunto A es subconjuntodeU, A C U.

e La unién de un conjunto A con el conjunto universal U es
iguala U.

e La interseccion de un conjunto A con el conjunto universal
resulta en el mismo conjunto A.

El segundo, es (nico y no tiene elementos. Su simbolo es la letra (.
Sus propiedades son:

 El Unico subconjunto del conjunto vacio es él mismo.
e Elndmero de elementos o cardinal del conjunto vacio es cero.

e En particular, el conjunto vacio es un conjunto finito.
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CONJUNTO UNIVERSAL

2.7 Algebra de conjuntos

Al estudio de las operaciones basicas que pueden realizarse con
conjuntos, se le conoce como Algebra de Conjuntos. Estas
operaciones son:

Uniodn.

Interseccion.
Diferencia.
Diferencia simétrica.
Complemento.

Producto cartesiano.

Las operaciones de unidn, interseccion, diferencia y complemento,
tienen similaridad tanto con el Algebra de Boole, como con los

conectores logicos de la Ldgica Proposicional.

Ademas, la union y la interseccidn son conmutativas y asociativas.
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2.7.1 Union

La unién de dos conjuntos A y B, resulta en un tercer conjunto C
que contiene todos los elementos de ambos conjuntos.

En el caso de que haya un elemento repetido, forma parte de la
unién sélo una vez.

Asi, un elemento x pertenece al conjunto C, si y sélo si pertenece al
conjunto A o al conjunto B.

Para representarla se utiliza el simbolo U, denominado copa:

C=AUB.
Esta operacion puede realizarse sobre dos o mas conjuntos.

Si se trata de tres conjuntos A, B,y C, cuya unidn es el conjunto D,
un elemento x pertenece al conjunto D, si y sélo si pertenece al
conjunto A o al conjunto B o al conjunto C.

2.7.2 Interseccion

La interseccion de dos conjuntos A y B , es el conjunto cuyos
elementos son comunesa Aya B.

Se denota como A N B.
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P
S

\\f.,r'

AUB

A={1,23579 B={124,68)

AUB={1,23,4,56,78,9)

INTERSECCION

A B

ANB
AnB ={12)
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2.7.3 Diferencia

La diferencia entre dos conjuntos A y B, es el conjunto que
contiene aquellos elementos de A que no pertenecen a B.

Su representacién es: A\ B.

2.7.4 Diferencia simétrica

La diferencia simétrica entre dos conjuntos A y B, es el conjunto
formado por los elementos de Ay B que no son comunes.

DIFERENCIA DIFERENCIA SIMETRICA
A B A B
e ALE
A\ B=(3,5179) AAR={3,456789)
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2.7.5 Complemento

El complemento de un conjunto A , es el conjunto de todos los
elementos que no pertenecen a A, y se representa como: A°.

Por ejemplo, si se considera al conjunto U formado por las letras del
alfabeto, y al conjunto A conteniendo las vocales, A serfa el
conjunto constituido por las consonantes.

El conjunto vacio es el complemento del conjunto universal y
viceversa.

COMPLEMENTO

B e
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2.7.6 Producto cartesiano

El resultado del producto cartesiano de dos conjuntos Ay B, es el
conjunto formado por todos los pares ordenados (a,b), cuyo
primer elemento pertenece al conjunto A y el segundo al conjunto
B, como puede apreciarse en laimagen inferior.

Se denota como A x B.

PRODUCTO CARTESIANO

A,..—f" e B
\\
/@ \
f =
\ & G.3 ’-/."‘I
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2.8 Definicion conjuntista de funcidn

En el sentido matematico, una funcion es una correspondencia
entre dos conjuntos Ay B, de manera que a cada elemento de A le
corresponda un Unico elemento de B, con la restriccion de que B
sea diferente del conjunto vacio.

En la imagen siguiente se presenta un ejemplo que ilustra esta
correspondencia biunivoca.

fx) = x°

El conjunto A se refiere a la variable independiente y se le
denomina dominio de la funcién. Esta es la parte esencial que
determina la funcidon. Como puede verse en el ejemplo anterior, x es
la variable independiente.

En tanto que el conjunto B representa a la variable dependiente,

como su nombre lo indica, su valor depende de la variable
independiente, y se le llama codominio de la funcién f(z).
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En caso de que el dominio de una funcion no se especifique, se
asume que éste incluye a todos los nimeros reales para los que
dicha funcion tenga sentido.

Asi, considerando que si la funcidn es:

a) Polindmica, entonces su dominio esta compuesto por el
conjunto de todos los nimeros reales.

b) Racional, el dominio lo constituye el conjunto de todos los
numeros reales para los que el denominador sea diferente de
cero.

c) Radical de indice par, su dominio esta conformado por el
conjunto de todos los numeros reales para los cuales la
cantidad subradical sea mayor o igual a cero.

En lo que respecta a la variable dependiente en la salida, hay que
distinguir entre:

a) Codominio, formado por el conjunto de valores que podrian
salir.

b) Rango, que es el conjunto de valores que efectivamente
salen.

De lo anterior se desprende que el rango es un subconjunto del
codominio.
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El conceftn de Juncitn e0 casi tan fundamental
y primitio como ol concefts de eongunts, Una
velacion juncional coti fowmada fiov fanes de
clementos, ol igual que un comunts ets
foumads pon clomentos ndiniduale,

Felis Fausdonly

FrLXx HAUSDORFF

8 bENoviEeRe DE 1868 - 26 D NERO DE1Q42

Marmiirico ALEMAN, CONSIDERADO COMO UNO
DELOS FUNDADORES DELA ToroLocis Mo,

SUS INVESTICACIONES CONTRIBUYERONDENANERA
SICNIFICATIVA A LAS TEORIAS DE CONUNTOS,

Descriprva pi Coxpunrosy Funcions, asf
COMO AL ANALISIS FUNCIONAL
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' CAPiTULO 3

Numeros reales







3.1 Concepto de nuumero

La palabra niumero, de origen latino, significa asignar, tomar o
ditribuir.

.el Lahn numérug
,_ ngnr!‘ eado aslgr;ar,;jomaf 0 drsfnbu‘r‘_

En Matemadticas indica una cantidad en relacion con su unidad, y
representa por lo general:

e Una cantidad métrica.
e Un elemento de un sistema numérico.

e Un ndmero que denota la posicidn de un elemento en una
sucesion ordenada, denominado nimero ordinal.

El desarrollo de este concepto se dio de manera lenta a lo largo del
tiempo, conforme a la evolucion de la mente humana en su proceso
de abstraccion natural.

Es una nocidn que existe desde tiempos remotos. Inicié con la
necesidad de contar del hombre primitivo, accion que se formalizo
mediante sistemas de numeracion en las civilizaciones de la
Antigiiedad. Se considera que algunos de ellos existieron antes del
surgimiento de la escritura.
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Ya en dichas culturas, tenian forma de medir tanto longitudes como
areas comparandolas con una unidad, lo que dio lugar a la nocion
intuitiva de nimero fraccionario.

A través de los siglos, el concepto de numero tuvo varias
adecuaciones en las diferentes culturas, llegando al que ahora
tenemos: una abstraccion que representa una cantidad, una
magnitud.

3.2 Origen

El origen de los niimeros reales se remonta al uso de fracciones
comunes en la civilizacion egipcia, alrededor del afio 1000 a.C.

FRACCIONES EGIPCIAS

e & L1 <=M
BOCA ABIERTA" <> 13 Y 133 @@@nl

STMBOLOS ESPECIALES
12 = 2/3 ? 3/4 ﬁ?
0JO DE HOR.US

2 ] 2 S e S s T[S ||

vz /4 /8 116 132 /64

Posteriormente, se dio un avance en el concepto con los aportes de
los griegos, en particular con el surgimiento de la existencia de los
nUmeros irracionales.

En los siglos XVI y XVII con el desarrollo del Cdlculo, se hizo evidente

la necesidad de tener una definicion formal y rigurosa del concepto
de nimero real.

Finalmente hacia principios del siglo XIX, se da la definicion actual.
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3.3 Definicion

Los denominados nimeros reales son aquellos que corresponden a
un punto en la recta real, como puede observarse en la siguiente
imagen.

Recta Real
- ° o >+
—p 0 r
Ornden
a<b - & P o
a 0 b
a>b - . ® -+
b 0 a
a:b - g -+
0 b

Se sitlan en ella de tal manera, que en cada tramo hay una cantidad
infinita de ellos. Pueden expresarse con decimales infinitos o finitos,
periddicos o no periddicos.

Forman un conjunto que se denota por la letra R, y se encuentra
entre los extremos infinitos, lo que se expresa como:

R € (—o0,0).
Asi, éste es un conjunto infinito y continuo.

Sus elementos cumplen con una condicidn que garantiza una
correspondencia biunivoca, esto es uno a uno, entre ellos y los del
conjunto de puntos en la recta o eje. Dicha condicion es conocida
como axioma de completitud.
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3.4 Clasificacion

Su clasificacion parte de los denominados numeros complejos
denotados por la letra C, y que se dividen en reales (R) e
imaginarios ([ o R).

A su vez, los reales se subdividen en racionales e irracionales.

Los racionales forman el conjunto al pertenecen todos los nimeros
que pueden formularse como el cociente de dos nimeros enteros:

a

b

donde:
a es el numerador.
b es el denominador distinto de cero.

Dado que este conjunto de numeros se refiere al cociente, es
representado por la letra Q (Quotient).

Comprende a los enteros (Z) y a los fraccionarios. El primer grupo lo
forman los niUmeros naturales (uno, primos y compuestos), el cero 'y
los enteros negativos. El segundo se subdivide en fracciones propias
e impropias.

Un nimero racional admite una expansion finita o periddica.

Los irracionales corresponden valores que no pueden representarse
como un numero racional. Su expresion decimal no es exacta ni

periodica. Se trata de un decimal infinito y aperiddico, por ello no se
pueden expresar como la razon de dos niimeros enteros.
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CLASIFICACION DE LOS
NUMEROS REALES

Los numeros reales también se subdividen en algebraicos y
trascendentes. Los primeros pueden ser racionales o irracionales, en
tanto que los segundos sélo comprenden a los irracionales.

Como ejemplos de los trascendentes se pueden citar los nimeros 7,
ey ¢ (aureo).

m= 3.141592653589793238462 ...

e =2.718281828459045235360 ...

= 1.618033988749894 ...
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3.5 Propiedades algebraicas

3.5.1 Delasuma

Es cerrada, por lo que su resultado sera también un nimero real, de
manera que sia, b € R entonces:

(a+b) eR
Es conmutativa, por lo que:
a+b=b+a
Es asociativa, esto es:
(a+b)+c=a+(b+c)
Si uno de los sumandos es cero, el resultado es igual al otro:
a+0=a
Para cada nimero real existe uno que es simétrico, tal que:

a+(—a)=0

3.5.2 De la multiplicacion

Es cerrada, de ahi que sia, b € R, entonces:

axbelR
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Es conmutativa, asi que:
axXb=bxa
Es asociativa, es decir:
(axb)xc=ax(bxc)
Existe un elemento neutro: 1, de forma que:
ax1l=a

Para cada numero real que sea diferente de cero, existe otro que se
denomina el inverso multiplicativo, tal que:

axal=1

3.5.3 De la suma y la multiplicacion

Sia,b,c € R, entonces:

a(b+c)=(axb)+ (axc)
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| CAPITULO 4

Concepto de funcion







4.1 Evolucion del concepto

A continuacion se presenta un breve panorama histérico del
surgimiento y desarrollo del concepto de funcion, desde la
Antigliedad hasta el siglo XX.

£l cohc-ef?éo s fmfyorfmtfe de lodas (as mabemibicas ez, sin dudarlo, el de
Funcion: en casi todas Las ramas de la malematica moderna, la investigacidn se

cenlra en el estudio de funciones, No ha de sorprender, por Lo tanto, que ¢
concepto de funcion sex de gran generaliddad.

Michael David Spivak

25de mayo'de 1540 < 1% Octubrede 2020

alculo de 1967 y1a

in @ {o comprension de

Fus el disefiador del tipo de fuente MathTime, de gran utilizacion én

€5 académicas.

En Matemdticas, al igual que en otras disciplinas, algunas nociones
surgen inicialmente como ideas intuitivas, y asi sucedié con este
concepto.

Tiene su origen, como otros, en el interés del hombre por
comprender el mundo en el que habita, y que lo lleva a examinar
con suma atencion todo lo que lo rodea.

Se fue gestando a través de los siglos, pasando por diversas
precisiones, generalizaciones y depuraciones, hasta llegar a la
definicion que se acepta en la actualidad, relacionada con el
concepto de conjunto, incluida en el Capitulo 2 (pagina 45).
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4.1.1 Edad Antigua

Las primeras referencias aparecen en las civilizaciones de la
Antigiiedad. Si bien, no se conocia entonces el concepto abstracto de
funcidn, si se han encontrado indicios de la utilizaciéon de lo que
podria considerarse funciones particulares.

En general, dichas referencias estaban dadas en forma de tablas. De
manera que, podria pensarse en una definicidon de funcion para la
época como una tabla de correspondencia.

Asi, en algunos escritos encontrados en Babilonia, aparecen
funciones tabuladas con las que se pretendia, por medio de
métodos cuantitativos, predecir fendmenos astrondmicos de
repeticion periddica, tales como movimientos lunares y planetarios.

Un ejemplo es la Tablilla de Venus de Ammisaduqa, de escritura
cuneiforme, que data del siglo VIl a. C. y es copia de un texto
babilonio de unos mil afios atrds. En ella se hallan registrados
veintiin afios de observaciones astrondmicas del planeta Venus,
correspondientes al siglo XVII a.C. y realizadas durante el reinado de
Ammi-Saduga, rey de Babilonia y cuarto sucesor de Hammurabi.

TABLILLADEVENUS DE AMMISADUQA

FUE ENCONTRADA PEN 1849 POR SIR AUSTEN HENRY LAYARD, ¥
NUMERADA COMO “TABLILLA 63”.

EN 1870, SIR HENRY CRESWICKE RAWLINSON Y GEORGE SMITH La
PUBLICARONEN «TABLET OF AAOVEMENTS OF THE PLANET VVENUSAND
THEIR INFLUENCES (THE CUNEIFORM INSCRIPTIONS OF WESTERN
ASIA, VOLUMEN 111).

ACTUALMENTE S€ ENCUENTRA €N €L M USED BRITANICO DE LONDR.ES.
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Sir Austen Hexay Lavaso Sia Heway Creswicke Rawimson Crorce Surmi

§ de marzo da 1817 - 5 de juliode 180 11 de abril da 1810 - 5 de marzo do 1855 26 de marzo da 1840 - 19 da agosio de 1878
ARQUEOLOCD, COLECCIONISTA, USCIITOR, SOLDADO, DIFLOMATION ¥ ORIENTALETA Asmudroco ivcis Desor joves mostad
POLITICO ¥ DIPLOMATICO BRITANICO. Hizo BRITANICO, CoNOCIDO coMo Fabee be CON UN GRAN INTERES POR LA HISTORIA ¥
INVESTICACIONES EN LAS RUINAS DE La Asmiorocia, CULTURA ASIRIAS, EN PARTICULAR SOBRE LAS

Bapnovia ¥ LOS MONTES DEL SUN DE TABLILLAS CUNEIFORMES,

EXTRE 8US PUBLICACIONES SE HALLA LA
M RS OPOTAMIA.

TrTuLADA; Uy CoMENTARID SOBRE Las En 1867 pescumud pos INSCRIPOONES
LiNa DE SUS ORLAS B5 LO8 DESCURRINIENTOS INSCRIPCIONES  CUNFTFORMES D TINTCAS, OLEFUERCNMUY IMPORTANTE S PARA
B Las iLanas oe Nivrve v Bz ovea, Bapnoni v Aswa, KL ESTUDIC DE LA CRONOLOGIA DE LA IPOCA,

Asimismo, en la civilizacidn egipcia hay ejemplos como el Papiro
Rhind, que data de mediados del siglo XVI a. C., y es conocido
también como Papiro de Ahmes por haber sido redactado por el
escriba del mismo nombre.

PAPIRO RHIND

€5 UN DOCUMENTO DIDACTICO, REDACTADO
EN ESCRITURA HIERATICA, BASADO EN TEXTOS
DE30OANOSDEANTICUEDAD.

CONTIENE 87 PROBLEMAS MATEMATICOS
SOBREDIVERSOS TEMAS, EN EL € HALLA EL USO
DELAS FRACCIONES EGIPCIAS.

Este es considerado como el primer tratado de Matemdticas que se
conserva.
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En la Antigua Grecia surgieron las proporciones y los primeros
intentos de cdlculo infinitesimal.

Durante esta época Euclides de Alejandria, recupera y aplica a
problemas concretos la Teoria de las proporciones de Eudoxo de
Cnido, anticipando con el uso de razones una nocién temprana de
funcionalidad.

Asi, en el Libro V de los Elementos, su obra cumbre, la tercera
definicion establece que "Una razdén es determinada relacion con
respecto a su tamafio entre dos magnitudes homogeneas".

Eupoxo pe Cxino
ca, 380a C.-ca 337 a.C
FILOSOFD, ASTRONOMO, MATEMATICO Y MEDICO CRIEGD.
DESTACAN SUS TRABAJOS SOBRE 1A TRORM OF L4
| Prororciovaimnn, FL MEropo nE EXHAUCION ¥ 1A
o Teord GENERALDE LAS Macxrrupes GroMETRICAS.

Evcunes
ca. 325a8.C.-ca. 265 8.C

MATEMATICO ¥ GEOMETRA GRIEGO S CONOCIDO GOMO
£ Pangg pE L4 CeoMeTris

Su oBra MAs FAMOSA B5 Los ELowenTos, QUE HA SIDOD
CONSIDERADA COMO EL LIBRO DE TEXTO MAS EXITOSODE
LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS,

También en este periodo, la idea de dependencia entre cantidades
aparece claramente sefialada, en las investigaciones de Arquimedes
de Siracusa. Esta nocidon puede apreciarse en sus obras:

e Cuadratura de la pardbola.

 Principio de Arquimedes o Primera Ley de la Hidrostdtica.
o Sobre espirales.

o Sobre la esfera y el cilindro .
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ARQUIMEDES DE SIRACUSA
¢a. 287a.C.-ca.212a.C

ASTRONOMO, FISICO, INGENIERO, INVENTOR, MATEMATIOOY
FILOSOFO  GRIECO, RECONOCIDO COMO UNO DE LOS
CIENTIFICOS MAS RELEVANTES DE LA ANTIGUEDAD.
[N PARTICULAR SE LE CONSIDERA UNO DE LOS MATEMATIODS
MAS IMPORTANTES DF TODOS LOS TIEMPOS.,
ExTre sUsLOCROS ESTAN:

® DAR UNAAPROXIMACION MUY PRECISA PARA T,

o DEMOSTRAR QUE PODIA APROXIMAR RAICES CUADRADAS

CON CRAN PRECISION,
o DEFINIR LOS VOLOMENES DE LAS SUPERFICIES DE
REVOLUCION,

4.1.2 Edad Media

Es en esta época cuando se establecen las bases para la definicion
del concepto de funcidn.

A finales del siglo XIIl y durante la primera mitad del siglo XIV, hubo
gran interés por el estudio del movimiento de los cuerpos, tanto en
Oxford como en Paris, siendo de gran importancia los trabajos de

Thomas Bradwardiney Nicole d'Oresme.

El primero, formaba parte de los Mertonianos, un grupo de
académicos del Merton College de Oxford ligados a la Orden
Franciscana, en el marco de la Escoldstica tardia, conocidos
también como los Calculadores.

Bradwardine centrdé su actividad en encontrar las leyes de la
dindmica. Asi, en su obra Tractatus de proportionibus velocitatum in
motibus (Tratado de las razones entre las velocidades de los moviles),
publicada en 1328, aborda el concepto de funcidn potencia,
tratando de conocer la manera en que la velocidad de un cuerpo en
movimiento es dependiente de las fuerzas que actiian sobre él.
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El impulso que dio a la idea, de que la Unica forma de enteder las
leyes naturales es expresarlas en una formulacidon matematica, es
considerado como su mayor aportacion a la ciencia.

e.‘%mad fgg ..il’ﬁ'[é!fﬂ}’tl/{-.ﬂf

¢ 1280- 1340

Escoldstico, filésofo, matematico
y tedlogo inglés,

Frecuentemeante llamado Docter
Profudus (Doctor Profundo),

Precursor de la Investigacion
cientifica, y de la introduccién de
las Matemdticas como su método
fundamental,

Fue el primero en estudiar los
poliganos estrella.

.r/l'i’.{;{fﬁ ' ija' Hiet

€. 1323 -1382

Astrénomao, economista, fildsofo,
fisico, matemdtico, y tedloge
francés.

Considerado como uno de los

S principales  artifices de la

rencvacidn medieval, antecesora

M de la revolucidn clentffica
y moderna,

Fue el primero en demostrar que
la serie armdnica simple, de
término 1/n, era divergente.

Nicole d'Oresme, de la Universidad de Paris, introdujo un método

para representar de manera grafica las velocidades del movimiento
uniformemente acelerado.

Sus principales contribuciones matematicas, se hallan en su
Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum (Tratado de
las cualidades y los movimientos), en el que utiliza coordinadas
rectangulares y las figuras geométricas resultantes para distinguir
entre distribuciones uniformesy no uniformes de varias cantidades.

Fue el primero en concebir la nocion de potencias fraccionarias.

En su obra Algorismus Proportium (Algoritmo de las razones)
explora las reglas para manipular las funciones potencia.

Se considera que la primera aproximacion al concepto de funcion, se
debe a Nicole d'Oresme por la descripcion que hizo de las leyes de la
naturaleza como relaciones de dependencia entre dos magnitudes.
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4.1.3 Edad Moderna

Enl siglo XVII surge la Fisica Moderna. Destacan en él los trabajos de
Galileo Galilei, René Descartes, Isaac Newton y Gottfried Wilhelm
Leibniz.

Las investigaciones realizadas por Galileo sobre el movimiento,
revelan que tenia un claro entendimiento de la relacion existente
entre las variables, y por ende, del concepto de funcion. Una de las
relaciones estudiadas por él fue n — n2, con la que se demuestra

que hay tantos nimeros naturales como cuadrados perfectos.

La contribucidon mas relevante de Descartes a las Matemdticas fue la
introduccion de la Geometria Analitica. Su obra mas famosa es el
Discurso del método, publicado en 1637, en la que incluye un breve
tratado, La Géométrie (La Geometria). En éste, detalla la aplicacion
de métodos algebraicos a la resolucion de problemas geométricos,
mostrando asi el camino para la introduccion de la nocién de
funciodn.

Por su parte, Newton a finales de 1665 introdujo el concepto de
fluxion, definido como la velocidad con la que una variable "fluye",
esto es varia con el tiempo. Es entonces cuando descubre la
reciprocidad de las operaciones de integracion y derivacion, lo que
lo lleva a aproximarse al concepto de funcion.

Leibniz empled la palabra funcion por primera vez en 1673, aunque
no en el sentido que tiene actualmente, en su obra Methodus
Tangentium Inversa Sen de fontionibus. Con ella representaba la
dependencia de cantidades geométricas en la forma de una curva.
También acuiié los términos constante, variable y pardmetro.
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L
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LE CONSIDERA COMO FL PADRE DE LA GEOWETRA FUERON DF GRAY IMPORTANCIA EN VARIAS AREAS auends. Recovoco cowo £ "feiwe cevo
Avaifcy, DEL CONUMIENTO), UNIVERSAL

Durante el siglo XVIII surge el concepto de funcion, tal como se le
conoce actualmente, siendo uno de los principales intereses de la
investigacion matematica el desarrollo del Cdlculo, disciplina muy
relacionada con la nocién de funcién. A este respecto, las
contribuciones de Johann Bernoulli, Leonhard Paul Euler y Marie-
Jean-Antoine Nicolas de Caritat, marqués de Condorcet fueron
significativas para la definicidon de este concepto.

A Bernoulli se debe la primera definicion, que aparece en un articulo
publicado en Acta Eroditorum: Aqui denotamos por funcion de una
variable una cantidad compuesta, de una o varias maneras, de esta
cantidad variable y constantes.. Dando asi, a la idea de funcion de
Leibniz un caracter mas abstracto.

En 1748, Euler la modifica, precisando asi el concepto: Una funcion
de cantidad variable es una expresion analitica formada de
cualquier manera por esa cantidad variable y por niumeros 0
cantidades constantes. Esta es la primera definicién del concepto de

funcién dada por él en su obra Introductor in Analysi Infinitorum.
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Un tiempo después, en su libro Institutiones calculi differentialis de
1755, da una segunda definicion mas general de funcion: Algunas
cantidades en verdad dependen de otras, si al ser combinadas las
ultimas, las primeras también sufren cambio, y entonces las
primeras se llaman funciones de las ultimas. Una cantidad puede ser
determinada por otras, asi si * denota una cantidad variable,
entonces todas las cantidades que dependen de x en cualquier forma

estdn determinadas por x y se les llama funciones de x.

Posteriormente, Condorcet retomando esta segunda definicion
indica: asumo que tengo un cierto numero de cantidades x, Y, z,... y

para cada valor definido de x, y, z,..., F' tiene uno o mds valores
definidos correspondientes a ellos; yo digo que F' es una funcién de
Ty Y,y 2y

El considera que no se necesita una expresién explicita, una férmula
analitica o una ecuacion para definir una funcion, nocién que se

extendio en el siglo XIX.

JOHANN BERNOULLI LEONHARD EULER NICOLAS DE CONDORCET

1667- 1748 1707-1783 1743-17%

Fistco ¥ marewnco, surzo. Recovocion cow Findsiro, CIENTIFICD, MATENATICO, POLITICO Y

conocion cono feav, Fue oy satesdnen i1 Marenanico sis pivixte o Sicto XV, POLITOLOGO FRANCES. DESTACORN NATEMATICAS,
roLirico, Proeaco b1 Gitcoro ey Eunom, 481 CONDUNODELOSMASCRANDES Y PROLIFCOSDE PORSU CAPACIDAD ANALITICA, Punico ex s su
Hizo contaipucioses ey Obricey Mecivicy, TODOSLOS TIEMPOS, FNSHYOS08RE £L CALCCLOINTEGRAL

69


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Funciones/images/capitulo4/BernoulliEulerCondorcet.png

A finales del siglo, los trabajos de Joseph-Louis de Lagrange tienen
un rol muy importante en el desarrollo de las bases tanto del
analisis como de la elaboracion de la Teoria de Funciones.

En su obra Théorie des fonctions analytiques (Teoria de funciones
analiticas), publicada en 1797, presenta una definicion muy general:
Llamamos funcién de una o varias cantidades a toda expresion de
cdlculo en la cual estas cantidades entran de cualquier manera,
mezcladas o no, con otras cantidades que consideramos como valores
dados e invariables, mientras que las cantidades de la funcién
pueden recibir todos los valores posibles. Asi, en las funciones no
consideramos mds que las cantidades que suponemos variables, sin
ninguna consideracion a las constantes que pueden estar mezcladas.

4.1.4 Edad Contemporanea

En el siglo XIX, los trabajos de Jean Baptiste Joseph Fourier, Johann
Peter Gustav Lejeune Dirichlet, Georg Friedrich Bernhard Riemann'y
Karl Theodor Wilhelm Weierstrass contribuyeron a formalizar el
concepto de funcion.

Derivado de sus investigaciones, en 1815 Fourier establece que: En
general, la funcién f(x) representa una sucesion de valores u
ordenadas cada uno de los cuales es arbitrario. Dados una infinidad
de valores de la abscisa x, hay un niimero igual de ordenadas f(x).

Dirichlet es considerado el primero en formular el concepto moderno
de funcién, al expresarlo de manera muy general como: y = f(x)
de una variable independiente en un intervalo a <z <b.

70



En 1837 propuso la definicion de funcion como wuna
correspondencia cualquiera entre dos conjuntos de nimeros, que
relaciona a cada ndmero del primer conjunto con un Unico nimero
del segundo.

Al respecto, se le atribuyen las siguientes frases registradas ese
mismo afo:

e Una cantidad variable y se llama funcion de la cantidad
variable x si a cada valor de x le corresponde un solo y
determinado valor de y.

e Si una variable y estd relacionada con otra variable x de tal
manera que siempre que se atribuya un valor numeérico a x

hay una regla segun la cual queda determinado un tnico valor
de y, entonces se dice que y es una funcion de la variable

independiente x.

JORANN PETER LEJEUNE GUSTAY DIRICHLET
1805- 85

JOSEPHLOUIS DE LAGRANGE
134141

ASTRONOMO, MATRMATICO Y
Fisico mAuNo, Reauzd
APORTACIONES  RELEVANTES
EN DIVERSAS AREAS DE LAS
Marsuimicas.

Su Trarano pE Mecdvies
ANALITICA BS UNA OBRA
MAESTRA DB MATEMATICA
Puns.

Es coxsmeraDO U0 DE 10§
FISICOS ¥ MATRMATICOS NAS
DESTACADOS DE LA HISTORLA.
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Su trabajo sobre funciones discontinuas, lo lleva a ser el primero en
dar un ejemplo de éstas: una funcion definida en un intervalo [0, 1]

y que es discontinua en todos sus puntos, como se muestra en la
siguiente figura. Se le conoce como la funcion de Dirichlet.

[{:‘. si x €s un numero irracional,
y J

.1, SlXxes un numero racionail.

A Riemann se le considera el fundador de la Teoria Moderna de
Funciones.

En 1850 presenta la tesis Grundlagen Fur eine allgemeine Theorie
der Functionem einer veranderlichen complexe Grosse (Fundamentos
para una teoria general de las funciones de una variable compleja),
en la que indica que una funcidn viene definida por sus puntos
singulares y los valores en los limites.

En ese mismo afio, define la continuidad de una funcién f(z) de la
manera siguiente: La funcién f(z) es continua en un intervalo, si
cuando z recorre de un manera continua todos los valores
comprendidos entre dos valores fijos, la funcién f(z) wvaria
igualmente de una manera continua

Fue él quien hizo la primera distincion entre las nociones de
continuidady diferenciacion.
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En 1858, precisa la definicidn de funcion: Se dird que y es funcion de
x st a todo valor de x corresponde un valor bien determinado de y
cualquiera que sea la forma de la relacion que uneax y a y.

Por su parte, Weierstrass hace aportaciones, en 1841, sobre la Teoria
de Funciones Analiticas, planteando la Teoria de Funciones basada
en el desarrollo de series de potencias de las funciones analiticas.

En 1881, en su articulo Remarques sur qualques points de la théorie
des fonctions analitiques (Observaciones sobre algunos puntos de la
teoria de funciones analiticas), presenta sus ideas relativas a la
relacion intuitiva entre continuidady derivabilidad.

También establece criterios de convergencia de series, formalizando
asi el concepto de limite, y puso los fundamentos del conjunto de los
numeros reales.

KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS
18151897

(GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN
1826 - 1866

7\

1'-'4'\

MATEMATICO ALENAN, QUE HIZO APORTACIONES MUY
IMPORTANTES TANTO AL ANALISIS COMO A LA GEOMETRIA
DIFERENCIAL. CONSIDERADO COMO UNO DE LOS
GRANDES MATENATICOS DE LA HISTORIA,
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Durante el siglo XX, el concepto de funcidn se:

e Generaliza aln mas.
» Define con un mayor rigor matematico.

e Enmarca dentro de la Teoria de Conjuntos.

En esta época destacan, para su evolucion, las contribuciones que
derivan de los trabajos de tres matematicos franceses: Edouard

Jean-Baptiste Goursat, Henri Leon Lebesguey Maurice René Frechet.

En 1923, Goursat define una funcion de la forma siguiente: Se dice
que y es una funcion de x si a cada valor de x le corresponde un

unico valor de y. Esta correspondencia se indica mediante la
ecuaciény = f(z).

Lebesgue, expresa su acuerdo en que existe una funcion cuando hay
correspondencia entre y, y los niumeros xi1, T2, Z3,...,Tn, SiN
preocuparse del procedimiento que sirve para establecer esta
correspondencia.

Después, Fréchet en su tesis Généralisation d’'un Théoréeme de
Weierstrass (Generalizacion de un Teorema de Weierstrass), expone
que: Supongamos que damos una cierta categoria (elementos
cualesquiera, numeros, superficies, etc.) en la cual se sabe discernir
los diferentes elementos. Podemos decir que Vax es una funcion

(operacion funcional), uniforme en un conjunto E de elementos de
¢, si a todo elemento A de E le corresponde un niumero bien
determinado V x.
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EDOUARD JEAN-BAPTISTE GOURSAT
1858 -1936
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EXPOSITOR DE S (LIRS0 DE ANALISIS MATEMATICO.
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MAURICE RENE FRECHET
1878 -1973

Mareminico Frances. CONTRIBUYO DE FORMA

RELEVANTE A LA Toroiocis GENERAL, STENDO EL
FRIMERD EN DEFINIR LOS ESPACIOS METRICOS.

T astpien wizo aroRTACIONES AL CALcuLo.
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4.2 Regla de correspondencia

Una funcion f indica una relacién de dependencia de una variable
con respecto a otra, por ejemplo:

e La distancia recorrida en un viaje y la velocidad de
desplazamiento.

e El valor de un automovil y su depreciacion con el paso del
tiempo.

e Laintensidad del sonido y la distancia a la fuente sonora.

A dicha relacion se le conoce como regla de correspondencia o regla
de transformacion, y es la que determina a la funcién f.

Esto se puede esquematizar con una caja, que tiene una entrada y
una salida. En la primera esta la variable independiente x, la caja

representa la transformacion dada por la regla de correspondencia, y
en la salida se tiene a la variable dependiente f(z).

S ReowE o
X [( 2}
" CORRESPONDENCIA V

En caso de que se desee calcular el area de un circulo, x se refiere al
radioy f(x) al area, la regla de correspondencia se expresa como:

f(2) = ma?
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4.3 Notacion

La notacién f(x) fue utilizada por primera vez por Leonhard Paul
Euler en su articulo Additamentum ad dissertationem de infinitis

curvis eiusdem generis, que fue presentado en 1734 y publicado en
1740.

De esta manera se indica que la funcion f depende de la variable z,

y se lee “f de z”, o bien, “la funcidon f de x”. Asi, se facilita
identificar:

e Elnombre de la funcidn.
e Lasvariables independiente y dependiente.

e Suregla de correspondencia.

Por ejemplo, en la funcion:
flz) =2z +5
se puede apreciar con claridad que:

e feselnombre de lafuncion.
e x eslavariable independiente
e f(x) eslavariable dependiente

e 2x + 5 eslareglade correspondencia

El dominio de la funcién f : X — Y se define como:

Di={zeX:3eY: f(z)=1y}
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El dominio y el codominio de la funcidon f se denotan, de forma
abreviada, como sigue:

f:R—=DR
f: X—=>Y

La relacion entre un elemento x del conjunto X (dominio) y su

unico correspondiente f(x) del conjunto Y (codominio), se
expresa:

z — f(z)

4.4 Representacion
Una funcidn puede representarse de cinco formas:

a) Descripcion verbal.

b) Diagrama.

c) Expresion analitica.

d) Tabla de valores.
)

e) Grafica.

Dependerd del tipo de funcion que se pretenda representar, la
eleccion de cada una de ellas.

La imagen de la derecha, ilustra las cinco maneras para la funcién:

flz)=(z+1)? -3z +1 D; =1{1,2,3,4,5}
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REPRESENTACIONES

DESCRIPCION VERBAL DIAGRAMA

Para obtener el valor de la funcion

fix), se suma uno al de la variable ; :
independiente x, se eleva al cuadrado 2 #
esta cantidad, se le resta el valor dela 3 8
variable independiente multiplicado 4 14
por tres, y se le suma uno para

5 22

conseguir el resultado final.

EXPRESION ANALITICA
fO)=@x+1)%2-3x+1
TABLA DE VALORES GRAFICA
x fix) 1
1 2 |
2 4
3 8
Six)
4 14
5 22

A continuacion se detallan estas representaciones.
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4.4.1 Descripcion verbal

Consiste en exponer mediante lenguaje comun, sin necesidad de
simbologia especializada, la relacion existente entre los elementos
de entrada y los de salida de la funcion.

Es una manera que permite dar una explicacidon general y cualitativa
de la funcidn de que se trate.

Fue sugerida por Gustav Dirichlet, para separar el concepto de
funcion de férmulas concretas.

Un ejemplo de ella se encuentra en la Funcion de Dirichlet. Cabe
mencionar que una de sus caracteristicas es que no es posible

graficarla.
4.4.2 Diagrama

Por medio de la utilizacién de un diagrama, se obtiene una clara'y
rapida visualizacion de la funcion que se desea analizar.

Su aplicacion es muy similar a la de los diagramas de Venn respecto
a los conjuntos.

Es empleada generalmente para trabajar con conjuntos finitos.

4.4.3 Expresion analitica

Con este tipo de representacion se indica, ya sea de manera
explicita o implicita, la regla de correspondencia, a través de una
formula matematica.
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Conviene utilizarla para funciones en las que otras representaciones
no resultan del todo adecuadas.

4.4.4 Tabla de valores

Mediante esta forma, se genera una tabla de valores con los de la
variable independiente x, y los correspondientes de la dependiente

f(=).

Es muy usada en situaciones cotidianas, por ejemplo para senalar
porcentajes.

Dependiendo de la funcidn, puede tomarse como el punto de
partida para pasar a la representacién grafica.

4.4.5 Grafica

De esta manera, se plasma en el plano cartesiano la grafica formada
con todos los pares de puntos (z, f(z)), tales que x € Dy,

visualizando asi las caracteristicas globales de la funcion, lo que la
hace muy popular.
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CAPITULO 5

Funcion de una variable real







5.1 Definicion

Se dice que una funcion f(z) es de una variable real si a cada

numero real del dominio (D), corresponde un Gnico nimero real del
rango. Su expresion formal es:

f:DfCR%R
z—y = f(z)

donde:
f eslafuncion (regla de correspondencia) de R en R.

D es el dominio de la funcién f.

R es el codominio de la funcion.

x es la variable independiente.

y = f(x) eslavariable dependiente (imagen de z).

Conviene recordar que la imagen de la funcién es muy importante,
aunque no se encuentre explicitamente en la definicidn, y que de
manera formal se representa como:

Im;=ycR|JzeDy, f(z)=y

En algunos casos, podria ser Util restringir el dominio de la funcion a
un subconjunto de los nimeros reales cuando:

e con ciertos valores de x sea matematicamente imposible
realizar alguna operacion,

¢ |o demande de este modo el contexto real del que ha emanado
la funcion, y

* serequiera asi por algln otro motivo.
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5.2 Criterio de la recta vertical

Una forma de determinar visualmente si una relacion es una funcién
de variable real, es el criterio de la recta vertical. También se le
conoce como regla de la recta vertical.

Consiste en trazar rectas paralelas al eje de las ordenadas, sobre la
grafica de la curva de que se trate, y dado que en una funcién de
variable real, a cada valor de la variable independiente le
corresponde solo uno de la variable dependiente, si alguna de ellas
la interseca en mas de un punto, implica que dicha curva no es una
funcion.

De esta manera, se puede verificar que a cada par (z, y) de la curva,
le corresponda en el plano cartesiano un Unico punto P tal que:

P(z,y) = P(z, f(z))

En la escena interactiva se presentan algunos ejemplos de la
aplicacidn de este criterio.

Para desplazar la recta sobre la curva, basta pulsar el control x o

introducir un valor dentro del campo del mismo, seguido de la tecla
Intro. Para ver un efecto de deslizamiento en la recta debe
mantenerse oprimido el pulsador .
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5.3 Propiedades de una funcion de una variable real
5.3.1 Acotacion

La funcidn f esta acotada superiormente si existe un nimero real
M, denominado cota superior, tal que:

f(a:) < M,Vx € Df

Cualquier otro nimero real M’ > M, es también cota superior de
f.Alamenorde ellas se le llama supremo.

La funcion f esta acotada inferiormente si existe un nimero real m,
llamado cota inferior, tal que:

f(z) > m,Vz € Dy

Cualquier otro nimero real m’ < m, es también cota inferior de f.
A la mayor de ellas se le llama infimo.

La funcion f esta acotada si tiene cota superior y cota inferior, de
manera que:

dm, M /m < f(x) < M,V € Dy

En la escena interactiva se presentan ejemplos de funciones con
alguna cota.
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5.3.2 Concavidad y convexidad

Geométricamente se dice que una funcién f(z), cuya grafica sea
una curva continua en el intervalo [i,4'] es céncava en dicho
intervalo si dados dos puntos (z,z') cualesquiera de la grafica, el
segmento que los une queda por encima de la curva.

En caso de que el segmento referido quede por debajo de la curva,
f(x) es convexa.

Dado que con cierta frecuencia se definen estos dos conceptos con
el criterio exactamente contrario, es habitual que se hable de
funciones cdncava hacia arriba y cdncava hacia abajo, siendo la
segunda la que aqui se ha presentado como convexa.

Los puntos en los que f(z) cambia su concavidad por convexidad, y
viceversa, se conocen como puntos de inflexion (pi).

En la escena interactiva de presentan ejemplos de esta propiedad.
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5.3.3 Continuidad

Se dice que una funcién f(x) es continua, si puede representarse

en todo su dominio por medio de un trazo continuo, en caso
contrario se dice que dicha funcion es discontinua.

En la escena interactiva se presentan dos ejemplos.
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5.3.4 Funciones par e impar

Se dice que una funcién f(z) es par, si para cualquier  del dominio
se verifica que:

Esto quiere decir que ni su valor ni su signo cambian al sustituir
por —.

Una funcidn f(x) es impar, si se comprueba que para cualquier
del dominio:

Como se puede observar en la escena interactiva, las funciones
pares son simétricas con respecto al eje Y, en tanto que las impares
lo son con respecto al origen.
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5.3.5 Monotonia

Se refiere al crecimiento o decrecimiento de una funcion f,
analizandola sobre el eje X, de izquierda a derecha, y expresando
los intervalos del eje X en los que crece o decrece. Asi, en un
intervalo I[¢,4'] la funcién f es:

1. Creciente, si f(z') > f(z),Va' > z € I[i, ).

2. Estrictamente creciente, si es creciente en todos los puntos de
I[i, 7).

3. Decreciente, si f(z') < f(x),Ve' >z € I[i,7].

4. Estrictamente decreciente, si es decreciente en todos los
puntosde Iz, #'].

5.Constantesi f(z') = f(z),Vz,z' € I[i,i].

Geométricamente, como puede verse en el interactivo, la curva:

e Sube en el intervalo I[i,4'], si f es creciente o estrictamente
creciente.

e Bajaenelintervalo I[i,4'], si f es decreciente o estrictamente
decreciente.

» Corresponde a una recta paralela al eje de las abscisas, si f es
constante.
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5.3.6 Periodicidad

Las funciones periddicas son aquellas en las que sus valores se
repiten siempre cada intervalo determinado del eje X. Dicho
intervalo se conoce como el periodo de la funcion.

Esto es:

f(z+p)=f(z+2p) =..= flz+np)

En la escena interactiva se presentan dos ejemplos.
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5.3.7 Simetria

Una funcidn es simétrica, respecto al eje Y, si a la abscisa z > 0 le
corresponde la misma ordenada que a la abscisa x < 0, esto es:

f(z) = f(—=)
También se encuentra la simetria con respecto al origen, donde:
flz) = —f(—=)
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5.4 Clasificacion

Como se indicd en el Prefacio, se tienen cinco tipos de funcion de
una variable real:

Polinomiales.

Racionales.

Exponenciales.

Logaritmicas.

Trigonomeétricas.
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En los siguientes capitulos se encuentra la descripcion de cada uno
de ellos, y se incluyen las escenas interactivas mencionadas en el
Prefacio, que permiten visualizar, de manera clara, los cambios que
se dan en las representaciones graficas al variar sus parametros.

Asimismo, al final de cada capitulo hay un interactivo en el que se
puede experimentar, introduciendo en el campo de texto las

funciones que se desee graficar.
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. CAPITULO 6

Funciones polinomiales







’

6.1 Definicion

Las funciones polinomiales, denominadas también polindmicas,
tienen su dominio en los nimeros reales.

Su definiciéon, como su nombre lo indica, viene dada por un
polinomio, esto es:

1

f(z) =apx" +ap12" " +---+ asz? + a1z + ag

donde:

a; 7é 0

a; son constantes reales.
T es un entero positivo.

De ellas puede decirse que:

e Son continuas en todo su dominio.

e Si no se especifica de otra manera, su dominio es:
D = (—00, ).
* No tienen asintotas verticales, ya que ningln valor de x

produce una division entre cero, ni horizontales. Cabe recordar
que las asintotas son rectas que se aproximan a la grafica de la
funcion sin tocarla.

Se clasifican segin el grado del polinomio, que corresponde al
mayor exponente de la variable independiente: grado cero, grado
uno, grado dos, ... grado n.

En este capitulo se describen las que corresponden a los primeros
cinco grados.
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De acuerdo al grado de la funcidn, su rango es:

 El conjunto cuyo Unico elemento es la constante que la define,
si es cero.

* Elconjunto de los nimeros reales si es impar.

e Un subconjunto de los nimeros reales si es par.

Asimismo, conviene recordar que dado que se trata de polinomios,
su grado indica el nimero de raices del mismo, y que éstas son de
tres tipos: positivas, negativas y complejas.

En la seccion de funciones polinomiales de grado 2, se presentan
varios ejemplos en una escena interactiva.

6.2 Funcion polinomial de grado cero

La funcidn de polinomial de grado cero, es un caso particular de las
funciones polinomiales. Tiene la forma:

f(z) =a

donde a es una constante, y por ello se le conoce como funcion
constante.

Como puede observarse en la escena interactiva, su representacion
grafica es una recta paralela al eje X, que interseca al eje Y en el
punto (0,a). Variando el valor de la constante en la escena

interactiva, ya sea introduciéndolo directamente en el campo de
texto, seguido de la tecla Intro, o mediante el pulsador en la zona

inferior, puede verse el desplazamiento de la recta de ordenada a.
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6.3 Funcion polinomial de grado uno

A la funcién polinomial de grado uno también se le denomina
polinomial lineal.

Su expresion algebraica es:
f(x) =mzx+n

donde:

x es la variable independiente.

m es el coeficiente de la variable o pendiente de la recta.

n es el término dependiente u ordenada, e indica el punto en el que
larectacruzaaleje?.

Se representa graficamente como una recta inclinada.

Desde el punto de vista geométrico, a mayor pendiente mayor
inclinacion de la recta, y viceversa.

En la escena interactiva, variando el valor de m puede observarse
que si:

e 0 < m < 1,elangulodeinclinacién de la pendiente es mayor
que ceroy menor a 45°.

e m > 1, su angulo de inclinacién es mayor a 45° y menor de
90°.

e m < 0, es decir, si la pendiente es negativa, el angulo de
inclinacion es mayor a 90°y menor de 180°.
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La funcion es estrictamente creciente si'm > 0. En caso contrario, si
m < 0, lafuncion es estrictamente decreciente.

En tanto que, cuando m =1y n =0, se trata de la funcidn
identidad.

En la escena interactiva, variando el valor del pulsador, se pueden
ver las graficas correspondientes.

También se utiliza la letra b para designar al término dependiente,
de manera que la funcidn se escribe:

f(x) =mz+b
Otra forma, menos usual, seria:

f(z) =ax+b
Para trazar su grafica se tienen los métodos:

e Parametros. Conociendo los valores de (m y b), se eligen dos
valores de = para encontrar el valor de f(z) y obtener las
coordenadas de dos puntos de la recta.

e Sustitucion de valores. Teniendo dos puntos de la recta, se

sustituyen sus coordenadas en la forma de la funcion, y se
resuelve el sistema de ecuaciones.

e Interseccion con los ejes coordenados. La recta siempre
interseca con cada eje en un punto, (0, £(0)), eje de las
ordenadasy (z, 0), eje de las abscisas. Para calcular , se hace
f(x) = 0y se resuelve la ecuacién obtenida.
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6.4 Funcion polinomial de grado dos

Esta funcidn, también conocida como funcion cuadratica, consta de
tres términos:

e Cuadrdtico.
e Lineal

o Independiente.

Como puede apreciarse en la imagen de la derecha, este tipo de
funcion se clasifica en:

e Completa, si contiene todos los términos. Puede escribirse de
en sus formas general o estandar, que se describen en las
secciones siguientes.

o Incompleta, si carece del término lineal o el independiente, o
ambos.

A suvez, las incompletas se denominan:
e Puras, si el que falta es el término lineal. Aqui, el vértice esta en
el punto (0, ¢) con el eje de simetriaeneleje Y.

e Mixtas, si no hay término independiente. En este caso, el
vértice y el eje de simetria se calculan mediante las formulas
indicadas para la expresion general.

Si la funcién consta sélo del término cuadrético, el vértice V (v, vy)
se halla en el punto (0, ¢) y el eje de simetria es el de las ordenadas.
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Su representacion grafica es una parabola vertical, que puede cortar
al eje de las abscisas en uno, dos o en ningin punto, conforme al
nimero de raices reales de la funcion.

Conviene recordar, que las raices de la funcion son los valores que
satisfacen la ecuacion cuadratica generada al igualar la funcién a
cero.

Asi, dada la funcion:
f(z) =az® + bz +c
Se tiene la ecuacion:
ax’ +br+c=0

Cuyas soluciones estan dadas por:

—b+ 1/ (b? — 4ac)
2a

—b — +/(b? — 4ac)
2a

Los valores de x1 y 2 corresponden a las raices reales de f(z).

En la escena interactiva de la derecha se presentan varios ejemplos,
en ellos se puede observar también que la parabola interseca al eje
de las ordenadas en el punto p(0, ¢)
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6.4.1 Forma general

La funcion polinomial de grado dos o polinomial cuadrdtica tiene la
forma general:
f(z) =az® + bz +c
donde:
a, b, c son los coeficientes (constantes).
a # 0 esla condicidn esencial.

2 es el término cuadratico.

azx
bx es el término lineal.

c es el término independiente.

Como ya se indico, su grafica es una parabola vertical, cuyo eje de
simetria (recta dorada en la escena interactiva) es paralelo aleje Y y

se calcula mediante:
x = —b/2a

Las coordenadas del vértice V estan dadas por:
v, = —b/2a vy = (—b* 4 4ac) /4a

Variando, en el interactivo, el valor del coeficiente a, se observa que:

e Laabertura de la pardbola depende de éste.

» Sia > 0, la parabola es concava, la funcion f(x) tiene el valor
minimo en el vértice, es decreciente en el intervalo (—o0, v, )
y creciente en el intervalo (v, 00).

e Si a <0 la parabola es convexa, el vértice indica el valor
méaximo de la funcién f(z), es creciente en el intervalo
(—o0, v, ) y decreciente en el intervalo (v, 00).
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6.4.2 Forma estandar

La forma estandar de la funcidn cuadrdtica es:
f(z) =a(z —h)* +k

donde:
a es el coeficiente principal.

a # 0 es la condicion esencial.
hy k son las coordenadas del vértice V.

El utilizar esta expresion, permite visualizar mejor las
modificaciones dadas en la grafica por la variacion de los
coeficientes, ya que en ella se indican de manera explicita tanto el
vértice, como la abertura de la parabola.

Cambiando los valores de a, h y k en la escena interactiva, se puede
observar directamente en la grafica que cuando:

e a > 0laparabola es concava.
e a < 0laparabola es convexa.

o V(vg,vy) =V (h,k).
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6.5 Funcion polinomial de grado tres

A la funcidn polinomial de grado tres se le llama también polinomial
cubica.

Su forma general es:
f(z) =az® +bx® +cx+d

donde:

a, b, cy d son los coeficientes (constantes).
a # 0 es la condicion esencial.

az? es el término clbico.

bz? es el término cuadratico.

cz es el término lineal.

d es el término independiente.

La grafica de la funcion cubica puede tener entre uno y tres puntos
de corte en el eje X, pero siempre interseca al eje Y en el punto

(0, d).
Esto puede observarse al variar los coeficientes en la escena

interactiva, en la que inicialmente la grafica interseca al eje de las
abscisas en tres puntos y al eje de las ordenadas en el punto (0, 0).
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6.6 Funcion polinomial de grado cuatro

La funcion polinomial de grado cuatro es conocida asimismo como

polinomial cudrtica.
Su forma general es:
f(z) =az* + 0% +cx® +dz +e

donde:

a, b, cy d son los coeficientes (constantes).
a # 0 es la condicion esencial.

az* es el término a la cuarta potencia.

bx3 es el término clbico.

cz? es el término cuadrético.

dzx es el término lineal.

e es el término independiente.

Variando los coeficientes en la escena interactiva,
observarse los cambios en la grafica.
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6.7 Funciones polinomiales y sus graficas

En el campo de texto FUNCION POLINOMIAL de la escena
interactiva, introduce alguna funcidén de las presentadas en este
capitulo, y observa como se comporta la grafica correspondiente al
variar los parametros.

La notacidn para escribir la funcion es:

A para la potencia de la variable independiente,

/ para la division,

() para agrupar los términos que asi lo requieran, Intro para
terminar.

Por ejemplo, la funcion:
5x° + 222 + 4
debe escribirse:

S5xA3+2x72+4
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. CAPITULO 7

Funciones racionales







7.1 Definicion

Como su nombre lo indica, la funcion racional se refiere a una
razon o cociente, irreductible, de dos polinomios. Tiene la forma
general:

donde:

P(z)yQ(x) son polinomios.

x es lavariable independiente.
Q(x) # 0 es condicién esencial.

Su dominio es el conjunto de R, exceptuando los valores de x que
anulan a Q(z), éstos son conocidos como valores excluidos, ceros o
raices de la funcion. Formalmente se expresa como:

f:Df=R—-2zecR|Q(zx)=0

Para cada uno de ellos hay una asintota vertical cuando x toma
dicho valor, esto es, si a es una raiz de f(x), entonces la funcién
tiene una asintota vertical en x = a. Si el grado de:

» P(x) es mayor que el de Q(x) hay una asintota oblicua.

o P(z) es igual al de Q(z) existe una asintota horizontal en
y = m/n, donde m y n son los coeficientes de mayor grado
de P(x) y Q(x) respectivamente.

o P(x) es menor al de Q(z), la funcidn tiene una asintota

horizontaleny = 0.
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7.2 Casos particulares

Existen tres casos particulares de las funciones racionales: de
proporcionalidad inversa, de proporcionalidad inversa trasladada 'y
homogrdfica.

FuncioNEs RACIONALES

HomocrArica

Desde el punto de vista grafico, este tipo de funcion adopta diversas
formas, como se puede apreciar en los ejemplos presentados en la
escena interactiva.

Como puede observarse, para funciones racionales de primer grado,
la grafica es la correspondiente a una hipérbola.
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7.3 Funcion racional de proporcionalidad inversa

La funcidn racional de proporcionalidad inversa, se llama asi debido
a que relaciona dos magnitudes inversamente proporcionales.

Es la forma mas sencilla de las funciones racionales, y se define
como:

fla) ==

donde:
k es la constante de proporcionalidad.

Tanto su dominio como su rango estan en el conjunto de los
nUmeros reales, con excepcion del cero.

Su grafica es una hipérbola, cuyas asintotas se hallan en los ejes X y
Y.

En la escena interactiva, se puede notar que, si:

 |k| > 1la grafica se aleja del origen.
 |k| < 1lagrafica se acerca al origen.
e k > 0lagrafica se ubica en los cuadrantes 1y 3.

e k < 0la grafica se ubica en os cuadrantes 2y 4.
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7.4 Funcion racional de proporcionalidad inversa trasladada

Como su nombre lo indica, la funcion racional de proporcionalidad
inversa trasladada es una funcidn racional de proporcionalidad
inversa desplazada.

El desplazamiento oblicuo se da con la forma general:

k
f(a:): az+m+n

donde:
k es la constante de proporcionalidad.

my n son las constantes de traslacion.

Las expresiones particulares de traslacion son:

k

r+m

T = (horizontal)

T = — + n(vertical)
x

Al variar el valor de los parametros, en la escena interactiva, se ven
dichos desplazamientos. Asi, si

e m > 0 hacia laizquierda.
e m < (0 hacialaderecha.
e n > 0 haciaarriba.

e n < 0 hacia abajo.
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7.5 Funcion racional homografica o racional lineal

La funcion racional homogrdfica o racional lineal, se caracteriza
porque P(z) y Q(x) son polinomios de grado uno:

axr + b
cr +d

fz) =

donde:
x es la variable independiente.

a, b, cy d son los parametros de la funcion.

Existe solo un valor excluido, para encontrarlo se tiene que resolver
la ecuacion obtenida al hacer:

cr+d=0

Este valor es la solucion de la ecuacion y también se le conoce como
cero o raiz del polinomio.

La asintotas vertical y horizontal estan dadas por:

—d
r=—

y:

ol o

Como puede observarse en la escena interactiva, si:

» ad # bc, la gréafica es una hipérbola equilatera

e ad = bc, la grafica es una constante.
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7.6 Funcion racionales y sus graficas

En la escena interactiva, introduce alguna funcién de las descritas
en este capitulo en el campo de texto FUNCION RACIONAL vy
observa la forma de su grafica.

Al escribir la funcidn hay que utilizar:

A para la potencia de la variable independiente,

/ para la division,

() para agrupar los términos que asi lo requieran, Intro para
terminar.

Por ejemplo, la funcion

3
(x+1)(x—2)

debe escribirse:

3/((x+1)(x-2))
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"~ CAPITULO 8

Funciones exponenciales







8.1 Definicion

La funcion exponencial se denomina asi debido a que la variable
independiente se halla en la posicion del exponente. Se define de la
siguiente manera:

"Sea x cualquier nimero real, la funcidon exponencial base a es una
funcién de la forma:

flz) = a®
dondea € Rya # 1.

Asi, se dice que a® es una funcién exponencial de base a vy
exponente x. El valor a = 1 se excluye porque con éste, se tendria
la funcién constante f(z) = 1* = 1.

Con las restricciones a > 0y a # 1, su dominio es el conjunto de
los nimeros reales y su rango el de los nimeros reales positivos.

Walter Rudin

f.d BXPOMHCMI . . N D 19 20 e 00
¢$ , d fUﬂC i 5” — Matematico austro-americano. La

P ' w f mayor parte de su carrera la paso

Y ) como profesor de Matematicas en

mas lmporfdnfe E : la Unf\:u!idad de Winsconsin-
Madison.

en Md fem& f !'C dS. g ' . | Su investigacion se centré en el

Analisis Matematico, abarcando

— R desde el Andlisis Arménico hasta
Walter Rudin - ; el Anilisis Complejo, publicando
Andlisis Real y Complejo (1987) 'y tres libros de texto: Principios de
I Anilisis Matematico, Andlisis Real
y Complejo, y Analisis Funcional.
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Las mas importantes, y las que tienen mayor aplicacion, son
aquellasenlasquea = 100a = e.

Esta ultima es llamada funcion exponencial natural:
flz) =€
8.2 Nimero e

Conviene recordar aqui que el nimero e es uno de los nimeros

irracionales y trascendentes mas importantes en Matemdticas. Su
valor truncado a sus primeras cifras decimales es:

2.718281828459045235360...

Es conocido como numero de Euler porque Leonhard Paul Euler fue
quien le identificd con la letra e, y con sus aportaciones dio un

tratamiento definitivo a las ideas preexistetes sobre esta constante.

En 1748, Euler publicé su obra Introductio in analysin infinitorum
(Introduccion al andlisis del infinito), en la que mostro el valor de e,
aproximandolo a 18 cifras decimales, como la serie:

1 1 1

e:1+1*2+1*2*3+1*2*3*4—|—...



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Funciones/images/capitulo8/NumeroE.png

También se le define como el limite de la sucesién (1 + (1/n))".

n

n—oo

i |
e:= lim (1 + —)

n,

Asimismo, se le denomina constante de Napier, debido a que fue
John Napier de Merchiston el primero en reconocerlo y utilizarlo.

Sk Hepieedo lhiston

{ o 1550 A skl (617

MATEMATICO, INVENTOR ¥ TEGLOGO ESCOCES, QUIEN TUVO GRAM INTERES BN
ENCONTRAR TECNICAS QUE HICIERAN MAS SENCILLALAAPLCACION DEL CALauo,
ESTOLOLLEVO A REDACTAR SU PRIMER TRATADO, EN EL QUE DESCRIBIA ALGUNDS
METODOS EFICIENTES PARA EL CALOULO NUMERICO, OBRA ESCRITA DURANIE LA
DECADA DE 1570, SIENDO PUBLICADA TARDIAMENTE EN 1838,

ASIMISHO, CON ESE OBJETIVO DISERG TRES APARATOS, DE LOS CUALES EL WS
CONOCIDO £5 EL ABACO NEPERIAND,

TAMBIEN CONTRIBUYO A QUE SE ESTABLECIERA LA NOTACION DECIMAL ACTUAL
CON LA UTILIZACION DE LA COMA PARA SEPARAR LA PARTE ENTERA DE LA PARTE
DECIMAL DEUNMIMERD.

SIN EMBARGO, SU APORTACION WAS IMPORTANTE A LAS MATEMATICAS FUE L
CONCEPTODE LOGARITMO,
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8.3 Funciones exponenciales y sus propiedades

Como puede verse en la escena interactiva, las graficas de las
funciones exponenciales tienen las siguientes propiedades:

e Seacercan mucho al eje X pero nunca lo tocan.

e Seacercanal eje Y conforme el valor de a aumenta.
e Comoa’ = 1 pasan por el punto (0, 1).

e Comoa' = a pasan por el punto (1,a).

e Son continuas.

e Son estrictamente crecientessia > 1.
e Son estrictamente decrecientessi0 < a < 1.

* Eleje X eslaasintota horizontal.

También puede observarse que las graficas de las funciones:
flx)=ad"y f(z) =a™"
son simétricas respecto al eje OY'.

Lo mismo aplica en el caso de la funcidon exponencial natural:

flx)=e"yf(z) =e"
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8.4 Funciones exponenciales transformadas

Al utilizarlas, conviene tener en cuenta las leyes de los exponentes:

[ J
Q
3
S
3
I
S
3
+
3

Mediante la adicidon de algunos parametros se pueden transformar,
a la funciéon resultante se le denomina funcion de forma
exponencial. Las traslaciones se hacen con las constantes b

(horizontal) y c (vertical):
f(m) — g%tb 1L

En la escena interactiva se presentan algunos de estos casos,
observa los cambios en las graficas.
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8.5 Funciones exponenciales y sus graficas

En la escena interactiva, introduce alguna funcién de las descritas
en este capitulo en el campo de texto FUNCION EXPONENCIAL y
observa la forma y caracteristicas de su grafica.

Al escribir la funcidn hay que utilizar:

A para la potencia de la base,

/ para la division,

() para agrupar los términos que asi lo requieran, Intro para
terminar.

Por ejemplo, la funcion:

debe escribirse:
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.~ CAPITULO9

Funciones logaritmicas







9.1 Concepto de logaritmo

Dado que la funcion logaritmica, como su nombre lo indica, esta
basada en el concepto de logaritmo, es pertinente incluir algunos
comentarios al respecto.

Este concepto surgid a principios del siglo XVII, de los estudios
realizados por John Napier de Merchiston, orientados a encontrar
métodos eficientes de calculo, siendo ésta su contribucion mas
importante a las Matemdticas. En particular, su objetivo era
simplificar los dificiles calculos astronomicos. Su trabajo sobre este
tema quedo plasmado en sus obras:

» Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio (Descripcion de
una admirable tabla de logaritmos), publicada en 1614.

o Mirifici logarithmorum canonis constructio (Construccion de
una admirable tabla de logaritmos), cuya publicacion fue
hecha de manera postuma por su hijo Robert en 1619.

En un principio utilizd el término numeros artificiales para
designarlos. Posteriormente cred su nombre actual.

LOGARITHO

DEL GRIEGO:
1&?@4 QUE SIGNIFICA PROPORCION.

L Llen 88 GUE QUIERE DECIR NUMERO,

El logaritmo se define de la siguiente manera:

loggx =y < ay =x; z,a>0; a#1
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9.2 Definicion
La forma general de este tipo de funcidn es:
f(z) = log.(z)

donde:
a es la base.

a > 0ya # 1 es condicion esencial.
x es la variable independiente.

Asi, se dice que f(x) esigual al logaritmo base a de .

Las bases que se utilizan mas frecuentemente son aquellas en las
quea = 10 0a = ¢, por lo que son las descritas en esta seccion.

La primera es la funcion logaritmica de base 10, cuya expresion es:
f(z) = log(10)(z)
La segunda se denomina funcidn logaritmica naturaly se escribe:
f(z) = In(z)

De la definicion de logaritmo enunciada, se desprende que la
funcion logaritmica es la inversa de la funcion exponencial, por lo
que el dominio de la primera es el rango de la segunda y viceversa.

Como se puede observar en la escena interactiva de la derecha, sus
graficas son simétricas respecto a la recta:

y=x



fx)=log,,(x) [fx)=100 y=x
Y

110

-10 10
x
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9.3 Funciones logaritmicas y sus propiedades

Como puede verse en la escena interactiva, las graficas de las
funciones logaritmicas tienen las siguientes propiedades:

Se acercan al eje X al incrementarse el valor de a.

Dado que ellog, (1) = 0, pasan por el punto (1, 0), que es el
de interseccion al eje OX.

Dado que ellogq(a) = 1, pasan por el punto (a, 1).
Son continuas.

Son estrictamente crecientes sia > 1.

Son estrictamente decrecientes si0 < a < 1.

El eje OY es la asintota vertical. De manera que no lo
intersecan.

Asimismo, puede observarse la simetria que, con respecto al eje
OX, presentan las graficas de las funciones:

f(z) =log.(x)y f(x) = log_a(x)

Lo mismo sucede en el caso de la funcion logaritmica natural.
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9.4 Funciones logaritmicas transformadas

Al utilizarlas, conviene tener en cuenta las siguientes propiedades
de los logaritmos:

¢ log.(1) =0

* loga(a) =1

o log,(zy) = log.(z) + log.(y)
o log,(z") = nlog,(x)

o log. (%) = loga(z) — loga(y)

Estas funciones pueden transformarse mediante algunos
pardmetros, y a la funcidn resultante se le conoce como funcion de
forma logaritmica. Para hacer una traslacidn, se afiade la constante
b (vertical) y/o ¢ (horizontal):

f(x) =log.(z +b) + ¢

Con la constante k se cambia la rapidez con que la funcion crece o
decrece:

f(2) = kloga ()

En la escena interactiva se presentan algunos de estos casos,
observa los cambios en las graficas.
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9.5 Funciones logaritmicas y sus graficas

En la escena interactiva de la derecha, introduce alguna funcién de
las presentadas en este capitulo en el campo de texto FUNCION
LOGARITMICA y observa la forma de su grafica.

Al escribir la funcidn hay que utilizar:

log10(x) para las de base decimal.

log(x) para las de base e.

/ para la division,

() para agrupar los términos que asi lo requieran, Intro para
terminar.

Por ejemplo, la funcion:

f(z) = logio(x)
debe escribirse:

log10(x)
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. CAPITULO 10

Funciones trigonométricas







10.1 Definicion

En las funciones trigonométricas a cada nimero real de la variable
independiente x, se le asocia el valor de la razdn trigonométrica del

angulo cuya medida, en radianes, es x.

En general, se definen como el cociente entre dos lados de un
triangulo rectangulo vinculados a sus angulos, como se muestra en
laimagen de la siguiente seccion.

10.2 Clasificacion

Las funciones trigonométricas son las que se listan a continuacion,
note que entre paréntesis se indica su abreviatura:

e Seno (sen).

e Coseno (cos).

Tangente (tan).

Cotangente (cot).

Secante (sec).

Cosecante (csc).

Cabe mencionar que existen también las: funciones trigonométricas
inversas y las funciones trigonomeétricas hiperbdlicas. Sin embargo,
su descripcion no forma parte del material a desarrollar en este
libro.
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Basta indicar que las primeras, llamadas también funciones arco,
como su nombre lo indica, son las inversas de las seis
trigonométricas, y permiten determinar un angulo partiendo de las
relaciones angulares de las mismas.

Las funciones inversas existen solo para ciertos intervalos del
dominio de las funciones trigonomeétricas, estando éstos
establecidos debidamente para cada una.

En tanto que la definicion de las funciones trigonomeétricas
hiperbdlicas, esta basada en la funcion exponencial.

La imagen que sigue muestra las relaciones angulares de acuerdo a
la definicion general de las funciones trigonométricas.
sen(8) = —
cos(B) = =
tan(@) = —
cot(9) = =
sec(f) = i

csc(f) =—

1
(

170


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Funciones/images/capitulo10/Trigonometricas.png

Como puede apreciarse en ella:

e hdenota a la hipotenusa.
e q al cateto opuesto.

e bal cateto adyacente.

Las funciones trigonométricas son funciones periodicas.

En las primeras cuatro el periodo es igual a 27, en tanto que en las
dos Gltimas esigual a .

Asi, se tiene que:

sen(0 + 2m) = sen(6)
cos(6)

tan(0 + w) = tan(6)

cos(6 + 2m)

cot(6 + m) = cot(0)
0)

sec(0 + 2m) = sec(
csc(0 + 2m) = csc(0)

A continuacion se describen las propiedades de cada una de estas
funciones.
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10.3 Funcion seno

En la funcion seno a cada niumero real de la variable independiente
x se asocia el valor del seno del angulo cuya medida, en radianes, es

dicha variable: f(z) = sen x

Tiene las siguientes propiedades:

* Escontinua en todo su dominio.

* Sudominio es (—00, ).

» Surangoes[—1,1].

e Esuna funcién con periodo 2.

* Espositiva en elintervalo (0, 7).

* Esnegativa en el intervalo (7, 27).

* Esestrictamente creciente en [0, 2] U [3F, 27r].

m 3_7T]

20 2 I

* Presenta un valor maximo, f(z) = l,enz = 3.
3T

* Presenta un valor minimo, f(z) = —1,enz = <.

* Esestrictamente decreciente en |

e Seanulaenlospuntosenquex = km, k € Z.

* Por ser funcion impar, es simétrica respecto al origen y se
cumple que sen(z) = —sen(—z); Ve € R.
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10.4 Funcion coseno

En la funcion coseno a cada numero real de la variable
independiente x se asocia el valor del coseno del angulo cuya

medida, en radianes, es dicha variable: f(xz) = cos x

Tiene las siguientes propiedades:

e Escontinua en todo su dominio.
* Su dominio es (—oo, 00).

e Surangoes[—1,1].

e Esunafuncién con periodo 2.

e Espositivaen elintervalo (0, 2) U (22, 2).

* Esnegativa en el intervalo (%, 2I).

* Esestrictamente creciente en [, 27].

* Esestrictamente decreciente en [0, 7].

* Presenta valores maximos, f(z) = l,enz = 0y x = 27.
* Presenta unvalor minimo, f(z) = —1,enz = .

e Seanulaenlospuntosenquex = g + kn, k € 7.

* Por ser funcion par, es simétrica respecto al eje Y y se cumple
que cos(z) = cos(—x);Vx € R.
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10.5 Funcion tangente

En la funcion tangente a cada numero real de la variable
independiente x se asocia el valor de la tangente del angulo cuya

medida, en radianes, es dicha variable: f(z) = tan z, recordando

quetan r =

sen x
cosx”’

Tiene las siguientes propiedades:

Es discontinua.
Sudominioesz € Rlx # § + km, k € Z.
Su rango es (—o00, 00).

Es una funcion con periodo 7.

Es positiva en el intervalo (0, Z) U (, 2I).
Es negativa en elintervalo (Z,7) U (3£, 2).

Es estrictamente creciente en todo intervalo en el que esta
definida.

No presenta valores maximos ni minimos.

Se anulaen los puntosenquexz = km, k € Z.

« Por ser funcion impar, es simétrica respecto al origen y se
cumple que tan(z) = —tan(—=z); Ve € R.
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10.6 Funcion cotangente

En la funcién cotangente a cada numero real de la variable
independiente x se asocia el valor de la cotangente del angulo cuya

medida, en radianes, es dicha variable: f(x) = cot z, recordando

quecot T =

Cos
sen r

Tiene las siguientes propiedades:

Es discontinua.

Sudominioesz € R|x # km, k € Z.
Su rango es (—o00, 00).

Es una funcidn con periodo 7.

Es positiva en el intervalo (0, Z) U (, 2I).
Es negativa en elintervalo (2, 7) U (3, 2).

Es estrictamente decreciente en todo intervalo en el que esta
definida.

No presenta valores maximos ni minimos.

Seanulaenlospuntosenquexr = 5 + km, k € Z.

Por ser funcion impar, es simétrica respecto al origen y se
cumple que tan(xz) = —tan(—z); Ve € R.
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10.7 Funcion secante

En la funcion secante a cada numero real de la variable
independiente = se asocia el valor de la secante del angulo cuya

medida, en radianes, es dicha variable: f(z) = sec z, recordando

que sec T =

_1
COS T

Tiene las siguientes propiedades:

Es discontinua.

Sudominioesx € Rjz # 5 + km, k € Z.

Su rango es (—00, 00).

Es una funcidn con periodo 2.

Es estrictamente crecienteen [0, 5) U (5, 7).

Es estrictamente decreciente en [, 2£) U (3£, 2.
Presenta un valor maximo, f(x) = —1,enx = .
Presenta valores minimos, f(z) = 1,enz = 0y x = 27.
No se anula en ningdn punto.

Por ser funcion par, es simétrica respecto al eje Y y se cumple
que sec(x) = sec(—z);Vx € R.
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10.8 Funcion cosecante

En la funcion cosecante a cada numero real de la variable
independiente x se asocia el valor de la cosecante del angulo cuya

medida, en radianes, es dicha variable: f(a:) = c¢sc x, recordando
1

sen T

quecsc x =

Tiene las siguientes propiedades:

e Esdiscontinua.
» Sudominioesz € R|z # km, k € Z.
 Surangoes (—o00,00).

* Esuna funcidn con periodo 2.

« Esestrictamente crecienteen [, 7) U (, 2F].

* Esestrictamente decreciente en (0, 2] U [, 27).
* Presenta un valor maximo, f(z) = —1,enz = 2.

* Presenta valores minimos, f(z) = 1,enz = 3.

* No se anula en ningliin punto.

e Por ser funcion impar, es simétrica respecto al origen y se
cumple que csc(xz) = —cse(—x); Vo € R.
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10.9 Funciones trigonométricas y sus parametros

Las funciones trigonométricas tienen tres  parametros
fundamentales:

o Amplitud (A).
e Frecuencia (k).

e Fase (o).
La amplitud sirve para modificar el tamafio de la funcion.

Con la frecuencia se puede cambiar el grado de repeticion.

La fase permite el desplazamiento de la funcion. Para adelantarla se
utiliza el signo 4+, y hay un corrimiento hacia la izquierda. Para
atrasarla se emplea el signo —, y el deslizamiento es a la derecha.

Asi, considerando que A # 0 y k # 0, estas funciones pueden
escribirse como:

f(x) = A sen(kz + a)
f(x) = A cos(kxz + a)
f(z) = A tan(kx + «)
f(x) = A cot(kxz + a)
f(z) = A sec(kz + )
f(x) = A csc(kx + a)

En la escena interactiva se presentan algunos ejemplos, que
permiten observar la manera en que estos parametros afectan la
grafica de la funcidn.
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10.10 Funciones trigonométricas y sus graficas

En la escena interactiva de la derecha, introduce alguna funcién de
las descritas en este capitulo en el campo de texto FUNCION
TRIGONOMETRICA, y observa la forma de su grafica.

Al escribir la funcidn hay que utilizar:

A para la potencia de la variable independiente,

/ para la division,

() para agrupar los términos que asi lo requieran, Intro para
terminar.

Por ejemplo, la funcion
f(x) = 5cos(2x + 7)
debe escribirse:

5cos(2x+7)
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" CAPITULO 11

Utilizacion







La importancia de las funciones de una variable real, radica en la
gran utilidad que presentan para diversos aspectos de la vida
cotidiana. A continuacidn se mencionan algunos ejemplos, por tipo
de funcion.

Las funciones polinomiales, en general, son muy Utiles para analizar
y resolver situaciones practicas, mediante el desarrollo de modelos
que las describan, tales como:

e Calcular la distancia recorrida y el tiempo requerido para
hacerlo.

e Determinar la trayectoria de una pelota.
» Maximizar la productividad agricola.
e Conocer la efectividad de un anuncio publicitario.

e Calcular la relacién entre la tasa metabdlica con la masa de
vertebrados.

e Optimizar la relacidn productividad vs nimero de empleados.

En particular, las que se emplean cominmente para modelar
diversos fendmenos reales, son las funciones de grado dos.

Las funciones racionales son utilizadas para interpolar resultados de
funciones mas complejas como son:

e El comportamiento de los gases, con referencia a su volumen
en relacién con la presidn.

e La determinacion de costos unitarios, basandose en la
produccion mensual del producto.

* Larelacion entre el desempleoy los salarios.
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Las funciones exponenciales tienen gran aplicacion en diversas
disciplinas, entre las que se encuentran:

Administracién.

Biologia.
e Economia.

Fisica.

* Ingenieria.

Quimica.

Entre los fendmenos de comportamiento exponencial estan:

* Los crecimientos demograficos.

e La tasa de crecimiento de acuerdo a la temperatura de
especies marinas.

* La capitalizacion a interés compuesto.
e Lareproduccidn de una colonia de bacterias.
* Ladesintegracion de una sustancia radiactiva.

e Lainflacion.

Las funciones logaritmicas se emplean para:

e Calcular la inensidad del sonido percibido a una distancia
especifica.

e Calcular laintensidad de un sismo.
e Calcular el volumen de un sélido.

e Determinar la brillantez y magnitud de una estrella o planeta.
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En tanto que las funciones trigonométricas son relevantes
especialmente en las siguientes disciplinas:

e Astronomia
 Cartografia.
* Fisica.

» Naltica.

¢ Telecomunicaciones.

Particularmente las de seno y coseno, son muy Utiles para analizar
fendmenos peridédicos como son:

e El movimiento planetario.

* Laoscilacion de péndulos.

* La corriente eléctrica alterna.
 Lavibracion de cuerdas.
 Losciclos bioldgicos.

e Elcalculo de orbitas planetarias.

e Elcalculo de distancias en un mapa.
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