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Prefacio

Estudiar Calculo implica directamente estudiar funciones. El calculo
diferencial nos proporciona métodos para el estudio y andlisis de
funciones, las cuales constituyen una herramienta eficaz para
resolver y comprender desde el punto de vista grafico y analitico los
fendmenos de la naturaleza, de los procesos fisicos, el desarrollo de
los avatares de la economia, los continuos avances en la ingenieria 'y
la biologia, entre otros, donde se nos exige el conocimiento de la
modelacidon matematica. En estd unidad se estudiard, no solo la
definicion de funcién real, sino también algunas clases de funciones
con el analisis de su respectivo dominio, como tema de gran interés
en el estudio de funciones, ademas se proponen situaciones
problema que van dirigidos a la modelaciéon de funciones.






Capitulo |

Funciones







1.1 Concepto de funcion

Una funcién, en matematicas, es el término usado para indicar la
relacion o correspondencia entre dos o mas cantidades.

Puede decirse que una funcién f es una relacién entre un conjunto
dado z (el dominio) y otro conjunto de elementos y(el codominio) de
forma que, a cada elemento x del dominio le corresponde un Unico
elemento del codominio f(x) Se denota por:

f:ix— vy

o]

Observemos ejemplos de funciones por medio de diagramas.

Otro ejemplo

Las funciones se pueden representar por medio de diagrama sagital,
grafica en el plano o por férmula matematica.

Cuando las funciones estan escritas como féormulas, a x se le llama
variable independiente, a y variable dependiente porque este valor

depende del valor que se elija parala z.
11


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_I/interactivos/funcion1.html

La forma en que y varia esta determinada por la regla con la que se ha

definido la funcion. Observa la siguiente imagen, no representan
funciones, ;porque?

No son funciones
Figura 1.1. Diagrama sagital que no representan funciones.

La escritura de las expresiones matematicas nos permite identificar si
hablamos o no de una funcién.

1.1.1 Notacion y evaluacion de una funcion

Es cuando se usa la expresién f como nombre de la funcién. Este tipo

de expresiones tiene la ventaja de permitir identificar la variable
dependiente f(x) como informando al mismo tiempo que la variable

independiente es x

Ecuacion explicita: es cuando en la ecuacién que actia como regla
de correspondencia, se tiene despejada la variable dependiente y en

términos de la variable independiente x.

. ., 9.2 ., . .
Por ejemplo - la funcién ¥ = 3z° + 5z — 4 es una ecuacién explicita,

dado que, es la regla de correspondencia y permite calcular
directamente para cualquier valor x del dominio, su imagen

correspondiente y en laimagen.
12
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Ecuacidon implicita: se caracteriza porque en la expresién que actua
como regla de correspondencia, la variable dependiente y no se
encuentra despejada.

Por ejemplo - y2 + 32% + 5zy — 4 = 0 no tiene una forma sencilla
de despejar la y, por lo que deja de ser una expresion funcional.

Veamos una expresion en forma implicita que puede llevarse a forma
explicita, en otras palabras, que es posible despejar la variable y:

< Forma implicita: —2z —4y+xzy—3=0

4 Forma explicita y = f(z) donde, y= 2zt

Criterio de larecta vertical

Si conocemos una grafica, podemos determinar si ella corresponde a
una funcién o no usando el criterio de la recta vertical.

Si al trazar alguna recta vertical corta la grafica de una ecuacién mas
de una vez, entonces la grafica no es la grafica de una funcioén.

[,

A~ . . :
\ - - - |
\ i | i
\ : Y {
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Es funcion Es funcion No es funcion

Figura 1.2. Trazado de unarecta vertical
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Ejercicio.
Determinar si la grafica que se muestra es una funcion o no, oprime
para verificar en los botones SIo NO !

o]

¢Es la grafica de una funcidn? sl NO

' —

' Y .
-10 10

T 'I"

. v

GeoGebra. Utiliza el software para graficar y verificar.
Clic agui. Grafique otras ecuaciones y la recta vertical x = a

y verifique si la ecuacion es o no una funcion.

Para utilizar el software de GeoGebra, escriba la expresién a graficar
en la barra de entrada, por ejemplo  y = z? + 4 se escribe:

Entrada... xA2 4+ 4

1 Escena de Alberto Bravo Garcia. Tomada de: Calculo Diferencial, iCartesiLibri.
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Evaluacion de una funcion

Para evaluar una funcion, se toma el valor dado de la variable
independiente x y se sustituye ese valor por x en la expresion.

Por ejemplo, si la funcion a evaluar es:
2x2 4 4
¥y= r—4
Cuando la variable independiente es x = 2 la expresién queda asi:

2(2)°+4 12

@ 2

f(2) =

Ejercicio.?
Evaluar una funcién, oprime los nimeros del lado izquierdo y
observa su resultado.

o]

Valor

f(x) = -x’+x-3

OCeo000

2 Escena de Alberto Bravo Garcia. Tomada de: Calculo Diferencial, iCartesiLibri.
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1.1.2 Intersecciones con los ejes

La interseccion con los ejes
hace referencia a |las
coordenadas (z,0) y (0,y)
es decir, son los puntos en
que la grafica corta (hace
interseccion con) el eje © o

conelejey.

Por ejemplo, la grafica de la
funcion (ver imagen)

y=ax2—4

Vemos que los corte con el eje z son dos, (2,0) y (—2,0) y tiene un
corte con el eje y (0, —4)

J Para encontrar el corte con el ejey, se hace x =0 y se
encuentra y, obteniendo la coordenada (0, y)

{ Para encontrar el corte con el eje x, se hace y =0 y se
encuentra z, obteniendo la coordenada (z, 0)

Es posible que la grafica no tenga interseccion con los ejes (no corta
los ejes), o que presente varias de ellas.

Cuando no es posible utilizar el método analitico para determinar las
intersecciones con los ejes, se recurre al método grafico, buscando
los puntos donde la grafica toca los ejes, observa la grafica.

A las intersecciones con el eje x, se le denominan ceros de la funcién.

16



Para hallar los ceros de la funcion, casi siempre se recurre a métodos
de factorizaciéon, como se muestra en el ejercicio siguiente.

=2 Ejercicio.

Ceros de lade la funcion (intersecciones en el eje x).

Encontrar los ceros de la funcién (si los hay), sefiala el método de
solucion, resuelve la expresiéon y oprime el botén Verificar.

eee
eee
eee

En el caso de factorizacion, haz clic sobre el coeficiente o signo para
cambiar su valor.

=

Factorizando

Formula General

3k°-3=0

Después de ver el andlisis de la funcion en el ejercicio anterior, ; Cual
sera lainterseccion con el eje y, como puedo encontrarla?

GeoGebra. Utiliza el software para graficar y verificar.
Clic _aqui. Grafique las ecuaciones y observe las

intersecciones para cada funcion.

17
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1.2 Clases de funciones

Las funciones se clasificacion en:

Funciones m

algebraicas, se
obtienen, a [?artlr
de operaciones

algebraicas y las

funciones

trascendentes, Polinémicas Unsales Exponenciales
son las funciones Cuadriticas Logarftmicas

exponenciales, Racionales Trigonométricas
logaritmicas, Radicales

trigonométricasy | Portramos

las inversas.

Exploracion. Observa algunos tipos de funciones, haz clic sobre
el botén otra funciéon y observa.

=

Funcidn lineal: f(x) = ax+b

~

f(x) = -3x+5

.5 Otra funcién

. "

18
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1.2.1 Funcion Polindmica

Si f es una funcién polinémica de grado n tiene la forma:

f(z) = apz™ + ap_12™ ' + ...+ apx® + arz + ag

donde n es un entero no negativo.
Caracteristicas principales de las funciones polinomiales.

{ Grado:esel mayor exponente de la funcion polinomial (z").

J Coeficiente principal: es el coeficiente de la variable con
mayor grado en el polinomio (an).

J Término constante: es el término del polinomio que no
tiene variable (20).

Identifica en la siguiente grafica los términos del polinomio.

1
f(x):1x3—|—x2+1 \

. . . . 1l
Figura 1.3. Ejemplo de funcién polinédmica f(x) = 2% +z° 4+ 1.
19
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Las funciones polinomiales se denominan como lineales si el grado es
uno, cuadraticas si el grado es dos, cubica si el grado es tres, y asi
sucesivamente. Observemos algunas de ellas.

La Funcién Constante. f(z) = b

Una funcién f es constante si la variable dependiente toma el mismo
valor b para cualquier valor de x.

Exploracion. Observa la siguiente escena interactiva de la
funcidn constante, cambia los valores de b.

o]

Funcion Constante: f(x) = b
(f(x) = 1.0 ) S
A
b v 1.0
5
Mover para
desplazar
la funcion.

% 5 y=1

L

(/] -

20
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La Funcion Lineal. f(z) = mz + b

La funcién lineal es una funcién de primer grado, donde m se conoce
como la pendiente (grado de inclinacién de la linea recta) y b es el
intercepto con el eje y (el punto de corte (0, b)).

Una de las formas de hallar |a pendiente m de una recta es tomar dos
puntos sobre dicha recta, entonces sean los puntos P1 (@1,91) y

P (wz, y2) donde la pendiente esta dada por la expresion:

2 — Y1
m:y Yy
L9 — X1

Ejercicio.®
Desplaza el punto rojo o azul, observa el resultado de la
pendiente seglin los puntos.

o7l

Dada la recta de la grafica que se presenta
a la izquierda, dos puntos que se encuentran
sobre ésta son:

P.(2,1) y P(3,2)

Entonces, la pendiente de la recla es:

<»

Observa en la grafica y piensa, que sucede cuando la pendiente es
m > 0om < 0om = 0(cero)

3 Escenade Zinnya del Villar modificada por el autor

21
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Si se tienen dos puntos que pertenecen a una recta se puede hallar la
ecuacion de la recta que pasa por estos puntos aplicando el método
conocido como punto- pendiente

Donde, con la pendiente y uno de los puntos se aplica la expresion:

y_ylzm(m_xl)

Ejercicio.
Hallar la ecuacién de la recta dados dos puntos:

LN
e
nee

[ 7||
Observa el procedimiento para hallar la ecuacién de la recta O
de la forma y=mx+b dados dos puntos.
Sean P1y leos dos puntes del planoc cartesiano:

F1=(|2.0

, 20 ) y P,=( 30 ‘-5.0 ‘I
Entonces, la pendiente de la recta es:

S YV _-5-2 -7

= =—=-7

X,=X, 3-2 1

Al sustituir el valor de M en la ecuacion de la recta se tiene:
y = mxt+b = -7x+b. utilizamos (x,,y,) para sustituir en
la ecuacion anterior en x e y respectivamente,

2=(=73(2)+*b. Luego, se despeja b:
b=2-(-7)(2)=16

Es sencillo verificar gue se obtiene el mismo resultado si
utilizamos (x,, y,).

For lo tanto, la ecuacidn de la recta es: Y=—-7TxX+16

4 Escenade Zinnya del Villar.

22


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_I/calculadora/index.htm
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_I/interactivos/funciones9.html

La ecuacidn lineal puede también tener la siguiente forma:
Ax+By+C =0

gue se conoce como forma general de la ecuacién de una recta,
donde despejando y obtendriamos una expresion equivalente a

_—A -C
Y= B:U—I- B

donde la pendienteesm = %4 y elinterceptoconelejeyesb = %f

Se puede presentar en la ecuacién de la forma general que:

d Si A=0, la recta sera una recta horizontal con m = 0,
generando una funcion constante.

4 Si B =0, la recta sera una recta vertical y la pendiente no
esta definida.

=2 Ejercicio.

L

=9 Funcién lineal en forma general. Escribe el valor de la
pendiente y para verificar pulsa la tecla "enter <4 "

o]
Obtener la pendiente de la siguiente recta:
‘ ‘ 2y+5=0

m =

23
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Rectas paralelas y perpendiculares

f(x)=3x + 2 g(x)=3x-3

-3 -2 -W/ 0 / 2 3 4
-1

Figura 1.4. Rectas paralelas
Dos rectas en el plano son paralelas si sus pendientes son iguales. m; = mo.

Figura 1.5. Rectas perpendiculares
Dos rectas en el plano son perpendiculares si sus pendientes mi y ms son tales que
cumplen que: m;.mg = (—1).

En la grafica anterior se tiene que la pendiente de la recta uno es
m; = 3. y la pendiente de la recta dos es my = _Tl por tanto

=2 = (—1), con lo cual se verifica que la rectas

son perpendiculares.

mqi.MmMo = _?13 =

24
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~ Simulacion lineal.
Situacion problema.

Una practica en un laboratorio de Fisica Mecanica consistié en
colocar un carrito sobre una pista recta, este se pone en marcha con
velocidad constante y se mide la posicion s(t) del carrito con

respecto al inicio de la pista en centimetros (¢cm) con un tiempo ¢t en
segundos (seg).

Completa la tabla con varios puntos (¢, s(t)), por ejemplo, el tiempo
se muestra t = 5seg 2décimas = 2,5 y distancia 13 c¢m, entonces
el puntosera (¢, s(t)) = (2.5,13)

o7

Aplicacion funcion lineal

t seg st) cm - 5 "
9 s(t) Ingrese la posician inicial s(t) cm del carrito (U aprima el botén inicio carrito

Direccion del carrito =

=i

0

o0

il 104 204 A
r=(0,0) v |

L A

25
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La Funcién Cuadratica. f(z) = az? + bz + ¢

La funcién cuadratica es una funcién de segundo grado y representa
la grafica de una parabola.

f(x) = ax* + bx+c

" Vertice (h, k)

Figura 1.6. Grafica de la Funcidn cuadratica con vértice en (h, k).

Un caso particular de la funcién cuadratica cuando se tiene que el
valor de:

a = 1,b = ¢ = 0 se obtiene la expresion f(z) =
con vertice en el origen (0, 0)

2 es una parabola

La funcién cuadratica también se puede expresar como:
f(z) =a(x—h)?+k

Se conoce como la forma estandar de la funciéon cuadratica donde
(h, k) representa el vértice de la parabola.

¢Porque la funcién cuadratica con vértice (h,k) solo tiene
concavidad hacia arriba o hacia abajo?

26
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Elementos de la funcién cuadratica. Modifique los valores de a, b y c,
observe algunos datos de la funcién cuadratica y su grafica.

o7

Funcién Cuadréatica f(x) = ax®+ bx +c

El vértice es (-1.0,0.0) agl0
Corte eje X (-1.0,0) v (-1.0,0) A
} b 20
x|-20 00 -30 10 v
y[10 10 4.0 40 e
Cy 1.0
5

H10 -5 0 =] o
t (~1, 0) t

La ecuacion es
vy X’ +2x +1

'
h

Valor maximo o minimo de la funcion cuadratica.
d Sia> 0, entonces existe un valor minimo en el vértice
(h, k), la pardbola tiene abertura hacia arriba.

Jd Sia <0, entonces existe un valor maximo en el vértice
(h, k), la parabola tiene abertura hacia abajo.
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~2 Simulacion cuadratica.
Situacion problema.”

En una practica de laboratorio, se va a calcular la altura maxima que
alcanza una pelota lanzada verticalmente a una velocidad
determinaday el tiempo que demora en alcanzar esa altura, ;como se
debe lanzar una pelota, para que alcance la maxima distancia
horizontal?, Observa la trayectoria curva que describe la pelota.

Ingresa la velocidad y oprime el botén ver animacién, observa la
trayectoria que describe la pelota. Toma los datos de la grafica para
calcular altura maxima Y (¢) que alcanza y el tiempo ¢ que demora en

alcanzar dicha altura.

o]
Aplicacion Funcién Cuadratica f(x) = ax’+ bx + ¢

Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 5.00 mis.
La posicidn del proyectil como funcion del iempo esta dada por la expresion

Y(t) (metros) Y(t):-Stz +5t

;Podrias calcular la altura maxima Y(t)?
&Y el tiempo t para lograrla?

Ingresa el valor de
la VELOCIDAD

Y(max} =

t (vertica) =

e ——————————————— tecounion T

> Autor: Carlos Mario Restrepo Restrepo.
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1.2.2 Funcién Racional

La funcién racional es el cociente de dos funciones, f(x) y g(z),
pueden ser polinomiales, radicales, entre otras y tiene la forma:

f(z)

~ g(2)

GeoGebra. Escena interactiva, modifica los controles y
observa el cambio de la funcién f(z).

_ o)
FUNCION RACIONAL : Py &
sk f{X) b=-2
()

—2+ 2%
2+ x

f(x) =

Ejemplos de funciones racionales:

_ 5z+3 _ 249 _ -2
— 22-3 f( )_ 52— 3a:+8’y 3 —6x2—3

En el analisis de funciones racionales se debe tener presente que el
polinomio del denominador debe ser diferente de cero, g(z) # 0.
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1.2.3 Funcién Radical

Si f es una funcion radical esta tiene la forma:

donde g(zc) es una funcion polinomial, racional, entre otras.

n se conoce como el indice de la funcién radical, donden > 2 e indica

para que valores reales existe, el cual se analizara en una seccidén mas
adelante.

Figura 1.7. Grafica de la Funciénradical,y = vx — 4

Ejemplos de funciones radicales:
y=val—2,y=v22 —4y= 43/ a5=3

Se puede presentar combinacién de funciones racionales con funciones
x— 2

2 -5
30

radicales, por ejemplo f(z) =
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1.2.4 Funcion por tramos

La funcion definida por tramos o por partes, esta formada por varias
funciones g(x), h(x)... en un determinado intervalo para la variable

independiente x, son de cualquier tipo. La funcidn se expresa como:

_)g(z) siz<a
f(w){h(w) siz>b

\ GeoGebra. Escena interactiva, modifica el control y observa
el cambio de la funcién f(z).

&

24 ¥x—1 si —3<x=<0
fix)=¢ x*—2x+1 si 0<x<3

4 si 3<x<9

L2

La imagen de un valor de x se calcula segin en que intervalo se
encuentra, por ejemplo, z = 2 estd en el intervalo (O, 3), entonces su
imagenes f(2) = (2)2-2(2) +1=1.
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1.3 Dominio y rango de funciones

Dominio.
Es el conjunto X de todos los nimeros reales para los cuales la

funcion f existe o esta definida.

Algunos autores nos dan la siguiente definicion:

“El domino de una funcién f es el mayor subconjunto del conjunto de
ndmeros reales para los que f(z) es un nimero real”. D. Zill.

“El conjunto de todos los valores admisibles de & se denomina dominio
de la funcion”. L. Leithold.

X Y
X y=f(x)
Dominio Rango

Figura 1.8. y eslaimagen de z donde y = f(z).

Rango.
También llamado recorrido o imagen, es el conjunto de todos los

valores que cumplen y = f(z), o sea el valor de la funcién f en el
ndmero x. Son las imagenes de los elementos que pertenecen al
dominio.
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1.3.1 ;Coémo hallar el dominio de una funcion?

Para hallar el dominio de una funcién debe analizarse la forma en la

cual esta presentada la funcion.

Si la funcién estad dada de manera grafica, para hallar el dominio es
necesario determinar, desde la grafica, cuales valores de x tienen
asignada una imagen en v, esto se puede lograr trazando una linea
paralela al eje v, si esta linea corta una vez la grafica de la funcién el
valor de x tiene asignada una imagen y por tanto pertenece al

dominio de la funcién.

G GeoGebra. Para ver la animacién® oprime el botén ®
Observa el dominio y rango de la funcién f(z).

F

25 a=-15
Encontrar Dominio
Encontrar Rango 20
| Borra rastro | 15
10
5
Xy
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 6 8

©

i

o7

¢ Escena de Elkin Alberto Castrillén con licencia CC by-nc-sa
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4x = 104, pertenece al domino dado que tiene un valorde y = 0.

x = —3, no pertenece al domino, no tiene un valor de y asignado.
x = 3, 5, no pertenece al domino, no tiene un valor de y asignado.
S;

determinar que el dominio de la funcién f estd compuesto por todos
los valores de z tales que € (—o0, —4] U (—3, 00).

se sigue este procedimiento con todos los valores de x se podra

Para simbolizar en una grafica que un elemento tiene imagen (existe en
la funcion) se usa un circulo relleno y que un elemento no tiene imagen
(no existe en la funcidn) se usa un circulo vacio.

Consideremos los siguientes casos de funciones para hallar el
dominio y rango.

Si f es una funcién polinémica, polinomio de grado n de la forma:

f(z) = anz™ + an-12" ' + ... + a2z’ + a1z + ao

entonces el dominio seran todos lo niumeros reales dado que la regla
mediante la cual se define la funcién puede asignarle una imagen a
cualquier nimero real, R.

Por ejemplo - si tenemos la funcion f(z) = 3z* + 522 — 2z -5y
asignamos a zvalores reales, siempre vamos a tener una imagen real.

f(0) = 3(0)* +5(0)2 — 2(0) — 5 = —5
F(—2) =3(—2)* + 5(—2)* —2(—2) — 5 =59
£(3) =3(3)* +5(3)* — 2

125
) —5=—-%7

W=
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Exploracién. Graficas de funciones polinémicas. ’
Mueve el punto verde y verifica que todos los puntos estan en
el dominio de la funcién

A
&
.\
Funciones
Polindmicas

Funcion v |0

T

Moyer

1-10

Si f es una funcién racional de la forma:

_ f(@)
g9(z)

donde f(x) y g(x) son funciones polinomiales, entonces el dominio
estard dado por todos aquellos valores de z (niUmeros reales) tales
que el denominador de la fraccién sea diferente de cero, por tanto

g(z) # 0.

7 Escena de Juan Guillermo Rivera adaptada por el autor.
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Ejemplo. Sea la funcién y = % entonces el valor de x =1 no
pertenece al dominio de la funcién, dado que y = ;’8;:; = % y la

division por cero no esta definida (no se le puede asignar una imagen
al valor de uno); ahora como no hay otro valor real que haga que el
denominador sea cero, se puede concluir que el dominio de la funcién
f(x) son todos los nimeros reales diferentes de 1. Simbdlicamente

se podria escribir asi:
domf ={x € Rlx #1} = R — {1}

Se lee: “el dominio de f son los & que pertenecen a los reales tales
gue x sea diferente de uno”

L > Ejemplo. Como hallar el dominio de una funcién racional cuyo
denominador se descompone en factores.

.(i - .. o
f# v01. Dominio de una funcionr...

Vermasta.. Compartir

Veren (E3Youlube
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Exploracién. Como hallar el dominio de una funcién racional .
Haz clic en el botén Continuar, observar el paso a paso para
encontrar el dominio de una funcién racional.

o]

i LV SRV
¢.Cual es el dominio de la funcion f(x) =—-X-1 -

"~ Ox2+ 5x + 3

Si f es una funcion radical de la forma:

Si la funcién se define mediante una expresién algebraica que
contiene radicales pares (raiz par), entonces el dominio estard dado
por todos los valores de x (nimeros reales) tales que el argumento de

la raiz (radicando) sea mayor igual que cero, esto por el hecho de que
no es posible determinar un nimero real que elevado a potencia par
de negativo. Simbdlicamente se podria escribir asi:

domf = {x € R|z > 0}
8 Escena de Valentina Mufoz Porras. Tomada de: Célculo Diferencial, iCartesiLibri.
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Ejemplo 1. Dominio de la funcién f(z) = v/3z — 6

Se debe garantizar que el argumento de la raiz siempre sea mayor
igual que cero y despejando a z se tiene que:

3r—6>0
3r > 6

6 _
T > 2

Por lo tanto, encontramos que el dominio es el conjunto de todos los
numeros reales tales que = sea mayor que 2. Simbdlicamente se

puede escribir:
domf = {z € R|z > 2}

Se puede presentar una combinaciéon de restricciones cuando se
combinan funciones

Ejemplo 2. Encontremos el dominio de una funciéon combinada

ve+1

@) =51

Como se ve la funcién esta definida mediante una regla algebraica
compuesta por una fraccion y una raiz cuadrada, en este caso se
combinan dos restricciones, por lo cual, se analizara por separado.

{ Sea la funcién g(z) = 3-— donde el dominio de g(z) son
todos los x tales que = # 2

{ Sea la funcion h(z) = vz + 1 donde el dominio de h(z)

sontodos los x talesque z > —1
38



Por lo tanto, el dominio de f(x) sera la interseccion del dominio de
las funciones g(x) y h(x) , esto es,

[(—OO, 2) U (27 +OO)] M [_17 +OO)
domf(z) =[-1,2) U (2,400)

El dominio de f(x) son todos los valores de x tales que z este entre

—1 vy 2 unido a 2 y 400, se debe excluir el dos dado que soélo
pertenece al dominio de h(z) y no al de g(x),

Observemos de manera grafica el esquema de la forma de hallar el
dominio de f(x)

Dominio
a(x)

(—oc,2) U (2,4+00)

Dominio
h(x)

—1,+oc)

Dominio de
la funcién

f(x)

.- — 9o —-

MO — — — - - — N -

—

domf(xz) =[-1,2) U (2, +0)

Figura 1.9. Gréfica del dominio de la funcién f(z) = YZt.

Recordar que para calcular la interseccion de dos conjunto es necesario
determinar que elemento son comunes a ambos conjuntos, en este caso
el nimero 2 pertenece al dominio de h(z) pero no al de g(z) por tanto

no es un elemento comun, el nimero —1 pertenece tanto a g(x) como a
h(z) por tanto pertenece a la interseccion, esto es, al dominio de f(z).
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1
x2—9

Ejemplo 3. Encontremos el dominio de la funcién f(x) =

Por tener una fraccién combinada con una raiz par es necesario
garantizar que su denominador sea diferente de cero,

z2—9>0
(x—3)(z+3)>0

Para que el producto de dos cantidades sea positivo, es necesario que
ambas cantidades sean al mismo tiempo positivo, 0 ambas negativas.

J  Para que se cumpla que el factor (z — 3) > 0 se deben
tener todos los valores de x tales que: z > 3

4 Para que se cumpla que el factor (z — 3) > 0 se deben
tener todos los valores de x tales que: x < —3

Por lo tanto el dominio es: domf(z) = (—o0,—3) U (3, +0)

En la siguiente grafica se ve de manera esquematica la forma de hallar
el dominio de f(x)

Dominio de
la funcién

f(x)

WP - — W - - — - —O -
we———— 4 - - — wo -

1
z2-9°

Figura 1.10. Grafica del dominio de la funcién f(z) =
40
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L > Ejemplo. Como hallar el dominio de una funcién radical con
indice par cuyo radicando es una funcién racional.

(E‘i v02. Dominio de una funcion ... o

Vermasta.. Compartir

Veren (3 YouTube

Si f(z) es una funcién raiz de indice impar (n= 3,5, 7,...), f(z) = {/x, el

dominio son todos los numeros reales donde la cantidad subradical esté
definida.

Si f(x) es una funcién por partes o tramos (ver), es decir, definida

por varias funcidnes, el dominio es la unién de los intervalos donde
fue definida cada funcién. La funcién por partes puede tener tantas
partes como se requieran, por ejemplo

f(2) 2c+3 si0>«x
r) =
2+1 siz>3

domf(z) = (—o0,0] U (3, +00)
a1
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1.3.2 ;Como hallar el rango de una funciéon?

Para determinar el rango de una funcién f(z) se deben hallar todos
los valores de y que son imagenes de un valor de z.

Un procedimiento para hacer esto en una gréafica, consiste en trazar
lineas paralelas al eje x y si esa linea corta la grafica de la funcién

entonces ese valor de y pertenece al rango de dicha funcion.

Exploracién. Rango de una funcién.’
Observa la escena interactiva, selecciona la funciéon y arrastra
el punto verde y verifica el rango de las funciones polindmicas.

e

Funciones
Polinédmicas

Funcion ' |U|

tn

=
-
<y

"
T

Mowver

? Escena de Juan Guillermo Rivera adaptada por el autor.
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Para determinar el rango de una funcién f(z) de forma analitica, se
recurre a despeja la variable independiente = en funcién de la
variable dependiente y (si es posible), y se realiza el mismo
procedimiento que se utiliza para hallar el dominio de una funcién.

Q GeoGebra. Para ver la animacion® oprime el botén @,
Observa el dominio y rango de la funcién f(z).

EII 7I|
-N F
a=-15 1Y -
L]
Encontrar Dominio
| Encontrar Rango 8 /—/—
|
Tas
1
5
- -5 -4 - -2 -1 0 1 2 3 4 5 8 T B
-1
@ ~

Por lo general el rango de una funcion se halla utilizando la grafica de
la funcién, ya que en ocasiones despejar la variable independiente,

x = f(y), noes posible.

10 Escena de Elkin Alberto Castrillén con licencia CC by-nc-sa

43


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_I/interactivos/geogebra/geo2.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/

Preguntas. Seleccion multiple con Gnica respuesta.

% Escena Haz click sobre la respuesta correcta.
pliar

Encontrar el dominio y rango de la siguiente grafica y responder:

1.4 Aritmética de funciones

Las funciones se pueden operar entre si, de tal manera que:

* (F+9)(2)=f(x)+4g(z).
* (F-9)(=)=f(z)—g(z).
* (fxg)(z)=flz)*g(z).

* (F+9)(z) = f(z) +g(z)

Para hallar el dominio de las funciones anteriores, se halla la
interseccion de los dominios de las funciones fy g.
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Ejemplo.
Sean las funciones f(z) = 322 — 3z — 1y g(z) = 5z — 3

4 Sumar
(f +9)(x) = f(z) +g(x) =32> -3z —1+5zx—3
(f +9)(z) = 32> + 2z — 1.

El dominio son todos los reales, dado que son polinomios todas
las funciones.

Jd Restar

(f = 9)(z) = f(z) — g(x) =32* — 3z — 1 — (52 — 3)
(f —9g)(z) = 3z2* — 8z + 2.

El dominio son todos los reales, dado que son polinomios todas
las funciones.

J Multiplicar

(f*9)(z) = f(z) * g(z) = (322 — 3z — 1) » (5z — 3)
(f * 9)(z) = 152° — 242 + 4z + 3.

El dominio son todos los reales, dado que son polinomios todas
las funciones.

4 Dividir

(f + 9)(z) = L&

El dominio de la funcién son todos los reales excepto cuando

g(z) = 0, por tanto cuando z = £,
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Para hallar el dominio de esta funcion, se halla la interseccion de los
dominios de las funciones f y g, siempre que g(x) # 0 (esto significa

gue hay que excluir el valor de x que haga que el denominador sea
cero)

domf = {x € R|z # g}

1.4.1 Funcion compuesta

Una funcién compuesta se denota como (f o g)(z) = f(g(z))

El simbolo (f o g) selee " f compuesta g"

X1 J /ﬂ;ﬂ\ -

] |
X3 > f(xs)
/ <

» Blf(x:)]

( » glf{x)]
\3 glf(xs)]
glf(xa)]

Figura 1.11. En general, el dominio de la composicion es el conjunto de nimeros z en el
dominio de g tales que g(x) esta en el dominio de f.

—

. . . 2 - _‘,_
Ejemplo - Sean las funciones f(z) = % — 1y g(z) = &

Con las funciones f(x) y g(z) , se tiene que, la expresion de la
funcion compuesta (f o g)(z) = f(g(x)) sera:
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Encontremos (f o g) y su respectivo dominio:
(fog)(@) = flg(x)) = (527)° +1
Por tanto, el dominio de la funcién (f o g) es:

dom f o g) = {x € R|z # 4}

Preguntas. Selecciéon multiple con Gnica respuesta.

% Escena Haz click sobre la respuesta correcta.
pliar

@iRecuerda!

Dadas dos funciones, podemos combinarlas de tal manera que
las salidas de una funcién se conviertan en las entradas de otra. Esta
acciéon define una funcion compuesta.

¢ldentificas el procedimiento?
No, entonces para ver el procedimiento haz click en: Ver explicaciéon
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1.5 Transformaciones de funciones

Para la grafica de una funciéon y = f(x),
podemos obtener nuevas funciones a
partir de diferentes transformaciones y =flx)
como son: desplazamientos, reflexiones,
estiramientos y compresiones.

Y
=

Suponga que y = f(«) es una funcién, ¢
una constante positiva, entonces las transformaciones de la grafica
de la funcién pueden ser:

Desplazamientos

J Desplazamiento vertical

y = f(x) + c:hacia arriba c unidades.

y = f(x) — c:hacia abajo c unidades.

o @y+e) y (x, ¥)
_‘,' =_ﬁ-_1.'| + C i }I. :'ﬂ.t:l ’/L'r
~ N | -

¥ :j'|.1',' Ay y :j‘|.1-'| e (x. y— 1’__]

Desplazamiento vertical hacia arriba Desplazamiento vertical hacia abajo

Figura 1.12. Desplazamientos verticales de la funcién f(z).

Por ejemplo, sea la funcién y = x2%, entonces y = x% + 3 sufre un
desplazamiento vertical hacia arriba 3 unidades.
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4 Desplazamiento horizontal

y = f(x + ¢) : hacia laizquierda c unidades.

y = f(z — c) - hacia la derecha c unidades.

y=ft+c) y=f(x) y=flx) y=fx—e)

(x—c.y) ¢ (x.y (x+c,y)

b >

> X

Desplazamiento horizontal hacia la izquierda | Desplazamiento horizontal hacia la derecha

Figura 1.13. Desplazamientos horizontales de la funcion f(z).

-~

Exploracion. Observa los desplazamientos que puede sufrir la
funcién, mueve los controles vertical o horizontal.

A

: 7]
Funcién

Cuadratica

Funcién original

f(x) = x*

Desplazamientos

A

Vertical =\
Horizontal :C

 *

Ampliar
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Reflexiones

y = —f(x) :lafuncidn f(x) se reflejaenel eje .

y = f(—=x):lafuncién f(z) sereflejaen el eje y.

¥

— ~ x
': y=—f(x)

Reflexidén en el eje x

Reflexion en el eje y

Figura 1.14. Reflexiones de la funcion f(z).

-~

funciény observa e identifica el tipo de reflexion.

Exploracion. En la siguiente escena interactiva, selecciona la

Reflexiones

-0

4o

1o

=10

o]
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Estiramientos y compresiones

J Estiramientoy compresion vertical

y = c.f(z) :lafuncion f(x) estirada vertical si (¢ > 1).

y = c.f(z) :lafuncion f(x) comprimida vertical si (0 > ¢ > 1).

J Estiramientoy compresion horizontal

y = f(c.x) :lafuncion f(z) estirada horizontal si (0 > ¢ > 1).

y = f(c.z):lafuncion f(x) comprimida horizontal si (¢ > 1).

Yy 3
Est]
vertic

= 4x?
rada
almente

Comprimida
verticalmente

Figura 1.15. Estiramiento y compresion vertical de una funcién f(z).

Se debe tener presente que si c

> 1 el factor ¢ es una constante

positivaysi0 > ¢ > 1 el factor es una fraccidn constante positiva %

Descarga: Transformaciones de

una funcién. Resumen graficas de

funciones iniciales y las transformaciones.

5
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Simetria de la grafica de una funcion

La grafica de una funcién f(z) con dominio X es simétrica con
respecto a:

J{ Ejey,sisecumple que f(z) = f(—x) paratodoz en X.En
este caso, se dice que la funcion f es par.

4 Origen, si se cumple que f(z) = —f(—=x) para todo z en
X.Eneste caso, se dice que lafuncion f es impar.
Por ejemplo, sea la funcién f(x) = # analicemos si la funcion es
par o impar remplazando la variable x por la variable —z

f(—z) = 2_((_:2.)2 = 50 = —5— = —f(x) por tanta es una
funcion impar ya que f(z) = —f(—=x). Entonces es simétrica al

origen. Observemos la siguiente grafica:

Figura 1.16. La funcién f(z) = 5= es simétrica al origen.
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Funcioén creciente y decreciente

Algunas funciones crecen y/o decrecen a medida que avanzan a lo
largo del eje x. Estas variaciones ocurren en los valores que toma la
funcion; es decir, en el cambio de las ordenadas.

En términos formales, una funcién f(x) en unintervalo es:

Creciente

Si 1 < @, implica que f(x1) < f(x2) para cualquier z1, z2 en el
intervalo.

Decreciente

Si 1 < x2 implica que f(z1) > f(x2) para cualquier z1, z2 en el
intervalo.

Observa la funcién cuando es creciente, constante y decreciente:

o]

t(x)

creciente
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Graéfica de funcion f(z) cuando es creciente o decreciente.

f(XI) — — - ——— - =
S 1 f(XQ)
|
Creciente f i f Decreciente

|

A JTTTTTTo -t f(x1) f(x2)t-——-———--—-- P

X1 X2 * X1 X2

x1 < X2 x1 < X2
f(Xl) < f(Xz) f(xl) > f(X2)

Figura 1.17. Gréafica creciente y decreciente.

[""Z/Préctica lo aprendido.
Mide lo que has aprendido, comprueba tus conocimientos
respondiendo las siguientes preguntas.

7]

Comprueba tus conocimientos en 5 preguntas

Responde con la mejor opcion.

® Comenzar
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1.6 Funciones trascendentes

Las funciones trascendentes, son aquellas que no son funciones
algebraicas, como son : las funciones trigonométricas, logaritmicas,
exponenciales.

1.6.1 Funciones trigonométricas

Exploracion. Grafica de las funciones trascendentes, selecciona
una funcién y observa su grafica.

o]

Funciones trascendentes

¥

Arnpliar : 3

Observemos las siguientes graficas de la funcién Sen(x) y Cos(x)

donde se tienen algunas propiedades, como son: periodo, dominio,
rango, simetria.
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e y= Sen(x)

Funcion periddica, de periodo 2, es decir sen(x) = sen(x + 2)
Dominio: (—oo, +00)  Rango: [—1, 1]
Funcién impar: simétrica con respecto al origen.

y = senx

/\ 1__ /\
y=senx
' ; ; : | —{x
—2a/ 3w - —a . om\ 3 fn 373\ It pAg
2 - 2 2 | 2 2
1+ i

, [
«—— Unciclo ——

Figura 1.18. La funcion f(z) = Sen(z).
o y=_Cos(x)
Funcién periddica, de periodo 2, es decir sen(z) = sen(z + 27)

Dominio: (—oo, +00)  Rango: [—1,1]
Funcién impar: simétrica con respecto al eje y.

Yy = cosx
Yi
1 y=cosx
g 3\ -w LT 3w oo S Iz 4
2 2 2 i 2
I
—1- i
]
<—— Unciclo ——!

Figura 1.19. La funcién f(z) = Cos(x).
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Transformaciones de funciones trigonométricas

Sean A > 0,B > 0,Cy D constantes reales
y=D+ A.Sen(Bz + C)
y=D+ A.Cos(Bzx + C)

Donde

D: Desplazamiento vertical

A: Estiramiento, compresion, reflexion vertical

B: Estiramiento, compresion horizontal al cambiar el periodo
C: Desplazamiento horizontal

Algunas observaciones:

El nimero |A|, se denomina amplitud. Para las funciones y = Sen(z)
yy = Cos(x),laamplitudes |A| = 1.

El periodo para las funciones basicas y = Sen(x) y y = Cos(z) y
esta dado por %“ , B > 0..

La porcidén de la grafica para las funciones basicas y sobre el intervalo
[0, 221, se denomina un ciclo.

Ejemplo.

Analiza la siguiente funcion, a partir delagraficade y = C’os(a:),
Construyalagraficade y = —3Cos(z) = —0.5Cos(z)

Solucién. La grafica de y = —1Cos(z), es la grafica de y = Cos(z)
comprimida verticalmente por un factor de 2.
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El signo menos, indica que la grafica de se refleja luego con respecto
aleje z. Dadoque A = —%, se tiene que la amplitud es |A|.

¥ = Cos X

Figura 1.20. Grafica de la funciony = —3Cos().

Ejercicio. Con ayuda del interactivo, grafica la funcién
y = Sen(x)yconstruyalagrificadey = 1 4 2Sen(z)
Observa las transformaciones de una funcién trigonométrica.

o]

Transformacion de funciones trigonométricas

_Ir 1

Selecciona la funcion

Funoones w |0

Escriba la funcién
trigonométrica a
con su transformacion

f(x) =

Ejemplo. f{x) = 47cas(x)

Limpiar

Ampliar 3 30
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1.6.2 Funcion Inversa

Una funcion inversa, que se denota f_1 (z), es una funcioén que parte
del rango y llega al dominio. Para hallar la funcion inversa se procede
de la siguiente manera:

Paso 1. Probar que la funcién es uno a uno. (Si la funciéon no es uno a
uno en todo su dominio se puede restringir el intervalo para que sea).

Paso 2. Despejar la variable x en términos de la variable y.

Paso 3. Sustituir la variable y por la variable  y viceversa.

Se cumple con la funcién f y la funcién inversa de f que:
Dominio f~! = Rango f

Rango f = Dominio f!

2 — 5
Ejemplo. Se tiene la siguiente funcion = , encontrar la
jemp g flz) =3 .
funcién inversade f
B 2x — 5
¥y= 3+ 5z

y.(3+5bx)=2x—5
3y +dxy =2 — 5
oxy — 2z = —5 — 3y
z.(by —2) = -5 — 3y
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Por lo tanto la funcién inversade f es

—5 — 3y 4 —9—3z
x = 5y — 2 donde f = —

iComprueba!

Se tiene que si el punto (a, b) pertenece a la funcién f entonces el
punto (b, a) pertenece a la funcién inversa de f . Esto implica que la
grafica de la funcién f y la gréfica de su inversa f~! se reflejan con
respecto a la grafica de la funcién y = «, por lo tanto, son simétricas.

Exploracion. Comprobemos que la funcién f y su inversa son
simétricas respectoalarectay = «.

o7
Funcién inversa — f'(x)

Comparar la funcién ¢ 0
y Su inversa

Escriba la funcion f(x)

f(x)=
Escriba la funcién f(x)
F(x)=

-
Amplias o 3
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Preguntas. Seleccion multiple con Gnica respuesta.

% Escena Haz click sobre la respuesta correcta.
pliar

Preguntas. Seleccion multiple con Gnica respuesta.

-y Escena Haz click sobre la respuesta correcta.
pliar



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_I/interactivos/preguntas/p61.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_I/interactivos/preguntas/p60.html

1.6.3 Funcion Exponencial

Sea b > 0y b # 1, entonces una funcién exponencial y = f(z) es
una funcién de la forma:

flz) =b"
| El nimero bse llama base y la variable x es el exponente.

Se presentan dos tipos de graficas dependiendo de la base b:

Sib > 1, por ejemplo, sealafuncion f(z) = 2% su grafica sera:

y=2"

/D’
= o 1) = Kl o

Figura 1.21. Gréfica de la funcién exponencial y = 2* conbd > 1.

J{ La base es positiva entonces todos los valores de f(z) son
positivos para todo nimero real.

Jd Los valores de f(:c) tienden a 0 cuando x decrece, es decir,
tiene una asintota horizontal eny = 0. No corta el eje z.

{ Seinterceptaen el eje y enel punto (0,1).

{ Funcién es creciente en el intervalo (— o0, +00).
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Sea0 < b < 1 considere la funcién f(z) = (
grafica.

)* representada por la

Wl

f) = (5)°

Figura 1.22. Grafica de la funcién exponencial f(z) = (3)°.

De la grafica se tiene que:

Jd Labase es una fraccién entre ceroy uno.

4 Los valores de f(x) tienden a 0 cuando z crece, es decir,
tiene una asintota horizontal en y = 0. No corta el eje x.

¢ Seinterceptaen el ejey en el punto (0,1).
< Funcién es decreciente en el intervalo (—oo, +00).

Exponentes: Debido a que el dominio de una funcién exponencial es el
conjunto de numeros reales, el exponente = puede ser un ndmero

racional oirracional.

Por ejemplo - Considere una base x y un exponente, el cual es un

. . 1 - : ] 1
nimero racional ¢, luego la funcién exponencial seria:  y = x5 = {/z
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Recordemos las propiedades de la potenciacién con la siguiente
escena interactiva:

’
I:I]
Selecciona y observa ejlemplos: Seleccione para ver ejemplos

1. Produclo de polencias de la misma base

n,_m__n+m

a *a =a

2. Cociente de potencias de la misma base

n

n-m

=a

aI'I

3. Potencia de una potencia
( an J l'i= an i

4. Producto de potencias con igual exponente
a"-b"=(a-b)"

5. Cociente de potencias con igual exponente

Propiedades de las funciones exponenciales
4 Dominio: conjunto de numeros reales, dom(f) =
(—o0, +00).
4 Rango: reales positivos, ran(f) = (0, +o0).

{ Interseccién: la grafica no tiene interseccién en eje z , se
intercepta en el eje y en el punto (0,1).

4 La funcién f es creciente en (—oo,+o00) para b> 1y
decreciente en (—oo, +o0o0) paral < b < 1.

{ Eleje z,es unaasintota horizontal para la grafica de f.

4 Lafunciénesunoauno.
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Situacion problema. Observa la siguiente escena interactiva, con la
solucién de situaciones problema de funciones transcendentes.

0]
Problema 1

Un grupo de personas asistieron a la inauguracion de un cenlro comercial; el orgamizador les
anuncid planes sabre la ampliacion del centro comercial. El nimero de asistentes que supieron
del nuevo anuncio thoras después esta dado por la funcian:

(i) = 200

1+B&"

Si al inicio 100 personas se dieron cuenta de la ampliacion del centro comercial,
y 150 personas se dieron cuenta una hora después de la inauguracion.
£Cuantas personas habran oido este anuncio después de Shoras de la inauguracion?

Solucién problema 1.
Como evaluamos la funcién, supongamos que t = 2,

f(2) = 300 B 300
1+ 150e7100 1 4 150e-100(2)
_ 800 L
141507200
£(2) =300
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1.6.4 Funcion Logaritmica

La funcién logaritmica es la inversa de la funcidén exponencial.

Ellogaritmo de  en base b, se denota por:
y = logy(z) siysolosi x=2bY

Conb > 0yb # 1yxunndmero real.

f(z) = log(z)

Figura 1.23. Grafica de la funcion logaritmicay = logy(z).

Algunas precisiones:

e Sib =10, setiene que:
logio(x) = log(x) y se lee: logaritmo en base 10 de .

e Sib = e, setiene que:

loge(z) = In(z) y se lee: logaritmo natural de .
66


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_I/images/capitulo_01/img30.png

Propiedades de los logaritmos.

Seam y n nameros positivos, entonces:
1.logy(m.n) = logy(m) + logy(n).
2.logy ™ = logy(m) — logy(n).
3.logy(m™) = nlogy(m).
4.logy/m = %.logb(m).

5.logrb =1
6.logyb” = .
7.logyl =0

__ In(m)
8.logmn = Tn(n)

Ejemplo.

Aplique propiedades para simplificar la siguiente expresion:

log4(2) + logs(32) =

Solucion.

1094(2) + l0og4(32) = log4(2.32) = log4(64)

logs(4®) = 3.10g4(4) = 3.(1) = 3

@’iRecuerda!

In(z)

e ¢ = x paratodox > 0.

e In(e”) = x paratodo z.
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Preguntas. Seleccion multiple con Gnica respuesta.

% Escena Haz click sobre la respuesta correcta.
pliar

Ejemplo.
Encontrar utilizando propiedades el valor de x.

In(2) + In(4z — 1) = In(2z + 5)
Solucion.

In(2) + In(4z — 1) = In(2z + 10)
In(2.(4z — 1)) = In(2z + 10)
8z —2 =2z + 10
b6 = 12

T =2
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Preguntas. Seleccion multiple con Gnica respuesta.
Ry Escena Haz click sobre la respuesta correcta.

pliar

@3 Ejemplo. Hallar el dominio de una funcién logaritmica.

‘; v03 Dominio de una funcion |_.

Vermasta.. Compartir

\ \/ldeo

EAUCAHIV

Ver en (B3 Youlube
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S 1.7 Actividades complementarias

Con el objetivo de complementar lo aprendido en la seccion y
desarrollar competencias, realiza las siguientes actividades
propuestas.

Refuerza lo aprendido.
Analiza los siguientes ejercicios resueltos!!y practica.

EJERCICIOS RESUELTOS

I—=x
3x+1’

1. Sif(x) =

el dominio de esta funcion es el conjunto de todos los

ndmeros reales tales que 3x+ 1 = 0. Al despejar el valor de la variable

en esta expresion, obtenemos x%—%. Por lo tanto, el dominio de la
- 1

funcion es R — [—5]_

x+1
2 47x—18 '

2. Sif(x) =

el dominio esta dado por todos los nameros reales
tales que x4+ 7x—18=0. Es decir (x+9)(x—2) = 0, por lo tanto

x+90y x—2%0
lo que es equivalentea x= -9 y x= 2.

Entonces, el dominio de la funcién es: R— {-9, 2}.

- -3 .- -
3.8 flx)= :ﬂx . el dominio lo forman todos los nimeros reales
- Z

tales que el denominador —x? + 2x — 4 = 0, pero como esta expresion

es un polinomio irreductible (se puede verificar con el discriminante de la
ecuacion cuadratica) podemos afirmar que el denominador es diferente

" Tomado de: Calculo Diferencial mediado por TIC y videos. (2016). Pag. 64
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[‘*‘Z«Préctica lo aprendido.
Practica lo apendido en esta secciéon.*?

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Encuentre el dominio y el rango de la funcién dada:

af(x)=6—4x,-2<x<3

2

b g(x) = =
c. h(x)=+2x-5
d f(x) =v1—x?

2. Encuentre el dominio de la funcién dada:

x+2

a. f(x) = =

b. g(x) = VxZ—6x

c. h(x) = |[—=

m—x

d f(x)=Vx—-1

3. Determine el dominio y trace la grafica de la funcion dada:

12 Tomado de: Calculo Diferencial mediado por TIC y videos. (2016). Pag. 64
71



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_I/interactivos/web/ej_propuestos_f.htm
https://fondoeditorial.itm.edu.co/libros-electronicos/calculo-diferencial/mobile/index.html




Capitulo Il

Limites de una funcion







2.1 Definicion no formal de limite

Suponga que L denota un nimero finito. El concepto de f(z) que
tiende a L a medida que x tiende a un nimero a puede definirse
informalmente de la siguiente manera:

"Si f(x) puede hacerse arbitrariamente préximo al nimero L al tomar
x suficientemente cerca de, pero diferente de un ndmero a, por la
izquierda y por la derecha de a, entonces el limite de f(x) cuando z
tiendeaaes L D. Zill.

Notacion

lim f(z) =L

T—a

Se lee: "el Limite de f(z) cuando « tiende a es igual a L", o de otra
manera “ cuando x se acercaa esiguala L.

Limites laterales, son limites que tienden por la derecha o izquierda:

I z2—a
Se lee: "z tiende a por la izquierda" o de otra manera “z se
acerca a por valores ligeramente menores que a”.

J z—a"
Se lee: "x tiende a por la derecha" o de otra manera “x se
acerca a por valores ligeramente mayores que a”.

Para que el limite exista se debe cumplir que los limites laterales sean
iguales.

lim f(z) = lim f(z) =L
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Existencia del limite

Consideremos las siguientes funciones en la escena interactiva y
analiza el limite de cada funcién. Mueva el punto y observe el limite.

o]

La funcion f si tiene limite en el punto x = 0.

El valor del limite es: )
lim f(x)=0 _—
x— 0,00 - -
%=
£(0)=0 Ejemplos de funciones 5 1

“La existencia de un limite de una funcién f cuando x tiende a “a”
(desde un lado o desde ambos lados) no depende de si f estd

definida en a, sino sélo de si esta definida para x cerca del nimero a
» .
’D. Zill.

3 . 7 2_ ’ .
Consideremos la funciony = fc_?? que no esta definidaenz = 3.
X 2.8 2.9 2.99 3 3.01 3.1 3.2
fix) 5.8 5.9 5.99 |MNedefinido | g1 6.1 6.2

Figura 2.1. Evaluacion de la funcion f(z)
76


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_I/interactivos/limites0.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_I/images/capitulo_02/img34.png

Evaluando los limites
laterales, coinciden
con los valores en la

tabla: o
y = x -3
lim f(z) =26
T3~
lim f(z) =6
x—31

Ejercicio.’®

Use las graficas para analizar los limites laterales, ingrese el
valor de todos los limites propuestos y pulsa la tecla "enter <4 ",
verifigue sus respuestas. Si hay errores, modifique los resultados y
pulsa la tecla "enter < "

o7

Dada la funcion de la grafica,
calcula los limites indicados:

lim fi(x) = lim f(x) =

x—+-1 x—e-1"

lim f(x) = . lim f(x) =

=3 X =53

L | ] " comprobar

13 Escena de José R. Galo Sanchez y M? José Garcia Cebrian adaptadas por el autor.
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2.2 Propiedades de los limites

Supongamos f vy g funciones y [ y ls nimeros reales, entonces las
propiedades de los limites son:

7]

1) El limite de una funcion en un punto, s1 existe, es unico.

2) Sean fy g funciones tales que: lim f(z) = [y ylimg(z) =y
Ir—a I—ra

entonces se verifica:

. }_111’; flz) £g(z) = llﬂl flz)£limg(z) =L+ b
o lim k- f(z) = k- lim f(z) = k-1

« lim £(2)- g() = lim f(2)-lim g(x) = by

. }_ing ;Ei; = inmij(z) = %siempre quesealy =0

o lim f(z)?® = [lim £(2))" 2 =1 s f(z) > 0
« lim [£(2) = [lim £ ()P

» lim /f(z) = ¢/lim f(z)

o limef(®) — /)

+ lim In[f(z)] = In[lim f(z)

+ lim h(f(z)) = A(lim f(z))
donde h{.’r) es una fun-::.ién trigonométrica
(sen(z), cos(z),tan(z), ..)
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2.3 Calculo de limites

2.3.1 Sustitucion directa de un limite

Si f es un funcién y a esta definida en el dominio de la funcion f,
entonces

lim f(z) = f(a)

T—a

Se evalua la funcién en el punto x dado y se simplifican las expresiones
resultantes, al valuar la funcion el simbolo de limite desaparece

Ejemplo 1

limz? + 3z — 2=

z—0

Evaluando el limite se tiene que (0)% + 3(0) — 2 = —2, luego el
limite existe cuando x = 0, se acercaa —2.

Ejemplo 2
. dx—2
lim —
z——-3 £ —H
3(—3)—2 —11
(=3)—5 —8
por lo tanto
. 3x—2 11
lim = —
z—-3 r —DbH 8



Las funciones con la propiedad de sustitucién directa se denominan
continuasenx = a.

No obstante, no todos los limites pueden ser evaluados por
sustitucion directa, ya que puede suceder que no podemos hallar el
limite al sustituir £ = a porque f(a) no esta definida en la funcion.

Ejemplos * Limites de funciones, elige el tipo de funcién y oprime los
botones numéricos para seguir pasos a paso la solucién.

7]

Elige el tipo de funcion: v
INDICACIONES

1. Selecciona el tipo de funcion del menu.
2. Observa el limite que se propone y resuelvelo.
3. Oprime el botdn con cada namero, para segiur
paso a paso la solucion propuesta, lee las indicaciones.
4. por ultimo oprime el botdon Otro ejemplo y realiza de
nuevo los pasos anteriores.

Otro ejemplo

14 . .
Escena de Carlos Hernandéz Garciadiego.
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oo

2.3.2 Limites con indeterminacion

Son limites que al evaluarse presentan la forma %, por lo cual se busca
eliminar esa indeterminacién con algiin procesos matematico.

Como primer paso para resolver cualquier limite es sustituir el valor
de la variable x por el nUmero al que tienda y ver si se obtiene un

valor por sustitucidon directa, pero si obtenemos un valor de %
procedemos asi:

e Factorizando.

Descomponemos en factores los polinomios del numerador y del
denominador, simplificando los factores comunes.

3 Ejemplo.
=9 Hallar el siguiente limite
. 22— 9
lim
z—-3 -+ 3

Primero se evalua el limite por sustitucion directa:

y $2-9 3-9 0
s z+3  —3-3 0

factorizando se tiene que:

ccli>r£l3 (m W: :E11>II—13 (CB B 3) - (_3 B 3) =0
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¢ Laconjugada.

En ocasiones, los limites con indeterminacion tienen raices y en estos
casos se dificulta factorizar los polinomios para eliminar factores del
numerador y del denominador.

Para esta situacion, se utiliza multiplicar el numerador y el
denominador por el conjugado del binomio donde esté la raiz.

va —+/b, donde su conjugada es: \/a+ /b, de estd forma
obtenemos que:

(Va—vb).(Va+vb) = (Va)’ = (Vb)* =a—b

- Ejemplo.

=49 Resolver el siguiente limite:

[=]

Jz —2

z—4 x — 4

Primero se evalla el limite por sustitucién directa:

VT —=2 J4-2 0
lim = = —
>4 T —4 4 —4 0

La simplificacion de una expresion que contiene radicales, se resuelve
en este caso multiplicando y dividiendo toda la funcién por la
conjugada del numerador, o sea por (/z + 2)

(Ve —2)(Vz +2) (vVz)® - (2)?

2 @DV +2) et - (Ve +2)
(z—4T 1 1 1

= lim —

e (—A)(Va+2) Vit2 2+2 4
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¢ Operando matematicamente.

Para este caso, realizamos las operaciones matematicas que se
presenten para llegar a una simplificacién de una expresién
equivalente.

m Ejemplo.
= Resolver el siguiente limite:

8 [

1+
lim

z—0 1 —

8o

Primero se evalua el limite por sustitucion directa:

1+
=1

ek
g.

8 N8 [~

OIN|O [~

Para eliminar la indeterminacion en este caso, resolvemos la
expresion racional y simplificamos los resultados.

1+3 = g(z+4)
= llm—
z—0 1 — % z—0 3’7_2 z—0 ;zf(x — 2)

Una indeterminaciéon no significa que el limite no exista o no se pueda
determinar, sino que la aplicacion de las propiedades de los limites no
son vdlidas y podemos buscar una forma de eliminar esa
indeterminacioén para que el limite exista.

83


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_I/calculadora/index.htm

Se debe tener presente en la soluciéon del limite de una funcioén lo
siguiente:

Limite es Unico
Silim,_,, f () existe, entonces es Unico.

Limite que no existe

Si f(z) 20 y g(x) =0 cuando z — a entonces lim, .,
existe.

Observa la siguiente escena interactiva®® con ejemplos de la solucién
de limites de diferentes funciones. Sigue pasos a paso la solucion.

o7

_au? Explicaciéon a4
Calcular: lim B Wil paso a paso ¥

X==4

~4x"+18x-8

15 . -
Escena de Carlos Hernandéz Garciadiego.
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L > Ejemplo. Limites indeterminados.

Preguntas. Seleccion multiple con Unica respuesta.
-y Escena Haz click sobre la respuesta correcta.

pliar
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2.3.3 Limites trigonométricos

Para los limites trigonométricos, resulta Gtil aplicar los limites:

. Senx 1—cosx cosx —1 . tanx
M T | Ime—=0 ) lim——= L
Figura 2.2. Limites trigonométricos especiales.

m Ejemplo 1. Evaluar el siguiente limite
ey

I Sen(x) _

z—0 4x

. Sen(z) .. 1Sen(z) 1. Sen(z) 1
b= —hmi— —alm— =M=

por lo tanto

I Sen(x) 1

z—0 4x 4
m Ejemplo 2. Evaluar el siguiente limite
co)

lim Sen(3x) _

xz—0 2x

lim Sen(3x)  im 1 Sen(3z) 1 lim 3 Sen(3z) _
z—0 2x z—0 T 2 z—03 T
1 . Sen(3z) 3 3
B3, —2 M=
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E Ejemplo 3. Evaluar el siguiente limite

x — xCos(x)

91613% 32 -
.z —zCos(xz) 1, 1—Cos(z)
M a2 AT =
1, .. 1-Cos(x) ,1,.. 1—-Cos(z) 1 B
(3)tim . L= (G gy 120 (29 g) = g
por lo tanto
y r—xCos(z)
mlir(l) 333‘2 N

Ejercicio.!® Escribe en el recuadro la solucion, puedes utilizar 2
decimales o fraccién % Verifica pulsando la tecla "enter <"

para continuar debes tener correcto el ejercicio.

&7

Calcula el siguiente limite

1-cos(9x) _

=0 9x

Otro Ejercicio

16 Escena de Carlos Hernandéz Garciadiego adaptada por el autor.
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L > Ejemplo. Limites trigonométricos.

T (6¢)

[
£n0 Sen(2t)

o7

®Iirriftes

Preguntas. Seleccion multiple con Unica respuesta.

% Escena Haz click sobre la respuesta correcta.
pliar
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Se pueden presentar otros limites de sustitucion directa o que se
puedan utilizar identidades o en algunos casos resulta util utilizar
sustituciones para eliminar las indeterminaciones, como:

m Ejemplo 1.
= Sustitucion directa. (Utiliza la calculadora para verificar).

lim —Tan(g)
T3 Sen(%)

[\
[\

v
lim ——=~ = lim =

Tan(%) . Tan(55) B
2—3 Sen(3) 2% Sen(3s) = V2

m Ejemplo 2.
=9 Utilicemos una identidad trigonométrica.

. Cos(z)
1
w1—>n% Cot(x)

VI

Cos(z) y Cos(3)

)

entonces, utilizamos la identidad para sustituir cot(z),

0
li —
:cl—I>I’2£ Cot(x) x1—>H% Cot( 0

IR

Cos(z) . Cos(z) ’ Sen(z)  Sen(3) 1 .
1

xl—?% OOt(CC) ml—i% gosgmg xl—% 1 1

. Cos(x)
1
xl—{% Cot(x)
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En algunos casos resulta util aplicar sustituciones, para eliminar las
indeterminaciones en el calculo de un limite trigonométrico.

- Ejemplo.
= Limite por sustitucién con cambio de variable.

5 —
lim 2
m1—>H% Cos(z)

v v
I
lim -2 2

2z~ Cos(x) B Cos(

0

) 0

IR NTE

Seay = § — z, donde si z — 3 entonces se tiene que y — 0. por
tanto

™

lim 2 ° — lim J = (identidad)
z—35 Cos(z) v=0 Cos(§ —y)

= lim

y
y=0 Cos(5)eos(y) + senty)sen(y)

donde tenemos que Cos(%) = 0y Sen(%) = 1, entonces,

— lim —2— = lim ( sen(y) )
y—0 Sen(y) y=0" y

:(hnlsez N l=11=1

por lo tanto

i
2 =%

.
wl—{% Cos(x)
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Ejemplo. Limites con cambio de variable.

rigonomeétricos
1g9Cosx

g T 3x
Por Cambio de Variable Q_J

PR

« ol

Preguntas. Seleccion multiple con Gnica respuesta.

% Escena Haz click sobre la respuesta correcta.
pliar
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2.3.4 Limites Infinitos

El limite de una funcién no existe siempre que a medida que x — a,
f(x) crece o decrece sin limite. Esto es.

liin f(x) = 0
lim f(z) = —oo

Definiciones de limites infinitos laterales que se presentan:

I T

(a) lim f(x)=oo0 (b) lim f(x)=cc

X—a x—a”

S NI

(c) lim f(x)=—0o (d) lim f(x)=—cx

X=a x=at

Figura 2.3. Ninguno de los limites anteriores existe. 17

@’ iRecuerda!

T — a~ " significa que consideramos sélo valoresde z < a,y "
x — a™ " significa que consideramos sélo valores de z > a.

7 Tomada de: Calculo de una variable. Conceptos y contextos. J. Stewart 4Ed.
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2.3.5 Limites al Infinitos

Indican a qué valor se aproxima la funcién, cuando x — +00 0
r — —oo. En este caso, diremos que:

N : 1 =~

limf(x)=L lim f(x)=L

Figura 2.4. Limite al infinito por la derechay Limite al infinito por la izquierda. 8
En ambos casos, el limite existe y esigual a L

Analicemos el siguiente limite:  lim —
r—00 XL

Si x toma valores cada vez mas grandes, % es mas pequena.

Por ejemplo: % =0,1, ﬁ = 0,01, 10:W = 0,0001

-10000 | -1000 | -100 -10 10 100 1000 | 10000 | 1000000

-0,0001 | 0,01 | -0,01 -0,1 01 0,01 0,001 | 0,0001 | 0,000001

N

Figura 2.5. x es grande, % es pequeia.

18 Tomada de: Calculo de una variable. Conceptos y contextos. J. Stewart 4Ed.
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Por tanto, al tomar x lo suficientemente grande, podemos hacer que
% sea tan cercana a 0 como queramos, por tanto, se tiene que:

o1
lim — =0
T—00 ¢

Igual razonamiento cuando x es grande negativa, % es cercanaacero.

Por tanto, obtenemos la siguiente regla para calcular limites que
tiendena o0

Sin es un entero positivo, entonces

. 1
lim — =0
z—oo0 "
1
lim — =0

z——o0 "

Evaluar limites en el infinito de una funcién racional.
Se debe dividir numerador y denominador por la potencia mas
grande de x que se encuentre en el numerador o denominador de la

funcién racional,

@ iRecuerda!

e "El simbolo "z — 400" significa que x crece sin limite, tomando
valores positivos.

e Elsigno "+00" no es un numero, es sélo una manera de indicar
gue una cantidad crece tanto que no podemos determinar su
crecimiento.
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Veamos los siguientes ejemplos y analisis:

3 Ejemplo1. Evaluar el siguiente limite:

--p

32 —22+2
lim
z—00 612 — +3

Dividimos por la mayor potencia de z, en este caso 2

3222212 322 2z + 2

o 2 . 2 2 2
m ey =M gr % 3 =

r—o0 2L oY T—00 2= . = -

x2 x2 x2 + x2

simplificamos cada termino que sea posible

3¢ 2 | 2 3_24 2
_1im,a:’2/_:(’/7+x2_im1_x+w2_
- - 6 1 3

m—>oo%_.£_|_i m—>oo———-|_—

x2 ¥ | x? 1 z x?

por tanto,

Aplicando las propiedades de los limites y distribuyendo en toda la
expresion tenemos que:

9 9 . . .
5 3—2+ % limy 03 —limg oo 2 +lim, o
im =

=8 |

2
2
: 3
+ hma:—>oo 22

Aplicando lareglalim, ., mln = 0, obtenemos,

3-04+0 3 1

6-0+0 6 2
:Qué se puede deducir al solucionar limites donde £ — 400 de una

funcién racional si en el numerador y el denominador la maxima
potencia es la misma?
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Ejercicio.? Escribe en los recuadros la soluciéon en fraccion %
para verificar pulsa la tecla "enter <4 "

LN
e
nee

[ 7I|
(m]
Hallar el limite de la funcién f(x) cuando X — o0

Tngrese ol resuliade en los rsrpadros ¥ opring enler

Lim &x*+8x7+9
X—o0 7x'+7

- 3+ x
= Ejemplo2. lim ——
S S L—00 — X

Dividimos por la mayor potencia de z, en este caso x>

3

'~z oz o/ 7 1 L
. 3 . 3 3 . 3 . 2
lim -*— = lim $—2 = lim %: lim ——%
w—)oo? z—)oo?—kﬁ z—)oo$—3—|—? a:—)ooﬁ—{—$—2

Aplicando las propiedades y distribuyendo tenemos que:

limg o0 1 —limy 400y  1-0 1

lim, o j—g + lim, % T 0+0 0

= o0

por tanto el limite no existe.

19 Escena de Juan Guillermo Rivera adaptada por el autor.
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2
- Ejemplo3. lim —3+ T
r—00 2 — Q2

eee
eee
eee

Dividimos por la mayor potencia de x, en este caso

342z 3 + 2z 3 2
. 2 . 2 2 ) 2
lim -%— = lim -—— > = lim 5—=
T—s00 2=2° T—00 2 __ 2z o0 S —
) ) 22 x2

Aplicando las propiedades de los limites y distribuyendo en toda la
expresion tenemos que:

lim, oo 2 4 limy 400 2 040 0

o 0
lim, 0o % — limg ;002  0—2 2

=0

por tanto el limite existe y es igual a cero.

= Ejercicio.?’ Observa el limite y selecciona la respuesta correcta

2% para verificar la solucion.

A
I:I]
Hallar el limite de la funcion f(x) cuando X — @0

selecciona la respuesta indicada

Lim 7x’+8x°+7

= Respue... w
&
X—=00 SAx +4

20 Escena de Juan Guillermo Rivera adaptada por el autor.
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¢Qué se puede deducir al solucionar limites donde £ — d-00 de una
funcion racional si la maxima potencia se encuentra en el numerador?

¢Qué se puede deducir al solucionar limites donde * — 400 de una
funcién racional si la maxima potencia se encuentra en el denominador?

@’iConclusién!
Para hallar el limite al infinito de una funcion racional de la

formay = % (cociente entre dos polinomios), se compara el grado

de f(z)yg(z).

Sean myn el grado de los polinomios f(z) y g(x) respectivamente,
entonces:

1.Sim < m,entonces lim; o0 f(z) = 0

I
H_
3

2.Sim > n,entonces lim, .., f(z)

3.Sim = n,entonces lim, ., f(z) = 7=

2 Ejemplo4. Veamos cuando la funcién es radical

- e

lim —

X
T—00 4/ p2

Dividimos por la mayor potencia de x, en este caso seria x

Este valor corresponde a una asintota y = 1, las cuales se estudiaran
a continuacion.

98


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_I/calculadora/index.htm

Ejemplo. Limites que tienden al infinito.

Preguntas. Seleccion multiple con Gnica respuesta.

% Escena Haz click sobre la respuesta correcta.
pliar
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2.4 Estudio de las asintotas

Cuando la grafica de una funcién se acerca a una recta, donde x o y

tienden a infinito, dicha recta se llama asintota de la funcion, y se
clasifican en: verticales, horizontales y/o oblicuas. No todas las
funciones tienen rectas asintotas.

1. Asintota vertical.

Se dice que = = a es una asintota vertical si cualquiera de las

afirmaciones siguientes se cumple:

lim f(z) = —o0 lim f(z) = —o0 liin f(z) = -0
lim f(z) = oo lim f(z) = oo liin f(z) = o0

Graficade una asintota verticalen x = a.

-3

f(x) =

|_Desplaza el punto x
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2. Asintota horizontal.

Hasta el momento hemos analizado el limite de una funciéon f(x)
cuando "z — a" un ndmero real L. Sin embargo, también es posible
analizar el comportamiento de una funcién f(x), cuando x toma

valores cada vez mas grandes, sean éstos positivos o negativos; es
decir cuando £ — +o00 o cuandox — —oo0.

Larectay = besuna asintota horizontal de f(z), si se cumple que:

lim f(x) ="

r—100

Grafica de una asintota horizontaleny = b.

2

f(x) = 2X
g X2+ 2 Desplaza el punto y |

@’iRecuerda!

Las indeterminaciones pueden presentarse de laforma:
o0 0

— 00 — 00 — 0> 0° oo 1%
00 0
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Ejemplo 1 - Asintotas de funciones racionales.

. . ]_+2;1‘; ’ . .
Veamos la funciény = 3577, que asintotas tiene:
Asintota vertical: x = —2,yaque2 4+ =0 — = = —2ylimite
142z
lim = 0
z—-2 2+

Asintota horizontal: y = 2 ya que el limite cuando x — coes:

. 14+ 22
lim =
z—oo 24+

GeoGebra. Observa la escena interactiva, modifica los
controlesy genera las asintotas de la funcién f(z).

o]

ASINTOTAS DE UNA e/
FUNCION RACIONAL

°
.

142

f(x) =

24x

Q

Mestrar asintota horzantal y = b
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3. Asintota oblicua.

Cuando la funcién f(z) es el cociente de dos polinomios, y el grado
del numerador supera en uno al del denominador, entonces la curva
y = f(x) tiene una asintota oblicua cuya ecuacion es la funcion
linealy = max + b(m # 0), donde:

/(=)

m = xhjgo T b= xh_{f)lo(f(m) —m(x))

Grafica de una asintota oblicuaeny = mx + b.

X
x+1

f(x) =

Nota:

e Pueden encontrarse en una funcion hasta dos asintotas oblicuas
distintas. Una por la derecha de su graficay otra por la izquierda.

¢ Una funcién no puede tener una asintota horizontal y otra oblicua

por el mismo lado.
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Ejemplo 2 - Asintotas de una funcion.

2
Veamos la funciony = ;’ﬁ que asintotas tiene:

e Asintota vertical: r = —1.
Yaquexz +1=0— = = —1ylimitedelafuncién cuandoxz — —1
. z? 1
im = - =00
z——1 1 + 1 0
e Asintota horizontal: No tiene.
Ya que el limite cuando £ — oo es:
2
.z , e 1 1 1
lim :llm‘76 1:—:11m1 - = - =00
z—oo x + 1 a:—)oop—|—F w—>005—{—?

Como no tiene asintota horizontal, podemos analizar la oblicua:

e Asintota oblicua: y=x — 1.

Encontremos larectay = ma + b, donde

. 2
m = lim m — lim =L — lim 233 =1
r—00 T =00 ¢ z—oo 4 +
b= lim (f(x) — m(x)) = lim (~— —2) = lim —° = 1

Observa la grafica de la funcién f(z) con sus asintotas.
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f(x) = il

Figura 2.6. Asintotas de la funciéneny = m’“’—jl

En conclusion, Las asintotas son rectas a las cuales la funcion se va
aproximando indefinidamente, cuando por lo menos una de las
variables x o y tienden al infinito. Realiza el analisis de las siguientes

funciones, respondiendo a las siguientes preguntas:

Preguntas. Seleccion multiple con Unica respuesta.

Ry Escena Haz click sobre la respuesta correcta.
pliar
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2.5 Continuidad de una funcion

Una funciéon f es continua en un punto z = a, si cumplen las
siguientes condiciones:

1. f(a) exista, que este definida.
2.lim f(z) exista

T—a

3.1im f(z) = f(a)
r—a
Si alguna de las condiciones no se cumple, entonces se dice que f es
discontinua enel puntox = a.

2 .
1 < -1
Ejemplo. Verificar si f(x) = {;U * ST T= | € continua.
T S1T > —

1. f(a) = f(=1) = (—=1)? + 1 = 2,entonces f(—1) = 2 Existe.

2. Analizamos los limites laterales:

Porizquierda, lim f(z) = lim z*+1=(-1)*+1=2

T—a” Tz—>—1"

Porderecha, lim f(xz) = lim 2z =2(—1) = -2

rz—at z——1*
Luego, como los limites laterales son diferentes, el lim1 f(w) no
T——
existe, por tanto, f(x) es discontinuaenz = —1.

Podriamos suponer (correctamente) que la existencia de un limite es
importante para la continuidad. Una funcién es continua en un
intervalo, si es continua en cada punto de ese intervalo.

106



Ejemplos.
Observa algunos ejemplos que ilustran la no continuidad en una
grafica de una funcién f en un punto = a. Para ver mas ejemplos,

oprime el botén Otro ejemplo.

o]

f(a) No esta definida. YA

Iim f(x) No existe.
X—ra

Y

[ = L

Otro ejemplo
L A

Las discontinuidades se pueden clasificar como de salto, infinitas,
removibles, de punto final o mixtas.

A ) www.mathwarehouse.com/gifs

flo=L

Figura 2.7. Laimagen ilustra las discontinuidades.?!

2! Tomada de: Interactives at Math Warehouse, www.mathwarehouse.com.
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Casos gue se pueden presentar en la discontinuidad:
Discontinuidad removible.
Caso 1.

Si se tiene que f(a) no esta definida, pero se cumple que el lim f(x)
T—a

existe, se dice que las discontinuidades son removibles o puntuales,
para remover esta discontinuidad basta con redefinir la funcion para

T = a, por ejemplo:

(]
-
=
=
k3

Figura 2.8. Discontinuidad removible, no cumple condicién 1.

La funcién cuya grafica se presenta no es continuaen el puntoxz = 0
debido a que en ese punto la imagen para £ = 0 no esta definida,
pero el limite si existe, ya que:

lim f(z) = lim f(x) =4

z—0~ x—07"
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Caso 2.

Si se tiene que f(a) esta definiday que el lim f(x) existe, pero no se
T—a
cumple la tercera condicion, que lim f(x) = f(a), se dice que la
T—a

funcion tiene discontinuidad removible, por ejemplo:

Figura 2.9. Discontinuidad removible, no cumple condicién 3.

La funcién cuya grafica se presenta no es continuaenel puntox =0
debido a que en ese punto laimagen para x = 0 esta definida,

f(0) =2
y el limite existe, ya que:

lim f(z) = lim f(z)=14

z—0~ z—07*

pero no se cumple que

lim f(z) = f(0)

z—0
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Discontinuidad no removible.
Caso 3.
Si se tiene que no se cumple la condicién 2, que:

lim f(x) no existe
T—a

se dice que la discontinuidad en NO removible, porque la graficade la
funcion presenta un salto, por ejemplo:

5@

o] 1

Figura 2.10. Discontinuidad no removible, no cumple condicién 2.

La funcién cuya grafica se presenta no es continuaenel puntox = 0
debido a que en ese punto laimagen parax = 0 esta definida,

f(0)=4
pero el limite no existe, ya que:

lim f(z) = lim f(z)

z—0~ z—07t
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En la grafica de lafuncién f, analiza la continuidad en cada punto.

el

Funcion f

L

Analiza la grafica de la funcion f gque tipo de discontinuidad
se puede presentar en cada punto.

Oprime el boton verde @ resaltado en la gréafica y observa.

Continuidad de una funcién compuesta.

Si g es continua enun punto z = ay f es continua en g(a), entonces
la funcion compuesta (f o g)(z) = f(g(x)) es continuaenz = a.

Teorema. Limite de una funcién compuesta.

Silim g(x) = Ly f es continua en L, entonces:
T—a

lim f(g(z)) = f(lim g(z)) = f(L)

T—a T—a

111


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_I/interactivos/continuidad2a.html

Ejemplo. Determinar el valor de ¢ y k para que la funcion sea
T siz <1

continuasi f(z) =< cxr+k sid>z>1
—2x sid <z

Analizando cuando z = 1, se tiene que:
1.f(a)=f(1)=1

2. hallamos el lini (x) con los Limites laterales:
T—

Porizquierda, lim f(z) = lim z =1
T—a- z—1-

Porderecha, lim f(z) = lim cx+k=c(1)+k=c+k

r—at rz—1+

li = 1li =
Comomg{{ f(x) Lim f(z)entonces c+k=1 (1)

Analizando cuando x = 4, se tiene que:
1.f(a) = f(4) = —2(4) = -8

2. hallamos el lilr}1 (z) con los Limites laterales:
T—

Porizquierda, lim f(z) = lim cx +k=c(4)+k=4c+k

T—a~ r—4-

Por derecha, lim f(z) = lim z = —2(4) = —8

z—a’t x—4t
Como lim f(z) = lim f(z)entonces 4c+k=-8 (2)
x—4- x—4t
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Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenido
(1) c+k=1
(2) 4c+k=-8

Setieneque: c¢= -3, K =4.
Comprobar que la funcién f(z) es continua en unintervalo [1, 4].

Ejercicio.??

=9 Calcular el valor de k para que la funcién sea continua en el
punto propuesto x = a. Ingresar el valor para k y pulsa la tecla
"enter <4 " oprime el botén Comprobar para verificar.

el

Calcula el valor de k para que la funcion sea continua

enx=2
Introduce el resultado y pulsa enter <4
2
-8x+ .
){zaj Si X # 2
f(x) =1 x°-5x+6 k=
k six=2

22 Escena de José R. Galo Sanchez y M? José Garcia Cebrian adaptadas por el autor.
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Teorema. Continuidad de una suma, un producto y un cociente.

Si las funciones f y g son continuas en un punto = = a, entonces la

suma f + g, el producto f.gy el cociente g; siempre que g(a)>0son
continuosenzx = a



Capitulo I

Derivada de una funcion







3.1 Concepto de derivada

La derivada de una funcion es la pendiente de la recta tangente a la
funcion en un punto, es el cambio instantaneo de la funcién en ese
punto.

Definicion.
La derivada de una funcién f(x) respecto de x estd dada por el
limite:

h) —

h—0 h

Al célculo de este limite se denomina derivacién, y se dice que f(x)
es derivable en c si existe f'(c), es decir, si el limite existe.

Derivada de una|funcion en un punto

f(x + h) — f(x)

’ = f(x)

m = lim
h= 0

Jo

X x+h
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@’ iNotacion!

La derivada de lafunciény = f(x) se escribe como:

d
y =f(z) = %

oz d 0 “ z 0
La notacion j% puede considerarse como “la razén de cambio de y
respectoaxz.”

Ejemplo. Usar la definicion de la derivada para calcular la derivada de
la funciény = 522 + 3z — 1 en cualquier punto de su dominio.

flx) =5z +3z—1
flx+h)=5(x+h)?+3(x+h)—1
Aplicando la definicién de la derivada, se tiene que:

5(z+h)?+3(x+h)—1—(5bz?+3z—1)

lim
h—0 h
i 522 + 10zh + 5h% +3c+3h — ¥ — 527 — 3+ 1
h—0 h
. 10zh+5h*+3h . J(10z +5h + 3)
lim = lim
h—0 h h—0 }’{

Evaluando el limite, se tiene que:

lim(10z +.5% 4 3) = 10z + 3
h—0

Por tanto, la derivada de la funcién f es: y =10z + 3
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Para hallar el valor de la derivada en un punto basta con evaluar la
derivada en ese punto.

Ejemplo. Determinar la pendiente de la recta tangente a la grafica de
lafuncién f(z) = 5z? + 3z — lenelpuntox = —2

La derivada de la funcion f(x) es: y' =10z + 3.

La derivada en un punto x = ¢, corresponde a la pendiente de la
recta tangente en el punto, se denota como:

d
m=f(e) =2

Ir—=C

Definicion de derivada puntual.

Para hallar la derivada de una funcién f en un punto z = ¢ dado, se
puede utilizar también la definicién que se muestra a continuacion:

y/(c) — lim f(x) T f(c)

T—C Tr — C

657 Asi, la derivada de una funcion es la pendiente de una recta
tangente a una curva en un punto dado o una razén de cambio
instantanea.

Otras formas de definir la derivada son:

et @ OD—F@) LAy dy

Az—0 Az Az—0 A\x - dx
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Funciones diferenciables.

Una funcién es diferenciable en un nimero c en un intervalo (a, b) si

ysolosi £ (¢) = f.(¢c)

Esto es, si el valor del limite mediante el cual esta definida la derivada
es igual a ambos lados del nimero en el cual se esta evaluando.

Una funcion no es diferenciable en un nUmero x = a si.

J Lafuncién es discontinua en el nimero z = a.
{ Lagraficade f tiene un picoenz = a.

{ Lagraficade f enz = atiene una recta tangente vertical.

@'"Diferenciabilidad implica continuidad".
Una funcién f diferenciable en z = a es continuaen x = a.
Nota: Continuidad no implica diferenciabilidad.

Por ejemplo, la funcién f(x) = |z|, es continua en z = 0, pero no es
diferenciableenz = 0

Figura 3.1. Grafica de la funciéon valor absoluto..
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3.1.1 Derivada como pendiente de una recta tangente
aunacurva en un punto x=c

G GeoGebra. La pendiente de la recta tangente a una funcion
y = f(z) en el punto (c, f(c)) esta dada por m:, = f'(c)
como se ilustra en la escena, desplace el punto P o Q).

) Secante,

Derivada de una funcién en un punto
Q

Q(c+h, f(c+h))

P (c, f(c))

Tangente
. e+ h)—flc) @,
My = hlll:‘lu h = f'(c)

// / c c+h

Ejemplo 1. ;Cual es la ecuacion de la recta tangentealacurvay =
enel punto P(—1,—1)?

3

Encontremos la ecuacién de la recta en el punto dado, con la ecuacion
punto-pendiente, donde remplazando el punto P(—1, —1), se tiene

que:
y+1=my(x+1)
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Esta es la ecuacion de la recta tangente a la curvay = 3 en el punto
P(—1,—1), ahora solo debemos encontrar el valor de la pendiente
mtg que esta dada por la derivadade lacurvaevaluadaenz = —1,

myy = f'(-1)

Utilizando la definicién de derivada para f'(x) se obtiene:

fle) - i SO @) @b
h—0 h h—0 h
, . @3+ 32%h +3zh? + A2 — 2  h(3z% + 3zh + h?)
f'(z) = lim = lim
h—0 h h—0 h
f'(z) = 32
Por lo tanto, la pendiente cuandox = —1 es:

mi, = f'(—1) = 3(=1)* = my, = 3

Entonces, la ecuacion de la recta tangente a la curva y = z2 en el
punto P(—1,—1)es: y=3x+2

/I'angente /
0
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Ejemplo 2. Encuentre los puntos sobre la grafica de la funcién

f(z) = —5 + 4z — 1 donde la recta tangente es horizontal.

Encontramos la derivada de la funcion f(x), luego igualamos la
derivada a cero, o sea, f'(x) = 0, entonces

f'(z) = —4x? + 4 = O por tanto, —4x? + 4 = 0,donde z = +1

por tanto, se obtienen los puntos: p1(1,0)yp2(—1,0)

~ Exploracion. Utiliza la graficadora de GeoGebra para
verificar las graficas de las funciones y = f(x) y las rectas

tangentes en un punto P(z, y).

o]
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@ iRecuerda!  Tangentes horizontales.

Si y = f(x) es continua en un nimero a y f’(a) = 0 entonces la
recta tangente en (a, f(a)) es horizontal.

Velocidades

Si una funcioén escribe el cambio de posicién en el tiempo de un moévil
entonces la derivada se podré interpretar como la velocidad del mévil
esto es, el cambio instantaneo de la posicidon del movil en el tiempo.

En general, suponga que un objeto se mueve a lo largo de una recta
de acuerdo a una ecuacién de movimiento s = f(t), donde s es el

desplazamiento (distancia dirigida) del objeto desde el origen en el
tiempo t. La funcién f que describe el movimiento se denomina

funcion de posicion del objeto. En el intervalodet = aat = a + hel
cambio en posiciénes f(a + h) — f(a).

La velocidad promedio en este intervalo es:

, , desplazamiento  f(a+ h) — f(a)
velocidad promedio = - =
tiempo h

Calculando las velocidades promedio en intervalos cada vez mas
pequefos, o sea, cuando h se aproxime a 0, definimos la velocidad o

velocidad instantanea como:

o) — i @ T h) — fla)
) = i
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Esto significa que la velocidad en el tiempo t = a es igual a la
pendiente de la recta tangente en el punto P.

Ejemplo. Sea f(t) = 5t 4 3 la posicion de un movil en el tiempo ¢,
dada en metros, determinar su velocidad en cualquier instante.

La velocidad esta definida como el cambio de posicién en un intervalo
de tiempo At esto es v = %l (la velocidad es la distancia entre el

tiempo).

Si la distancia recorrida por el mévil en un cierto intervalo de tiempo
At es Ay entonces la velocidad del mévil es % ahora si se requiere
la velocidad instantanea del movil entonces At — 0 para calcular la
velocidad cuando esto ocurra sera necesario hallar:

i 2Y

im —=

At—0 Az
que es precisamente la definicion de la derivada de f(t); por lo tanto
la velocidad del mévil serd f'(t), entonces

ft+h)— f(¢) 5 5(t+h)+3—5t—3

lim = lim =
>0 h h—0 h

v'(t) =5m/s

El calculo de derivadas se ha realizado por medio del cdlculo de un
limite, que a veces resulta un poco tedioso, en la siguiente seccion se
van a trabajar algunas reglas que facilitan el calculo de estas
derivadas.

|

Descarga: Tabla de Derivadas bdsicas.
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3.2 Reglas de derivacion

Reglas que facilitan el cdlculo de las derivadas de y = f(x).

3.2.1 Reglas basicas

Tabla de derivadas de funciones basicas.

Funciones

Derivada

Funcion potencia.
Sea n un numero real,

y==a"

Funcion constante.
Si f(x) es lafuncion constante,

y="C

Constante por una funcion.
Sea C una constante,

y=Cz"

Suma y resta de funciones.
Sean las funciones fy g,

y = f(z) £ g(z)

Producto de funciones.
Sean las funciones fy g,

y = f(z).9(x)

Division de funciones.
Sean las funciones fy g,
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Derivada de funciones trigonométricas.

Funciones Derivada
y = Sen(z) y' = Cos(z)
y = Cos(z) Yy = —Sen(z)
y = Tan(z) y' = Sec?(zx)
y = Cot(z) y' = —Csc*(z)
y = Sec(z) y' = Sec(z)Tan(x)
y = Csc(x) Yy = —Csc(z)Cot(x)

y' = —Csc?(z) esladerivadade y = Cot(z)

Se tiene la siguiente relacién trigonométrica:

y:

cos(x)

Cot(x) =

sen(x)

Entonces, aplicando la regla de divisdn de funciones, tenemos:

,  —sen(z).sen(x) — cos(x).cos(x)

y_

—[sen

sen(z))?
g(SU) + cos®(z)]

donde se tiene la identidad:

sen?(z)
sen?(z) + cos®(z) = 1, por tanto,

, o —1
v = sen?(x)

y = —Csc*(z)
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d d?
Derivada de orden superior y’ = d—y, n_ Y
T

n_ d'y
~ daxn

Derivadas de orden superior.

f'(z) es la primera derivada.
f"(z) es la segunda derivada.
f"(z) es la tercera derivada.

f™(x) es la n-ésima derivada.

Sea f una funcién diferenciable en x, entonces

Derivada de funciéon exponencial.

Funciones Derivada
y — em yl — ea:
Sea b un nimero real, y =b".(Ln(d))
y=>"
Ejemplo.

Calcular laderivada de lafuncion y = 5%

Aplicando la derivada de funcién exponencial, se tiene que:

y' = 5%.(Ln(5))
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Derivada de funcién logaritmica.

Funciones Derivada
y = Ln|x| y = —
Sea bun ndimero real, y = L
y = Logy(x) z(Ln(d))
Ejemplo.

2

Calcular lasegunda derivada d—z de la funcién dada.
x

y = Logs ()

Aplicando la derivada de funcién logaritmica, se tiene que:

gy _ 1
dr  x.Ln(3)

. . ., Yy
Ahora aplicamos de nuevo la derivada a la expresién hallada = para
x

encontrar la segunda derivada, donde se tiene la constante:

1
Ln(3)

Entonces solo aplicamos la derivada a la expresion siguiente:

dy _ 1
dr =z
dy__1
da:_x



por tanto, aplicando regla de la potencia, las segunda derivada es:

dy 1 (=1
de2  Ln(3) 2

dy___ 1

de2  Ln(3)z?

iRecuerda!

Ln(z) = Log.(z)

Si comparamos esta expresion cony = Logs(z), se tiene que b = e.

Ejemplos de la derivada de una funcién f(z) aplicando reglas basicas.

o7l
X+6
Xx+4

Ej.1. Calcular la derivada de la funcion: f(x) =

he) _ Mx).90) - h(x)-g'e)

Aplicando la regla de la division, f(x) =
9(x) [9(x) ]°

by = D0x+4) - (x+6)1)

se tiene gue: -
(x+4)

Eliminando parentesis y simplificando terminos semejantes, se tiene:

)= 2222 X8 portanto,  f(x) = 2z

(x+4) (x+4)?

Otro ejemplo
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Ejemplo.
Encuentre el punto sobre la graficade f(x) = 522—2x + 3 donde la
pendiente de la recta tangente es 18.

Se halla primero la derivad de f(z):
f'(z) =10z — 2
Luego, comom = f'(z) = 18, entonces, despejando z, se tiene que:

10z — 2 =18

r =2
Ahora evaluando en la funcién f(a:) para encontrar y, entonces,
y = f(2) =5(2)*-2(2) +3 =19

por tanto, el punto es: (2, f(2)) = (2,19).

Recta tangente
m=18
y=5r>—2x+3

7

Figura 3.2. Recta tangente a la curva f(x) en el punto P(2,19).
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E Ejercicio.
Resuelva el problema de la recta tangente planteado y oprima el
botdén solucién para verificar su respuesta.

Observe la grafica de la solucién, oprima el botén Ver grafica, para
realizar otro ejercicio oprima el botén Ejercicio.

Amplia la grafica, con clic derecho sostenido sobre la grafica o con los
controles.

7]

Ej.1. Encuentre los puntos sobre la grafica de la funcion f{x) donde
la recta tangente es horizontal. f(x)=8x° +4x" + 9

Observa la grafica que plantea la situacion:

Rectas tangentes f
horizontales a

la curva.
f(x)=8x*+4x*+9

4)

¢Cuales son los puntos?

P I
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3.2.2 Regla de la cadena.

Si la funcién f es diferenciable en u = g(x) y la funcién g es
diferenciable en x, entonces, se tiene que la composicién de las
funcionesy = (f o g)(z) = f(g(x)) es diferenciableenzy

De otra manera,

dy dy du
dr du'dx

Ejemplo 1.
Calcular la derivada de la funcién dada.

y = Tan(5z>)

Se puede ver que la funcién y esta conformada por dos funciones una
deellases f(z) = Tan(z) ylaotraquees g(z) = bz3

Es una funciéon compuesta, de tal manera que se debe derivar usando
la regla de la cadena.

por tanto,



Ejemplo 2.
Calcular la derivada de la funcién dada.

g(x) = \/sen(x3 — 2z)

La funcién g(x) estd conformada por tres funciones, g; () = 1/,
go(z) = Sen(z)ygs(z) = 3 — 2z

Usando laregla de la cadena, se tiene que:

Y = f(g(h(z))) = 91(g2(g3(2)))-g5().g5 ()

por tanto,

(322 — 2)Cos(z3 — 2x)
2./sen(x® — 2x)

g (z) =

Preguntas. Selecciona verdadero o falso.

% Escena Haz click sobre la respuesta correcta.
pliar
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Derivadas de una funcion aplicando regla de la cadena:

« y=f(z)" =y =nf(x)".f(z)

* y=Lnf(z) oy =1

o y=2¢/ — y = f'(z).e7@

o y=0b/ — o = f'(z).Ln(b).b/@

* y=vf(=) - Y= nf;(f;)n_l

« y==Sen(f(z)) — ¢ =f(2).Cos(f(z))

« y=Cos(f(z)) — ¢ =—f(z)Sen(f(z))

E Ejercicio.?®
Selecciona una funcién y encuentra la derivada de la funcion
gue se plantea, oprima el botdn solucion para verificar la respuesta.

Para realizar otro ejercicio oprima el botén ejercicio o otra funcién.

o]

Funcién y=f(x)"

Funcion y=Ln(f(x))

Funcion y=e® Regla de la cadena

. Fixd F(g(x))'= F'(g(x))-g"(x)
Funcion y=b *° ' ' o '

[ Derivadas ]
Funcion y=sen(f(x)) Para empezar haz clic |
=aeng X)) . . "
sobre un tipo de derivada@®
Funcion y=Cos(f(x))

Funcion f(x) Aleatoria

= Adaptacién de una escena de Miguel Angel Cabezon Ochoa con licencia CC by-nc-sa
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3.2.3 Derivada implicita.

Es comun que, en variadas ocasiones no se pueda obtener la forma
explicita y = f(z) a partir de la ecuacion f(x,y) =0 para
diferenciarla normalmente.

Aun asi, se puede hallar % por diferenciacion implicita.

@’ iRecuerda!

Formaexplicita y= f(z)

Si una funcion se expresa en la forma y = f(x), es decir, la variable
dependiente y esta expresada explicitamente en términos de x en el
lado izquierdo, se dice que la funcién esta dada en forma explicita.

Formaimplicita f(z,y) =0
Son expresiones de la forma f(z,y) = 0, en donde la funcién y no
esta explicitamente en términos de la variable independiente x.

Ver pag. 12

¢Como se halla la derivada implicita % de una funciéon definida
implicitamente por f(z,y) = 0?

Si fuera posible escribir y explicitamente a partir de f(z,y) =0, o
sea, despejar y en términos de x, es posible que sea sencillo hallar %

con las reglas basicas de diferenciacion.

La cuestién es que, no siempre es posible obtener una forma explicita
y = f(x), aunque fuera posible despejar y explicitamente, puede

suceder que la derivada sea mas complicada o dispendiosa.
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Ejemplo. Sea la funcion 3z3y% + 5 =2y° + Tz
Si despejamos la variable y tendriamos:

3a:3y3 — 2y3 ="T7x—5
y*(32° —2) =Tz — 5

Tz =3
4= 3x3 — 2

Con esta forma explicita, calcular %ﬂ% seria dispendioso e implicaria

utilizar la regla de la cadenay la derivada para un cociente.

Una alternativa, es aplicar la regla de |a cadena a la forma implicita
f(z,y) = 0paradeterminar Z—g sin tener que despejar y, esta técnica

alternativa, se conoce como derivaciéon implicita.

@‘ Directrices para diferenciacién implicita.?*

1. Al diferenciar con respecto a  ambos miembros de la
ecuacion, use las reglas de diferenciacion y considere a y como
una funcidn diferenciable de x. Para potencias del simbolo vy,
multiplique por % .

2.Agrupe todos los términos donde aparece % en el lado

izquierdo de la ecuacion diferenciada. Mueva todos los otros
términos al lado derecho de la ecuacién.

3. Factorice g—g en todos los términos donde aparezca este

z . . dy
término. Luego, despeje T

24 Definicién tomada de: Célculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Ejemplo 1.
Calcular la derivada implicita de la funcién dada.

z® + 1y = 6y

Estd expresion resulta mas complicada expresarla explicitamente,
por tal motivo derivamos cada término de la siguiente forma:

(1). Derivar la forma implicita 23 4+ y> = 6zy con respecto a z

aplicando reglas de derivacion, cuando se derive y se multiplica por

dy.
dx*

3z* + 3y°. <Z—i) = 6(1)y + 62(1). <Z—y)

T

4 e 4

Sisederiva y seagrega -

(2). Pasamos todos los términos que contengan el factor % al lado
izquierdo, los demas al lado derecho:

dy dy
2 QY ayy 9.2
3 (da:) 6x<dw) Oy —3e

. . dy .
(3).Se factorizay se despeja 52:

dy 2 . 2
(dw)g( —2z) = 3(2y — z)
dy 2y — x2
de y? -2z
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Ejemplo 2. Calcular la derivada de la funcion Cos(z + y) + y = 0

. . d
Se deriva respectoa a x, entonces la derivada E:% es:

d d
—sen(x +y)(1+ _y) +2 ¢
dz dz
—sen(z + y) — sen(z —|—y)3—z + Z—Z =0

d
—y(l — sen(z + y)) = sen(z + y)
dx

dy sen(x + y)

dz  1- sen(x + y)

L > Ejemplo. Encontrar la derivada implicita de una ecuacion.

-9’ v01 Derivada Implicita (U

Vermasta.. Compartir

b . Video

EANCATIVO

Veren (£ Youlube

139


https://www.youtube.com/embed/IQgSvPrM0N4?start=0&mute=0&rel=0

E Ejercicio.?®
Encuentra la derivada implicita de la funcién que se plantea,
oprima el botdn solucion para verificar la respuesta.

Para realizar otro ejercicio oprima el botén Otro ejercicio.

1. Encontrar % en la ecuacion: yﬁ +y= x*

:Sera posible encontrar la recta tangente a la curva dada en un punto
(z,y)? A continuacién responderemos a esta pregunta.

25 Escena de Juan Guillermo Rivera adaptada por el autor.
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Ejemplo.
Encuentre la ecuacién de la recta tangente al circulo 22 + y? = 25 en
el punto P(3,4).

Utilizando la ecuaciéon punto-pendiente, se tiene:

3
y—4=——(z—3)
4
R
Y= 4%

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente al circulo 2 + y2 = 25en
el punto P(3,4) es:

_ 3., %
y=74"" 7

/ GeoGebra. Utiliza el software para graficar y verificar.
Clic aqui. Grafique la curva, el punto P(z,y) y la ecuacién

de larecta tangente en el punto dado.
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Preguntas. Seleccion multiple con Gnica respuesta.

% Escena Haz click sobre la respuesta correcta.
pliar

w Demos online. Utiliza el software para graficar y verificar.
whad Clic Aqui. Grafique la curva, el punto P(z,y) y la ecuacion de

la recta tangente en el punto dado.
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Capitulo |V

Aplicaciones de la derivada







La derivada tiene una gran variedad de aplicaciones ademas de
encontrar |la pendiente de la tangente a una curva en un punto. Se
puede usar la derivada para estudiar aplicaciones fisicas, razones de
cambio relacionadas, tasas de variacién, valores maximos y minimos
de una funcién, concavidad y convexidad, entre otras.

4.1 Movimiento rectilineo

Es el movimiento de una particula en linea recta, sea vertical o
horizontal, entonces la funcién de la posiciéon donde t representa el

tiempo y s(t) la distancia a partir de un punto de referencia s = 0,
esta dada por:

s = s(t)
Definiciones.

Funcién Velocidad: Si s(t) es una funcién posicién de un objeto en
movimiento rectilineo, entonces su funcién velocidad v(t) en el
instante ¢ es:

ds
’U(t) = %

La rapidez del objeto en el instante t es |v(t)].

Funcién Aceleracion: Si v(t) es la funcién posicién de un objeto en
movimiento rectilineo, entonces su funcién velocidad v(t) en el
instante ¢ es:

dv d’s
0= =
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Un objeto desacelera cuando su rapidez |v(t)| es decreciente y
acelera cuando su rapidez es creciente.

En otras palabras, un objeto en movimiento rectilineo:

J Acelera cuando su velocidad y aceleracion tienen el mismo
signo algebraico.

J Desacelera cuando su velocidad y aceleracion tienen signos
algebraicos opuestos.

Ejemplo. Una particula se mueve sobre una recta horizontal segun la
funcion posicion s(t) = t3 — 5¢> — Tt cont > 0, donde s se mide en

cmytenseg. responder:
e ;Cualeslaposicionde laparticulaalos 0y 1 segundos?

Al evaluar s(t) cuandot = 0yt = 1, obtenemos

5(0) = (0)° — 3(0)? ~ 7(0) =
3 9 2 9 21
s(1)= (1~ 2’ 70 =15 -T= -2

Por tanto s(0) = 0y s(1) = —2', donde s(1) < 0, significa que
la particula es a laizquierda del punto de referencia s = 0.

Figura 4.1. Posicién de una particula en varios instantes de tiempo.
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e ;Cuando la particula alcanza una velocidad de 5%?

Hallamos v(t) = s'(t), entonces

W _g2 g7
dt
dv m . ) )
Como 7 = 5?, igualamos y despejando ¢, se tiene
3t - 9t—7=5
3t2 -9t —12=0
3(t2 —3t—4)=0
3t—4)(t+1)=0
por tanto,t = 4yt = —1 este tiempo negativo se descarta.

R. El Objeto alcanza unav(t) = 5 m/s transcurridos 4 seg.

e ;Cuando la particula tiene una aceleracién cero?

Hallamos a(t) = s”(t) = v(t), entonces

R. El Objeto tiene una a(t) = 0 cuando ha transcurrido 1, 5 seg.
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Ejercicio.
Movimiento de una particula.

Encontrar la funcién v(t) y la funcién a(t), segin la funcién posicion

plateada en el problema, oprima el botdn solucién para verificar las
respuestas.

Pararealizar otro ejercicio oprima el botén otro ejercicio.

o]

1. Un objeto se mueve en una recta horizontal segutin la funcién posicién

s(t) = t' - 72 - 10. Encuentre durante el intervalo de tiempo [-11, 11], la
funcién velocidad, funcién aceleracion y analisis del movimiento.
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" iRecuerda!

La velocidad media de un cuerpo en movimiento sobre un
intervalo de tiempo

cambio en posicion  s(t 4 At) — s(t)

v(t) = cambio en tiempo At

La posicion s(t), se mide en cm, m, km,...
La velocidad v(t), se mideencm/s,m/s, km/h,...
La aceleracion a(t), se mide en cm /s?, m/s%, km/h2,...

En el sistema ingles se utilizan unidades de medida como: pie( ft),
millas(mi), pulgadas(in), entre otras.

Preguntas. Selecciona verdadero o falso.

% Escena Haz click sobre la respuesta correcta.
pliar
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4.2 Razones de cambio

La razén de cambio es la proporcion en la que una variable cambia
con respecto a otra, de manera mas explicita es como en el tiempo
unas componentes cambian a medida que el tiempo transcurre.

La derivada % de una funcién y = f(z) es una razén de cambio
instantanea con respecto a la variable z. Si la funcion representa

posicidon o distancia entonces la razéon de cambio con respecto al
tiempo se interpreta como velocidad, v(t) = fl—‘z.

En conclusién, podemos expresar que, si dos cantidades estan
relacionadas entre si, entonces cuando una de ellas cambia con el
tiempo, la otra también cambiara. Por lo tanto, sus razones de cambio
(con respecto al tiempo) estan relacionadas entre si. Por lo tanto, a
estd situaciones se les llama razones de cambio relacionadas.

@" Pasos para enfrertar una situacion problema.

1.Lea atentamente el problema varias veces, elabore un
esquema o dibujo de la situacion, si es posible.

2. Asignar una notacion, letras o simbolos a todas las cantidades
que sean funciones que cambian con el tiempo.

3.Expresar la informacion que nos dan y la informacion
requerida en términos de derivadas con respecto al tiempo.

4. Escribir una ecuaciéon o una funcién que relacione todas las
variables de la situacion.

5. Derivar la ecuacion encontrada respecto al tiempo ¢ (derivada

implicita), y sustituya la informacién dada en la ecuacién
resultante, despeje |la cantidad desconocida.
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Ejemplo 1.

Se infla una bomba plastica en forma de esfera a una velocidad de 8
pulgadas cubicas por minuto. ;Cual sera la velocidad con que cambia
el radio cuando dicho radio es de 3 pulgadas?

Solucion.
(1). Observa la grafica de la
situacion.

(2). Denotamos el radio de la
esferacomo R = 3 pul.

@ (3). Ahora, en el instante t, el

volumen V de una esfera en

funcién del radio que cambia en relacién al tiempo, estad dado por
av. pul?
dt 8mz’n'

Para la situacion, nos piden encontrar la velocidad con que cambia el

radio, por tanto, es hallar — =7
dt
., 4
(4). La ecuacién que expresa el volumenes: V = §7rR
(5). Deri I vol to al ti : (3R2)dR
. Derivamos el volumen respecto al tiempo: — = — —
P PO e — 37 dt
Despejando y remplazando tenemos que:
dv pul3
dR: . 8% :007pul
dt  4R?2m 4B pul)’m 7 min

R.El radio crece cada vez mas lentamente, a razén de 0,07 pulgadas

por minuto. 153



Ejemplo 2. Dos barcos salen simultdneamente de un puerto; uno
viaja hacia el este a una velocidad de 40km /h y el otro hacia el sur a

una velocidad de 30km /h, después de 2 horas de haber partido del
mismo puerto.

Si consideramos que z(t) es la distancia que separa a los barcos en
cierto instante t, entonces lo que se desea es calcular la rapidez
(razén de cambio) con que cambia la distancia z(t) al paso del tiempo.

Tl 4 Sl LTI O TR AR
X:=40 ,I§, =
0 .
sl 0740 60 80 100
.~ BarcoA
Y =30

Figura 4.2. Barco Ay B, una hora después de partir del mismo puerto.

dz
Solucién. Encontremos la derivada 2/ (t) = 7 (Rapidez), después de
transcurridas 2 horas del punto de partida, entonces, se tiene:

BarcoA
x (1) g‘*‘i Barco A:

R z(t) distancia en t horas,
z(t) = 4052t i = 40t km

Barco B:
y(t) distancia en t horas,
BarcoB km
y(t) = 3052 ¢ /i = 30t km

t horas después
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Para la distancia z(t), se satisface el teorema de Pitagoras:

[2(t)])? = [z(t)]* + [y(t)]* = (40t)* + (30t)* = 2500¢°
z(t) = 50t km

R. Para cualquier instante ¢ > 0, los barcos se estan separando a una

velocidad constante de Z'(t) =% =50 &z

\ GeoGebra. Para ver la animacién2® oprime el botén @

K

"f.';‘ : \-‘-"' X

"'- Razén de cambio - Rapidez con gue cambia
la distancia Z(t) al paso del iempo.
dZ  50Km Km

o 00

26 Escenade Castrillon, Elkin y Rojas, Carlos con licencia CC by-nc-sa
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Situacion similar sucede con la siguiente escena de dos ciclistas que
parten de un mismo punto con velocidad constante.

G GeoGebra. Para ver la animacion?” oprime el botén @

&7

-~

<
X = 40 @‘@

CiclistaA

‘I’@ Cicli . T .
;n' 2 Ciclista B der 40 Km Km

o) dt 1h = h

En este tipo de problemas, podemos ver que la distancia de
separacion depende del tiempo transcurrido. Este concepto se
extiende igualmente a otros campos del saber como por ejemplo el de
las finanzas, si tienes ahorrado un dinero en un banco, los intereses
gue recibes sobre este dinero dependen del tiempo que los dejes
depositado en él. En este sentido estas componentes se constituyen
en cantidades variables que pueden ser expresadas como funciones
dependientes del tiempo.

z Adaptacién de una escena de Elkin Castrilléon con licencia CC by-nc-sa
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=4 Ejercicio.
Ingresa condiciones diferentes y realiza el analisis.

eee
LA
see

Dos autos viajan hacia una interseccion de dos carreteras, uno de los
cuales se dirige hacia el Este a razén de T0Km/h y el otro hacia el

Norte a razén de 55 K'm /h.

GeoGebra. Analiza la situacion planteada y encuentra los
resultados, cambia las condiciones dadas.

Dos autos viajan hacia una interseccion de dos carreteras, uno de los cuales se dirige
Km

Km
hacia el Este a razdn de 70 ho Y el otro hacia el Norte a razén de 55 b

¢ A qué rapidez se acercan en el instante en que el primer automovil se encuentra
a 65 km yelsegundo a 32 km de la interseccion?

I 0
L]

“+.g,= 65km

=

dz  ©5% 70+ 3255 km B 30K
= bt 87.00°" -

¢A qué rapidez se acercan en el instante en que el primer automovil
se encuentra a 65km vy el segundo a 32km de la interseccion?

Se deriva la expresion respecto al tiempo: 22 =% + y2 por tanto,

dz 1, dx dy
P it ey
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Ejemplo. Un helicéptero vuela a una velocidad de 30%’”

horizontalmente acercandose a la torre de control del aeropuerto. El
helicoptero vuela aunaalturade 8 km.

¢A que velocidad se acerca el helicoptero a la torre de control cuando
sudistanciaestd a 20 km?

o dx _ 30 km
AT e h
—1 e
X S~ X = 18.33km "
- o
- )
.“"-.., g Torre de
~o - , H = 8km SO control
~ | iy
~o - 4
Z = 20km R o
"-._‘ m

Figura 4.3. Datos del problema. Helicptero acercandose a la torre de control.

dz
Representamos v = 7 como la velocidad a encontrar.

Dado el triangulo rectangulo que se forma, se cumple el teorema de
Pitagoras, donde podemos encontrar x:

z2=m2+y2

z? = 20% — 82
xr = 18.33 km

Ahora, derivamos respecto al tiempo t: 22 =2 4+ §2

9, % _ 5 9
“at T T
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. dz T dx
Por consecuencia, —_— = ——
dt z dt

Remplazando en la ecuacion obtenida, se tiene:

dz 18.33.km ,_ _km km
R 30 =27,49—
dt 20 km ( h ) ’ h
R. Para cualquier instante t > 0, el helicoptero se acerca a una

velocidad constante de v = % = 27,49 kTm

A continuacion, se presenta una escena interactiva, para manipular y
comprender mejor la situacién problema plateada.

=4 Ejercicio.
=9 Ingresa condiciones diferentes y analiza la situacion.

GeoGebra. Para ver la animacioén
Observay analiza la situacién planteada.

[

km
Un helipcoptero vuela a una velocidad de 30 T horizontalmente acercandose a la torre

de control del aeropuerto. El helipcoptero vuela a una altura de 8  km

LA que velocidad se acerca el helipcdptero a la torre cuando su distancia estéd a 20 km ?

da A1
i — — 30
Hfh& dt h
e el X = 18.33km Py
~ o - o
S - - Torre de
s - , H = 8km = control
- - - = - -
Z = 20km
dZ _ome km.
dt h 20
-
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I Ejercicio.
Ingresa condiciones diferentes y analiza la situacion.

GeoGebra. Analiza la situacion planteada y encuentra los
resultados, cambia las condiciones dadas.?®

o]

0

Una volqueta descarga arena sobre el suelo a razén de
50 centimetros cubicos por segundo formando un cono
circular recto. Silaaltura(h)es 3 veces el radio.

Calcule a que velocidad cambia el radio (' ) cuando éste
esde 4 cm.

wrih

"':-.orm —_

3

28 . . . .
Adaptacién de una escena de Juan Guillermo Arango con licencia CC by-nc-sa
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E Ejercicio.
Ingresa condiciones diferentes y analiza la situacion.

GeoGebra. Analiza la situacion planteada y encuentra los
resultados, cambia las condiciones dadas.

Utiliza semejanza de triangulos como ayuda para obtener una
relaciéon entre el radio y la altura.

=

0

A un tanque en forma de cono circular recto invertido entra
aguaarazonde5 metros cubicos por minuto, Sila altura
(H)es 13 m yelradio (R) 4 m.

é A que velocidad sube el nivel de agua cuando esta tiene
8 m de profundidad (h)?

v wR*H

dh -‘_ conog — 3

=050 N—
di mirn.

R
H
r
h
18 8
4 1

ra
]
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4.3 Regla de L'Hopital

La regla de L'Hobpital es un proceso que nos permite resolver algunas
indeterminaciones que se dan en el cdlculo de limites mediante el
uso de las derivadas.

"iRecuerda!
Las indeterminaciones pueden presentarse de laforma:

o0 0 00 0 0 feo)
— 00 — 00 — 0 0 o0 1
00 0

Para hallar el limite introducimos el siguiente teorema:

Teorema?®

Suponga que f y g son diferenciables sobre un intervalo abierto que
contiene al numero a, excepto posiblemente en a mismo, y que
g'(z) # 0 paratoda z en el intervalo salvo posiblemente en a.

!/
siim7®) 0 g f@® o F@) g
wa g(z) 0 wa g(z) 00 z=a g'(x)
entonces

im M = lim f(z) =
iba g(aj) i%a g’(x) L

La regla de L'Hopital puede ser utilizada de manera reiterada hasta
gue al final resolvamos la indeterminacién original.

2 Definicién tomada de: Célculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Ejemplo 1. Resolver el siguiente limite:

Primero se evalua el limite por sustitucion directa:

VT —2 V4-2 0
lim = = —
z—4 $—4 4 — 4 0

Entonces, aplicando el teorema de la Regla de L'hopital, se tiene que:

f(z) f'(2)

lim —~ = lim
z—a g(a;) z—a g’(x)

z—% Cos(z)

Primero se evalla el limite por sustitucién directa:

v v v
! > — o 0

. 2 9 2

lim =

2

2~ Cos(z) Cos(Z) 0

Entonces, aplicando el teorema de la Regla de L'hopital, se tiene que:

s

-2 . (0-1 (©-1 -1

.%I—E% Cos(z) 233 —Sen(z) —Sen(3) -1 -

(SIE]
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E Ejercicio.

Resolver los limites utilizando el teorema de la regla de L'hopital,
para verificar la respuesta obtenida, oprima el botén solucion. Para
realizar otro ejercicio oprima el botén otro ejercicio

o]

. . =2 +10x -8
1. Evaluar el limte de: fim —————
xsg =3X +9x+12

e

’iRecuerda!
' La regla de L'Hopital puede ser utilizada de manera reiterada
hasta que al final resolvamos la indeterminacién original.
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4.4 Grafico de funciones

Para representar una funcién y = f(x), se estudia el significado de la

primera y la segunda derivada, a partir de estos criterios se
determina de una manera mas o menos acertada la grafica.

Se puede seguirse el siguiente esquema para representar
graficamente una funcion:

1. Dominio de la funcion.

Determinar el dominio de f(z), el conjunto de valores para los
cuales x esta definida (Pag.32).

Esto permite el estudio de posibles discontinuidades y de las
regiones: intervalos en los que f(x) es positiva o negativa; para

su determinacién deben conocerse los puntos de corte de la
funcion con el eje .

2. Intersecciones con los ejes.

Hallar los puntos donde la grafica corta los ejes x y y (Pag.16).

o Para hallar las intersecciones en z,

“? si hay, en la grafica de una funcion,
haga y=0 en la ecuacién vy

resuelva paraz, f(x) = 0.

o Para hallar las intersecciones en y,

si hay, en la grafica de una funcion,
haga =0 en la ecuacién vy

resuelva paray.
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3. Simetrias.

Para estudiar la simetria debemos de estudiar cual es la imagen
de —x (Pag.52). El estudio de las simetrias no es imprescindible,

aunque facilita el trazado de la curva.

o Si f(—x) = f(=), entonces la funciéon es par y simétrica
respecto al eje de ordenadas y.

4

Figura 4.4. Simetria con respecto al eje y.

o Si f(—z) =-f(x), entonces la funcién es impar y
simétrica respecto al origen O o larectay = =.

Figura 4.5. Simetria con respecto al eje y.
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4. Analisis de las asintotas.
Puede ser verticales, horizontales y oblicuas (Pag.100):

o Verticales: Son rectas de la forma £ = a. Las asintotas

verticales sélo pueden darse en puntos en los que la
funcion no esté definida, donde se cumple que:

lim f(x) = o0
r—a

o Horizontales: Son rectas de la forma y = b, donde se
cumple que:

Jim @)=

o Oblicuas: Son rectas de la forma y = mx 4+ b, donde m

pendiente y b intercepto con el eje y, y se obtienen
mediante:

m = lim f(z) Yy b= lim (f(z) — mx)

r—+oo ¢ r—+00

5. Puntos criticos.

Hallar los puntos donde la recta tangente a la grafica es
horizontal, vertical (picos) o no existe.

Si f(x) estd definida en el valor z = ¢, se dird que c es un
nuimero critico de f(x) si f'(c) = 0; 6si f'(c) no esta definida.

Los valores criticos son posibles puntos de maximo, o de
minima, o de “pico”

167



@Teorema. Prueba de la primera derivada

Sea f continua sobre [a, b] y diferenciable sobre (a, b) excepto tal
vez en el numero critico c.

1.Si f'(x) cambia de positiva a negativa en ¢, entonces f(c) esun
maximo relativo.

2.Si f'(x) cambia de negativa a positiva en ¢, entonces f(c) es un
minimo relativo.

3.Si f'(z) tiene el mismo signo algebraico a cada lado de ¢,
entonces f(c) no es un extremo.

En conclusién, del teorema, pueden resumirse en una frase:

"Una funcion f tiene un extremo relativo en un nimero critico ¢

donde f’(z) cambia de signo".

Maximos. El punto ¢ es un maximo relativo

cuando la funcién es creciente a su izquierda y

decreciente a su derecha.

Por tanto: ces un maximosi: f'(a”) >0, f(a) =0, f (a™) <0

Minimos. El punto ¢ es un minimo relativo cuando
la funcidon es decreciente a su izquierda y
creciente a su derecha.

Por tanto: cesun minimosi: f'(a™) < 0, f'(a) =0, f(a”) >0
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En un maximo o minimo, la recta tangente a la curva es horizontal: su
pendiente esigual a0

Para hallar los puntos criticos de la funcién, se determinan los
valores z para los cuales f'(x) = 00 f'(z) no esta definida.

6. Analisis de crecimiento y decrecimiento.

Determinar el conjunto de valores x para los cuales f'(z) es
positiva o negativa.

Tomar sobre el eje x los puntos criticos y aquellos en los que la
funcion no esta definida. Esos puntos dividen al eje  en varios
intervalos.

Estudiar el signo de la primera derivada en cada intervalo,
deducir si la funcion es:

o Creciente,si f'(x) > 0 (positiva).

o Decreciente,si f'(z) < 0 (negativa).

Podemos deducir (de lo anterior) donde se dan los puntos
maximos y los minimos, si es el caso.

Intervalo 1 Intervalo 2 Intervalo 3...

Se realiza el andlisis tomando un punto de cada intervalo y ver si
f'(z) es positiva o negativa.
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Ejemplo. Puntos criticos, andlisis del crecimiento y decrecimiento.

> — 3
2+ 1

Sea la funcién racional f(z) =

Tenemos que la derivada aplicando la regla del cociente se obtiene:

b 8T
F@ =@y

Se hallan los puntos criticos, donde f’(x) = 0, por tanto, se tiene
cuando x = 0. En consecuencia, 0 es un unico punto critico.

Crecimiento y decrecimiento, se tiene:

Intervalos
12 Derivada f'(z) ,: (_—) = (=) | f(z) /: (_1) = (+)
I f(z) <0 f'(z) >0
fiz) = (mz + 1)2 Decreciente Creciente
Aplicando la prueba de la primera derivada, se tiene f(0) = —3 esun

minimo relativo

nimero
critico

Py
- > X
0

|
f(0) es un
minimo relativo

f'(x)<0
f decreciente

Figura 4.6. Tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed..
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7. Puntos de inflexion.

Los puntos en los que la curva cambia de concavidades (céncava
a convexa, o al revés), se llaman puntos de inflexion; en esos
puntos, la tangente corta la curva.

Se cumple que:
Siz = aesun punto deinflexiénde f(z) = f""(a) = 0.

Por tanto, se determinan los valores de x para los cuales

f(x) =0.

Si (¢, f(c)) es un punto de inflexion para la grafica de una
funcién f,entonces f""(z) = 06 f"’(z). no existe.
8. Concavidades.

La concavidad es una caracteristica de la grafica de una funcién,
relacionada con su forma. Una grafica que tiene forma cdncava,
es porque al trazarla forma una cavidad o hueco.

@7‘ Teorema. Prueba para concavidades

Sea f unafuncién para la cual f” () existe sobre (a, b).

o Sif"(z) > 0 paratoda z en (a,b), entonces la grafica de
f es céncava hacia arriba sobre (a, b).

o Si f"(x) < 0 paratodax en (a,b), entonces la grafica de
f es céncava hacia abajo sobre (a, b).
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Una curva puede presentar concavidad hacia arriba, hacia abajo o
ambas. En este ultimo caso se dice que tiene doble concavidad.

Se debe determinar el conjunto de valores x para los cuales f"(z) es

positiva o negativa, para esto se estudia el signo de la segunda
derivada en cada intervalo, deducir si la funcién es:

» Coéncava hacia arriba, si f”(z) > 0 (positiva).

¢ Cdncava hacia abajo, si f”(x) < 0 (negativa).

Intervalo 1 Intervalo 2 Intervalo 3...

Se realiza el andlisis tomando un punto de cada intervalo y ver si
f"(z) es positiva o negativa.

Ejemplo. Punto de inflexién y concavidades.

Sealafuncién f(z) = z°, entonces se tiene que:

La primera derivada es:

" f'(z) =5z = =0, es un punto
critico.
. s} :
-1 0 1 La segunda derivada es:
f"(z) = 2023 = = = 0, es un punto de
14 inflexion.

Por tanto, el punto f(0) = 0 presenta un cambio de concavidad.
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Analisis de las concavidades con la prueba de la segunda derivada:

Intervalos

22 Derivada f'(z) = () f(z) = (+)

f(z) <0 f'(z) >0

" — 2 3
NG 0z Codncava hacia abajo Codncava hacia arriba

9. Trazo de la grafica.>®

Por ultimo, se emplea toda la informacion obtenida en los pasos
anteriores para realizar el trazo de la grafica de la funcién.

7]

Funcion Crece

Mostrar crecimiento y decrecimiento

[J Mostrar Concavidad Avanzar m Ll

%0 Adaptacién de una escena de Elkin Castrilléon con licencia CC by-nc-sa
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Exploracion.
A continuacién, por medio de un ejemplo, se plantea el
procedimiento general para representar funciones graficamente.

3 Oprima el botén de los conceptos estudiados, observa su
=9 procedimiento y su utilidad en el trazado de graficas.

o]

“u, _,*"Fh"-\ . . 2,(2
% — -~ Grafica de la funcion f(x) = —
T | -y’ X2-1

Conceptos para

el trazado de

una funcién

Dominio f

‘ Descarga:

Resumen. Procedimiento general para trazar grdfica de funciones.
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4.5 Optimizacion

En la vida diaria son innumerables los problemas donde se debe
realizar optimizacion.

Los problemas Illamados de optimizacién, desde el punto de vista
matematico se reducen a problemas de determinacién de maximos
(beneficios) y minimos absolutos (costos) de funciones de una
variable real en determinados intervalos.

@"Como plantear un problema de optimizacién.

1. Comprender el problema.
El primer paso es leer cuidadosamente el problema hasta que
se entienda con claridad.

2.Dibujar un diagrama.

Es atil trazar un diagrama e identificar en él los datos dados y
pedidos.

3. Introduzca simbolos.
Asignar simbolos (letras) a las cantidad que ha de ser
maximizada o minimizada y simbolos para cantidades
desconocidas.

4.Expresar la incognita.
Exprese la incognita a maximizar o minimizar en términos de
los simbolos del punto anterior, m = f(x).

5.Use la informacién dada para hallar relaciones (en forma de
ecuaciones), Si usa mas de una variable, reduzca a una sola
funcion la incégnita.

6. Encuentre el dominio de esta funcion, hallar el valor maximo o
minimo absoluto de la funcién (f'(z) = 0).
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@" iRecuerda!

Existiran relaciones entre variables que se han elegido que
permitirdn reducir el problema a una Unica variable (en algunos
casos, nos tocara relacionar dos o mas expresiones analiticas para
dejar una sola expresidn analitica en términos de una sola variable
incégnita).

Un problema de optimizacion vendra dado, generalmente, en
términos de enunciado.

Se dice que estd planteado
cuando se sabe exactamente
qué funcion hay que hacer .- _
maxima o minima; quedard
resuelto cuando se halle vy L e Sl
analice la solucién. Para ello, se

sigue el proceso anterior.

Una vez lograda la expresion analitica de la funcion buscada se debe
derivar la funcién e igualar esta derivada a cero para de esta forma,
encontrar los valores de la variable a optimizar donde la funcién tiene
puntos criticos, correspondientes a puntos de maxima o minima y
gue este dentro del intervalo de variacién de la variable elegida.

f'(z) =0

@‘ iRecuerda!

Un punto critico de una funcién es entonces un punto del dominio
donde siendo continua la funcién, su derivada es nula o no existe

(punto singular).
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Ejemplo 1. Maximizar.

Se quiere construir una caja, sin tapa, partiendo de una lamina
rectangular de 4cm de largo por 6¢m de ancho. Para ello se recortara

un cuadradito en cada esquina y se doblara.

¢Cual debe ser el lado del cuadradito cortado para que el volumen de
la caja resultante sea maximo?

Dibujo o diagrama.

La caja
rectangular, cuyo volumen
es area de la base por la
altura (x

es un

).

prism

-T 71

Ancho 6cm

a

Largo
4 cm

4 - 2x

Figura 4.7. Para obtener la funcién conviene hacer un dibujo.

Si se corta un cuadradito de lado x (altura), el volumen de la caja
obtenida sera:

V(z) = (6 —2x)(4 — 2x)x

V(z) = 24z — 8z* — 122° + 24z

V(z)

177

4z° — 2022 + 24x
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Una vez lograda la expresion analitica de la funcion buscada se debe
derivar la funcién e igualar esta derivada a cero.

Los puntos maximos o minimos se encuentran, si existen, entre las
soluciones de:

V'(z) =0
V(z) = 4z — 20x? + 24z
V'(z) = 122% — 40z + 24
Encontrando las soluciones de V'(z) = 0, obtenemos:

4(3z* — 10z +6) =0
322 — 10z +6 =0

donde
b*> — dac = (—10)* — 4(3)(6) = 100 — 72 = 28

por tanto,

—(-10) £ v28
2(3)

Tr —

1~ 2,55
T = O, 79

Veamos para qué valor se obtiene el maximo, utilicemos la 2°
derivaday evaluamos las soluciones encontradas:

V'(z) = 24z — 40
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@Teorema. Prueba de la segunda derivada

Sea f una funcion para la cual f” existe sobre el intervalo (a, b) que
contiene al nimero critico c.

1.Si f”(x) > 0, entonces f(c) es un minimo relativo.
2.Si f"(x) < 0,entonces f(c) es un maximo relativo.

3.Si f”(z) = 0, entonces la pruebafallay f(c) puede ser o no un

extremo relativo. En este caso se usa la prueba de la primera
derivada.

V"(2,55) = 24(2,55) — 40 = 21.2 > 0
V"(0,79) = 24(0,79) — 40 = 21.04 < 0

Por lo tanto, la solucién buscada es x =~ 0,79, este es el lado del
cuadradito cortado para que el volumen de la caja resultante sea

maximo.

El volumen maximo correspondiente V' lo calculamos remplazando el
valorde x ~ 0,79 en la funcién de volumen:

V(z) = (6 —2z)(4 —2z)z
V(z) = (6 — 2(0.79))(4 — 2(0.79))(0.79)

V(z) ~ 8,45 cm®

179



]

Ejercicio.3!
Modifica condiciones diferentes y analiza la situacion.

GeoGebra. Analiza la situacion planteada y encuentra los
resultados, cambia las condiciones dadas.

o]

™
[

Recorte
L
Altura = 0.846 cm
S =1
I 1
Largo
| I
x L - —_

Ancho

Volumen = (6 — 2x)(4 — 2x)x
Volumen = (6 — 2 x 0.846) x (4 — 2 x 0.846) x 0.846 = 8.413cm’

rm

31 Adaptacién de una escena de Elkin Castrilléon con licencia CC by-nc-sa
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Se quiere construir una caja, con tapa, partiendo de una lamina.

GeoGebra. Observa la situacion cuando la caja tiene tapa,
cambia las condiciones dadas, modifica los controles.

o
angulo = 42.5° Construir=0 ~’
[ ] [ ]
altura = 3 Tapa=0
L 2 .

@iRecuerda! Se dice que estd planteado cuando se sabe

exactamente qué funcién hay que hacer maxima o minima;
quedara resuelto cuando se halle y analice la solucién.
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Ejemplo 2. Minimizar.

Se desea construir, una zona de parada de buses a un borde de la via.
Tendra forma rectangular y estard enmallada por los tres lados que
no linda con la via.

Si su area es de 7200 m’. ;:Qué dimensiones debe tener para que el
coste de la malla sea minimo?

Dibujo o diagrama.

Representacion grafica,
Area de forma rectangular,
cuya area es base (x) por
altura (y).

El objetivo es minimizar.
Esto se deduce de la lectura
del enunciado, donde hay que hacer el minimo costo para el
enmallado.

Para que el costo sea minimo, la longitud (L) de la malla debe ser
minimo. por tanto,

L=x+2y

La funcion depende de varias variables; = y y. Hay que determinar

cual de ellas depende de la otra y buscar en el enunciado la relacién
que liga esas variables; esta relacidon siempre es unaigualdad.

Como se tiene que el area de la zona es de 7200 m?, entonces se
tiene que:

A=zxy
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donde

7200 = z.y
7200
y =
Wi

Por lo tanto, L en funcién x plantea la ecuaciéon del problema,
entonces, se tiene que:

L(e) - o1 2720
T
144

L(z) =z + %0
T

La optimizacién se encuentran entre los puntos criticos de la funcién,
que son las soluciones de f’(x) = 0. Para que sea maximo hay que

verificar que f'(z) < 0;y para que sea minimo, que f'(z) > 0.

Para este caso hay que buscar un punto que cumpla: L'(z) =0y
L'(z) > 0.

Donde, L'(z)=1-— 12 igualandoacero, se tiene:

14400
1-——=0 = 2%=14400
x
r = 1120
La solucién x = —120 hay que descartarla por no ser del dominio de

la funcion.
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Ahora, encontremos la segunda derivada, y analizamos si L' (z) > 0:

28800
! _
L (.CC) - 3
donde, evaluando cuando x = —120, se tiene:
28800
L’'(120) =
(120) = 307 >

Por lo tanto, las dimensiones de la forma rectangular para que los
costos de la malla sean minimos, son:

z=120m, y=60m
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