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Prefacio
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Una lista sugerida de los mismos se ofrece en la bibliografia
recomendada
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la Universidad Tecnolégica Nacional FRBA, que me permitid
utilizar parte del excelente material disponible en su sitio web de
Algebray Geometria Analitica

Algunas de las escenas interactivas fueron tomadas vy/o
adaptadas de escenas realizadas en DescartesJS por la autoras
Elena Alvarez Saiz y Maria José Garcia Cebrian [1][2], otras
escenas son de autoria de la profesora Melissa Méndez Servin,
disponibles en la web [3]. También se han adaptado recursos y

applets disponibles en Geogebra.

Profundamente agradecido a los académicos Juan Guillermo
Rivera Berrio, Ramiro Antonio Lopera Sanchez, Joel Espinosa
Longi y demas desarrolladores del Proyecto iCartesiLibri2, por su
invaluable ayuda y aporte de conocimientos, brindados siempre
de manera generosa.

Este libro puede leerse descargandolo en un dispositivo digital,
pero para visualizar algunas imagenes o videos es necesario estar
conectado a Internet.

1 https://aga.frba.utn.edu.ar

2 https://proyectodescartes.org/iCartesilibri/
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1.1 Introduccién a vectores en R?

Puntos en R?

Para ubicar un punto en R3 usaremos como sistema de referencia
una terna de ejes perpendiculares entre si:

* eje x (eje de abscisas, en rojo)
» ejey (eje de ordenadas, en verde)

* eje z (eje de cotas, en azul)

los cuales se cortan en el punto O (origen de coordenadas).
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En el siguiente esquema se ven
los tres planos que quedan
determinados:

B

el plano zy (en azul)

Planp xy,

cpr B
i

e elplano zz (en verde) A

e el plano yz (enrojo)

Estos planos se conocen como planos coordenados. El nombre del
plano zy viene de que este plano contiene al eje  y al eje y. En

forma analoga se derivan los nombres de los otros dos planos.

Se puede demostrar que hay dos formas diferentes de armar un
sistema de referencia con tres ejes perpendiculares. Una de esas
formas se conoce con el nombre de terna derecha (que es la que
usaremos en esta materia y la que hemos presentado recién) y la
otra como ternaizquierda:

Terna derecha Terna izquierda
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1.1.1 VectoresenR?

Queda establecido un sistema de coordenadas donde todo punto
de R3 se define mediante una terna ordenada de nimeros reales:

P (z,y, z),y tiene asociado un vector posicion:
L ==
p = OP = (z, y, 2)

Fijado el sistema de referencia, para cada punto P
del espacio hay un Unico vector, OP, el vector de
posicion.

Las coordenadas de OP en la base elegida son las
coordenadas del punto P.

\ |

A A A
P(ef | & ) 1

O

OP =5i+4j+2k
P (5.4,2)

Objeto interactivo disefado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian

1.1.2 Operaciones y nociones basicas de vectores
3
enR

Sean ¥ = (g, vy, v,) YW = (W, wy, w,) vectores de R3.

A continuacién definimos algunas operaciones y nociones
basicas:

e lgualdad:v = W & vy=w,, vy=wy, UV, = W,

o Suma: v + W = (v + Wy, vy +wy, v, +w,)

13
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Vector nulo: 0 = (0,0,0)
Opuestode U: —¥ = (—vz, —vy, —;)

Resta: v — W = U + (—W) = (vz — Wy, vy — Wy, v, — W)

El producto de un escalar por un vector se define:
U= (vg,vy,v;) , kER kG = (kg kvy, k.v,)
k.U es un vector tal que:

e Tieneigual direccién que el vector v

e Sentido: Si £ > 0 entonces ¥ y k.U tienen el mismo sentido, si
k < 0 entonces v y k.U tienen sentido opuesto. Si k =0,
entonces 0.7 = 0.

e k.Y = |k|Y.EIlmddulo del vector k.9 es |k| veces el médulo del
vector v.

:Como es la longitud del vector k.7 respectode lade ¥ ?

Si |k| > 1entonces ||k.7|| > |||
Si |k| < 1entonces ||k.7|| < |||
Si |k| = 1entonces || k.¥|| = ||V

Notacion

|¥]| : mdédulo o norma de un vector
|k| : mddulo o valor absoluto de un nimero real

14



La definicién de producto de un escalar por un vector permite
enunciar una condicién para que dos vectores (no nulos) sean
paralelos:

i||w & U =kw conkelR

Ejemplos resueltos

1.1.3 Propiedades de la suma de vectores y del
producto por un escalar

Sean,v,w € R® y o, B €R.

Vimos que: 4 + ¥ € R3 y a1 € R3. Estas operaciones verifican
las siguientes propiedades:

3.i+0=0+1u=

4.4+ (—i) = (—d)+14=0
5.a(d+Y) = at + av

6.(a+ B)d =au+ pu
7.a(pu) = (af)u

8.1u =14

15
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1.1.4 Moédulo o norma de un vector en R3

Nos interesa hallar una férmula para calcular el médulo o norma
de un vector. En R3 el médulo es la longitud del vector. Para
deducirla usaremos los triangulos rectangulos que quedan
determinados tal como se muestra en el siguiente interactivo:

7]

Dado el vector u = PQ su mddulo es la longilud del segmento que une los puntos Py Q.

Serepresenta por |u| o |PQ| 5o = {00,000 58 puede calcular de la forma:
[ul= i'.-'llru:;l_Lh.;‘i'U:_\? Pulsa para ver la sxplicacin |14 |
Dados dos puntos By Q
k| ik o A -
Plel w2 | w2 |)
. k|- '
Azt | w® |wt )
el madulo del vector gue determinan es;
u= PQ={352)

| P = J:ﬁ 52® = 1_,-"@ =56,16

» Cuandoun vector tiene madulo 1 se llama —
Yersor o vector unitario,

Objeto interactivo diseado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian

En general escribiremos: ||7]|* = v} + v} + v2

Aplicando raiz cuadrada a ambos miembros:

16



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/interactivos/rectasyplanos/modulo.html

1.1.5 Propiedades del médulo o norma de un vector
15| >0 A |9|=0«< 3=0

2. [[kd| = |k| [[d]l, keR

3. Desigualdad triangular: |9 + @|| < ||¥]| + |||

:Qué condiciones tienen que cumplir los vectores ¥ y w para que
se verifique laigualdad: ||¥ + @|| = ||7]| + ||@]| ?

Ejemplo
Seanv = (—1,1,2)yw = (3,0, —4) calcular:
a) |7
b) || 24|
c) |||
d) |7 + ||

Resolucion

1 = y/(-1)> + 12+ 22 = V6

=25 =/(-2) 422+ € = V3E =216

] = /3 + 02+ (~4)* =5

17



R R 2
|5+ @) = [1(2,1,-2)] = /22 + 12 + (~2)° = 3

Observemos que |7 + || # ||¥]] + ||@]|

1.1.6 Vector determinado por dos puntos

Dados los puntos A (X4,Y4,Z4)y B (XB,Ys,Zp), el vector

AB, con origen en A y extremo en B, puede obtenerse como

sigue:

—
= AB = (XB—XA,YB—YA,ZB—ZA)

En este punto, te proponemos que nuevamente trabajes con el
interactivo de la pagina 16.

18
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1.1.7 Distancia entre dos puntos

Problema

¢Como podriamos calcular la distancia entre R(1,1,4) vy
S(3,0,2)?

, , — —
Para hallar esta distancia armamos el vector RS (o el SR) y
calculamos su médulo:

RS = (2,-1,-2)
IRS| = /22 + (-1 1 (-2?=vATITd=0=3

= d(R,S) =3

En general

Dados dos puntos A (z4,Y4,24) Y B(x5,Yyg,25) la distancia
entre los mismos se calcula:

d(A,B) = [AB| = \/ (x5 — z4)* + (5 — ya)’ + (25 — 24)°

Problema

Encontrar, si es posible, todos los puntos del eje z cuya distancia
alpunto A (3,2,1) es 5.

19



Es recomendable hacer una figura de analisis del problema:

t: Un punto del eje z tiene la
forma P(0, 0, z).
Construyamos el vector desde

un punto genérico cualquiera
del eje z hasta A.

PA=(3,21-2)

|'J‘— i | :
| |7 , Se pide que el moddulo (o

—
norma) de P A sea 5, entonces:

ﬁ:\/32+22+(1—Z)2=\/13—|—1—2z+z2:

— /14 -22+22=5

25 =14—-224+22 =22-22-11=0

_ 2+ VA4 —4.1.(—11) Y 2 — /4 —4.1.(-11)

2 2

2 + /48 2 — /48
:T \/ ZZT

2=14++/1224,46 VvV z=1-—+122~ -2 46

z

z

20
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Hemos llegado a que z puede tomar dos valores distintos.
Entonces existen dos puntos del eje z cuya distancia al punto

A(3,2,1)es5.5on:

P (0,0, 1++12) A P5(0,0, 1—+12)

1.1.8 Expresion candnica de un vector

Recordemos que todo vector
de R? puede expresarse como

combinacion lineal de los
versores candnicos ¢ = (1,0) y

j — (07 1)'

—

U= (ﬂ),y)

v==x

En forma analoga, todo vector
de R3 puede expresarse como

combinacion lineal de los
versores canonicos:

i =(1,0,0)
7 =1(0,1,0)
k= (0,0,1)

7=2(1,0)+y(0,1)

a+y.]

21
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U= (z,y,2) =2(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1)

U=x.1+ y.J + 2.k (expresién canénicade ¥)

1.1.9 Angulos directores y cosenos directores de
un vector

Se denominan angulos directores de un vector a los angulos
determinados por el vector y cada uno de los semiejes positivos,
como se muestra en la siguiente figura:

Los cosenos de dichos angulos se llaman cosenos directores del
vector. Aplicando relaciones trigonométricas, podemos obtener
los cosenos directores:

v v v
cos () = ﬁ , cos(B) = ﬁ , cos(y) = ng

22
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Por lo tanto, los angulos directores son:

o= arcos( —), B= arcos( Yy, v = arcos(

Donde a, 3, v estan comprendidos entre O y 7.

Propiedad
cos? (a) 4 cos? (B) + cos® () = 1

Ejemplo
Hallar los angulos directores de v = (2,0, —2)

Resolucion

Hallemos el mdédulo del vector:

18] = /22 + 02 + (~2)° = /8 = 22

Ahora calculamos los angulos con el arco coseno de los
cocientes:

a = arccos (——=) = 45°

2v/2

0
— arccos (——) = 90°
B (2 \/5)

23



—2
v = arccos (—=) = 135°

2v/2

Veamos una grafica del vector y sus angulos directores:

24
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1.1.10 Versor asociado a un vector

Dado un vector no nulo ¥, se denomina versor asociado al vector
unitario (de médulo 1) que tiene igual direccion y sentido que v.

Dado v distinto de 0, su versor asociado se obtiene dividiendo a
este por su norma:

‘@l

v =

<l

Tomando en cuenta los cosenos directores,
U = (|||l coser, ||¥]|cosB, |Vl cosy)

Entonces

‘@l

=¥ = (cosa, cosf, cos<)

Es decir, las componentes del versor v son los cosenos directores
de .

=N

25



1.2 Producto escalar en R?

Sean 4, U € R3,y 0 el angulo entre 4 y ¥, entonces el producto
escalar entre 1 y v se define como sigue:

U.U =

—

{Huu Hvucosw siazinoAl
\0 si =0 V3=0

26
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4) 0.8 = (Vg, 0y, Vz) . (Vay 0y, v.) = V5 + v + v = ||7]]?

7] > 0V #0

De (4) se deduce que: ||| = VU.U

Ejemplo

Hallar 4.v para4 = (0,0,1), ¥ = (0,3, —3)

Resolucion
Hagamos una grafica para visualizar el angulo entre los dos
vectores:

27


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/Productoesc2.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/Productoesc2.png

Calculemos los médulos de 4. y v:

lafl =1

6] = /32 + (-3) = VI8 = 3v2

A partir del grafico podemos determinar que el angulo entre
los vectoreses 8 = 135°,0enradianes: 6 = %77.

Calculemos el producto escalar:

4.0 = 1.//18. cos (135°) = 3v/2. (—?) = -3

Pero no siempre es tan sencillo. Consideremos los vectores:
i =(-3,5,8) , J =(1,1,1)

Si quisiéramos calcular el producto escalar entre u y 7,
deberiamos conocer el angulo comprendido entre dichos
vectores.

Usando el teorema del coseno se puede deducir otra formula para
calcular el producto escalar en funcién de las componentes de los
vectores.

Seant = (ug,uy,u,), U= (vg,vy,v,) € R? entonces:

U0 = ugvy + uyvy + v, 3]

28



Para los vectores dados, resulta:

@0 = (-3).1+5.1+81=10

1.2.2 Angulo entre vectores

Dados @, ¥ vectores no nulos de R3, queremos hallar el angulo
entre ellos.

Si 6 es el angulo entre u y v, de las definiciones [2] y [3] de
producto escalar resulta:

u.v
[all][¥]

cos (0) = ( )

Ug Uz + UyVy + UV,
|| [|5]]

0 = arccos ( ), 0<O6<m

Por ejemplo, si
u=(1,1,3)

7= (-1,0,4)

1.(-1) + 1.0+ 3.4
VIZF12 ¢ 32.\/(—1)2 + 02 + 42

@ = arccos

6 = arccos ( ) = 36,44°

11
V11417
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Angulo entre dos vectores

Dados dos vectores u y v, el angulo « que forman
ambos vectores cumple que:
u-v
lul-lv]

CoOs u =

u-v
ful-lv]

Pulsa para ver la explicacion

Objeto interactivo disefiado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian

luego « = arccos

1.2.3 Condicion de perpendicularidad

Sean u, v no nulos,
o 7r
Ui =0%& cos(6)20<:>0:§

Esto permite enunciar una condicién de perpendicularidad:

ulv & uv=0

Ejercicio parael lector

Dados 4 =(1,2,3) vy ¥ =(0,2,5) encontrar todos los
vectores perpendiculares a4y a v de modulo 3.
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1.2.4 Proyeccion de un vector en la direccion de
otro

El producto escalar es util en problemas en los que se tiene
interés en descomponer un vector como suma de vectores
perpendiculares.

Dados dos vectores no nulos 4 y ¥ , nos proponemos
descomponer ¥ como suma de un vector paralelo a ¥ y otro
perpendicularav. O sea:

?j:ﬁl+ﬁ2, ﬂl ||17y17,’2J_17

=4

Uy

[ =

i{]:

ﬁl‘|17¢> ﬁlzkﬁ,kER = u=kU+ U

Podemos aplicar a ambos miembros producto escalar por v.
Teniendo en cuenta que uy . ¥ = 0 por ser perpendiculares,
resulta:
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N~ N~
|32 0
= G T=k|i)’ =>k=—0
~~ 4]l
£0
Entonces:
u-0

U -
|91

)%

El vector us puede obtenerse por diferencia:
U=1U; +U = Uy =1U— Ug
Recordemos que 5 debe ser perpendiculara v.

Para resolver algunos problemas geométricos, es util calcular el
modulo del vector de proyeccién:

i-v
192

@ -9

—_—
Hproy{;’ (U)H - ||6H2

1] =

19
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Ejemplo

Descomponer 4 = (1,2, 1) como suma de un vector paralelo
a v = (0,1, —1) mas otro perpendicular a 9.

Rx
|y
Y

Th

Primero buscamos 4y :

S N, uv
Uy = p’l"O’yﬁ(’U/) — (|‘1—J»H2)'U —
o (1,2,1).(0,1,-1
g = (LEDOLD ),

02 + 12 + (_1)2

_0+2-1

1 1
Oa]-a_]- — 07 o) A
2L 011=0 5
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Comprobaciéon: uy L U

3 3
1, 2, 2).(0,1,-1) =0
@, 55 ) )

La siguiente escena de Geogebra nos permite visualizar la
proyeccion de un vector sobre otro en R?:

@

Proyeccion de un vector en otro vector

e 1
Proy,u = —,L

ol

3.2428597158
0= (—u :{‘.}Ei-'l.'_‘-l'l.'“])
301043163

[ S —_—

12 0B RR
1= ( El.'JT!_’IHl'.lI)
2.5215341872/

R R THTR LTS
Proy, u ( i} I\.il.“-]‘T[aT'.’h)
0. TOTORG215/

Objeto interactivo de construccion propia
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A continuacién dejamos un ejercicio para que pongas a prueba
tus conocimientos sobre producto escalar

7

Ejercicios

Dados los vectores a=(2,1,-1), b=(1.2,1), c=(1,-3,2),
contesta a las siguientes preguntas.

o Sean u y v dos vectores tales que |u+v | =2y | u- v | =6.Calcula el producto escalaru - v

u'v:i | D

e Calcula la proyeccion del vector u =7a+3b sobre el vector de la base canonica j

O]

9 Obtén un vector no nulo u que sea ortogonal al vector v =b+3c

[]

u=( |‘ ‘J

o Calcula un vector u que sea combinacion lineal de a y b, ortogonal a a y de madulo \/2

o= J{_ [ D O]

Objeto interactivo disefado por Elena Esperanza Alvarez Saizy M? José Garcia
Cebrian
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1.3 Producto vectorial y mixto

1.3.1 Producto vectorial

Definicidon

Para resolver numerosos problemas de Geometria, Fisica e
Ingenieria, interesa construir un vector en R3 que sea

perpendicular a dos vectores dados.

O sea: dados 4,7 € R3, nos proponemos hallar un vector % tal
quew lu y W17,

El producto vectorial es una operaciéon entre vectores que facilita
la obtencion de w.

Definicion: El producto vectorial de © y v, que indicaremos 4 X v
es un vector

UXU=w
Que tiene:

e Direccion perpendicularauyav: wlu A wld

e Sentido: regla de la mano
derecha: si con la mano e
derecha se recorre el menor : L::'
angulo posible entre u y v, el ;
pulgar indica el sentido de w.
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Moddulo:

]| = ||| [|7]| sen ()
siendo 6 el angulo comprendidoentreu y v
Se puede ver que no es una operaciéon conmutativa porque si

cambiamos el orden de los vectores, se conservan la direccién y el
modulo del producto vectorial pero se invierte su sentido:

UXV=—(Uxu)
Ejemplo
a=(0,1,-1)
b=(0,0,3)

Hallar el vector @ x b.
Direccion: eje x

Sentido: semieje positivo de x i

Modulo:  v/2.3.sen (135°) = //</;_
V2342 =3
Entonces:

@ x b=(3,0,0)


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/Productovec2.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/Productovec2.png

1.3.2 Propiedades del producto vectorial

1

2

3

4.5x3=0, pues ||U x| =|3| || sen(0)=0
5 =0, pues sen(0°) = sen(180°) =0
6

I
ol

Siuy ¥ son vectores no nulos, podemos enunciar una condicién
necesariay suficiente de paralelismo:

4|7 © ixv=0 © 4=kV con k €R
1.3.3 Formula para calcular el producto vectorial

Dados 4 = (ug,uy,u;) Y U = (vg,vy,v,) podemos hallar una
formula para el producto vectorial expresando los vectores en
forma candnica.

Aplicando propiedades del producto vectorial y considerando los
productos entre los versores candnicos, se obtiene la siguiente

formula:

UX U= (uy v, — Uy Vy, —(Ug Uz — U V), U Vy — Uy V) [1]
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Esta formula puede expresarse en forma mas sencilla utilizando
determinantes, tema que presentaremos brevemente y luego
desarrollaremos en la proxima unidad.

Una matriz es un ordenamiento rectangular de nimeros, como
caso particular nos interesan las matrices cuadradas (igual

numero de filas y de columnas).

A= M2y matriz de 2x2 (2 filas y 2 columnas)
a21 Qa22

aix a2 a3
A= |ay ay ag3 | matriz de 3x3 (3 filas y 3 columnas)

az1 Gz2 Qs

A cada matriz cuadrada puede asignarsele un nimero real que
llamaremos su determinante y designaremos como det (A) o |A|.

Para matrices de 2 x 2 y de 3 x 3 el determinante se calcula
como sigue:

aigr ag
A= = (Al =aqi1.a - ai1z.0a21
A1 Qapy | | 11 22
ailr ai2 Qi3

Q21 Q22
asy as2

Qg2 Q23

— ‘A‘ = a1
azz2 as33
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Podemos expresar la formula [1] utilizando determinantes como
sigue:

S Uy Uy | v Uy Uy| v Up Uyl ¥
uxv=\|"Y Fli—1"" Flg+|" Yk

Vy U, Vy U, Vg Uy

Con la notacion habitual de ternas, resulta

Uy U Uy, U U, U

— — Y z T z T Y
U X =( v, v’ |lv. v’ |v. v )

Y z T z T Y

Veamos cémo utilizar esta regla practica para calcular un
producto vectorial:

i = (1,2,3)
— (0,2,5)
i ‘; ]; 2 1 1 2
ixi=1 2 3:(‘2 g’“o g’ ‘)—4 ~5,2)
0 2 5

Comprobemos que el vector obtenido es ortogonal au y a v:
(4,-5,2).(1,2,3) =0

(4,-5,2).(0,2,5) =0
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Te invitamos a que escribas los vectores del ejercicio anterior en
el siguiente applet:

A
R o]
w= (A ] 4] 25 ]
v=(AL ] 25 ] &3]
i j k
uxv=1 -2 1
1 2 -2
vaﬁlz 11]i4d1 1 ‘j*11 -2 | k=(234)
2 -2 1 -2 1 2

Objeto interactivo disefiado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian

1.3.4 Interpretacion geométrica del moédulo del
producto vectorial

Consideremos los siguientes vectores y calculemos el médulo del
producto vectorial.

i=(1,2,3), 7=(0,2,5)
uxv=(4,-5,2)
1% x 3| = V45 = 3.4/5

:Qué representa este numero 3v/5?
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Dibujemos cualquier par de vectores 4 y v y hagamos el
paralelogramo determinado entre ellos:

Area del paralelogramo = ||i||.h
h _

sen (6) = Gl = h = ||9||sen (0)
U

Area del paralelogramo = ||i| ||3]| sen () =
Conclusién: Dados dos vectores no paralelos, el médulo de su

producto vectorial representa el area del paralelogramo
determinado por dichos vectores.
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Ejemplo

Dados A(1,3,1), B(2,-3,5) y C(0,2,1) calcular el area del
AABC.

Podemos pensar al area del triangulo como la mitad del area del
paralelogramo:

Area del tridngulo = %H@ X ﬁ“
AB — (1,6, 4)

AC = (~1,-1,0)

AB x AC = (4,4, -7)
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|AB x AC|| = v/16 + 16 + 49 = +/81 = 9

, 1
Area del triangulo = 5.9 =4,5

[ 7||
Sean los vectores: o

- A A
u=(glt | 502 |

v=( 41 | 32 | ¢|2 ‘

uxvﬁZ 1 ‘i—l i j+|1 -2 ‘k=(2.3.4)
2 -2 1 -2 1 2

luxv|=4/2%43%+4% = /29 =5,39

érea (OABC) = | uxv|=4/29 =5,39u. a.

Objeto interactivo disefado por Elena Esperanza Alvarez Saizy M? José Garcia
Cebrian

44



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/interactivos/rectasyplanos/areaparalelogramo.html

Proponemos la siguiente ejercitacion a manera de repaso del
tema visto.

v

*  Ejercicios resueltos Elige otro ejercicio; | Propiedades |

Calcula los productos vectoriales u x (v x w) y (u x v) x w siendo:
u=(42-2) v=(3.0-2 w=(20:-1)
Como
i j k
vxw= 3 0 -2 |=(0,7,0)
2 0+l
i j k
ux(vxw)=| 4 2 -2 | =(14,0,28)
07 0
Por otro lado =
i j k
uxv=4 2 -2 |=(-42:6) —
3 0-2
i j ok
(uxv)xw=/-4 2 -6 |=(-2,84)
-2 0-1

Objeto interactivo disefado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian
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1.3.5 Producto mixto

Definicién

Dados tres vectores 4, ¥, w € R3, se denomina producto mixto al
nimero real que se obtiene multiplicando 4. (¥ x w).

Para obtener el producto mixto, se calcula primero el producto
vectorial y luego el escalar.

Dejamos como ejercicio para el lector, demostrar que:
U. (U x W) = (4 X ¥).w

Veamos un ejemplo:

i 7k
Txw=1|0 2 5|=(4,0,0)
0 0 2

i (5 xw) = (1,2,3) (4,0, 0) =4
Ahora hagamos al revés:

(U X ¥).w
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= (4, —5, 2)

|

X

Ql

I
O~ S
N DN So.¢
Ul W R«

(@ x B).0 = (4, -5,2).(0,0,2) = 4

Existe otro procedimiento para calcular el producto mixto a
través de un determinante de 3x3.

Dados u = (ula Uz, ’11,3), V= (Ula ’U2,’l)3), W = (w17 w2, w3)7
el producto mixto es:

i (¥ x ©) = uy

Calculemos con este método el producto mixto entre:

i=(1,2,3), 4 = (0,2,5), @ = (0,0,2)

3
i (5 x @) = 5| = 4
2

SO =
S NN

:Qué significado tiene para la Geometria este nimero que hemos
obtenido con el producto mixto?
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1.3.6 Interpretacion geométrica del producto
mixto

Consideremos 3 vectores de R® vy construyamos un
paralelepipedo (cuerpo cuyas seis caras son paralelogramos):

Volumen del paralelepipedo = drea de la base . Altura
A= i x
h = |cos (0)] |[w]]
siendo 6 el angulo entre (4 x ¥) y .

Observacién: cos () podria ser negativo, por eso tomamos su
valor absoluto para el calculo de la altura.

Entonces:

V=l x| [[o] [cos(8)]  [1]

48


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/producto-mixto.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/producto-mixto.png

Por otra parte:
(u x ) .w = ||[d X ¥|| ||6]|| cos(dng(ux v, @)) =
= || x 9| ||w] cos(6) [2]

De[1]y [2] resulta:

—_ ‘

Volumen del paralelepipedo = | (4 X 9).w

Retomando el ejemplo con los vectores 4 = (1,2, 3),

v =(0,2,5), w = (0,0,2); de acuerdo al valor del producto
mixto obtenido, el volumen del paralelepipedo determinado por
los tres vectores esigual a 4.

A
[u,v,wl=u:* (vxw)= E

u:(=_2|:"1 .r:d ]
w= (3252 [ %9 ] 2 20

Volumen de un paralelepipedo i

El producto mixto representa, en valor absoluto,
el volumen del paralelepfpedo gue tiene por lados
los vectores u, vy w.

En efecto, el volumen del paralelepipedo es:
V =Area,,.- h
Teniendo en cuenta que
Areag, .= |V xw| h=|ulcosa

siendo a el angulo que forman u y v xw, se
concluye

V=|vew]||u|cosa=[u,v,w]

Objeto interactivo disefiado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian
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1.3.7 Coplanaridad

Consideremos los vectores 4 = (1,0, 3),v = (0,0, 2),
w = (3,0,4). Te proponemos que verifiques que el producto
mixto da cero.

Si el producto mixto es cero, el volumen es O, o sea que no se
forma el paralelepipedo.

Veamos una grafica de estos tres vectores:

Observamos que los tres vectores estan en el plano y = 0, es
decir que son coplanares.
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Tres vectores 4, U, W de R?® se denominan coplanares si

considerados con un origen comun, sus direcciones quedan
incluidas en un mismo plano.

El producto mixto nos permite enunciar una condicién de
coplanaridad:

U, U, w soncoplanares < (u x ¥).w =0

Tres vectores coplanares Tres vectores no coplanares

(@ x#).w=0 (TXT)W=0

Lo gque hemos desarrollado hasta aqui sobre vectores resulta una
herramienta potente para el estudio de la geometria de rectas y
planos en ]R3, como veremos a continuacion.
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1.4 Ecuaciones del plano

1.4.1 Deduccion de la ecuacion general del plano

Dada una direccion en R3,

existen infinitos planos

perpendiculares a la misma. Si

conocemos ademas un punto S
del plano, éste queda

determinado de forma Unica.

Nos proponemos hallar la ecuacion del plano 7 que pasa por
Py (x0,Y0,20) Y es perpendicular al vector 7 = (a,b,c). El
vector 72 se denomina vector normal del plano.

¢Qué condicidn debe cumplir un punto P (z, y, z) para estar en el

. —
plano 7? Si armamos el vector P, P , éste debe ser paralelo al
plano, o sea perpendicular al vector normal del plano:

P(z,y,z) em < Poﬁj_ﬁ & Poﬁ.ﬁ:O
(CC—ZB(), Y — Yo, Z—Zo)-(a,b,C):O

0

a(z—xo)+b(y—1yo)+c(z— 2)

ar + by + cz + (—axg — byy — czp) =0

d
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Ecuacion general o implicita del plano

ar+by+cz+d=0

ESTOJESIIMEORTANTE

1.4.2 Ecuaciéon segmentariadel plano
Dada la ecuacién general de un plano:

m: axr+by+cz+d=0

Si a,b,c,d son distintos de cero, es posible obtener otra

ecuacion del plano como sigue:
ar +by+cz=—d

aerb +c _1
—qdt T g T Tgc T
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i z
T —1

s S S
a b c

: d d d
Sillamamosp = ——, ¢ = — T= o
a c

Resulta:

Ecuaciéon segmentaria del plano

i z
24 ¥ 2
P Tr

K

Veamos quéindican p, q,y r:
;Cual es lainterseccion del plano con el eje x?
y=0,2=0 =z =p = Elplanocortaalejexzen(p,0,0).
:Cudl es lainterseccién con el eje y?
(0,4,0)
;Y conelejez?
(0,0,7)

Podemos observar que p, g y r indican las intersecciones con los
ejes.
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Ejemplo
22 —3y+2—-6=0

2 -3y +2=26

— — — 4+ -=-=1
6 6 6
T Yy z
c_ 2427
3 2+6

Esta ecuacion parece segmentaria pero no lo es por el signo
negativo. La reescribimos asi:

T z ., .
— 4+ —+==1 FEcuacion segmentaria

La ecuacidn segmentaria es practica para graficar un plano
porque muestra los tres puntos de corte con los ejes:
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1.4.3 Ecuacion vectorial paramétrica del plano

Dados dos vectores 4 = (uy,us,us3) y v = (v1, v2, v3) ho
paralelos y un punto Py (zg, Yo, 20), nos proponemos hallar la
ecuacion del plano 7 que pasa por Py y es paraleloauy v.

:Como podemos obtener un vector perpendicular al plano
conociendo dos vectores paralelos a dicho plano?

n=1uxuv

Teniendo 12 y el punto Py, podemos hallar la ecuacion implicita o
general del plano ™ como habiamos visto previamente.

Obtendremos a continuacién otro tipo de ecuacion del plano,
cuya deduccidn se basa en el concepto de combinacion lineal de
vectores.

Si P(z,y,z) es un punto cualquiera del plano 7, los vectores

Poﬁ, u y U soncoplanares

56


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/Ecuacionesd10.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/Ecuacionesd10.png

Entonces
da,8 € R | Poﬁ:aﬁ—l—ﬁﬁ

—
Esto significa que el vector PyP puede expresarse como
combinacion lineal de 4 y U, como se muestra en la figura:

(iI) — 20, Y —Yo,z — ZO) = Q. (u1)u27u3) + /8 (v17v2’v3)
Por lo tanto:

(fL',y, Z) - (w())y()a ZO) + o (u17u27u3) + ﬂ (’1)1,1}2,’03),
con o, €R
O en notacion vectorial:

Ecuacién vectorial paramétrica del plano

——
(z,y,2) = OPy + a.u + B.U

57


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/Ecuacionesd11.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/Ecuacionesd11.png

Ejemplo
Armar la ecuacion vectorial paramétrica del plano paralelo a
u=(3,-1,5) y v=(7,3,2) que pasa por el punto
PO (07 _]-7 8) .

De acuerdo con lo que hemos visto, tenemos toda la
informacion para escribir la ecuacién vectorial paramétrica:

(m,y,z) - (0,—1,8)—|—Oé(3,—1,5)—|—5(7,3,2); (X,ﬁER

Nota: Paracadaa y 8 € R se obtiene un punto del plano. Por
egjemplo si a=1y [B=-—1 se obtiene el punto
(z,y,2) = (—4, =5, 11).

Busquemos ahora la ecuacion general de este plano.
n=uxv=(3,-1,5) x (7,3,2) = (—17, 29,16)
Luego: —17z + 29y + 162 +d =0
Reemplazamos P, para obtener d:
—17.0+29.(-1)+16.8+d=0= d= —99
Luego: —17x 4+ 29y + 162 —99 =0

gue es la ecuacion general o implicita del plano.
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14.4 De la ecuacion general a la ecuacion
vectorial paramétrica

Dada la ecuacién general de un plano, ;como puede obtenerse
una ecuacion vectorial paramétrica de dicho plano?

Consideremos el siguiente ejemplo:
w: 2x—y+32+9=0
Podemos despejar cualquiera de las variables, por ejemplo y:
y=2xr+32+9

Entonces:
w: (z,9,2)=(z, 2z +32+9, 2)

Reescribimos como suma de tres vectores, de forma tal que uno
de ellos tenga los términos con x, otro los términos con z y otro

los términos independientes:
(x,y,2) = (z,2z,0) + (0,32, 2) + (0,9,0)
(z,y,2) =2 (1,2,0) + 2(0,3,1) + (0,9,0) , con z,z € R
Sillamamos ¢ = «a, z = 3, resulta:

w: (z,9,2) =(0,9,0) +«(1,2,0)+8(0,3,1), cona,B € R
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Obtuvimos asi una ecuacion vectorial paramétrica del plano w.
El lector puede comprobar que:

i) losvectoresi = (1,2,0) y ¥ = (0,3,1) son perpendiculares
an=(2,—1,3), oseaque son paralelos al plano;

i) P (0,9,0) € w.

0

\

Ecuacién vectorial del plano. (Applet de Geogebra de elaboracién
propia.)
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Interactivo que permite visualizar la deduccién de la pagina 52:

[ 7l|
e Ecuacion del plano que pasa por el punto P,y tiene a n como vector normal: [m]
1 T m— o1 W e
Py (-2 |52 |51 ] n(y2 | w3 %2 )

Punto: P,(-1,-2,1)
Vector: n=(-2,3,2)

e Ecuacién normal:

m2(x+1)+3(y+2)+2(z-1)=0

Operando resulta:

7 -2x+3y+22+2=0

Objeto interactivo disefado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian

Para practicar:

% Ejercicio
Dado el plano: (x, vy, z) =(-2,-2,0)+ s5(1,4,0)+ t(-4,1,-2) calcula su ecuacion general

LIl Jy+[Jz+[ =0 O

introduce en los recuadros los coeficientes con su signo, sin simplificar

Objeto interactivo disefiado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian
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Ahora que ya hemos visto distintas ecuaciones de planos,
podemos detenernos en el caso particular de los que contienen a

los ejes coordenados, estudiemos estos casos:

eje OX 4

Para escribir las ecuaciones de los ejes cartesianas OX, OY y OZ basta tener en cuenta que pasarJ

el origen de coordenadas y que sus vectores directores son respectivamente i =(1.0,0).jJ=(0.1,0) v
k =(0,0,1). Analogamente la ecuacion general de |os planos coordenados XOY, XOZ e YOZ se calculi
considerando que 1, jy kson los respectivos vectares normales y gue tambien pasan por el origen.

| plano YOZ

B2

x=0

| plano X0z |

x=0
y=X ) =g
z=0

l_EJE oz | | plano XOY
x=0
v=0 z=0
Z=A

Cebrian

Para practicar:

Objeto interactivo diseado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia

e Ejercicio

b

Elige la respuesta correcla

[]

]

El plano de ecuacion3y+4z-12= 0 corta solo a dos de los tres ejes coordenados, ¢a cuales?

Cebrian
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1.5 Angulosy distancias

1.5.1 Angulo entre dos planos

Seanlos planos 71 : a1z + by +ciz+di =0y
Y - a2:z:—|—b2y—|—cQz—|—d2 = 0.

Dichos planos forman dos angulos suplementarios, como muestra
la figura:

El angulo entre dos planos es el angulo entre sus respectivos
vectores normales:
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. , — —
ang (771,7T2) = ang (ni,n3)

Si llamamos € a dicho angulo

resulta: @‘f

ni.ns

os(0) =

I3

Segun el sentido de Ff Y ﬁ% , se obtendra alguno de los dos

angulos suplementarios. Convenimos en tomar el menor de estos
angulos, por lo cual agregamos médulo en la férmula anterior:

|
os (0) =
Inill|[m3]
Angulo entre dos planos
"I’Ll ?12‘ T
0<60<
IananH 2

Ejemplo

Dados los planos:
m: z—y+2=0

T2 (w,y,z) :a(1a273)+/8(0a171)

Calcular ang (7, m3).
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El plano 7y esta dado en forma vectorial paramétrica, para hallar
el angulo pedido necesitamos ﬁg :

ns = (1,2,3) x (0,1,1) = (-1, —1,1)

Esto quiere decir queﬁl> 1 n3, entonces el anguloes 8 = 90°.

La definicion de angulo entre planos nos permite enunciar
condiciones de perpendicularidad y de paralelismo entre planos.

1.5.2 Planos perpendiculares y planos paralelos

Sean m; y e planos de vectores normales n_f y ﬁ%
respectivamente:

Planos perpendiculares: m; L m < ni.ng =

Planos paralelos:
T ||7T2 <~ m}HEQ) & ni=kng, kER

Consideremos por ejemplo:

m: 20—3y+z+1=0 i =(2,-3,1)
Ty: 4z —6y+22+5=0 ng = (4,-6,2)
my: dr—6y+22+2=0 n3 = (4,-6,2)
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Comoﬁz> =2 ﬁf, podemos afirmar que 1 y 79 son paralelos.

Andlogamente, como ﬁg) = 2 ﬁf, los planos 71 y 73 también son

paralelos. Pero ademas se verifica que d3 = 2 dy, por lo cual 1 y
73 son coincidentes, o sea m; = 3.

A
Angulo de dos planos E

T, :—l x+:{} y+:|1 lz +

Hallar el angulo entre los planos:
'y - Y
R w2 X+yl v+gl |2+

El &ngulo entre dos planos es el que forman E
sus vectores normales (o su suplementario).

¢ Vector normal de m;: n,= (-1, 0, 1) /
Ingl =4/ (1)%0%1% =4/2
e Vector normal de m,. ny= (-2, 2, 1) ;
Ing = 1/ (2)+2%+1° =4/9 = 3 ——
n,'n,=-1-(-2)+0-2+1-1=3 _
B V2

/
v2a 2

COsSax =

2
x = arc cos

=45°

Objeto interactivo disefado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian
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1.5.3 Distancia de un punto a un plano

Dados un plano 7: ar+by+cz+d=0 y un punto
A (xza,ya,24),n0s proponemos calcular la distanciade A a .

J.#i

i

,
y
:
1
*
o
--"

La distancia de A a 7 es la longitud del segmento, siendo la
proyeccion ortogonal (perpendicular) de A sobre .
Consideremos un punto cualquiera P (z, y, z) perteneciente a .

AA = prog, (PA)

Entonces dist (A,7r)=||proy}ﬁ(ﬁ)|] siendo P un punto

cualquiera del plano.
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Veamos un ejemplo, dados:
m: x+2y+32+1=0
A(0,2,1)
Calcular dist (A, )

Recordemos que la norma de la proyeccion de un vector en la
direccién de otro se calcula asi:

Al

’P 7

I72]

[prog,; (PA)| =

Tomemos un punto cualquiera del plano, por ejemplo
P (—1,0,0) . Entonces

_1(1,2,1).(1,2,3)] 8

1Al V12122143 414

A continuacion deduciremos una formula que permite calcular en
forma muy sencilla la distancia de un punto a un plano.
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Sean:
m: ar+by+cz+d=0

A (an Ya, ZA)

Habiamos visto que:

d (A, ) = |proy, (ﬁ)” siendo P (z,y,z) €7

PA= (x4 —z,ya —Y,24 — 2)
n = (a,b,c)

Entonces:

o (P | — [PAT _ la(wa— ) +blys —y) + (24— 2)

b d
[prog, (PA) ||= 1424t byat czat
Va2 + b+ ¢?

Concluimos que:

Distancia de punto a plano

_|laza+bys+cza+d|

dist (A, ) N RN
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Retomemos el ejemplo que habiamos desarrollado:
m: z+2y+32+1=0
A(0,2,1)

De acuerdo con la férmula demostrada, la distancia es:

, 0+4+3+1] 8
dist (A, ) = e rie Vil

Tal como habiamos calculado antes pero... jmas facil!

) ) [ 7l|
Distancia de un punto a un plano o
Agl] 4l A2 )
Halla la distancia del punto A al plano =
x::~l‘x+::2 y+:‘l z+ 53 I:O

eA(-1,1,2)
em-X+2y+ z2+3=0

Aplicamos la formula:

-
ax,+by+cy,+d /
d(A‘H)_I tbytey,+d|

\/a2+b;+n:2 D S -_

|-(-1)+2-1+2+3] _ 8 _4\/5

\/(_1}2 T \/E T3

d(A. mr) =

Objeto interactivo disefiado por Elena Esperanza Alvarez Saizy M? José Garcia
Cebrian
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1.5.4 Distanciaentre planos paralelos

Dados dos planos m; y w9 paralelos, ;como podemos hallar la
distancia entre ambos?

Consideremos los siguientes planos paralelos:
m:2x—3y+2+1=0, m: 4z —-6y+224+5=0

Todos los puntos de 7 estan a la misma distancia de w5, por lo tanto

podemos elegir un punto cualquiera de 7 y calcular su distancia a

7. Por ejemplo: P; (0,0, —1)

Aplicamos la formula de distancia de un punto a un plano:

4.0 — 6.0 + 2. (—1) + 5 3
Va2 + (-6 422 V6

Observacion: Si los planos no son paralelos, la distancia entre ambos
es 0.

d(71'1,7'('2) = d(P1,7T2) =

7

Halla la distancia entre los planos:

+ Z+

T, 1
1

=3}
]
o] [=]

4r 4>
©
m

2 K+ :2
2 K+ :2

4 4p
4pr 4

+ £+

b

Ty

w:-2x+2y+ 2+ 6= 0 i
ft,: -2x+2y+ - 9=0 /
Aplicamos la férmula:

| 6+9| _ 15 _ n,

_.=5
V2t /9

d(m; ) =

Objeto interactivo disefiado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian
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1.6 Hazdeplanos

Sean 7r; y 9 dos planos no paralelos:
m: a1 x+biy+crz+d =0
To: G+ boy—+coz+dos=0

La interseccién de dos planos no paralelos es una recta. Se
denomina haz de planos al conjunto de planos que pasan por
dicha recta. Uno podria imaginarse al haz de planos como si
fueranlas hojas de un libro abierto:

72


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/haz_de_planos.gif
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/haz_de_planos.gif

Haz de planos que pasanpor larecta r = m Ny

Puede demostrarse que la ecuacién del haz de planos que pasan
por larecta deinterseccionentre m; y my eslasiguiente:

ki (a1 + b1y + 12 + di) + kg (aez + bay + coz +dy) = 0
con ki,ke €R

Para cada par de valores de k1 y ko se obtiene un plano que pasa
por larectar.

Si ki =0y ks # 0, seobtiene laecuacién del plano .
Si ko =0y ki # 0, seobtiene laecuacién del plano ;.

Si suponemos que alguna de las constantes es diferente de cero,
por ejemplo k1 # 0, podemos dividir la ecuacién del haz por k;:

k k
k—l (a1z + by + 1z +dy) + k—z (agz + bay + c2z +d3) =0
1 1

Y renombrando Z—j = k queda:

(a1x + by +c1z+dy) + k (asx + boy + coz +dz) =0

Esta expresion se llama "ecuacion del haz reducido”. ;De donde
proviene el nombre de «reducido»?
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Falta 9 porque w9 se corresponde con k1 = 0. Por lo tanto, en
el haz reducido estan todos los planos que pasan por r = m; N 7
excepto ms.

Ejemplo
Dados los planos:
m:x+2y+32+1=0
me: 3r—dy+2+10=0

Encontrar la ecuacién de un plano que pase por la recta de
interseccionentrem; ym, yque:

a) Sea paralelo al eje x
b) Sea perpendicular al planoz +y + 2z = 0

Se pide encontrar un plano que pase por la recta de
interseccion entre m; y my, entonces podemos armar el haz

de planos que pasa por dicha recta:
alz+2y+32+1)+ Bz —5y+2+10) =0

a) Para que el plano sea paralelo al eje  su vector normal
debe ser 71 = (0, b, c). O sea, el plano debe ser de la forma:

by +cz+d=0.
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Reescribimos el haz como sigue:

(a+3B)r+ (2a —58)y+ (B3a+ B)z+ (a+108) =0
53,/—/ T N ‘Cr / N X j

Paraqueseaparaleloalejex, a4+ 38 =0 = a= -30
Reemplazando:
—118y — 8Bz + 78 =0
B(—1ly—8z+T7)=0
mg: —1ly —82+4+7=0

b) Ahora queremos un plano del haz que sea perpendicular al
plano x + y + z = 0. Dos planos son perpendiculares si sus

vectores normales son perpendiculares.
Luego:
(1,1,1) (a + 38, 2a — 58, 3a+ 8) =0
6a— =0

B = 6
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Reemplazando:

19ax — 28ay + 9az + 61la =0
a(19z — 28y + 9z +61) =0

192 — 28y 4+ 92 + 61 =0

Para practicar:

L

A A A Al ] _

Hallar el plano que contiene alarectar ! va ’("'v}”' vz es v =
. A A A A _

i orgialyegle Jeogl =0

y pasa por el punto P [“,m :’l_‘:m)

Buscamas un plano de la forma:

3x%-2y-3z+ 5+ A(2x- y+2z+ 4)=0
y que pase por el punto P(-1,1,-2).por lo que
debe cumplir su ecuacion:
3-(-1)-2:1-3-(-2)+ 5+ A(2-(-1)-14+2-(-2)+ 4)= 0
Calculamos el valor de A:

6-34=0 = i=2

Con lo que el plano es:
Tx-4y+z+ 13=0

Objeto interactivo disefado por Elena Esperanza Alvarez Saizy M? José Garcia
Cebrian
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1.7 RectaenR?

1.7.1 Ecuacionesde larectaenR?
Sabemos que una recta en R? puede expresarse por la ecuacion:
y=ax+b

Pero ;qué representa esta ecuacion en R3? En R3 es un plano
paralelo al eje z,y en R? es una recta:

y=x+1len RB? y=x+1lenR?

Para definir un plano es suficiente conocer un vector
perpendicular al plano y un punto del mismo. ;Qué datos
permiten definir una recta en R3?
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Para definir en forma vectorial una recta en ]R3, es suficiente

conocer un punto de la recta y un vector director que indique la
direccion de la misma, o sea un vector paralelo a la recta.

1.7.2 Ecuacion vectorial de larecta

Dados un vector ¥ = (v1,v2,v3) y un punto Py (x, Yo, 20), NOS
proponemos hallar la ecuacién de la recta r que pasa por el punto
P,y es paralela al vector v.

Consideremos un punto P (z,y, z) perteneciente a la recta 7. El

— .
vector Py P resultara paralelo al vector director v:

— B
PyP = av

(90 —L0yY — Yo,z — Zo) = (U17’02,v3)

78


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/RectaenR3directorpaso.gif
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/RectaenR3directorpaso.gif

Ecuacion vectorial de larecta

(w,y,z) - (wﬂayOazO) + Oé(’Ul,’Uz,’Ug), acR

Ejemplo

Hallar la ecuaciéon vectorial de la recta que pasa por los
puntos M (3,2,1)y S (—1,1,0).

Tenemos como datos dos puntos de la recta, entonces los

vectores M§ y SM son paralelos a dicha recta. Elegimos uno
de ellos como vector director:

5= MS = (—4,-1,-1)

Podemos tomar cualquiera de los dos puntos dados coémo
punto de paso, por ejemplo M. Entonces la ecuacién es:

(z,y,2) =(3,2,1) + a(—4,-1,-1), a€R
(ecuacion vectorial de la recta MS)

Para cada valor de a € R, se obtiene un punto de la recta. Por
ejemplo, sia = —1 se obtiene el punto P; (7, 3,2) € r.

:(5,-3,1) €r?
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Veamos si existe algun valor de a que verifiqgue esta ecuacién
vectorial:

(5,-3,1) = (3,2,1) + a (-4, -1, —1)

3—4a =5
2—a=-3
l—-a=1

Este sistema es incompatible, asi que el punto no pertenece a
larecta.

:Para qué valor de a se obtiene el punto S?

1.7.3 Ecuaciones paramétricas de larecta
Hemos visto que la ecuacion vectorial de una recta es:

(z,9,2) = (%o, Yo, 20) + @ (v1,V2,v3)
Por igualdad de vectores:

r =Xy + v

Yy=% +tavz, aclk
Z =2y + o vs

Estas son las ecuaciones cartesianas paramétricas de la recta.
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1.7.4 Ecuaciones simétricas de larecta
Si v1, v9,v3 sondistintos de cero, entonces:

w - wo y - yo Z - Zo
o= , o= , o=
U1 U2 U3

Igualando, resulta:

Ecuaciones simétricas de larecta

L — oo Y—%Y 2 — Zo

U1 (%) U3

Ejemplo

Consideremos la ecuacioén vectorial de larecta MS:
(z,y,2) = (3,2,1) + a(—4,-1,-1), a€R

:Cémo podemos obtener las ecuaciones paramétricas de la recta?
Simplemente por igualdad de vectores escribimos:

r=3— 4«
y=2—-a, g€eR
z=1—«

Ecuaciones paramétricas de larecta MS
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Para obtener las ecuaciones simétricas, despejamos el parametro
e igualamos:

r—3

1 y — 2 = z — 1, ecuaciones simétricas de la recta MS.

Revision:

A
Una recta en el espacio queda determinada conociendo un punto P, Yy unvector no nulo, v, E
llamado vector director de la recta. Los puntos P de la recta que pasa por P, (X,.Y,.Z,) ¥ tiene
por vector director v = (v ,v.,v,;), cumplen la relacion vectorial P,P=fv con t€IR, y como
OP = 0P, + P,P podemos escribir OP=0P,  +tv.

Sien la expresion OP = OP,, + { v se hace variar ¢, el punto P recotrerd todos los puntos de la recta,
es la ecuacion vectorial de la recta; « .

(X ¥.2) = (XoYnZo) + g2 |- (Vi VaVa)
donde (x, ¥, Z), (X;¥q.2,), (V4.V,,V5) SON respectivamente las componentes de los vectores OP,

OP,yv.
Pulsa para ver olras formas de (3 ecuacion de la recla otras formas

Objeto interactivo disefiado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian

82


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/interactivos/rectasyplanos/rectas0.html

Ecuacion de la recta que pasa por los puntos:

Al | A Al | Al | & A
P('l_l !"2 ..""l ._) Q{'is .".l .."_1.)

Punto: P (-1,2,1)
Vector: PQ =(4,-1,-2)
e Ecuacion vectorial:
(X, ¥, 2)=(-1,2,1) +t(4,-1,-2)
s Ecuaciones paramétricas:
X=-1+41
y=2-t
z=1-2t
e Ecuacion continua:

Objeto interactivo diseado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia

Cebrian

1.7.5 Recta definida como interseccion de dos

planos

Dos planos no paralelos

miax+biy+ciz+di =0
Tyt @ + boy + coz +dy =0
determinan al cortarse una
recta en R3 que queda

expresada por el sistema de
ecuaciones lineales:

a1x +biy+ciz+dy =0
{a2w+b2y+czz+d2 =0
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ESTOIESIIMEORTANTE

, - - -
¥+ Ejercicio

x+32z- 2=0
Completa la ecuacion vectorial de la recta determinada por los planos {y 2-3=0

xy2)=(_J[_J. o+ J[_ L[ D O

Luego de ingresar el Gltimo ndmero, cliguea Enter.

comprobar

Objeto interactivo diseAado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian
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1.8 Rectay plano: interseccionesy angulos

1.8.1 Interseccion entre rectay plano

:Qué casos pueden presentarse en la interseccién entre una recta
y un plano?

Caso 1
Una recta puede ser
concurrente con un plano: .

rn = {P} /

Caso 2

Una recta puede ser paralela a
un plano: /

r||
rOmT =10

Caso 3

Una recta puede estar incluida
en un plano: ——-—
rcmw

ram=r
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Dados:
m: 2z —3y+2+1=0
r: (z,y,2) =(0,1,3) + «(1,0,1)
:Coémo se busca la interseccién entre larectay el plano?

Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta y las
reemplazamos en la ecuacién del plano:

T =
y=1
z=34+«
1
20-314+B+a)+1=0 = a=-g

Reemplazando el valor del parametro o en las ecuaciones de la
recta, obtenemos el punto de interseccion:

Tlﬂﬂ-:{(_%alag)}
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Busquemos ahora la intersecciéon del mismo plano 7 con la recta
re: (z,y,2) = (0,0,—1) + A (3,2,0)

Escribimos las ecuaciones paramétricas:

r = 3\
y =2\
z=—1

Reemplazamos en la ecuacion del plano
230 —-3(2\)—14+1=0= 0=0 VX

Queda una expresion que es verdadera para todo . Esto significa

gue todo punto de la recta verifica la ecuacion del plano. En este
caso podemos afirmar que la recta esta incluida en el plano, por lo
tanto:ro NT =17y .
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Considerando el mismo plano 7, hallemos la interseccion con la
recta

rs: (z,y,2) = (5,0,0) +¢(0,1,3)

Reiterando el procedimiento, resulta:

=295
y=t
z =3t

10—-3t+3t+1=0 = 11 =0 absurdo

Este absurdo nos indica que la recta y el plano no tienen ningun
punto en comun, o sea que la recta es paralela al plano y por lo
tanto:r N =0

\

™
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En resumen:

Para hallar la interseccién entre un plano y una recta, se
reemplazan las ecuaciones paramétricas de la recta en la
ecuacion del plano.

Pueden presentarse tres casos:

i) Es posible despejar el valor del parametro, entonces
reemplazando este valor en las ecuaciones de la recta se obtiene
el punto de interseccion. En este caso:

rNm={P}
iN0=0=rCr=rNr=r
ii)0 =k (con k #0) = Absurdo=r||r=rNn=10

1.8.2 Paralelismo entrerectay plano

;Existe una manera de anticipar si una recta es paralela a un plano
sin buscar la intersecciéon?

Una vez mas, los vectores resultaran una herramienta potente
parala geometria de rectas y planos.
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Observemos la siguiente figura:

1

:Coémo deben ser el vector normal del plano y el vector director
delarectaparaquer || 7?

rilme Jdln & d.n=0

:Qué ocurre si larecta esta incluida en el plano?

o

En este caso también se verifica que el vector director de la recta
es perpendicular al normal del plano. Pero a diferencia del caso
anterior, todos los puntos de la recta estan en el plano. Esto nos
permite afirmar que:
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- @{ﬁj_ﬁ
rcCmw
P cm

Ejemplo

Dadoselplanom: ¢ +y — 2z —3 = 0ylarecta
r:(z,y,2) =(1,0,0) + ¢ (0,2,2), comprobar que la recta
es paralela al plano. ;Esta incluida en el plano?

Si la recta es paralela al plano entonces su vector director v
debe ser perpendicular al vector normal del plano 7. Luego
n.v debe ser cero:

(1,1,-1)(0,2,2) =2 -2 =0

Para saber si la recta esta incluida en el plano veamos si el
punto (1, 0, 0) satisface la ecuacion del plano 7r:

14+0-0—-3=0= —2=0 Absurdo

Como el punto no satisface la ecuacién podemos concluir que
r no estaincluidaen .

Ejercicio parael lector

Sea m el plano paralelo al eje y que pasa por (1,1,1) y
(1,2,3),
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y sealarecta
x—y=20
{ac—i—kz =2

Hallar, si es posible, el valor de k para que la recta r sea
paralelaar.
Si existe k, analizarsir C .

Respuesta: k£ = 0 ylarectano pertenece al plano.

1.8.3 Perpendicularidad entre rectay plano

Asi como encontramos una condiciéon vectorial para el
paralelismo entre una recta y un plano, nos preguntamos si
existira una condicién para la perpendicularidad. Observemos la
siguiente figura:

=l
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:Como deben ser el vector normal del plano y el vector director
delarectaparaquer L 7?

rlw & 9| n<e v=Ekn

Ejemplo

Dadoel planom: z —3y + 2+ 1 = 0, hallar la ecuacion de
la recta perpendicular a w que pasa por A (1,0, 3).

Como la recta es perpendicular al plano ™ entonces su vector

director es paralelo al vector normal del plano. Podemos
tomar:

7= (1,-3,1)

Ya tenemos el vector director y un punto de paso, luego la
ecuacion vectorial es:

r:(x,y,2) =(1,0,3) +A(1,-3,1), AeR
Ejercicio parael lector

Dado el haz de planos x +y —z+ 2+ k(z —y + 2) = 0,

analizar si existe algun plano del haz que sea perpendicular a
larecta
r—1=0

r:{y—z:O
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Parareforzary practicar:

[ 7||
Dados larecta 1. (x, ¥, z) = (%, ¥,2y) =t (v,,v,v) yelplano o0 Ax+By+Cz+D=0 [m]

F

Sefecciona la posicion v

Elvector director de larectaes v=(v,v..v;) ¥ n=(A, B, C)es el vector normal del plano.
Basta observar el producto escalar de estos dos vectores: n-v=Ay, +Bv_ + Cv,

Si este producto escalar es 0 guiere decir gue ny v son perpendiculares, v es también un vector
director del plano. luego la recta v el plano o bien son paralelos o bien la recta esta contenida en
el plano. En caso contrario, si el producto escalar no es 0, |a recta cortara al plano.

[ 7I|
¢Cual es la posicion relativa de la recta r y el plano n? [m]

; =Rl | A A Al Al A
reoy =g |t |80 D regrl g b3k )

1 —1 [
m g+ g0 b+ g2 B+ gis =0

e ‘ectordirectorder: u=(-1,11)
o ‘ectornormal de m: n=(-1,0,2)

u-n=1(-1)+1-0+1-2=3#0
luego la recta y el plano se cortan en un punto
Un punta genérico de |a recta es:
P(3-1,1+1.1)
sustituyendo en |la ecuacion del plano:
13- 1) + 0-(1+ 1) + 2-(1) + 3=0
y despejando se obtiene t=0

Por tanto el punto de corte es:
P(2,1,0)

Objetos interactivos disefiados por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M. J. Garcia
Cebrian
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1.8.4 Angulo entre rectay plano

Consideremos el siguiente esquema:

Sea r una recta no paralela ni perpendicular a un plano 7. Sea la
proyeccion ortogonal de r sobre . Se define como angulo entre
ry mal angulo agudo que formanry r’.

:Coémo podemos hallar dicho angulo? Veamos la siguiente figura:
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Podemos calcular el angulo S entrev y n:

- —

v.n
<03 (8) = 15Tl

Como habiamos visto previamente, de acuerdo con las
direcciones de v y n el angulo 8 podria ser mayor de 90°

Agregamos moédulo para obtener un angulo agudo:

A
<03 (8) = 5Tl

Como a y B son complementarios se cumple la igualdad
sen(a) = cos(B), entonces:

| 9a
sen @) = 1T TwI

Por lo tanto:

Angulo entre rectay plano

.7

=), 0<a<
|5]] ||7]]

a = arcsen (

e
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Casos particulares:

e Si a = 0, entonces larecta es paralela al plano (v.1n = 0).

. U . — —
e Sia= 5 entonces la recta es perpendicular al plano (v = kn)

Ejemplo

Hallar el anguloentreelplanom: z+ 2z — 8 = 0yelejex.

Conocemos el vector normal de 7 y el vector director de la recta.
Luego aplicamos directamente la férmula:

— —
\ v-n \ (1,0,0).(1,0,1)|

i

a = arcsen | ———=— | = arcsen (
[[0][ [|=]]

1 s
a = arcsen(—) = —

N

[ 7||
Angulo de recta y plano a

Hallar el angulo formado por x 41kt 20 |y+r%2 [z+33 =0
larectary el plano n

rlxyz)=(gL |30 | 1D+ (g2 | 2 l =)
Es el complementario del farmado por un
vector director de r y un vector normal de .
o Vector direccionalder: u=(-1,2 1)
lul= V(152517 = /6
e Vectornormaldesn: n=(-10,2)
In|= 4/ (2/+042 = /5
usn=-1(-1)+2.0+1.2=3
E| 3 V%
‘.f'am\,f's = v-"é{[ T

SEN =

/o

v/ 30 —
it = arc sen— = 33°12°39
10

Objeto interactivo disefiado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian
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1.8.5 Interseccién de rectas en R3

Sabemos que dos rectas en R? o bien se cortan en un tnico punto
o bien son paralelas.

Pero en R3, ademas de estos dos casos, existen rectas que ni se
cortan ni son paralelas: son las rectas alabeadas.

Tenemos entonces tres casos en R3:

Caso 1: Rectas concurrentes
o incidentes

1 N o = {P}
Caso 2: Rectas paralelas n
/"/ ra
1 H Ty & 171 = k172 W "//_ ///
”/// " e
Las rectas paralelas podrian ser ,_,/'/

coincidentes. Para verificar si

dos rectas paralelas son

coincidentes basta con ver si un punto de una de ellas pertenece o
no a la otrarecta.
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Caso 3: Rectas alabeadas

Existe otra posicion posible
para las rectas en RS

Consideremos el siguiente
esquema en el que las rectas rq,

re Y T3 contienen a las aristas
de un cubo.

Las rectas 1 y r3 son paralelas.
En cambio r; y 79, que no son
paralelas ni concurrentes, se

denominan alabeadas.

ryrysonalabeadas < 7 ffro ATy Nry =0

ESTOJESIIMEORTANTE
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1.8.6 Plano que contiene a dos rectas

Dos rectas en R? se denominan coplanares si existe un plano que
contiene a ambas rectas.

Habiamos visto que dos rectas en R3 pueden ser concurrentes,

paralelas o alabeadas. Veamos en qué casos es posible encontrar
un plano que las contenga:

Caso 1: Rectas concurrentes

Veamos el siguiente grafico que muestra dos rectas concurrentes:

Dadas dos rectas concurrentes r1 y 79, ;cOmo podemos encontrar
el vector normal del plano?

—

171>< QZﬁ

Para completar la ecuacién del plano, tomamos un punto P de
cualquiera de las dos rectas.
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Ejercicio de aplicacion

*" Plano determinado por dos rectas secantes
X+3 _y+1l_z+2 y S.:x+3 _y-1_2-1

7 8 2 ~L 1 1

otros datos

Sean larectas

Calculamos en primer lugar el punto P en gue £ /
se cortan las dos rectas. Para ello se calcula t

0 5 en el sistema que se forma igualando cada f
coordenada en cada una de las rectas; { e

B3+1=-3-5-14t=1+s5-2+2t=1+s / s

El plano que buscamos pasa por P ytiene f 7
como vectores directares los de las rectas,
uyv. ’ —

[ ] v ] 2] e —
1

1 2 =0 — S|
1! 1 1 ' "*

Introduce las coordenadas de Py pufsa intro

Objeto interactivo disefiado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian
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Caso 2: Rectas paralelas

Veamos el siguiente grafico que muestra dos rectas paralelas y el
plano que las contiene:

=l

"z

Dadas dos rectas paralelas, existe un plano que las contiene pero
no podemos hallar el vector normal como en el caso de las rectas
concurrentes. ;Por qué?

Caso 3: Rectas alabeadas

Dos rectas alabeadas no pueden estar contenidas en un mismo
plano.

Ejemplos resueltos
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1.8.7 Angulo entre dos rectas

Definicion: El angulo entre dos rectas de R? es el angulo entre sus
vectores directores.

Sean las rectas r; y 79 con vectores directores v; y Us. Entonces:
V1.9

cos (@) = ==
|T1]] (1D ]]

Usamos la misma convencidn que para angulo entre planos y para
angulo entrerectay plano, y aplicamos médulo:

|U71.Us]
cos (a) = ro——=
]| |7
Por lo tanto:
Angulo entre dos rectas
"Ul UQ’ T
o = arcos , O§a§§
ol w3

Casos particulares:

Si a = 0, entonces las rectas son paralelas (v, = k vs).

Sia = —, entonces las rectas son perpendiculares (v;.92 = 0).
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Observacién: La definicion de angulo que hemos adoptado no
toma en cuenta si las rectas se cortan o no.

Ejemplo

Sean,

r: (z,y,2) = A(1,0,0), AeR
ry: (z,y,2) =(0,1,0) + ¢t(0,0,1), teR

Vimos en un ejemplo anterior que estas rectas son alabeadas.
:Cual es el angulo entre ellas?

Como v7.v5 = 0, lasrectas son perpendiculares, o sea que

a:§

’
Angulo entre dos rectas D]

. e A
o rixyz)=(y1 | ¥
4Qué angulo forman las rectas ry s? ”

b4

s (xv.2)=(a |,
El angulo entre r y s es el formado por sus
vectores directores (o su suplementario).
e Vectordirectarder: u=(-2 2, 0)
ul=y/(2420 = /5
o Vectordirectordes: v=(0,2, 2)
Iv|=4/042%422 = /8 |
u-v=-2-0+2-2+0-2=4 i
14] _4_1

COsSm=—co——=—=—
8 ,V*g 8 2

@ =arc cos%:ﬁ[}"

Objeto interactivo diseado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian

104


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/interactivos/rectasyplanos/anguloentrerectas.html

1.9 Distanciasy proyecciones

1.9.1 Proyecciones ortogonales

Proyeccion de un punto sobre un plano

Dados un plano 7 y un punto A no perteneciente a dicho plano, la
proyeccion ortogonal de A sobre 7 es el punto A’ € 7 tal que

- .
A A’ es un vector perpendicular a .

L

n (4) siysdlos {A’ em
= proy, siysolosi {—
proy AA" L 7
Ejemplo

Dados el plano 7: 2z —y+32z+1=0 y el punto
A (4, 1, —3), obtener la proyeccién ortogonal del punto
sobre el plano.
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Para obtener buscamos la recta perpendicular a ™ que pasa
por A. El vector normal del plano es paralelo a esta recta, por
lo tanto podemos tomarlo como vector director:

r:(z,y,2)=(4,1,-3)+ A (2,-1,3)

Ahora buscamos la interseccion de la recta con el plano,
reemplazando las ecuaciones paramétricas de la recta en la
ecuacion del plano:

x =442\
y=1-2X
z=-3+A

2(44+20) - (1-=X)+3.(-3+3))+1=0

8+4A—14+A—-94+92+1=0

1
14N\ —1=0= A= —
0= A=

Reemplazamos en la ecuacion de la recta para obtener las
coordenadas del punto A4’ :

1
(z,y,2) = (4,1,-3) + 1 (2,-1,3) =

1 3 29 13

1 39
(waya Z) - (47 17_3) + (?7 _ﬂa ﬂ) - (77 ﬁ) _ﬂ)
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29 13 39
El lector puede verificar que A’ (7, 11 _ﬂ) € m y ademas

—
que AA" | .
Si A € 7, ¢cudleslaproyeccionde A sobre 7?

Proyeccion de una recta sobre un plano

Dados una recta r y un plano m, nos interesa obtener la
proyeccion ortogonal de la recta sobre el plano.

En general, la proyeccion de una recta sobre un plano es otra
rectar’:

!

proy, (r) =7

Para hallar ¥’ podemos proyectar dos puntos de la recta sobre el
plano. Sillamamos A y B a dichos puntos, resulta

proy, (A) - A’a proyp (B) =B’
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La recta r’ que buscamos es la recta determinadapor A’y B'.

Pero teniendo en cuenta que el punto de interseccion entre la
recta y el plano pertenece a ', es suficiente proyectar un solo

puntoder paraque r’ quede definida.

También existe un caso especial: si la recta es perpendicular al
plano, su proyeccion es un punto.

® 4
i
|
i
I
|

rlm=proy, (r)=A=rNmw

Ejemplo

Dadom:z4+y+2—-—3=0

a) Hallar la proyeccién de la recta 7 : (z,y,2) = A(0,2,1)
sobre

b) Dada la recta s : (z,y,2) = (1,0,0) + ¢. (—2, b, ¢), hallar
los valores de by ¢ para que la proyeccién de s sobre 7 sea un
punto. ;Cual es dicho punto?
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Resolucion

a) Para hallar la recta ' = proy, (r) buscamos dos puntos
que pertenezcanar’.

Uno de los puntos puede ser el de interseccién:
22+ A -3=0= A=1= (z,y,2) =(0,2,1)

Tomemos el punto (0,0,0) € r. Para proyectarlo sobre el

plano buscamos la recta perpendicular al plano que pasa por
(0,0,0):

(z,y,2) = (0,0,0) + a(1,1,1)
(z,y,2) = a(1,1,1)
Reemplazando en la ecuacién del plano:
atat+ta—-3=0=a=1
Entonces la proyeccion del punto (0, 0, 0) sobre 7 da (1,1, 1)
La recta r’ queda definida por los puntos (0,2,1) y (1,1, 1):

r:(z,y,2) = (0,2,1) +v(1,-1,0)
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b) Para que la proyeccion de s sobre 7 sea un punto, el vector
director de s debe ser paralelo al vector normal del plano.
Debe existirun k € R tal que:

(1,1,1) = k(~2,b,¢)

De aqui deducimos que debenser b = ¢ = —2. La ecuaciéon de

la recta queda:
s: (z,y,2) = (1,0,0) +t (-2, -2, —2)

Para hallar el punto reemplazamos las ecuaciones
paramétricas de larecta en la ecuacién del plano:

=1-—-2t

-2t teR, m:xz+y+2—-3=0
—

»
N e 8
I

1—2t—2t—2t—3:0:>—2—6t:0:>t:—%

El punto es:

5 2 2
P2,z =
(37373)

Por lo tanto:

5 2 2
proy; (s) = sNm = P(=

3'3'3)
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En el siguiente interactivo ejercitamos la proyeccién de una recta
sobre un plano.

7

Proyeccion de una recta sobre un plano

S I e
ety y elplano  z x -z-1=0 otros datos

La recta buscada pasa por dos puntos del plano proyecciones ortogonales de dos puntos de la
recta. Como la recta y el plano sonh secantes uno de estos puntos es la interseccion de r y de .

Seanlarecta

B Se calcula el punto de corte de la recta y
elplano: A(-1-1,1+2t 2+1)
es un punto de la recta que pertenece al
plano luego cumple la ecuacion: o
(-1-t)-(2+t)-1=0= t=2 =

El punto es: Ad ‘ ")

Introduce las coordenadas y pulsa Intro

» Obtenemos la recta que pasa por un punto
der, P, ysuvector director es el vector
normal del plano:

(%, v, 2) =(-1,1,2)+ £(1,0,-1)
Esta recta corta al plano en un punto B
gue es la proyeccion ortogonal de P.

Elpuntoes: B i .)

Introduce las coordenadas y pulsa Intro
P Larecta que pasa por Ay B es la solucién.

Objeto interactivo disefado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian
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1.9.2 Planos proyectantes de unarecta

Los planos proyectantes de una recta son aquellos planos que
incluyen a la recta y son perpendiculares a los planos
coordenados.

Plano yz

Ejemplo 1

Hallar los planos proyectantes de la siguiente recta:

zT—2y+2z+7=0
{—:13—{—y—|—z—1:0

Resolucion

Teniendo en cuenta que la recta estd definida como interseccién
de dos planos, una forma practica de hallar los planos
proyectantes es construir el haz de planos que pasan por dicha
recta:
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Construyamos el haz de planos que pasa por r:
H:a(x—2y+2+7)+B(—x+y+2—-1)=0
Ahora distribuimos y reordenamos:

(a—B)e+ (—2a+B)y+ (a+ B)z+ (Ta — )
N—_—— N—— N—_—— N——

a b ¢ d

El plano proyectante perpendicular al plano zy (o sea, paralelo al
eje z) esunplanodelaformaax + by + d = 0.Porlotanto:

a+B=0=>a=—-7p
= m: —2x4+3y—8=0

El plano proyectante perpendicular al plano zz (o sea, paralelo al
ejey)esunplanodelaformaax + cz + d = 0.Por lotanto:

—2a+p0=0= =2«
= my: —x+32+5=0

¢Cual es el plano proyectante perpendicular al plano yz?
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Ejemplo 2

Hallar los planos proyectantes de la recta que pasa por los puntos
A(1,2,3)yB(3,1,-1).

Resolucion

La ecuacion vectorial de la recta que contiene a los puntos Ay B
esT: (z,y,2) = (1,2,3) +¢(2,—1,—4)

Supongamos que llamamos m; al plano proyectante que es
perpendicular al plano zy. ¢Qué condiciones debe cumplirnﬁ?

Entonces: (a,b,0).(2,—1,-4) =0=2a—b=0=b=2a
Cona=1 y b= 2,resulta:

Teniendo en cuenta que » C m; , reemplazamos un punto de la
recta (por ejemplo A) para obtener d.

El plano buscado es:
m:x+2y—5=0

Dejamos a cargo del lector comprobar que los otros planos
proyectantes son:

mg: 20 +2—5=0ymy:—4y+2+5=0
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Ejemplo 3

Retomemos el ejemplo anterior, siendo
r: (z,y,2) =(1,2,3) + t(2,—1,—4)

Cuando las componentes del vector director de una recta son
distintas de cero, podemos expresarla a través de sus ecuaciones

simétricas. En este caso:

A partir de las ecuaciones simétricas se deducen tres igualdades,
cada unade las cuales se corresponde con la ecuacion de un plano
proyectante de la recta:

zr—1 y—2

SR = —(z—-1)=2(y—2) =

=x+2y—5=0 Plano proyectante m;

~1 2-3
‘”2 :Z_4 = 4z-1)=2(z-3) =

=2xr+2z—5=0 Plano proyectante

y—2 z-3
-1 -4

= —4(y—2)=—(2-3) =

= —4dy+2+5=0 Plano proyectante 73
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El siguiente grafico muestrala rectay su plano proyectante 7 :

Recta y un plano proyectante

En la figura puede observarse que el plano proyectante m; es el
plano determinado por larecta r y su proyeccién r’ sobre el plano
coordenado zy. Lo mismo puede afirmarse de los otros dos
planos proyectantes.
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Actividad (para reflexionar)

Hallar los planos proyectantes de cada una de las siguientes
rectas:

r: (z,y,2) = (1,2,3) + t(1,-2,0)
s: (z,y,2) = (2,2,1) + A(0,0,1)

A partir de los resultados obtenidos, ;podrias establecer qué
condicion debe cumplirse para que una recta tenga dos de sus
planos proyectantes iguales?

;Existe algun caso en que no esté definido alguno de los planos
proyectantes de unarecta?

1.9.3 Distancias

a) Distancia punto-recta en R?

Dados un punto A y una recta r de vector director 9, queremos

—
hallar la distanciaentre Ay r (con A ¢ r).Sea A’ € r talque AA’
es perpendicular alarecta.

d(A,r) = A4

Consideremos un punto P € r y el vector ﬁ y construyamos el

paralelogramo determinado por ¥ vy ﬁ tal como lo muestra la
figura:
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El segmento AA’ es la altura del paralelogramo. Si llamamos S al
area de dicho paralelogramo, resulta:

S=bh=|3.d [1

Recordemos que el area del paralelogramo es igual al médulo del
producto vectorial:

— .
S—|PAxs| [2)
Igualando [1] y [2] podemos despejar d:
|3.d = P4 x 5
_ P4 x|

= d(4,r)= 7l
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Ejemplo

Calcular ladistancia entre larecta
r:(z,y,2) = (1,0,—-1) + A(—2,1,1) yel punto A (3, —1, 1).
Resolucion

Aplicamos la férmula:

|PA x 7
X v
44 =

Tomamos un punto cualquiera de la recta, por ejemplo
P (1,0,—1)yformamos:

\‘(2,—1,2) X (_2’171)“ H(_37_670)” \/E

A4 =" Lo 0 e NG

Objeto interactivo disefiado por Elena E. Alvarez Saiz y M? José Garcia Cebrian
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b) Distancia entre dos rectas paralelas

La férmula que hemos visto permite calcular la distancia entre
dos rectas paralelas. Veamos un ejemplo:

Dadas lasrectasr; : (z,y,2) = (1,0,0) +¢(2,—1,1) y
y+z=2

To :
? {:c—l—ky:O

Hallar k tal que ry || 2y calcular d (r1,73) .
Recordemos la condicién para que dos rectas sean paralelas:
— —>
r|re vi=avy [

La recta r9 estd definida como interseccion de dos planos. Si

hacemos el producto vectorial de los vectores normales
tendremos un vector director de la recta:

(0,1,1) x (1,k,0) = (—k,1,-1)
Por [1]:

—k =2«

(—k, 1, 1) =«a(2, -1;1) = =~
—-1=«

=k=2
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Para calcular la distancia, tomemos dos puntos cualesquiera de
—
las rectas y construyamos el vector P; Ps:

—
P (1,0,0) cr, P (0,0, 2) € 7o, PP, = (—1,0,2)

La distancia entre las rectas serd la distancia entre Py y ry:

—

P,P, x v;

d(’l‘l,’)"g) = d(Pg,’l‘l) = %
1

—

PPy x % = (—1,0,2) x (2,-1,1) = (2,5,1)
—
HP1P2 X 17|| =4/30

V30
%—\/g

Como puede observarse, con las mismas herramientas resolvimos
un problema diferente.

d (’I"l, 7“2) =
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c) Distancia entre rectas alabeadas

Dadas dos rectas r; y 2 no paralelas, nos proponemos calcular la
distancia entre ambas:

n

Py

Py

La minima distancia entre dos rectas alabeadas 1 y 5 se obtiene

al proyectar el vector P, P, sobre la direccion perpendicular a
ambas rectas, dada porv_1> X v_g:

122


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/distancia-entre-rectas-alabeadas.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_01/distancia-entre-rectas-alabeadas.png

Entonces podemos obtener una férmula para la distancia entre r;
VALY

Distancia entre rectas alabeadas

—
P.P}. (v] X v3)

[vf > u3

d(”‘lﬂ’z):

:Qué significa que la distancia dé 0?

1.9.4 Condicion de coplanaridad

Habiamos visto que tanto las rectas concurrentes como las
paralelas son coplanares (existe un plano que las contiene).

e Si las rectas se cortan, la distancia entre ellas es cero y por lo
tanto:

—
(v X v3)-PLPy =0

_>

¢ Si las rectas son paralelas, fu_f X v9 = 0y por lo tanto también

—
se cumple que (171 X 172) PP, = 0.

Entonces estamos en condiciones de enunciar una condicion de
coplanaridad entre dos rectas:

— N DD
r1Y 9 soncoplanares < (v{ X v3).PiP, =0
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Ejemplo
Dadas las rectas:
r1: (z,y,2) =(3,2,5) + A(0,—1,2)

2c +y+32+2=0

"2 {—:1:+2y—4z+320

Calcular d (71, 72)

Resolucion

Debemos verificar que se trata de rectas alabeadas.
Busquemos ladireccionde larectars :

v =(2,1,3) x (1,2, —4) = (—10,5,5)

Vemos que las rectas no son paralelas porque sus vectores
directores no son paralelos. Luego podemos utilizar la férmula
para distancia entre rectas alabeadas:

Para hallar P, € ry fijamos 2z =0, por ejemplo, vy
averiguamos los valores de = e y resolviendo el sistema de
ecuaciones:
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2c+y+2=0 1 8

{—:I:—|—2y+3:0 - ET T YT
. 1 8
Obtenemos asi P (_5’ 5 0) €ry
Calculamos:
16 18
PP=(——, —,—5
1 P 3 3 )

— 1 1
(0] X U3 56 —38,—5).(—15,—20,—10)

—
PiP;. (v x v3) = 48 + 72 + 50 = 170

170
d(?"l,’f’z) = 75 = 6,31
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Applets para repasar y ejercitar distancia entre rectas:

&

Para calcular la distancia entre dos rectas distinguiremos entre que las rectas sean paralelas
0 alabeadas. Silas rectas son secantes la distancia entre ellas es C.

» Dadas dos rectas paralelas r y s, la distancia entre
ellas es la de un punto cualguiera de una a la otra,

nOX=0P+iv JuxPQ|
sOx=0Q+p 9IRS =

» Si ry s son alabeadas, la distancia entre ellas
es la minima entre un punto de una y un punto de la
otra. Corresponde al segmento perpendicular comdan
entre ambas, que coincide con la distancia entre una
de ellas y el plano paralelo que contiene a la otra, es
decir con la altura del paralelepipedo formado por los,
vectores direccionales respectivos y el vector que va L
de un punto de una a la otra. :

ROX=0P+iu ! _1IPQ, u, V1]
ssox=0Q+py S = T

[z
s 'y 'y
(%, v,2)=( ‘1 20 L s2) +i(at 2 |.&li
Halla la distancia entre las rectas: 4 T L& : N — '::f’
- ~ A 'y A |
st (xy2z)= (v‘ '0 --v: ) +A (gl w2 |y }

e P(102) u=(121) E
e s Q(-1,0,3) v=(1,-2,0)

PQ =(-2,0,5)
PQ
u
rangolv]zz y rango| u |=3
v

por tanto las dos rectas se cruzan. La distancia
entre ellas es la altura del paralelepipedode |
aristas PQ, u, v.

-2 0 5
1 2 1 L
_IPQuagl_ |11 2 0 24 By2

[uxv] ¢22+1z_(_4)2 - \/2_1 7

Objetos interactivos disefiados por E. Alvarez Saiz y M? José Garcia Cebrian
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Ejercicio paraellector 1

Dadas las rectas:

r o (z,y,2) =(2,0,—-1) + A (3,1,2)

r+2z—2=0
7“23{
y=2

Hallar la ecuacién del plano 7 que contiene a r; y es paraleloa rs.
Respuesta: x — 5y +2—1=0

Nota: en el siguiente applet, uno de los ejemplos corresponde a
este ejercicio, pero r1 Yy 79 estan escritas en ecuaciones

simétricas. No necesariamente es el primer ejemplo que aparece.

2

Plano que contiene a una recta y es paralelo a otra

K+l _y+1_z+3 X S
Sean lasrectas i t=Y*T2_2¥9 y s Xoy-i-z otros datos

El plano que pasa por ry es paralelo a s es:

K-%g ¥Y-Yo Z-24
|_|1 [J; u
v

=0

3
Vo V.‘.

i

donde u = (U, u,u,) ¥ v=(v,v,v)

derys, y(x,y,2,) esunpunto der.

s y+ 7+ =0 e
Introduce los coeficientes y pulsa imro X == \
4 \
5 -

\
son respectivamente los vectores direclores \

Objeto interactivo disefiado por Elena E. Alvarez Saiz y M? José Garcia Cebrian
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Ejercicio parael lector 2

Dadas las rectas

r: (x,y,2) = t(1,1,2)
ry: (z,y,2) = (1,k,0)+ X (2,1,0)

Hallar el valor de k£ para que las rectas sean coplanares y
encontrar el plano que las contiene.

1
Respuesta: k = 3 T 2¢ —4y+2=0
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1.10 Ejercicios surtidos de fin de capitulo

Nota: Todos los objetos interactivos utilizados en este apartado
fueron disefnados por E. Alvarez Saiz y M? José Garcia Cebrian

* Ejercicio

Halla la ecuacion del plano del haz: -2x-y-z+ 5+ A(x-z+ 2)=0 paraleloala

:x+l .y+‘ .‘z+ .:0 D

Introduce los nimeros y luego presiona "Enter"

Punto simétrico respecto de un plano

7

=" Punto simétrico de otro respecto de un plano
Sea el plano x: - x+ y+z- 1=0 y el punto P(2 -1 -2) que no pertenece al plano.

Para obtener el punto P'(x, y, z) simétrico de P respecto de &t seguimos

. ptros datos
estos pasos:

» Obtenemos la recta perpendicular al plano por B
el punto P dibujar

(v, z)=(2.-1,-2) +1(-1,1,1)

P Se calcula el punto de corte de larecta y el
plano. M(2-1,-1+1,-2+1) s un punto de la recta,
que pertenece al plano luego cumple

la ecuacion: = (2=t)+ (-1+t)+(-2+t)-1=0

w110 — =

Imroduce fas coordenadas v ,'JUI’SE‘. intro
B El punto P~ es el simétrico de P respecto de M,
entonces M es el punto mediode Py P": 2
M(x+2‘y-_1lz—2
22 2
P . . )

Introduce las coordenadas y pulsa intro
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Distancia recta plano

A A Al | &

Halla la distancia entre larectar ™ (X% Z)'(v 1 | : vm "‘“vmrv

y el plano = x© 'i‘x+ ::1_‘y+ :SZ*’
e nP(-11,2) v=(2,0,2) F

o -Xty+z+3=0

v-n=2-(-1)+0-1+2-1=0

La recta y el plano son paralelos, calculamos la
distancia de P(-1,1,2) a n:

_lHnae2e3] 7 _T4/3

\/(1}+1+1 \/3 3

Plano por punto medio de un segmento

7

" Plano mediador de un segmento

Dado el segmento de extremos A(1.-2,2) y B(-1,4,0) otras puntos
el plano mediador es el lugar geométrico de los puntos del espacio
gue equidistan de A y de B.

Es el plano perpendicular al segment [
por su punto medio.

b El vector normal es: AB = (—2 6,-2)

ity 7,
y pasa por el punto: M( 2 ‘2 =

M{_.ﬁ.—)

Introduce las coordenadas de M y pulsa Intro

=)

» La ecuacion del plano es: SR

L+ Jys| Jes| ]=o

Infroduce los coeficientes y pulsa Infro
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Angulo entre rectas

-

'5 Ejercicio

¢Cual es el valor de a si las rectas —=—=— y (%, ¥, 2) =(2,-1,0)+ A(1,0,-1)
forman un angulo de 60°? a
a=+[ | []

Introduce en el recuadro el valor de a y pulsa Intro

Angulo entre rectay plano

= Ejercicio

¢/Cual es el valor de a si las rectas —=—=——1y (X,v,2) =(0,-1,2)+ A(1,0,1)
forman un angulo de 60°? E

Introduce en el recuadro el valor de a y puisa Intro

Distancia de un punto aun eje

" Ejercicio

Halla la distancia del punto P(-2,1,1) al ejeQY.

d(P,OY)= ]

Introduce el valor redondeado a centésimas si no es entero
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Aplicacién de haz de planos
Determine el plano que contiene a la interseccion de los planos

P:x+y—2z=1, P,:2x —y+ z =2y pasa por el punto
P(2,-1,1).
Planteamos una ecuacién simplificada del haz de planos

P+ kP,=0
r+y—z—14+kRzx—y+2—-2)=0

El punto P(2,—1,1) pertenece al haz de planos, por lo que los
valores del punto se reemplazan para encontrar el valor de k :
2—-1-1-14k(4+1+1-2)=0

—14+4k =0

1
b=1

Sustituimos el valor de k en la ecuacion de la interseccién de los
planos:

1
x+y—z—1+é—l(2x—y+z—2):0

Simplificando la ecuacion del plano obtenida:

P:2x4+y—2=2
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Tl

Pl:x+y-z=1 =f\J

P2:2x—-y+4+z=2

P:2x+y—-z=2

Ble X>coed@s o Q
©
O
@)
+

Objeto interactivo de construccion propia

Pasaje de ecuacion vectorial del plano a ecuacion general

% Ejercicio

Dado el plano: (x, y, z) =(2,0,0)+ s(-2,-4,0)+ t(4,-2,-3) calcula su ecuacion general

[ Ix+l_Jy+[ Jz+[ |=0 L]

Introduce en los recuadros los coeficientes con su signo, sin simplificar

comprobar

Objeto interactivo disefiado por Elena Esperanza Alvarez Saiz y M? José Garcia
Cebrian
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2.1 Matrices
2.1.1 Definicion de Matriz

Una matriz A de m xn es un ordenamiento o arreglo
rectangular de escalares dispuestos en m filas y n columnas. Para
designar a cada uno de los m.n elementos de la matriz se utiliza

un doble subindice que indica el nimero de fila y nUmero de
columna que le corresponde en el arreglo:

aii a2 -+ Qip

a1 a2 -+ Q2pn
A =

ami am?2 e Amn

Asi, as4 es el elemento ubicado en la fila tres y la columna cuatro
y en general a;; es el elemento de la matriz A queestdenlafilazy
en la columna j.

Las matrices suelen designarse con letras mayusculas: se anota
A € R™" para indicar que es una matriz con m filas y n

columnas cuyos elementos son numeros reales. Se indican con
paréntesis o con corchetes:
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Por ejemplo una matriz de dos filas y tres columnas se puede

escribir asi:
2 0

_ 2%x3
(2 4 1), AeR

En este caso, diremos que el tamafiou ordende Aes 2 x 3.

2.1.2 Matriz columna

Podemos pensar los vectores como casos particulares de

matrices:
2

C = | 0| matriz o vector columna C ¢ R¥*!
1

2.1.3 Matrizfila

O también:
F=(2 0 1) matriz ovector fila F ¢ RY3

2.1.4 Matriznula

La matriz nula es aquélla cuyos elementos son todos ceros. La
simbolizamos con O 6 N)

2.1.5 Igualdad de matrices

Dos matrices son iguales si son del mismo orden (tamaino) y sus

elementos respectivos son iguales.
A BeR™ A=B & a;; =b Vi,j
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2.2 Operaciones con matrices

2.2.1 Suma de matrices

Sean A, B € R™*" entonces:
A+B=CeR™" | ¢j=aiy+by; Yij

Ejemplo
5 -3 2 1 4 7
A=|4 =5 —2‘;B=[2 o 8]
-5 =1 5 g 6 9
341 =344 249 6 1 9
A+B=|4+42 -5+45 -2+8 =l6 0 6]
-5+3 =146 5+9 2 5 14

2.2.2 Producto de un escalar por una matriz

Sean A € R™*", k € R, entonces:

Por ejemplo,

. 0 -1 1 0O -3 3
SiA = (_2 3 2), entonces 3A = (_6 9 6)
Cuando k = —1, obtenemos la matriz opuesta de A:

1

A=l L

141


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_02/sumamatrices.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/images/capitulo_02/sumamatrices.png

Podemos asi definir la diferencia (resta) entre dos matrices del
mismo tamano:

A—B=A+(-B)

O sea:
A—B=C¢cR™" | cij:aij—bij

Ejercicio resuelto

2.2.3 Propiedades de la suma de matrices y del
producto por un escalar

Sean A, B,C € R™" y «, B € R.Vimos que: A + B € R™*"
y oA € R™™  Estas operaciones verifican las siguientes
propiedades:

A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+C)
A+O0=0+A=A4A

A+ (-A)=(-A)+A=0
a(A+ B)=aA+ aB
(a+B)A=aA+ A
a(fA) = (ap) A

1A=A

© N O U~ WD
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Puede observarse la analogia entre estas propiedades y las que
habiamos enunciado en el capitulo anterior para vectores de R3.

2.2.4 Producto de matrices

Sean A € R™ "y B € R™*P, 0 sea que se cumple que la cantidad

de columnas de la primera matriz es igual a la cantidad de filas de
la segunda:

A'H'LX?'I'BHX',U — C??EX'}_)‘

Deben ser iguales para que
pueda realizarse el producto de maftrices

Entonces el producto es:

AB=CeR™?P | ¢y = filai(A)- columaj(B)

Una forma alternativa de expresar el producto es:

n

AB =C € Rme | Cij = Z aikbkj
k=1

Por ejemplo, al multiplicar una matriz A de 3 X 2 por una matriz
B de 2 x 3, tendremos como resultado una matriz de dimensién

(3x2)(Zx3)=3x3.
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Ejemplos

byf |Cu Ciz-e Ca
LAy, (1D By bad €y Cop €y
=i e w8 4 3|12 -5
"hLI'I I:rnl Cr1|2" CIHH [-1 -7‘ [1 l [-9
mxn
Lota,

Cy= 8y Dytay, Dyt O _ Otro ejemplo

Objeto interactivo disefiado por M? José Garcia Cebrian

2.2.5 Propiedades del producto

1) El producto de matrices no es conmutativo. AB # BA
2) (AB) C = A (BC) asociatividad
3) (A+ B) C = AC + BC distributividad a derecha

P (Q + R) = PQ + PR distributividad a izquierda
4 (kA)B=k(AB)=A(kB) , kR
50OA=0 y AO = 0O, siendo O lamatriznula

2.2.6 Matriz traspuesta

La traspuesta de una matriz A € R™*", que indicamos como At
es la matrizde n x m que se obtiene a partir de A cambiando las
filas por las columnas.

Ejemplos E

B_;J_ 812 ..d n an

A= -10 8 i -10 -5 M= 8, E%Elazza M = a;,
-5 -2 g -2 I P :

a|||1a|:|2 .8 il alu

] m=n n=m

Objeto interactivo disenado por M? José Garcia Cebrian
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2.2.7 Propiedades de la matriz traspuesta

mm+BY At + Bt
2) )—kAt keR
3)
)

(
(4% =
4) (A

) _ BtAt
2.2.8 Matrices cuadradas: identidad e inversa

Si A es una matriz con m = n se dice que es una matriz cuadrada.

La matriz identidad I es una matriz cuadrada cuyos elementos de
la diagonal principal son iguales a 1 y todos los demas son 0. Por
ejemplo la matriz identidad de 3 x 3 es

I =

o O =
o = O
= o O

Una matriz cuadrada A es inversible, o regular , si existe otra
matriz cuadrada (su inversa), que escribiremos A=, que cumple:
A 1A= A.A"1 = I. Cuando A no tiene inversa se dice que A
es singular.

Soma) 07
jemplos i S .
La matriz buscada cumple: datc=1
41 a b|] |10 5a+2c=0
M:[4 1] M_lz[ 23 '1’3] 52||c d| [0 2|7 Jabsd=0
52 -5/3 4/3 _
La solucion del sistema es: Sh+2d =1
_2 f=t _ 5 _4
Otro ejemplo a= 3 3 €= 3 o= 3

Objeto interactivo disenado por M? José Garcia Cebrian

145


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/interactivos/escena150.html

2.2.9 Propiedades de la matrizinversa
Sean A, B € R™" inversibles. Entonces:
1) AB esinversibley suinversaes: (AB) " = B 141

Esto significa que la inversa de AB es B~ 'A~! es decir que el

producto de matrices inversibles es inversible.
:Ocurre lo mismo con la suma de matrices inversibles?

2) (kA) =1L A (k#£0)

3(4) =AYy

2.2.10 Algunos tipos de matrices
ALGUNOS TIPOS DE MATRICES

Columna
Rectangular
Cuadrada
Opuesta de A
Traspuesta de A

Diagonal

Simétrica

Triangular Inferior

)
2
=
8
w
=
=
1]
=3
=]
=

Adyacencia

Objeto interactivo disenado por John Jairo Garcia Mora et al.
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Ejercicios y problemas

1) En una ciudad hay tres
empresas de telefonia celular (A,
By C) que controlan el mercado.

15% 10%

.« . . 10% 15%
Inicialmente cada empresa tiene

una fraccion de la clientela que Sk
denominaremos ag, by Yy ¢p.

5%

Entoncesresulta:ag + by + ¢ = 1 (no hay otras empresas)

La figura resume el porcentaje de clientes que cambian de empresa
durante un periodo de seis meses.

Este modelo matematico se basa en los siguientes supuestos:

- El porcentaje de cambio entre las empresas se mantiene constante
con el tiempo.

- Los clientes seguiran siendo consumidores de una de estas tres
empresas.

- No se incorporan nuevos clientes al sistema.

a ax
Llamemos Xy = | by | al vector de estado inicial,y X; = | b; | al
(&) C1

vector que indica la fraccion de la clientela que corresponde a cada
empresa al cabo de un semestre.

Veamos cémo puede obtenerse X a partir de X, .
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De acuerdo con la figura, podemos deducir que al cabo de un periodo
(semestre) laempresa A conservara 70% de su clientela propia.

:Qué porcentaje de su clientela conservaran las empresas B y C al
cabo de un semestre?

SOLUCION

2) Analice si las siguientes proposiciones son verdderas o falsas.
Justifique la respuesta.

a)V4, BeR™ : (4+ B)* = A* +2A4B + B*

b) V4,BeR™: A*-B*=(4+B).(4-B)

¢) VA BeR™: A*-1=(4+1).(A-1I)

d) V4,B,CeR™: AB=AC=B=C

e) VA,BCeR™/ 347 :AB=AC=>B=C

f) V4,BeR™ : A, B simétricas = (A.B) simétrica

g)VA,Be R™, VkeR:A,B simétricas = (kA + B) simétrica
h)V4,Be R™: A simétrica = B'AB simétrica

i) V4, BeR™ : A, B antisimétricas y conmutables = (A B) simétrica
j) V4,BeR™ : A, B ortogonales = (4.B) ortogonal

SOLUCION
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2.3 Determinantes

;Como podemos saber si una matriz tiene inversa? El
determinante de una matriz proporciona informacién para
responder a esta pregunta.

Cuando vimos producto vectorial y mixto, habiamos definido
determinantes de orden 2 y de orden 3. Recordamos aqui las
férmulas presentadas:

A cada matriz cuadrada puede asignarsele un nimero real que
llamaremos su determinante y designaremos como
det(A) o |A|.

Para matrices 2 x 2 y 3 x 3 el determinante se calcula como
sigue:

A:(a“ a12>=>|A|=

11 412

a
azq 4y

azq1 4y

‘ = Qaq110Q32 — Q120421

ailr ai2 ais
A= \|an axp as| =

azy agz2 asg

azr a2
asy as2

a1 Qa3
asy ass

az2 Q23
‘A‘ = an — a12 + a3
asz ass

Observacién: El determinante no estd definido para matrices
rectangulares.

La regla de Sarrus es una forma practica de calcular
determinantes, sélo aplicable para matricesde 3 x 3.
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Consideremos el siguiente esquema en el cual agregamos al final
de una matrizde 3 x 3 las filas 1 y 2. El determinante se calcula
sumando los productos indicados por las flechas que que van de

izquierda a derecha y restando los productos indicados por las
flechas que van de derecha aizquierda:

a1 alz“ (%
Qdzy Gzz g3
|A| = az a32‘, A33 = (1000 T g Azl + Q39003 — Q3032031 — 33033017 — Q3381303
a1 " @" s
Qz1* Gz Gz3

A
Ejemplos =4
2 -6 9
f B -4|= 2.8.7-6:4.1+8.7:2+4
-1 2 7| +9-81+6-7-T+2-4-2=
=598
Citro gjemplo

Objeto interactivo disefiado por M? José Garcia Cebrian

2.3.1 Desarrollo de un determinante por cofactores

Dada A € R"", se denomina menor M;; a la submatriz de
(n — 1) x (n — 1) que se obtiene a partir de A eliminando la fila
1y lacolumna j.

Se denomina cofactor C;; del elemento a;; al producto de
(—1)"* por el determinante de la matriz menor M;;
Ci' = (—]_)H_J det (Mz)
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Por ejemplo para la matriz

3 1 4
A=1-1 2 1
3 2 1

Las matrices menores y los cofactores de la primera fila son:
- o avts1 |2 1]
Mll_(E l) = [y, =(-1) |E 1|_ﬂ

Ma=(3 1) = Cam [ =mren =

Ms=(3 %) = ca=0* |7 Z=1(-8=-8

Observacion:
(_1)(i+j) _ {1 sit+ j es par
—1 sit+ j esimpar

Con estas definiciones previas, estamos en condiciones de
enunciar el desarrollo de un determinante de orden n.

El determinante de una matriz puede calcularse utilizando los
cofactores de cualquier fila o cualquier columna.

Desarrollo por fila ::
n

det(A4) = ainCi + aipCis + - - - + ainCin, = Y. a;;C;j
j=1

Este calculo se puede hacer tomando cualquiera de las filas de A,
osea:t1=1,2, ..., n
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Desarrollo por columna j:

det(A) = a1;C1; + a2;Coj + - - - + aniChj =

Z azg ij

Este calculo se puede hacer tomando cualquier columna de A4, o

sea: j=1,2, ..., n

Elemplos
2 6
) §

¢ b

- =

1
|
!

__ (tmegmi

Objeto interactivo disefiado por M? José Garcia Cebrian

2.3.2 Determinante de una matriz triangular

Si A € R3*3 es triangular:

ail a2 ais
A = 0 as9 ass
0 0 ass
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Podemos calcular el determinante de A por la primera columna:

Q22 Q23

|A‘ —an g

= A110922033

Hemos llegado a la siguiente conclusion: si A € R3*3 es

triangular, su determinante es el producto de los elementos de la
diagonal principal.

Esto se puede generalizar para matrices de cualquier orden: si
A € R™" es triangular, su determinante es el producto de los

elementos de la diagonal principal.

A € R™" triangular = det (A) = a11.092 - . . Ay

Teniendo en cuenta que la matriz identidad es triangular, se

deduce que:
det(I) =1

2.3.3 Propiedades de los determinantes

En general (es decir, a menos que la matriz sea triangular o tenga
alguna otra cualidad especial), el calculo de determinantes por
medio del desarrollo por cofactores no es eficiente por el nimero
de operaciones que implica cuando se trabaja con matrices
grandes.

Existen propiedades que facilitan dicho céalculo y que
analizaremos aqui en particular para matrices de orden 3, pero se
extienden a las columnas y a matrices de cualquier orden.
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PROPIEDADES DE DETERMINANTES

>

Observaciéon: Si A € R™™, en algunos casos utilizaremos
notacion:

A= (4 A ... A)

donde A, representa la columna j de la matriz A.

Ejercicios y problemas
1) Demostrar quesi k € N, det(A*) = [det(A4)]*

2) Demostrar quesi A € R™"™ y k € R entonces
det(kA) = k" det(A)

3)Sea A € R¥3 y det(A4) = 2 calcular det(3 A43)

SOLUCION
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4)Sea A= (A; A, A3 €R¥3 det(A)=k£0y
B:(A2 A1+3A3 Al—AQ)
~ —— =

Bl BQ B3

Mostrar que B es inversible y calcular det(—2A4'B~1)

SOLUCION

2.3.4 Obtencion de la inversa a través de la
adjunta

Para calcular la matriz inversa primero necesitamos definir a la
matriz adjunta de una matriz cuadrada A.

Llamaremos C'of(A) a la matriz de cofactores de A, es decir,
cada elemento (¢, j) de Cof(A) es el cofactor (ver §2.3.1)

Entonces, podemos definir a la matriz adjunta de A como a la
traspuestade Cof(A).
Adj(A) = (Cof(A))

SiA € R™"™ puede demostrarse que:

AAdj(A) = det(A).I A Adj(A).A = det(A).I
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Por lo tanto podemos afirmar que sidet(A) # 0, lainversade A

es:
1

-1 .
A= det(A)

Adj(A)

En particular, calcular la matriz inversa de una matrizde 2 x 2 es
muy sencillo.

Consideremos la matriz Ade 2 x 2 condet(A) # 0, se tiene

A1 — 1 az2 —a12]
ai11a22 — a12a21 —a21 411

Ejemplo del calculo de la inversa de una matriz.

z
[ | ! EI]
Sea A = 2 3 4
5 8 9

1.Determinar si det (A ) = 0.

1 1 1

2 3 4

53 8 9

Objeto interactivo disefiado por Melissa Méndez Servin
Se observa cada paso usando los boténes Prev, Sig y Reset (para
regresar al primer paso). O bien, ver el desarrollo con otra matriz
presionando sobre el botén Otro. Esperar a que automaticamente
el applet haga los calculos.
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2.4 Matrices y sistemas de ecuaciones
lineales

A continuacion disponemos de una presentacion donde se
exponen los contenidos vinculados a sistemas de ecuaciones
lineales, su forma matricial, el método de eliminacion de Gauss y
el teorema de Rouché-Frobenius.

El material original de la presentacion es autoria de la profesora
Maria José Garcia Cebrian, (disponible en
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didactico
s/AlgebralinealBachillerato-JS/index.html ) y de los profesores
Isabel Pustilnik y Federico Gomez, contenido de su pagina web
Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES
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2.4.1 Sistemas homogéneos

Un sistema es homogéneo si todos los términos independientes
son cero.

Estos sistemas siempre son compatibles ya que r(A) = r(A'), todos
tienen al menos la solucion x, = x, = ... = x, = 0, llamada solucién

trivial, y lo que interesa es saber si hay mas soluciones.

a. X.+a x+..+a x=0 a,, a,. a,, ! . .
fdy TR e L gk e e 0 e 1(A) = n, sistema compatible

a21:‘(1"- 322X2+ e aZan: D a21

determinado. Solucion trivial.

e ((A) < n, sistema compatible
indeterminado.

arr'lxl+ am2x2+ g a'mnxn 0 mn
. A
Ejemplos E
x-2y+2z=0 1-22 Discutimos el sistema: | _ v
x-3y+3z=0 - 1-33 :
2%-5y+52=0 |25 5
- X+y-z=0 -1 ¥ -1

Objeto interactivo disefiado por M? José Garcia Cebrian
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2.4.2 Sistemas con parametros

Son sistemas en los que algunos coeficientes y/o términos
independientes se desconocen. Se trata de familias de sistemas
de ecuaciones y para cada valor del parametro o los pardmetros
se tiene un sistema diferente.

En estos sistemas se analizan los valores de el o los pardametros
para distintos valores de los rangos de A y de A. Se hallan dichos
rangos para estos valores del parametro y se aplica el Teorema de
Rouché-Frobenius.

—— Ejemplos E7I
Analizar el sistema para distintos valores de a: Calculamos r(A) y r(# '_1
X+2y +2=3 121 12 1 - v‘
X+3y-z=1 A=|1 3 -1 A=|l1 3 -1
2x + 3y+az=7 2 3 .a 23 a

Objeto interactivo disenado por M? José Garcia Cebrian
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Ejercicios y problemas

1) Dado el sistema de ecuaciones lincales A X = B, tal que

1 =3 5 -3
A=|2 15 -4 ¥ B=| &
1 0 3 -1

Analice si las signientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifique la respuesta.
a) X=(2 0 -1)es solucién

b) X=(-7 2 2) es solucién
c) A esregular
d) El sistema posee infinitas soluciones

SOLUCION |

2) 57

Calcula los valores de a para que el sistema tenga soluciones distintas de la trivial.
X-5y+8z=0 _ _ =
i a=| | a= (]
ax+10y-32z=0 L |

3x-15y+(4 - a)z=0 Introduce los valores y pulsa intro

3) A continuacién se presentan mas ejercicios para practicar. Todos
tienen sus respectivas soluciones.
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4)

1
Dadas 4 ( 0
3

a) el sistema AX = O admite infinitas soluciones:

ol N

0 2
3k y B 2 | , hallar todos los valores de k para los cuales:
1

b) el sistema AX = B admite infinitas soluciones.

SOLUCION

5)
Seanelplanom: z+y —2 =0 ylarecta
2y +3kz—2=0
r:
3r+ky—32—4=0

Obtener los valores de k para los cuales:

a) larecta corta al plano en un Unico punto;
b) la recta no interseca al plano;
c) larecta estdincluida en el plano.

Sugerencia: Este ejercicio puede responderse sin hacer
calculos, teniendo en cuenta los resultados del ejemplo
anterior.
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3.1 Espaciosy subespacios vectoriales

Los vectores geométricos y las matrices presentan similitudes.
Las propiedades de la suma y del producto por un escalar son
idénticas en ambos conjuntos. Podemos generalizar el concepto
de vector a partir de estas propiedades en comun.

3.1.1 Definicion de espacio vectorial

Un espacio vectorial es un conjunto no vacio V de objetos

(vectores), en el que se definen dos operaciones: la suma y el
producto por un escalar; sujetas a diez axiomas que se dan a

continuacién. Vu,v,w € V y Va, 8 € R, los axiomas deben ser
validos. Llamamos u + v a la suma de vectores en V, y av al
producto de un escalar a por unvectorv € V.

lut+v €V
2utv=v+u
(utv)+w=u+ (v+w)
4, Existe un vector nulo Oy € V talquev + 0y = v
5.Yv € V, existe unopuesto (—v) € V talquev + (—v) = Oy
b.aveV
7.a(u+v) =au+ av
8.(a+pB)v=av+pv
9.0 (Bv) = (af) v
10.1v = v
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Observacion: En la definicién anterior, cuando decimos
«escalares» nos estamos refiriendo a nimeros reales. En este

caso, se dice que V es un espacio vectorial real.

Pero es posible que los escalares pertenezcan a otro conjunto
numeérico.

Ejemplo 1

De acuerdo con las propiedades que vimos en el primer
capitulo, podemos afirmar que R? es un espacio vectorial.
Los espacios R™ , conn > 1, son los ejemplos principales de

espacios vectoriales. La intuicion geométrica desarrollada
para R® nos ayudard a entender y visualizar muchos

conceptos de esta unidad.
Los vectores de R ™ son n-uplas de nimeros reales, o sea:

R™ = {(z1, 2, ..., ) , con z; € R}

En R", la suma de vectores y el producto por un escalar se
definen asi:

Sean u = (u1,ug,...,uy) Yy v=(v1,v9,...0,) €R"
u+v=(ug +vy, ug+ve, ..., U, +v,) €R"
av = (avy, avy, ..., av,) € R"

Puede comprobarse que las operaciones definidas verifican
los axiomas de espacio vectorial.
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Ejemplo 2

De acuerdo con las propiedades enunciadas en la segunda
unidad, para cadamy n, R™*" es un espacio vectorial.

Tenemos por ejemplo R?*3, espacio vectorial cuyos vectores
son las matricesde 2 x 3.

Ejemplo 3

Llamemos P, al conjunto de polinomios de grado menor o

igual que 2, incluyendo el polinomio nulo.
Recordemos la suma de polinomios y la multiplicacion por un
escalar:
Dadosp (z) = a, + a1z + axz* € P
yq(z) = b, + b1z + boz® € P
Definimos las operaciones:
(p+q)(z) =p(z) +4q(z) =

= (@, +b,) + (a1 + b))z + (az + by)z® € Py
(0p) (2) = ap (2) = (aa,) + (0a,) 2 + (aas)® € P

Puede demostrarse que estas operaciones verifican todos los
axiomas de espacio vectorial.

En particular, el vector nulo en este espacio es el polinomio
nulo, es decir el polinomio cuyos coeficientes son todos
iguales a cero.
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Generalizando, para cualquier n > 0, el conjunto P,, de todos
los polinomios de grado menor o igual que n (incluyendo el

polinomio nulo) es un espacio vectorial.
Observacion:

:Por qué no definimos P,, como el conjunto de polinomios de
grado exactamente igual a n? Si lo definiéramos asi, no seria
un espacio vectorial como se muestra en el siguiente ejemplo:

p(z) = 2% y q(x) = —z% + 1 son polinomios de grado 2,

pero la suma es un polinomio de grado cero. Entonces no se
verificaria el primer axioma de espacio vectorial (la suma de
vectores de un espacio vectorial V debe estaren V).
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3.1.2 Propiedades de los espacios vectoriales

A partir de los axiomas de espacios vectoriales, pueden
demostrarse estas propiedades que resultan «naturales»:

Propiedad 1

0u= OV
Propiedad 2

(87 OV = OV
Propiedad 3

(—a)u = —(ou)

Enparticular,para a = —1: (—-1)u= —u
Propiedad 4

au=0y = a=0V u=0y

Veamos como puede demostrarse esta ultima propiedad:
Sia = 0, se cumple la proposicion.
Sia # 0, podemos multiplicar por % :

1 1

au=0y = —au=—0y =u=0y
o o
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3.1.3 Subespacios vectoriales

Definicion
Sea V un espacio vectorial y W un subconjunto no vaciode V.

W es un subespacio de V si W es en si mismo un espacio

vectorial con las mismas operaciones (suma de vectores y
producto por un escalar) definidasen V.

Ejemplo
W = {(z1,22) € R?: x5 = 3x1} ses unsubespacio de R2?

Primero analicemos el conjunto W. Son todos vectores de R?
tales que la segunda componente es el triple de la primera:

(z1,3z1) = 21 (1,3)

W es larecta que pasa por el origen y tiene vector director (1,3),
osealarectadeecuaciony = 3x.

Para decidir si W es un subespacio de R?, habria que verificar

que se cumplan los axiomas del 1 al 10. El lector puede
comprobar que todos se cumplen en este caso.

Pero en general no es necesario verificar los axiomas porque
existen condiciones para determinar si un subconjunto W de un

espacio vectorial V' es un subespacio, son las siguientes:
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Condiciones necesarias y suficientes para caracterizar
subespacios

Sea W un subconjunto de un espacio vectorial V (W C V).
W es subespacio de V si y sélo si se cumplen las siguientes

condiciones:
a. OpestdenW.

b. Siuywvestanen W,entoncesu + vestaen W.
c. Siuestaien W ykesunescalar,kuestaen W.
Observaciones

1. La condicién (a) asegura que W no es vacio. La mejor manera
de comprobar si W es un subespacio es buscar primero si
contiene al vector nulo. Si Oy esta en W, entonces deben

verificarse las propiedades (b) y (c). Si 0y no estd en W, W no
puede ser un subespacio y no hace falta verificar las otras
propiedades.

2. Las propiedades a, by c corresponden a los axiomas 4, 1y 6 de
espacios vectoriales.

3. Los axiomas 2, 3,7, 8, 9y 10 de espacio vectorial se cumplen
para W porque éste es un subconjunto de V. Puede decirse que
W «hereda» esas propiedades de V.

4. Faltaria comprobar que cada vector de W tiene su opuesto en
W (axioma 5 de espacios vectoriales):

Teniendo en cuenta la condicion (c) de subespacios,

sitomamos k = —1, resulta:

Paracadau e W ,(—1))u=—u € W.

Y por lo tanto cada vector de W tiene su opuestoen W.
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De las observaciones anteriores se deduce que las condiciones
(a), (b) y (c) son suficientes para demostrar que W es un espacio

vectorial, y por lo tanto subespaciode V'.

3.1.4 Subespacios triviales

Si V' es un espacio vectorial, entonces V' es un subespacio de si

mismo.
Lo mismo sucede con {0y} yaque 0y + 0y = Oy
y kOy, = 0y para cualquier k real

Se dice que {0y } y V" son los subespacios triviales de V.

Ejercitacion sobre subespacios
Ejemplo 1

Consideremos el conjunto W = {(z,y) € R? / zy = 0}, ;Es
un subespacio de R??

Se cumple (a) pues (0,0) € W

No se cumple (b) porque la suma de dos vectores de W puede
no estar en W, por ejemplo:

(1,0)+(0,1) = (1,1) ¢ W

Entonces W no es un subespacio de R2.
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Ejemplo 2

Consideremos el conjunto W = {(z,y) € R? / x = 0}. Es
decir, larecta de ecuacion = 0. ¢Es un subespacio de R??

Se cumple (a) pues (0,0) € W
Se cumple (b) pues la suma de dos vectores de W, estden W'

(0,y1) + (0,72) = (0,91 + y2)

Se cumple (c) pues el producto de un vector de W por un
nimeroreal estaen W:

k(0,y) = (0, ky)
Luego W es subespacio de R?.
Ejemplo 3

Consideremos el conjunto W = {(z,y) € R?/z? — y? = 0}.
:Es un subespacio de R??

-y =0sy=zVe=—y

Se cumple (a) pues (0,0) € W
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No se cumple (b) porque la suma de dos vectores de W puede no
estar en W, por ejemplo:

(17 1) + (17 _1) — (270) g—f w
Entonces W no es un subespacio de R2.
Ejemplo 4

Consideremos el conjunto W = {(z,y,2) € R*/z +y + 2z = 0}.
Es decir un plano que pasa por el origen. ;Es un subespacio de R3?

De la ecuacién del plano se deduce que: ¢ = —y — 2z
Por lo tanto los vectores que pertenecen a W responden a la forma
(—y — 2z,y,2)cony,z € R,

Se cumple (a) pues (0,0,0) € W

Se cumple (b) pues la suma de dos vectores del plano, sigue estando
en ese plano:

(_y o zza Y, Z) + (_y’ o 2277y,a Z’) -
=(-+y)-20+2),y+y,2+2")
Se cumple (¢) pues k (—y — 2z,y,2) = (—ky — 2kz, ky,kz) € W

Entonces W es subespacio de R3.
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Ejemplo 5

Consideremos el conjunto W = {p € P, / p(0) = 0}.

Es decir, los polinomios de grado menor o igual que dos
(incluyendo el polinomio nulo) tales que evaluados en 0 dan
por resultado 0. ;Es un subespacio de Py?

Se cumple (a) pues el polinomio nulo pertenece a W.

Recordemos la definicion de suma de funciones y de producto
de un real por una funcion:

(f + g9) () = f(z) + g(z), para todo x perteneciente
aldominiode fydeg

(kf) (x) = kf (x) para todo x perteneciente al dominio de f.

Los polinomios son funciones, por lo tanto si consideramos
p, q € W,resulta:

(p+4q)(0)=p(0)+¢q(0)=0+0=0 = p+qgeW

(kp) (0) =kp(0)=k0=0=kpecW

Demostramos que W es un subespacio de Ps.
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Ejemplo 6

Consideremos el conjunto W = {4 € R™"/ A = At}.
Es decir, el conjunto de matrices simétricasden x n.

Se cumple (a) porque la matriz nula pertenece a W.

Se cumple (b) pues si A, B € W entonces (A + B)' = A* + B* =
= A+ B,luego(A+ B) e W.

Se cumple (c) pues si A € W entonces (kA)t = kA' = kA, luego
(kA) e W.

Demostramos que el conjunto de matrices simétricas de n X n es un
subespacio de R™*",

Ejemplo 7

Consideremos el conjunto W = {A € R**?/det (A) = 0}.
:Es un subespacio de R?*2?

Se cumple (a) porque la matriz nula pertenece a W.
En general det (A + B) # det (A) + det (B), entonces podria
ocurrirque A, B € W peroque A + B noestéen W.Por ejemplo

1
—1

0 O
-2 5

-3

A= ))

-3 1
3 B=(y oy A+B=(_,
A + B ¢ W entonces no se cumple (b).

W no es un subespacio de R?*2.
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3.1.5 Resumen de los subespacios de R? y R?

Después de estos ejemplos podemos resumir cuales son los

diferentes tipos de subespaciosde R? y R3:

Subespacios de R?

Subespacios de R3

{(G;0)}

{(0;0; 0)}

Rectas que pasan por el
origen.

Rectas que pasan por el
origen.

Planos que pasan por el
origen.

R? (como subespacio de si
mismo.)

R3 (como subespacio de si
mismo.)

No hay ninguna otra clase de subespacios en R? y R3.
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3.2 Conjunto generador. L.l. L.D. Bases

3.2.1 Combinacion lineal
Definicion

Sean vy, V2, ..., V., W vectores de un espacio vectorial V.
Se dice que el vector w es una combinacidn lineal de los vectores

U1, V2, ... , U, sisepuedeexpresarcomo sigue:
w:k1v1+k2v2—|— °°°+krvr
donde k1, ko, ..., k,sonescalares.

Observaciéon: Nosotros estamos trabajando con espacios
vectoriales reales, o sea que los escalares son nimeros reales.

ESTOJES]IMEORTANTE
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3.2.2 Conjunto generador

Sea {v1, v2, ... v} un conjunto de vectores de un espacio
vectorial V.

Si todo vector de V' puede expresarse como combinacioén lineal

de v1, v2, ... , v, entonces se dice que { v, va, ... , v, } €S
un conjunto generador de V o también que vy, vy, ... , v,
generanV'.

ESTOJES]IMEORTANTE

3.2.3 Subespacio generado

Seanwvy, ve, ..., v, vectoresde unespacio vectorial V.

1. El vector nulo puede expresarse como combinacion lineal de
dichos vectores:

OV = 0’U1 + 0’1)2 + ... + O’UT
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2. Si sumamos dos combinaciones lineales de los vectores dados,
obtenemos otra combinacion lineal:

(afl'Ul + ...+ CLrUr) + (bl'Ul + ... + br’Ur) =
= (a1 + by)vy + ...+ (a, + b,)v,
3. Si multiplicamos un escalar k por una combinacion lineal de los

vectores dados, obtenemos una combinacion lineal de dichos
vectores:

k(aivy + ... + a,v,) = (kay)vy + ... + (ka,)v,

Estas tres condiciones permiten afirmar que el conjunto de todas

las combinaciones lineales de v, v, ..., v, €sunsubespaciode
V.

Entonces:

Dados los vectores vy, ve, ..., v, en V, llamamos subespacio
generado por wvq, v9, ..., v, al conjunto de todas las
combinaciones lineales de estos vectores. Lo denotamos con la
expresion gen {vi, ve, ..., U}

gen{vi, v, ..., v} ={v eV :iv= av1 + avs + ...+ o, vy,

con a; € R } subespaciode V.
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3.2.4 Independencialineal y dependencia lineal

En los ejemplos 1 y 2 de Conjunto generador vimos que los
conjuntos {(1,1), (1,—-1)} vy {(1,1), (1,—1), (2,0)} generan
R2. Si tuviéramos que elegir uno de ellos como generador de R2,
;por cual nos inclinariamos?

El problema de encontrar los conjuntos generadores mas
«pequenos» para un e. v., depende de la nocion de independencia
lineal, que presentamos en esta seccion. Si A = {vq,vs,...,0,}

es un conjunto de vectores de un espacio vectorial V', entonces:

avy+ayve+...+a, v, =0y

tiene al menos la solucion trivial: ¢y = ay =...=a, =0
Si ésta es la unica solucién , entonces se dice que A es un

conjunto linealmente independiente.
Si hay otras soluciones (ademas de la trivial) entonces A es un
conjunto linealmente dependiente.
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Una forma alternativa de caracterizar la dependencia lineal es |la
siguiente:

Un conjunto de vectores { vi,v2, ...,v, } de un espacio
vectorial V' es linealmente dependiente si y sélo si al menos uno

de los vectores puede expresarse como combinacion lineal de los
demas.

Demostracion:

= Si el conjunto { vy, vy, ..., v, } es linealmente dependiente,
la ecuacién

av] + agvg + ...+ opv, = 0Oy

admite otras soluciones ademas de la trivial. O sea, existe una
combinacién lineal donde al menos uno de los escalares es
distinto de cero, que da el vector nulo.

Supongamos que a; # 0. Entonces resulta:

(8%) (7%
v = (—a—l)’02 +---+(—a—1)’vr

Por lo tanto, el vector v; es combinacioén lineal de los demas.

< Sabemos que uno de los vectores puede expresarse como
combinacién de los demas. Sin perder generalidad, supongamos
que:

v = kovy + ...+ k,v,
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Entonces:
—1v; + kovy + ... + kv, = Oy

Existe una combinacién lineal no trivial (al menos uno de los
escalares es distinto de cero) que es igual al vector nulo. Por lo
tanto, el conjunto { v1,vs, ..., v, }eslinealmente dependiente,

como queriamos demostrar.

ESTOJES]IMEORTANTE

3.2.5 Propiedades
Propiedad 1

Un conjunto formado por un solo vector, ;es linealmente
independiente (LI) o dependiente (LD)?

Planteamos la combinacioén lineal:
av =0y
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Si v = Oy, a puede tomar cualquier valor. Por lo tanto: {Oy } es
LD.

Siv # Oy, latnica solucién es & = 0. Por lo tanto: {v} es LI.

Propiedad 2

Si un conjunto de vectores contiene al vector nulo, entonces es
linealmente dependiente (LD).

Demostracion:
SeaA: {’Ul, Voy «vvy Up, OV} C V

Entonces se tiene que:
Ovi +0vy +...4+0v, + 10y =0y

Probamos que existe una combinacién lineal con escalares no
todos nulos, que da el vector nulo. Por lo tanto, A es linealmente

dependiente.

3.2.6 Interpretacion geométrica

Observacién previa: En lo que sigue consideramos los vectores
colocados a partir del origen de coordenadas.

De resulta que dos vectores v; y wy son linealmente

dependientes (LD) si y sélo si uno de ellos es un multiplo escalar
del otro.
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Podemos afirmar entonces que dos vectores en R? o R? son LD si

y sb6lo si estan sobre la misma recta que pasa por el origen
(vectores paralelos).

Dos vectores Ll en B?

Dos vectores LD en B?
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En R3, tres vectores vy, v, v3 son LD siy sélo si estan situados
en el mismo plano que pasa por el origen (vectores coplanares).

Tres vectores Ll en R?

Tres vectores LD en R?

3.2.7 Basey dimension de un espacio vectorial

Habiamos visto que los conjuntos B = {(1, 1), (1, —1)} vy
C={(1,1), 1, -1), (2, 0} generan R?. ;Cudl es la
diferencia entre ellos?
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B es un conjunto linealmente independiente, en cambio C es
linealmente dependiente porque (2, 0) = (1, 1) + (1, —1).

Un conjunto de vectores B = {v1 , v2, ..., v,} de un espacio
vectorial V' se denomina base de V' siy sélo si:

i. B es linealmente independiente;
ii. BgeneraaV.

Teniendo en cuenta esta definicion, B = {(1, 1), (1, —1)} es
una base de R2. Otra base de R? muy usual es la que contiene a
los versores canénicos: E = {(1, 0) , (0, 1)}.

Puede demostrarse que:

Si B = {v1, v2, ..., vy} €s una base de V, entonces todo
conjunto con mas de n vectores es linealmente dependiente.

De acuerdo con esta propiedad, podemos deducir una
caracteristica comun a toda base de un espacio vectorial:

Sean B = {v1,vq, ..., oo} Yy B ={wsi, wy, ..., w,} dos
bases del espacio vectorial V.

Como B es una base, todo conjunto de mas de n vectores es LD.
Pero B’ es LI, entonces:
g<n [1
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Como B’ es una base, todo conjunto de mas de g vectores es LD.
Pero B es LI, entonces:

De[1]y[2] se deduce que g = n.

En consecuencia:

Si B = {v1,v9,..., v,}esunabase de V, cualquier otra base de
V' tiene n vectores. Esto permite definir el concepto de
dimension.

La dimensién de un espacio vectorial V' es |la cantidad de vectores
gue componen unabasede V.

Si B = {v1,v2,..., v,} es una base de V, la dimension de V es
ny loindicamos como dim (V) = n.

Si no existe una base de V formada por un conjunto finito de
vectores, se dice que V es un espacio de dimension infinita. Un

ejemplo es el espacio de todos los polinomios (de cualquier
grado).

Como el vector nulo es linealmente dependiente, el espacio {0y }

no tiene base. A este espacio compuesto Unicamente por el
vector nulo, se le asigna dimension cero:

dim ( {Oy} ) =0
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Para determinar la dimensién de un espacio vectorial, es
suficiente hallar una base de dicho espacio. Veamos qué
dimensién tienen los espacios vectoriales con los cuales
trabajaremos:

En R? conocemos la base canénica:
E, = {(1,0),(0,1)} = dim (R?) =2
EnIR3 la base candnica es:
E; = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} = dim (R?) = 3
Analogamente en R*:
E, ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} =
= dim (R*) = 4

De acuerdo con el nimero de vectores que componen cada una
de estas bases, podemos afirmar que:

dim (R") =n

Para determinar la dimension de los espacios de matrices,
consideremos por ejemplo V' = R3*2,

Cualquier matrizde 3 x 2 puede expresarse como sigue:
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a b 1 0 0 1 0 0
c d]l=al0 O0)]+b0]|0 O] +c|l1 O]+
e f 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
+d|0 1])+e|O0O O)J+f|0 O
0 0 1 0 0 1

Observemos la similitud con RS , sélo cambia el formato.

Encontramos seis matrices linealmente independientes que
generan V' = R3*2. Es decir, encontramos una base (llamada base

canonica) de este espacio y por lo tanto:
dim (R3*?) = 3 x 2 = 6.

Generalizando, podemos afirmar que:
dim (R™") = mazn

Busquemos la dimensién de los espacios de polinomios.
Consideremos por ejemplo V' = P, . Cualquier polinomio de P,

puede expresarse cOmo sigue:
_ 2 __ 1 2
p(x) = ag + a1z + ayz” = a9l + a1z + asx

El conjunto {1,z,z>} genera P, y ademas es linealmente
independiente. Hemos obtenido una base (llamada candnica) de
P,y por lo tanto dim (P) = 3.
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Analogamente:

2

{1,2,22,2%} base canénica de P;

{1,z,2%, 23,..., 2"} base candnica de P,

Entonces:

dim(P,) =n+1

ESTOJESIIMEORTANTE

3.2.8 Propiedades relacionadas con la dimension

Sidim (V') = n, puede afirmarse que:

1) Todo conjunto de n vectores linealmente independientes en V'
es una base.
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2) Todo conjunto de n vectores que genere V' es una base.

3) Todo conjunto de mas de n vectores en el espacio vectorial V'
es linealmente dependiente.

4) Todo conjunto linealmente independiente en V puede
extenderse a una base.

3.2.9 Coordenadas de un vector respecto de una
base

Propiedad: Si B = {v;,vy,...,v,} es una base del espacio
vectorial V, todo vector de V' puede expresarse de forma Unica
como combinacién lineal de los vectores de B.
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Esta propiedad permite definir coordenadas de un vector
respecto de una base.

Sea B = {v1,vs,...,v,} basede V.

Para cada u € V, existen Unicos escalares aq,as,...,a, € R
tales que:

U = 11 + V2 + ...+ a,v,

Estos escalares se denominan coordenadas del vector u respecto
delabase B.

Indicaremos las coordenadas mediante la siguiente notacion:

o
a2
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3.2.10 Base y dimension de un subespacio
vectorial

Recordemos que un subespacio es un espacio vectorial en si
mismo, por lo tanto podemos hallar una base y su dimensién.

Si S es un subespacio de V, entonces: dim (S) < dim (V).

Veamos cuales son las dimensiones de los distintos tipos de
subespacios de R3:

+ S={(0,0,0)} no tiene base y como habiamos dicho, se le
asigna dimension O.

dim ({Oy}) =0

e Rectas que pasan por el origen,
e Planos que pasan por el origeny

o R3 (Sabemos que R3 tiene dimension 3.)
Consideremos un plano que pase por el origen, por ejemplo:
m: x+3y—2z=0
T =—3y+ 2z
(z,y,2) e v (z,y,2) = (—3y + 22,y,2) =

= (—3y,y,0) + (22,0,2) =y (-3,1,0) + 2 (2,0,1)
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Esto quiere decir que cualquier vector en ese plano se puede
escribir como combinacién lineal de (—3,1,0) y (2,0, 1). Cémo
son LlI:

{(-3,1,0),(2,0,1)} es una base de Sy
dim (S7) = 2
Planos que pasan por el origen son subespacios de dimension 2.
Ahora consideremos el subespacio:

52:{($,y,Z)GR3|$+y:0 ) m—y—z:0}

m:x+y=0
7°:<{1 Y ©r =11 Ty
T i X — Y — 2=

La interseccién de dos planos no paralelos es una recta. ;Cémo
podemos encontrar una base de una recta?

y=—x
= z—(—x)—2=0= z=2z
Sillamamos x = t, resulta:

(z,y,2) = (¢, —t,2t) =t(1,—1,2)
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Observamos que todos los vectores de la recta pueden
expresarse como combinacion lineal del vector director

(1,—1,2), que ademas es LI. Por lo tanto, {(1,—1,2)} es una
base de este subespacio.

Rectas que pasan por el origen son subespacios de dimensién 1.

En los ejemplos anteriores observamos cémo disminuye la
dimensién de un subespacio a medida que agregamos ecuaciones,
tal como se muestra en el siguiente cuadro:

Numero minimo Dimension Obiet
de ecuaciones del J?tc.’ Ejemplo
que definen S subespacio geometrico
0 3 R?
1 5 Plano.s por el 2 =0
origen
0
9 1 Rectas por el {y
origen z=0
=0
3 0 {(0;0;0) } y=20
z=0
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Ejercicios y problemas

1) Indicarsi A = {(1,1,1), (1,3,2)} esunabasede
W = {(z,y,2) € R®*: x+y—22z=0}, justificando Ila
respuesta.

Posible estrategia de resolucién: hacer el producto vectorial
de los generadores de A y verificar que el resultado es

proporcional al vector normal al plano W.
2) Considere el subespacio de R*
Tl — {(581,332,583,334) S R4| T+ Ty = 0 A Lo — Ly = 0}

Halle base y dimension.
Teniendo en cuenta las ecuaciones que definen 17, ¢podria

anticipar su dimensién?

SOLUCION

3) Hallar una base y la dimension del subespacio de matrices
simétricas de 2x2:

T, ={Ac R¥| A= A"}

:Coémo es una matriz simétrica de 2x2?

a=@ Y
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0 O

a b 1 0 )
0 1

G @~ o

)+ )+

Las tres matrices halladas son L.l. y generan el subespacio de
matrices simétricas, por lo tanto hemos encontrado una base

de dicho subespacio.

4) Hallar base y dimension de

S ={p(z) € P2| ag — 2a; + 3ay = 0}
SOLUCION

5) Hallar una base y la dimensién del subespacio de matrices
antisimétricas de 2x2 y del de 3x3.
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3.2.11 Bases de subespacios definidos por
generadores

Hasta ahora hemos buscado bases de subespacios definidos por
ecuaciones. ;Qué ocurre cuando el subespacio esta definido por
sus generadores?

Veamos el siguiente ejemplo:

Hallar una base y la dimension de
S=gen{(1,1,2),(1,—-1,0), (0,1,1)} C R®.

En este caso, por la definicibn de S sabemos que
{(1,1,2),(1,—-1,0), (0,1,1)} es un conjunto generador de S.
Para determinar si es una base, tendremos que analizar la
independencia lineal:

- Si son vectores LI, entonces son base del subespacio.

- Si son LD, tendremos que extraer una base eliminando los
vectores «que sobren.

En el caso especifico de 3 vectores en RS, podemos utilizar el
determinante (que es el producto mixto). Como en este caso el
determinante da cero, los vectores son coplanares y por lo tanto
L.D. Tenemos que extraer una base eliminando alguno de los
vectores, por ejemplo:

 {(1,1,2),(1,—1,0)} esunabasedeS
 {(1,-1,0), (0,1,1)} esotrabase deS.
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Podemos afirmar que ladimension de S es 2.

Una forma practica de extraer bases es armar una matriz con los
vectores dados y llevarla a la forma escalonada:

Una matriz es escalonada (por filas) si satisface las siguientes
propiedades:

1. Las filas nulas (todos sus elementos son ceros) se encuentran
en la parte inferior.

2. En cada fila no nula, el primer elemento distinto de cero
(pivote) esta a la derecha del pivote de |a fila superior.

Una matriz cualquiera puede llevarse a la forma escalonada
aplicando operaciones elementales entre sus filas. Por ejemplo
consideremos la matriz que armamos con los generadores de S'

1 1 2 i 1 2 ] 2
1 =1 0 4 0 2 2 0 2 2
Fy = Fj—Fy Fy—Fa-2Fy
0 1 1, 0 1 1, 0 0 0

Se denomina rango de una matriz al nimero de filas LI que tiene
la matriz. Veremos en el siguiente capitulo la importancia de este
concepto en el estudio de sistemas de ecuaciones lineales.

Puede demostrarse que:

1. Si se realizan operaciones elementales entre las filas de una
matriz, el rango se conserva.

2. Las filas no nulas de una matriz escalonada son LI.
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Por lo tanto, para determinar el rango de una matriz se aplican
operaciones elementales para obtener una matriz escalonaday se
cuentan las filas no nulas.

En el ejemplo, la matriz escalonada tiene rango 2, por lo tanto la
matriz que armamos con los generadores de S tiene rango 2. Esto
significa que de los tres generadores de S hay dos linealmente

independientes. ; Cual es entonces la dimension de S?
dim (S) = 2

Este método también permite obtener bases: las filas no nulas de
la Gltima matriz son otra base de S, ya que fueron obtenidas como
combinaciones lineales de los vectores de S:

{(1,1,2), (0,2,2)} otra base de S

Ejemplo
Dado el conjunto:
A={1+z1—2*2+4+3z+kz>} C P,

Hallar todos los valores de k para que A genere un subespacio
de dimensioén 2

Para el k£ hallado encontrar las ecuaciones del subespacio
generado por A.
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Resolucion
Sabemos que dim (P,) = 3 , entonces todo conjunto de 3

vectores LI en P, es base de P,. Como se pide que la
dimension del subespacio sea 2, debemos hallar £ de modo
gue los vectores sean LD.

Los dos primeros vectores de A son LI, entonces se trata de
analizar para qué valores de k el tercer vector es combinacién
lineal de los anteriores:

2+ 3z +kr’=a(l+z)+B(01—2?

2=0+p
3—a =a=38=-1k=1
k=8

Para k = 1, el polinomio 2 + 3z + ka? es combinacién lineal
del+x y 1 — z2. Entonces:

gen{l+z;1 — %2+ 3z + z*} = gen {1+ z;1 — 2%}
{1+ 2;1— 2z} es base de P;
Ahora busquemos la ecuacién del subespacio. Tomamos un

polinomio genérico, p (z) = ap + a1z + asx? y lo escribimos
como combinacion lineal de los vectores de la base:

ap + a1z + azz” = a (1 +z) + B (1 — z°)
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a+p = a
—B =as :>a:a17182_027 = ap=0a1 — Qy

a = a;
Entonces esa es la ecuaciéon que define al subespacio:
S=gen(A)={pe P | ap— a1 + a2 =0}

Como verificacion, puede comprobarse que los dos vectores
de la base verifican la ecuacién obtenida.

Video con ejercicio resuelto

Video 3.1. Ejercicio Algebra CBC A-62 (video de unamunoenlinea en YouTube,
Licencia Atribucion de Creative Commons)
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3.3 Operaciones con subespacios

3.3.1 Interseccioén

Sean S'y T subespacios del mismo espacio vectorial V. Definimos
la interseccién como sigue:

SNT={wveV :velS N veT}

Propiedad
S N T essubespaciode V

Ejemplo 1
Sean los subespacios de R3:
S={(z,y,2)| ¢ — 32 =0}
T ={(z,y,2) |z +y—2=0}
Hallar SN T.

Resolucion
Por definicién S NT' es un conjunto que estara formado por

los vectores que pertenezcan a S y a T'. Es decir aquellos
vectores que satisfagan las ecuacionesde S'y lasde T":

SNT ={(z,y,2) |z —32=0 N xz+y—2z=0}
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Se trata de una recta definida como interseccién de dos
planos. Una base de la recta es un vector director.

Geométricamente podemos buscar el vector director como el
producto vectorial de los vectores normales a los planos:

i ik
v=mnygxnyg=1|1 0 -3|=(3,-2,1)
1 1 -1
SNT ={(z,y,2) =A(3,-2,1), A e R}
Entonces {(3, —2,1)} esunabasede S N T

Otra forma de resolverlo es buscar la solucion del sistema de
ecuaciones:

x—32=0 =3z
= { =
z+y—2=0 Yy=z—x=—2z2

= (3z,—2z,2), Vz € R.
(z,y,2) = 2(3,—2,1)

Y entonces otra vez llegamos a que {(3, —2,1)} es una base
deSNT.
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Ejemplo 2
Sean los subespacios de R?*2:

S={AcR¥?| A=A"
T=gen{(y ). o}

Hallar S N T.
_ SOLUCION |

Video con ejercicio resuelto

Operaciones con
subespacios

Interseccion

Video 3.2. Ejercicio Algebra CBC A-62 (video de unamunoenlinea en YouTube,
Licencia Atribucion de Creative Commons)
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3.3.2 Suma de subespacios

Dados S y T' subespacios de V, se define la suma como sigue:

S+T={wveV]|v=v14+vs, con vi €S8, vyeT}
suma de subespacios

Propiedad: S + T es un subespacio del espacio vectorial V.

Si conocemos conjuntos generadores de S'y de T', podemos hallar
generadores de la suma:

S = gen{vy,vq,...,9,} YT = gen{wy,ws,...,w,}
= S+ T = gen{v1, vy, ...04 w1, Wa,..., W}

Para hallar la suma es usual buscar las bases de S y T'. Como las

bases son conjuntos generadores LI, si conocemos una base de
cada subespacio podremos obtener un conjunto generador de la
suma:

Dadas las bases:
BS — {U17U27"'7vq}yBT - {w1)w27‘ . '7w7‘}
Resulta:

{v1,...,vg,w1,...,w,} conjunto generador de la suma.

Observacion: Se obtiene asi un conjunto generador de la suma
pero no siempre es linealmente independiente.
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e SiesLl, encontramos una base de la suma.

e Sies LD, podemos extraer una base de la suma eliminando los

vectores «que sobran».

Ejemplos Resueltos

3.3.3 Sumadirecta

La suma de dos subespacios es directa si y solo si la interseccién

de los subespacios es el vector nulo.

S+ T es directa < SNT = {0y}

Cuando lasuma es directa se escribe:

SeT

Ejemplos Resueltos
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3.3.4 Teoremadeladimensiondelasuma

Si S1 y Sy son subespacios de un espacio vectorial V (de
dimensidén finita), entonces:

dim (Sl + Sz) — dim (Sl) + dim (Sz) — dim (Sl N Sz)

En el caso particular de que la suma sea directa, como
S1N Sy = {0y}, resulta:

Ejemplo
Dados los subespacios de Ps:
Si={pePR| p(0)=0}
S2={pe P, | p(1) =0}
Hallar bases de ambos subespacios y de la interseccion.
Resolucion

Hallemos una base de S;:

p(0) =ap+a10+a0®*=0=0ay=0
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Entonces son los polinomios de la forma:
a1 + CL2:L'2
Luego una base de S; es:
Bg, = {z,2°} = dim (S;) = 2
Hallemos una base de Ss:
p(1) —ap+a1l+al>=0=ay+a,+ay=0
Entonces son los polinomios de la forma:
(—a; —ag) + a1z + asz? = ay (=14 z)+ax(—1+ )
Bs,={-1+z , —1+2°} = dim(S,) =2

Para buscar S; N .Sy debemos plantear que se cumplan las
ecuaciones de S; y también las de .S5:

ay=0 AN ay+tar+a=0= ap=0 A a1 = —as
Los polinomios seran de la forma:
a1xr — alxz = —a (:c2 — )
Luego:

Bsns, = {2 — 2} = dim(S;1NS,) =1
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Notese que como conocemos las dimensiones de Sy, Ss y
S1 N Sy, podemos calcular la dimension de S; + Ss:

dim(51+52):2—|—2—1:3

Pero el Unico subespacio de P, con dimensién 3 es Ps. Luego:
ST+ Sy = B,

Ejercicio parael lector
Dados los subespacios de R?*2:
Wi:{AcR¥? | A=A4"
Wo: {AcR¥?| A= —A"
a) Hallar basesde W7y W5
b) Obtener W7 N W,

c) Sin hallar W7 + Wy analizar la validez de la siguiente
afirmacion:

Wl D W2 — R2X2

d) Proponer una base de R?*? formada por matrices
simétricas y antisimétricas.
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3.3.5 Productointerno

En el primer capitulo vimos producto escalar entre vectores y sus
aplicaciones a la Geometria. En esta seccidon nos proponemos
generalizar esta operacién a otros espacios vectoriales
definiendo la nocién general de producto interno a partir de las
propiedades del producto escalar.

Definicién: Un producto interno en un espacio vectorial real V es
una operacién que asigna a cada par de vectores u y v de V un
numero real u.v tal que se verifican las siguientes propiedades
Vu, v, weVy VaeR:

1. v v=v-u

2. u-(v+w)=(u-v)+ (uv-w)

3. au-v=a(u-v)

4. uu>0 N uu=0 < u=0y

Es posible definir asi distintos productos internos en cualquier
espacio vectorial (mientras se verifiquen estas propiedades). En

este libro sélo trabajaremos con el producto interno canénico en
R"™, que es la extensién del producto escalar:

(1,22, -y Zn) - (Y1,Y25 - - -y Yn) = T1Y1 + T2Ys + - . - TnYn

producto interno canénico en R"
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Esta definicibn nos permite extender el concepto
ortogonalidad a R":

ulv < w.v =0 condicidon de ortogonalidad

de

Ejemplo
Realicemos el producto interno de los vectores de R*:
u=(1,2,3,4) v=(1,0,1,-1)
uv=114+20+31+4.(-1)=0

Como u.v = 0 entonces u y v son ortogonales.

3.3.6 Complemento ortogonal de un subespacio

Sea S subespacio de un espacio vectorial V' con producto interno.

El complemento ortogonal de S, que denotamos como S+, es el
conjunto de vectores de V' que son ortogonales a cada uno de los

vectoresde S

St={veV]|v-w=0 VwesS}
complemento ortogonal de S

Propiedad: S~ esun subespaciode V.
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ESTOJESIIMEORTANTE

3.3.7 Propiedades del complemento ortogonal

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita, con producto
interno, y sea S un subespacio de V. Entonces se verifican las
siguientes propiedades:

1. (S =8

2. Vi={oy} y {oy} =V

3. NSt = {Ov}

4, S+ 8+t =V

Esta ultima propiedad significa que cualquier vector de V' puede
expresarse como suma de un vector de S mas otro de S+.

216


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/interactivos/complemento_ortogonal.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/interactivos/complemento_ortogonal.html

llustramos con un ejemplo geométrico de R3:

De las propiedades 3y 4 se deduce:

SeSt=V
Y por lo tanto:
dim (S) + dim (S$*) = dim (V)

La unién de una base de S con una base de S+ es base de V.
Esto se aplica para extender una base de S aunabasede V, como
muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo
Sea S = {(x1,Z2, 23, 24) € R 21 + 24 =0, 71 — 22 + 324 = 0}
Hallar una base de Sy extenderla a una base de R*.

Resolucién
Buscamos una base de S, por ejemplo:
Bs={(1,-2,0,—-1), (0,0,1,0)}
Como dim (S) = 2, podemos anticipar que: dim(S*) =4 —2 =2
A partir de la base de S, obtenemos las ecuaciones de S*:

SL.{wl—sz—m:O
. $3:O

Y hallamos una base de S-. por ejemplo:
Bsi ={(2,1,0,0), ((0,1,0,—2)}
Entonces uniendo las bases de S'y S resulta:

B ={(1,-2,0,-1),(0,0,1,0),(2,1,0,0),(0,1,0,-2)}
que es base de R*
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Videos con ejercicios resueltos

Ejercicio 22

Dadi los siguientes subespacion, halle o complements artogonal, uea base del

complemento ortegonal v su dimension

a) V=B, 8= (i), .)€} /X422 3%y =0)

PED vamos & cbtener una base de & x, =-2x, + 3¢
0 08 § 50 pUede expreiar (oMo

6 ) (=2x: 4,1 0) & 3, Qx, o x, (=2 10)+ 5, (RO 1)

Ui wector generador de S debe cumplis

(giminW-210)=0 — -2¢+5,=0
(rixs e, ME0 1) =m0 = 3x +x, =0

(e n, e )e|e 2y =3r (12 =3)

Video 3.3. Ejercicio Algebra y Geometria Analitica UTN FRBA (video de
elaboracion propia)

22) Dados los siguientes subespacios, halle el complemento ortogonal, una base del
complemento ortogonal y su dimensién

a) V= R}, 8= {(x1, %o, )(3)E]R3 /X +2xp-3 %3 =0}

b) V=R, 8= {(x1, X )R / xp+2x; 435 = 0; x-4%; =0}

| ¢) V=R, 8= {(x;, Xz, %5, %) €RY xy+%3 +2K3 ¥4 =0, X422 -x3 =0}

Video 3.4. Ejercicio Algebra y Geometria Analitica UTN FRBA (video de
elaboracion propia)
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Capitulo IV

Tres espacios de una matriz
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Muchos problemas de ingenieria, por complicados que sean,
se pueden reducir a algebra lineal:

AX =B 6 AX=)X 6 AX~B

Si las matrices son cuadradas, el primer problema AX = B tiene
una unica solucion cuando las columnas de A son independientes.
El segundo problema AX = AX, cuando tiene solucién para Ay
para X produce vectores independientes (llamados vectores
propios). Para resolver el tercer problema, AX ~ B, suele

recurrirse a métodos numéricos.
Se puede observar que:

A=

—_
W N =
IS JURE V)

no tiene columnas independientes. Si sumamos las columnas 1y 2
obtenemos la columna 3. Un resultado sorprendente e
importante del algebra lineal establece que las filas tampoco son
independientes.

Este capitulo analiza La interaccion de las columnas y las filas. A
continuacién se enumeran cuatro de los conceptos mas
importantes:

1. El espacio columna (todas las combinaciones de las
columnas).

2. Elespacio fila (todas las combinaciones de las filas).
3. Elrango (el nimero de columnas o filas independientes).

4. Eliminacién (la mejor manera de encontrar el rango de una
matriz).
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4.1 Espacios filay columnade A. Rango

En esta presentacion, resumimos la teoria necesaria para resolver
la ejercitacion:

DEFINICIONES DE ESPACIO FILA,
ESPACIO COLUMNAY RANGO

Método para hallar el rango de una matriz

Recordemos que:

1. Si se realizan operaciones elementales entre las filas de una
matriz, el rango se conserva.

2. Las filas no nulas de una matriz escalonada son LlI.

Por lo tanto, para determinar el rango de una matriz se aplican
operaciones elementales para obtener una matriz escalonaday se
cuentan las filas no nulas.
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Ejemplos Resueltos

Compatibilidad y rango
Consideremos el siguiente sistema:

x1 + x +x4=3
T3 — Ty = 2

T+ Ty —x3+2x,=0

Es un sistema de 3 ecuaciones con 4 incégnitas (3 x 4) cuya matriz
de coeficientes es la A del ejemplo 4 de los ejemplos precedentes.

El sistema puede expresarse en forma matricial como: A X = B
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0 1
1 1]y B=
-1 2

con A =

—_ O =
—_ O =
SN W

Este sistema, ;tendra solucién? ;Cuantas soluciones tendra?

Veamos como escribir el sistema en funciéon de las columnas de la
matriz A:

1 1 0 1 3
21 |0 +2 |0 +23| 1 | +xa|—-1] = ]2
1 1 —1 2 0

Queda una combinacién lineal de las columnas de A igualada al
vector de los términos independientes:

$1A1+$2A2—|—£I)3A3+$4A4:B

:Cuando tiene solucion el sistema? Cuando podemos encontrar
valores para x1,x2,x3,x4 que satisfagan la igualdad. Estos

valores pueden ser Unicos o no.
En otras palabras:

El sistema AX = B es compatible siy sélo si B es combinacion
lineal de las columnas de A.
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Decir que B es combinacion lineal de las columnas de A significa
que B esta en el subespacio generado por las columnas de A.
O sea:

El sistema AX = B es compatible < B € Col(A)

Consideremos la matriz ampliada del sistema, que se obtiene
agregando la columna de los términos independientes:

A'= (A4, Ay, A3 A, B)
;Qué valores puede tomar rg (A’)?

El rango de A’ dependerd de si B es combinacion lineal o no de las
columnas de A:

e rg(A)=r9(A)=2< B e Col(A)
o rg(AY=rg(A)+1=3< B¢ Col(A)

Estamos en condiciones de enunciar un teorema central sobre la
compatibilidad de sistemas de ecuaciones lineales.

Un sistema de ecuaciones lineales AX = B es compatible si y
solo si el rango de la matriz ampliada es igual al rango de A.

El sistema AX = B es compatible < rg(A) =rg(A')
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e,

Ejemplos Resueltos

Oprimi el botén en la parte inferior derecha del siguiente recurso
y podras trabajar con distintos espacios columna.

Seleccione el Rango o
y luego oprima

Nueva Matriz ~ Rapgo -
-3 2 2 : [E
3 -2 -2
( & 3 3 ) @ Ver Matriz A
l — —

2 /]
8] 3

( ¢ 0 0 ) [V/] Ver A Reducida
] il

D Ver Espacio Columna

BaseEspCol=( =3 3 -3 |

I:] Ver Base

Objeto interactivo de construccion propia
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4.2 EspacionulodeA.

Dada una matriz A, las soluciones de AX = 0 constituyen un
espacio vectorial, que llamaremos el espacio nulo de A.
Encontremos el Espacio Nulo de la matriz A:

—1
A= 2
1

B~ o =
N = =

Debemos encontrar que matrices X "anulan" a la matriz A. Es
decir, el espacio solucién del sistema AX = 0. La matriz
ampliada del sistema es:

—1
A=|2
1

B~ o =
N = =
o O O

Resolviendo el sistema, la solucion es

2
S:{X_ -3 conzGR}

(Espacio nulo de A)

N e s
I
N
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En el siguiente applet podemos observar la interpretacion
geométrica: todos estos vectores X (en rojo) forman una recta, al

ser multiplicados por A se anulan.

Espacio Nulo: ( -

del Sistema:

Espacio Nulo
de A: Recta

(

-1 1 13 1,038
{ 2 3 1| ( 1,55
4 2/\ 2585

[ Ocuttar Ejes /
7} 91| Cnsiton o Bt

1 1

o e 5 8

Soluciones de: 1 1
2
10 —
Escalonada :
Reducida de A: 01 =
o

\ 0 0 a
Solueidn

230
-3
a5
1§

spact '!I\Ar;*(q]

Objeto interactivo de construccién propia

Mas ejemplos

Puedes oprimir el botén situado en la parte inferior derecha del
recurso de la pagina siguiente. En la actividad, primero elige el
rango de la matriz con |la que quieras trabajar y podras encontrar
el espacio nulo asociado a la misma. En el applet, a dicho espacio
nulo se lo indica como el "ntcleo” de A (Terminologia que tendra

significado cuano estudiemos transformaciones lineales.)
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Rango ["_v_| F i

Nueva Matriz ]

9 i 6 — S 5
A 9 10 2 [
-8 10 2 o
o .
)- @)
gL

—9 G G -
9 10 2 ( ¥
9 10 2 3

10 : Forma escalonada s

a1 1 reducida de A
] 0o, B
-
. walo | e
]

Objeto interactivo de construccion propia

Por ultimo, en el siguiente ejemplo podemos cambiar la matriz
con la que trabajamos y graficar los tres espacios asociados
(columna, fila y nulo) juntos o por separado.

El applet muestra los espacios de una matriz M de 3x3. El espacio
fila se muestra en azul, el espacio columna se muestra en naranja
y el espacio nulo se muestra en verde. Puedes editar la matriz
para ver como cambian estos espacios y puedes alternar la
visibilidad de los tres espacios haciendo clic en las casillas de
verificacion de la derecha. Algunas observaciones notables:

¢ Los espacios filay columna siempre tienen la misma dimension,
igual al rango de M.

e La dimension de los espacios fila/columna y la dimension del
espacio nulo siempre suman 3, de acuerdo con el Teorema de
nulidad-rango.

e Elespacio de filas siempre es ortogonal al espacio nulo de M.
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Aqui hay algunas matrices interesantes para probar:

1 2 -1
2 4 =2
1 2 -1

Antes de escribirla en el applet, mird las columnas de esta matriz:
;qué observas? ;Puedes adivinar como se vera el espacio
columna?

Otra:
1 2 -4
2 -1 7
1 O 3

:Cual es el espacio nulo en este caso? (Pista: recuerda que uno de
los subespacios 'triviales' consta solo del vector nulo).

La ultima:

o O O
o O O
o O O

:Cudles seran los espacio filay columna en este caso?

Recorda que podés introducir la matriz que desees.
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1 0
rref(M) = 01
00

Espacic fila;
genl{1,0,2),(0,1,-3}}

Espacio calumna:
genf{1.2,1) (2.—1.0)}

Espacio nulo {solucion)
gen{({-2.3,1)}

Objeto interactivo de construccién propia
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4.3 Relacion entre las solucionesde AX = B
y AX = 0. Variables libres.

4.3.1 Espacio solucion de un sistema homogéneo

Consideremos un sistema homogéneo AX = 0, con A € R™*",

Sea S, = {X € R™| AX = 0}, el conjunto solucién del
sistema.

1) X = 0 pertenece a S}, (solucion trivial del sistema).
2) Sean X7 y X5 soluciones del sistema.

A(Xl + X2) = AXl + AX2 =0 = X1 + X2 también es
solucion.

3) Sea X unasolucién,y k un nimero real:
A(kX) =k (AX) = k0 = 0 kX también es solucion.
Por lo tanto:

El conjunto solucion de un sistema homogéneo AX = 0 (con
A € R™*") es un subespacio de R™1,

Si el sistema (homogéneo) es compatible determinado, la Gnica
solucion es la trivial. Enese caso, dim (Sy) = 0.

:De qué dependera la dimension de S}, para una matriz A dada?
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Propiedad

Sea S}, el espacio solucion del sistema homogéneo AX = 0, con
A € R™", Puede demostrarse que:

dim (Sy) = n—rg(A)

Nota: Recordamos que el conjunto solucion de un sistema
homogéneo AX = 0 se denomina espacio nulo de la matriz A.

Ejercicio
Dado el sistema homogéneo cuya matriz de coeficientes es

1 1 1 O
1 0 -1 1
0 3 6 k

a) Determinar la dimensién del espacio solucién y el rango de
A de acuerdo con los valores de k.

b) Para k = 0 hallar una base del espacio solucién.

Te pedimos que compruebes en este ejercicio la propiedad
mencionada previamente.
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4.3.2 Relacion entre las solucionesde AX = By
AX =0

Consideremos los siguientes sistemas de ecuaciones:

Sistema de ecuaciones: Sistema homogéneo asociado
20 —y+2=4 20 —y+2=0
{—:c—|—2y—z:3 {—x—|—2y—z:0

Resolvemos primero el sistema de ecuaciones original:

20 —y+2=4 —6+4y—2z2—y+2=4
{—:I;—{—2y—z:3 = T=2y—z2-—3
z=—10+ 3y
= A r=—-y+7

Luego el conjunto solucién es:
(z,y,2) =(—y+7, y, -10+3y)=y(-1,1,3) + (7,0,—10)
S ={(z,y,2) € R} (z,9,2) =A(-1,1,3) + (7,0,—-10)}

Geométricamente, el conjunto solucién es una recta que no pasa
por el origen.
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Resolvamos ahora el sistema homogéneo asociado:

20 —y+2=0 4y —2z—y+2=0
{—:1:+2y—z:O = A T=2y—=z2
z =3y
= A
x=—y

Luego el conjunto solucién es:
(z,9,2) = (-y, ¥, 3y) =y (-1,1,3)
Sh=A{(z,y,2)| (z,y,2) = A(-1,1,3)}
Se trata de unarecta paralela a la anterior, que pasa por el origen.

Notemos que tal como establecimos previamente, el conjunto
solucién de un sistema homogéneo es un subespacio.

:Qué relaciéon existe entre los conjuntos solucion del sistema
original y de su homogéneo asociado?

En la grafica de la siguiente pagina se muestran las soluciones de
los sistemas. En naranja la recta solucion del sistema no
homogéneo, y en violeta la recta solucion del sistema
homogéneo:
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Son dos rectas paralelas: la recta que es solucion del sistema
homogéneo pasa por el origen y la recta que es solucion del
sistema no homogéneo no pasa por el origen.

Observamos que:

S=(z,y, 2) =A (-1, 1, 3)+ (7, 0, —10)

Sh Xy

= S=5+X

A continuacion veremos un conjunto de propiedades que

permiten generalizar este resultado para un sistema de
ecuaciones lineales AX = Bcon A € R™"*, B ¢ R™*!:
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Propiedad 1

La diferencia de dos soluciones particulares es solucion del
sistema homogéneo asociado.

Si X y X5 son dos soluciones particulares del sistema AX = B,
entonces se cumple que:

AX1=B N AX,=B
Restando miembro a miembro:
AX:1 —AXo =0 = A(X;1—X2)=0
Por lo tanto X; — X5 essolucionde AX =0

Propiedad 2

La suma de una solucion particular de AX = B y una solucion
del homogéneo asociado, es solucionde AX = B.

Sean:

» X, unasolucién particularde AX = B

e X} unasolucion del sistema homogéneo asociado.

Queremos probar que (X, + X},) essoluciénde AX = B

A(X,+X,)=AX, + AX,=B+0=B
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Propiedad 3

En la propiedad anterior habiamos probado que (X, + X}) es
solucionde AX = B. Reciprocamente:

Cualquier solucion del sistema AX — B puede expresarse
como X, + X3, siendo X, una solucién particular del sistema
y X}, unasoluciéon del homogéneo asociado.

Sea X unasolucién del sistema AX = B, entonces:
X=(X-X)+X,

Por propiedad 1, (X — X,,) es solucién del homogéneo asociado,
por lo tanto:

X =X,+X,

A partir de las propiedades 2 y 3 se deduce que:

El conjunto solucion de un sistema AX — B puede

expresarse como suma de una solucién particular y la
solucion del sistema homogéneo asociado.

S =X, + S, = {Xp + Xn| Xp € Sn}
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Ejemplos Resueltos

4.4 Nimero de variables libres de un sistema
Recordemos que:

El sistema AX = B escompatible<< B € Col (A)
& rg(A) =rg(4)

Supongamos que B € Col (A), es decir que el sistema es
compatible. ;Cuantas soluciones tiene?

Searg(A)=rg(4)=r

Sin es el nUmero de incégnitas, puede demostrarse que:
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e Sir = n,el sistema tiene solucion Unica (SCD)

e Sir < n, el sistema admite infinitas soluciones (SCl),conn — r
variables libres

Observacién: El numero de variables libres es igual a la dimension
del espacio solucién del sistema homogéneo asociado.

Ejemplo

Analizar cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones, e
indicar el nUmero de variables libres.

T+Y+2z=

a) Tz —Y =
A

z+y+z=0

b) r—y =1
2 4z =

T1+x2tx3t+txa=1
C) i) —£C4:O
Z1 +a3+2x4 =1
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Resolucion

itema

Realicemos el andlisis a partir del rangode Ay de A’

1 1 1 0 1 1 1 0
1 -1 0 1) FFR—-FkKR-F |0 -2 -1 1
0 0 3 3 0 O 3 3

Comorg (A) =rg (A’) = n = 3 entonces el sistema es SCD.
No hay variables libres.

itemb

xT—y =
2x +z=1

Escalonamos A’ para hallar rg(A) yrg(A'):

1 1 10 B B B 1 1 1 0
1 -1 0 1|22 2t s [0 -2 -1
2 0 1 1/ 73 3 \o -2 -1 1
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1 1 1 0 1 1 1 0
0 -2 -1 1|F3s—=F—-F|0 -2 -1 1
0 -2 -1 1 0 O 0 O

Al escalonar A’ se elimina una de las filas. Luego:

rg(A) =rgA' =2 y n=3 = SClconunavariable libre.
Le proponemos al lector hallar el conjunto solucién,
comprobar que el sistema es un SCI con una variable libre, e

indicar una base de \S},.

itemc

$1+$2+CE3+CE4:1
To —x4=0

z1 t+x3t+2zs=1

Escalonamos A’ para hallar rg(A) yrg(A’):

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
010 -1 O0|F,—-F—-—F, |0 1 0 -1 O
1 01 2 1 O -1 0 1 O
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0O -1 0 1 O 0O 00 0 O

Al escalonar A’ se elimina una de las filas. Luego:
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rg(A) =rgA’' =2 y n =4 = SClcondos variables libres.

Le proponemos al lector hallar el conjunto solucion,
comprobar que el sistema es un SCI con dos variables libres, e
indicar una base de \S},.

Resumen

Sea el sistema de ecuaciones AX = B, con A € R™*",
X e R, B € R™*! cuyamatrizampliada es:

A=A A, A; ... A, B)

El siguiente esquema resume el analisis de compatibilidad que
realizamos previamente:

rg(4) + rg(4") S

ri=mn SCD

rg(4) =rg(4) =7

r<n SClcon n—r
variables libres
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En el caso particular de un sistema homogéneo AX =0 :

i' r=n | | scD solucién trivial
F > /4 !l J
rg(A) =rg(A) =r |
( N/ =
r<n SCI la solucion es un
I.L ) subespacio de dimn —r
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Acerca de los objetos interactivos de esta obra

Todos los objetos interactivos del libro hechos en Geogebra han
sido disenados por el autor.

Los objetos interactivos hechos en Descartesjs utilizados en el
capitulo 2 han sido disefados y creados originalmente por la
profesora Maria José Garcia Cebrian [1] y adaptados a este libro
por el autor; con la excepcién del interactivo de la pagina 156,
cuya autora es la profesora Melissa Méndez Servin [3] y el objeto
interactivo de la pagina 146 cuyos autores originales son John
Jairo Garcia Mora, Sonia Jaquelliny Moreno Jiménez y Margarita
Patifo Jaramillo.[4] Este ultimo objeto fue modificado por quien

esto escribe para adaptarlo a esta publicacion.

Los objetos interactivos hechos en Descartesjs utilizados en el
capitulo 1 han sido disefados y creados originalmente por las
profesoras Maria José Garcia Cebrian y Esperanza Alvarez
Séiz[2]y adaptados a este libro por el autor.
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