Obxectivos

Nesta quincena aprenderas a:

Recofiecer os angulos
importantes nunha
circunferencia e as suas
relacions.

Investigar cando dous
triangulos son semellantes.

Utilizar o teorema de Pitagoras
para resolver alguns
problemas.

Identificar a mediatriz dun
segmento e a bisectriz dun
angulo como conxuntos de
puntos.

Calcular a area de recintos
limitados por lifias rectas e por
linas curvas.

Figuras planas, propiedades metricas

Antes de empezar

1.Angulos na circunferencia pax. 4
Angulo central e &ngulo inscrito
2.Semellanza ................cc.cccociiii pax. 5
Figuras semellantes
Semellanza de tridngulos, criterios.
3.Triangulos rectangulos .................... pax. 8
Teorema de Pitagoras
Aplicacions do Teorema de Pitagoras
4.Lugares Xeometricos .............cccceeeeennn, pax. 10
Definicion e exemplos
5.Areas de figuras planas ................... pax. 11

Exercicios para practicar
Para saber mais
Resumo

Autoavaliacion

Actividades para enviar ao titor
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Figuras planas, propiedades métricas

Antes de empezar

blema
metricos
n lano

_Lembra unha_,propledade a + b+ c = 180°

importante dos tridngulos: , ,

a =a cC =¢C

A suma dos angulos interiores ¥

dun triangulo é igual a 180°. a—+ b+ c=180°

v' Trazase unha paralela & base
polo vértice oposto.

O angulo a’=a, dinse alternos
internos. O angulo c’=c polo
mesmo motivo.

a’' + b + ¢’ =180°
por tanto
a+ b+ c=180°
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1. Angulos na circunferencia

Angulo central e angulo inscrito

Na circunferencia da escena da dereita o angulo o,
que ten o seu vértice no centro da circunferencia,
chdmase angulo central e representa a medida
angular do arco PQ.

O angulo , que ten o0 vértice na mesma
circunferencia, chamase angulo inscrito e dise que
abrangue o arco RS.

O &angulo inscrito que abarca un arco de
circunferencia determinado, é igual a metade
do angulo central que abrangue o mesmo

-~ R O angulo
7 Vi o central
f;’( / abrangue unha
| f i Efﬂ* semicircunferen A
\ “' —— ] cia, mide 180°, \ /
\, “\ / o angulo

inscrito é recto.

Ainda que se cambie a posicion do vértice P, o angulo non
varia. Os angulos inscritos que abarcan o mesmo arco de
circunferencia son iguais.

EXERCICIOS resoltos

1. Calcula o valor do angulo ou os angulos marcados en cada caso.

a) A circunferencia a) A circunferencia a) A circunferencia
dividiuse en 3 partes dividiuse en 6 partes dividiuse en 8 partes
iguais iguais iguais

* e » « \ pd T

Sol: O angulo o abrangue
120°; o seu valor é a
metade, 60°.

Sol: O angulo a abrangue
180°; o seu valor é a
metade, 90°.

O angulo B abrangue 240°,
catro divisiéons de
circunferencia, a sta
medida é 120°.

Sol: No triangulo azul
B=90°, C=45°
a=180°-90°-45°=45°
No triangulo rosa
B=22,5° e D=90°
B=90°+22,5°=112,5°

4
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A semellanza esta baseada no
Teorema de TALES: duas
rectas que cortan a varias
paralelas determinan nestas
segmentos proporcionais.

AB BC AC
A'C

A'B" B'C

Aplicacions do Teorema de Tales
Division dun segmento en partes iguais
Sobre unha semirrecta
auxiliar marcanse co
compas tantos

~Unese a dltima
| ‘marca co outro

segmentos como | extremo do

partes quéiranse segmento.

facer. Desde cada unha
das marcas

trazanse paralelas,
| | e estas dividen ao
I ¢ : {  segmento nas

partes desexadas.

Division dun segmento en
partes proporcionais a...

Procédese da
mesma forma, pero
agora os segmentos
marcados sobre a
semirrecta seran
proporcionais aos

valores desexa‘d}/“

Al 2 3 B

Observa na figura que os dous
poligonos, verde e amarelo, tefien os
angulos iguais, e 0s lados
proporcionais, son semellantes.

A A
A
B .l\
V4 c B N\
C \
5 A / \\
o T

- ‘1\

-\

2. Semellanza

Figuras semellantes

Observa a esquerda a parella de figuras
semellantes. Tefien a mesma forma pero estan
representadas con tamafos diferentes, unha pode
considerarse unha ampliacion da outra.

e Dduas figuras planas considéranse semellantes se
existe a mesma proporcién, chamada razén de
semellanza, entre os seus lados homoélogos e
ademais os seus angulos homologos son iguais.

Triangulos en posicion
de Tales: os lados
homaologos son
proporcionais, 0s
angulos son iguais. Son
semellantes.

EES
Slig
:l|:c_.| m”l:l
Sllal Olea

bl |-

| |=
Clig

Semellanza de triangulos

Dous triangulos son semellantes se se poden poiier
en posicion de Tales. Como vimos na seccion
anterior, isto significa que os seus lados homaélogos
gardan a mesma proporcion e que 0s seus angulos
son iguais.

No caso dos tridngulos, para que sexan semellantes,
bastard que se cumpra un dos seguintes criterios:

edoaod

MATEMATICAS Orientadas &s Ensinanzas Aplicadas 3° ESO 5



Criterios de semellanza de triangulos

1) Se dous triangulos tefien os &angulos iguais,

entdn son semellantes; bastard que tefian dous, o
terceiro é o que falta ata 180°.

2) Se dous triangulos tefien un angulo igual e os

lados que o forman son proporcionais, son
semellantes. c
3) Se dous triangulos tefien os seus tres lados b

proporcionais, entdén son semellantes.

2.

23,

6

EXERCICIOS resoltos

As rectas de cor laranxa son paralelas

a) Calcula x

. | s |

4,8 ’ x
E:L:X= al: G =5,76

5 48 5

Calcula x, vy, z.
s -
4.2 1
bt tx +

=~
o

Dende o punto A vense alifados os extremos do poste marrén e do edificio

amarelo. Cal é a altura deste?

Como o edificio e o poste son paralelos,
segundo o teorema de Tales:
Ezgﬁhzﬁzlgigm

2 3 3

MATEMATICAS Orientadas as Ensinanzas Aplicadas 3° ESO

b) Calcula a distancia entre A e C.

5 | S

6 B
c

Posto que os segmentos homaologos son

iguais AB =BC =6, logo AC =12

57-26

= 5 X 2,8
57 53 53
SHARC T y=10,6
53 y

Para calcular z hai varias formas; por exemplo:

O segmento s mide 4,2 xa que debe gardar a

proporcién cos que miden 5,7.

Calculase t: t = 4—2 — t=2,06
26 53
E, cofecido t: @ = w — z=3,17
2,6 6,6

edod
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5. Calcula a distancia entre os puntos A e B situados
ao outro lado do rio.

7+5 AB 7
Polo Teorema de Tales: S 4 4
48
Logo AB= 5 =9,6 5 6.4

6. Nun triangulo rectangulo ABC (B=90°) trazase a altura sobre o lado AC,
formandose asi os triAngulos tamén rectangulos, BDA e BCD. Son semellantes
tamén estes triangulos?, que criterio aplicas?

B En efecto; son semellantes xa que tefien os angulos
iguais (primeiro criterio).
1) Ambos tefien un angulo D=90°
2) O angulo a é igual en ambos xa que é 90°-f. No
triangulo laranxa vese a simple vista e, no azul, lembra

a que a suma dos tres debe ser 180°; polo que o + =

D C  o90°

7. Nun triangulo calquera ABC, Unense os puntos medios dos lados para formar outro
triangulo DEF. Son semellantes estes dous triangulos?, que criterio aplicas?.

B

ABC e DEF son semellantes.
Observa que os triangulos ABC e DBE estan en posicién
E de Tales, polo que AC/DE=CB/EB=2 xa que E é o punto

D medio de BC.
Seguindo o0 mesmo razoamento AB/EF=2 e BC/DF=2,
C por tanto os tres pares de lados gardan a mesma
F A proporcion. (Criterio 3)

8. A figura era cofiecida na antigliidade como “pentagrama pitagérico”. Nela pdédense
ver bastantes parellas de triangulos semellantes. Os de cor amarelo e morado, son
semellantes?, que criterio aplicas?.

Son semellantes xa que os angulos chamados a son
iguais pois abarcan o mesmo arco de circunferencia
(360°/5). Ademais, polo Teorema de Tales, a/a’ = b/b’;
por tanto, os lados que forman o angulo o son
proporcionais. (Criterio 2°)

9. Os triangulos da figura, son semellantes?.

Non son semellantes xa que os lados non son proporcionais,
10 7

5 6 5

10 6



3. Triangulos rectangulos

Teorema de Pitagoras

Nun triangulo rectangulo o cadrado da hipotenusa é
igual & suma dos cadrados dos catetos.

cadrado de lado c

cadrado de lado a _ 25 cadradinos

9 cadradinos

cadrado de lado b
16 cadradifios

¢? = a+b?

Observa a demostraciéon da dereita.

Aplicacions do Teorema de Pitagoras

O teorema de Pitagoras é de gran utilidade en
moitos problemas nos que se presenta algun tridngulo
rectangulo. Aqui podes ver alguins exemplos.

C2=az+b1 azehz* %Iz = hzaaz.[le

! b

| b
§|=._3?.7|;I
a h a
b
£
b b
3
b
a
2 (D [d) D 2,(d 2=?[a'b‘? " la'bl?
[ 2f 2] = o=y B[ F] RN ) == BT
d lL
b }
r:--.,,fa2—i Egb |2
b
a a
o
2
D a a

A area dos
a dous cadrados
é a®+b?

Area=n’ |,

b b
Reorganizamos
esta superficie
doutra forma

O triangulo
C amarelo e o
laranxa son
f iguais

A area do
cadrado
éc?

a?+b?=c?

Calcular a diagonal dun
rectangulo.

Calcular a altura nalguns
triangulos.

Calcular os lados dun rombo.
Calcular a altura dun trapecio

Calcular segmentos de
tanxente a unha
circunferencia.

8 W MATEMATICAS Orientadas s Ensinanzas Aplicadas 3° ESO
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A diagonal dun O Teorema de Pitagoras no

ortoedro de espazo
arestas a, bec

e: e Calcular a diagonal dun

(o]
D=+va?+b%+c? cubo de aresta a

D?=a%+d?

d*=a’+a’=2a’

a D?=3a’ y D=a+3

EXERCICIOS resoltos

10. No triangulo rectangulo da figura trazase a altura sobre a hipotenusa dando lugar
aos triangulos laranxa e azul. Calcula o valor de m e de n.

A hipotenusa do triangulo inicial é 182 +6° =10

8 6 No triangulo laranxa: 64=h?+n?
No triangulo azul: 36=h%+m?
restando ambas ecuacidons e como m+n=10, queda:
n m 28=n’-(10-n)?; 28=n-100+20n-n>  128=20n
n=6.,4 m=3,6

11. Calcula canto mide o apotema dun octégono regular de lado
1 dm e raio 1,3 dm.

No triangulo rectangulo que determinan o apotema, o
raio e a metade do lado:

a=4132-0.52 = 1,69 0,25 = /1,44 =1,2 N

12. Nunha circunferencia sabese a lonxitude dunha corda AB, 6 cm,
e a distancia desta ao centro da circunferencia, 4 cm.
Canto mide o raio?.

O triangulo AOB é is6scele (OA=0B=raio) e, como a distancia do '

centro 4 corda se toma sobre a perpendicular, a altura deste

triangulo é 4cm, r=44% + 3% =4/25 =5cm

13. A rectar é tanxente as dudas circunferencias nos
puntos A e B. Acha a distancia que hai entre ambos
puntos de tanxencia.

Observa o triangulo rectangulo: i _-\a

d =102 — (4 -2)2 = /96 =9,8 T TS

14. A piramide da figura é regular, as suas caras son triangulos equilateros e a sta
base un cadrado de lado 2m. Calcula a sua altura.

A diagonal da base mide v22 + 22 =8 =22

A altura é un cateto do triangulo azul:

h=y2° -2y =4-2 =42

edad MATEMATICAS Orientadas s Ensinanzas Aplicadas 3° ESO



4. Lugares xeomeétricos

Definicion e exemplos

z

Un lugar xeométrico no plano é un conxunto de
puntos que cumpren todos eles unha mesma
propiedade.

e A mediatriz dun segmento

E a perpendicular polo punto
medio do segmento.

A mediatriz dun segmento AB é
0 lugar xeométrico dos puntos
do plano que equidistan de A e
de B.

e A bisectriz dun angulo

E a recta que o divide en dous
angulos iguais.

A bisectriz dun angulo é o lugar
xeométrico dos puntos do plano

O

Observa a curva que describe un punto P
ao rodar a circunferencia sobre o eixe OX,
chamase cicloide.

MA=MB

O angulo en

M é recto.

Os triangulos

AMP e BMP M B
son iguais.

PA=PB

Os triangulos ORP
e OQP son iguais.
PQ = PR

Distancia de P

/ ao lado r

w
p

Q

d(P,s)=d(P,r

Distancia de

/ que equidistan dos lados do P e el &
ok devandito angulo. .
® R
Un EXEMPLO interesante
O arco capaz dun angulo o sobre construcion
un segmento AB € o lugar 1) Elixido o angulo, a, 2) Dende A trazase a

xeométrico dos puntos do plano
dende os que se ve o0 segmento

AB dende un angulo a.

1|
&

o

deblxase a mediatriz do
segmento AB.

3) Trazase a circunferencia
con centro en O e raio
OA=0B.

perpendicular a AC.
O angulo azul é igual a a.

4) O éangulo de vértice P é
inscrito e mide a metade do
AOB; é dicir, a, co que temos
debuxado o arco capaz.

10
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5. Areas de figuras planas

Lembra as areas de figuras cofiecidas

Poligonos
Triangulo Triangulo equnatero
b h 2 )

A= =a Poligono regular

perimetro - ap

A=-r——""=""°9%

2
Cadrado Rectangulo ~ Rombo ‘ Romboide  p' Trapecio
A—=lado? A=D-a : d.d b+b'_rI
== )
b
Figuras
Curvas
R
\r Sector
. . C|rcular
Circulo Coroa circular
A=r-r? A=r-(R* —r?) =
EXERCICIOS resoltos
3 3+1,5=4,5

15. A figura da dereita esta composta por
areas de cor branca (cadrados e
triangulos), vermella (pentagonos) e
negra. Calcula a area de cada cor. Toda a
figura é un cadrado de 12m de lado.

Unha das formas de afrontar o problema: 15
A éarea total é 122=144 m?

A area de cor vermella é a de 8
pentagonos, cada un dos cales esta
formado por un rectangulo e un triangulo.
Area vermella = 8-(3-1,5+3-1,5/2)= 54 m?
A area da estrela de cor negra é a de dous
cadrados de lado 3 (o central e as 8 puntas
gue compofien outro).

Area negra = 2-32 = 18 m?

A area de cor branca é a de 8 cadrados de

lado 3 m.
Area branca = 8-32 = 72 m?
Entre as tres suman 54+18+72 = 144 m? O embaldosado do chan fronte & porta principal

da catedral de La Seo de Zaragoza

ed d]d MATEMATICAS Orientadas &s Ensinanzas Aplicadas 3° ESO m 11



| W Para practicar

4

1.As rectas r, s e t son paralelas,
determina o valor de x en cada caso:

\
a) //-.
i
o
Xxem
== gcm
4cm
’/,-""'.
| ]
b) y 1
,.//" \
Xxcm Tem Y\
15¢cm
.f/r-
v -
c) A

d)

2. 0s cuadrilateros da figura son
semellantes. Acha a lonxitude do lado
X e 0 angulo B.

47 e

12 m MATEMATICAS Orientadas s Ensinanzas Aplicadas 3° ESO

3.0s triangulos da figura son
rectangulos e semellantes. Calcula os
elementos que faltan en cada un.

37°
C, 12,8

® g

A g B

4. Comproba que nun triangulo
rectangulo ABC, os tridngulos que
determina a altura sobre a hipotenusa
e 0 mesmo ABC son semellantes. Se
0s catetos miden 8cm e 5cm, calcula
a altura.

A

B C
H

5. Os lados dun triangulo miden:
a) 157,85 e 132
b) 75, 24 e 70
c) 117, 45 e 108

E rectangulo? En caso afirmativo,
canto mide a hipotenusa?

6. Canto mide o raio da circunferencia da
figura?.

12

18

NS

7. Nun triangulo iséscele os lados iguais
miden 12cm e o lado desigual 8cm,
canto mide a altura?

edod



8. O raio da circunferencia maior mide
10cm, canto mide o raio da menor?

9. Determina o lugar xeométrico dos
puntos que equidistan as rectas da
figura:

a) b)
3em / .

10. O tridngulo da figura é isOscele. Se se
despraza o vértice C de forma que o
triangulo siga sendo isoscele, que
lugar xeométrico determina C?

c

A B

11. Determina o lugar xeométrico dos
puntos que equidistan de duas
circunferencias concéntricas, de raios
respectivos 8 e 12 cm.

12. Quérese construir un mural de 3m de
longo por 2,7m de alto unindo
cadrados de 30cm de lado como o da
figura. Que superficie quedara de cor
azul?

a b) c)

13. Un estadio ten a forma e dimensiéns
do debuxo. Que superficie ocupan as

pistas?
33m
s -~ 6m --\\
/ 3\
- S i
s N
Qe B
\ @ /J J
“\ 6m (.r'/
b _d

14. Unha praza ten forma rectangular e
as dimensions da figura. No centro hai
unha fonte circular de 13m de raio,
rodeada dun paseo de terra e no resto
hai céspede. Que superficie ocupa o
céspede?, e 0 paseo?.

100 m

15. Para  construir
un papaventos
empregouse tea
de cor verde e

laranxa como
na figura. Que
cantidade de
cada cor?

16. Unha cabra esta atada na esquina dun
curral cadrado de 20m de lado, cunha
corda de 30m de longo. Cal é a
superficie sobre a que pode pastar?

edod

MATEMATICAS Orientadas as Ensinanzas Aplicadas 3° ESO M 13



-

"/ Para saber mais

Tales de Mileto, que viviu entre os séculos VII y VI antes da nosa era,

esta considerado como o primeiro matematico da historia.

Na sua
xuventude viaxou a Exipto,

onde aprendeu algunhas das técnicas
xeométricas que o0s exipcios utilizaban, e propuxose calcular a altura da

gran pirdmide de Gizeh. Alguns din que foi o propio faradn quen llelo pediu.
Tales utilizou o seu famoso teorema, o que estudaches nesta quincena,

pero atopouse con algunhas dificultades para a resoluciébn do problema.
Vexamos como O conseguiu:

Tales cravou na area unha estaca de lonxitude cofiecida e cuxa sombra en
calqguera momento do dia podia medir doadamente. O seguinte paso consistia en
medir a sombra que a altura da piramide proxectaba.

Deste modo podiase aplicar o seu teorema aos dous triangulos semellantes ABC
e A"B"C”. Tales podia medir aproximadamente o segmento DC, posto que era
visible, pero non tifia forma de calcular BD, xa que este segmento quedaba

dentro da piramide. Pero sabia que a orientacién da piramide era norte-sur, co
que esperou ao mediodia, cando o sol esta ao sur e entén...

r L rdills SLHdres
1 e
i s L =
e E

. 0 segmento BD é xusto a metade do cadrado da base da piramide, algo que
podia calcular perfectamente. O resto xa era doado:

i = ﬁ de onde non hai mais que despexar AB.
BD+DC B'C

14
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Lembra
O mais importante

Teorema de Tales
.
'/AB _BC _ AC

||'II A'B' B'C A C“!-,‘

\ A

Semellanza

Duas figuras planas son semellantes se
existe a mesma proporciéon, chamada razén
de semellanza, entre os seus lados
homologos e ademais o0s seus angulos
homaologos son iguais.

No caso dos triangulos basta que se cumpra
un dos seguintes criterios:

1. Angulos iguais
(con dous basta)

A=A eB=B'

o

o

2. Un angulo igual e os lados
qgue o forman proporcionais

c - b ¢
A=A"e =—
C’ b' «c¢'

3. Lados proporcionais
B' T— A a b c

a b ¢

Teorema de Pitagoras

b

c? = a’+b?

Lugares xeomeétricos

Un Ilugar xeométrico no plano é un
conxunto de puntos que cumpren todos
eles unha mesma propiedade.

¢ A mediatriz dun
segmento AB é o lugar
xeométrico dos puntos
do plano que
equidistan de A e de B.

* A bisectriz dun angulo
é o lugar xeométrico dos
puntos do plano que
equidistan dos lados do
devandito angulo.

Triangulo
A= b_h
2
Cadrado Rectangulo
A=lado? A=b-a

Romboide b’ Trapecio
_ d-d A b+b h
2 h 2
b

edod
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r Autoavaliacion

1. Son paralelas as rectas de cor azul da figura? Utiliza o
Teorema de Tales para descubrilo.
2. Canto mide o angulo a?
3. Canto mide o angulo B do triangulo da figura?
4. Os lados dun rectangulo miden 6 e 3cm; os doutro miden
9 e 4,5cm. Son semellantes?.
5. Os lados do tridngulo verde miden 8cm, 6,7cm e 7,8cm;
canto mide o lado maior do triangulo laranxa?
6. Os lados iguais dun tridngulo iséscele e rectangulo miden
14cm. Canto mide o lado desigual?
7. Calcula o raio da circunferencia da figura.
8. O radio da circunferencia mide 6 cm, cal é a lonxitude da
corda AB?
9. Calcula a area da figura de cor azul, inscrita nunha '
circunferencia de radio 5cm.
10)
10. O lado do cadrado da figura mide 5 cm, calcula a area do
recinto de cor azul.
16 m MATEMATICAS Orientadas &s Ensinanzas Aplicadas 3° ESO edod



Soluciéns dos exercicios

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

para practicar

A mediatriz do lado AB

Outra circunferencia concéntrica
de raio 10 cm.

Necesitanse 90 cadrados
En cada caso a area azul é:
90-193,5=17415 cm? = 1,7415 m?

Dous rectangulos e unha coroa circular:

2:198 + 263,76 = 659,76 m?

Céspede, recinto rectangular menos
circulo: 3184,64 m?
Paseo, coroa circular: 2411,52 m?

Pédese descomporier en triangulos
equilateros.

4 de tea verde: 3117,68 cm?

3 de tea laranxa: 2338,26 cm?

Area: ¥ partes dun circulo de raio 30m
mais ¥z circulo de raio 10m
2276,5 m?

1. a)7,5 b) 13,13
c) 15,05 d) 25,83
2. x=7,5 &ang B=142°
3. Angulos: A=90°, B=32°, C=58°
a=9,43 b’=8, a’'=15,09
4. hipotenusa=9,43; altura h=4,24
5. a) si, hipotenusa=157
b) non
¢) si, hipotenusa=117
6. A diagonal do rectangulo é o
diametro da circunferencia, r=10,82
7. h=4128 =11,31 cm
8. r=450 = 7,07 cm
9. a) Outra recta paralela situada entre
as duas, a unha distancia de 1,5cm
de ambas.
b) Dudas soluciéns, as bisectrices dos
dous angulos que forman as rectas.
Solucions
AUTOAVALIACION
1. Si
2. 40°
3. 90°-39° = 51°
4. Si
5. 16 cm
6. 14-42 =19,8 cm
7. 3,49 cm
8. 8,49 cm
9. 32,48 cm?
10. 14,25 cm?

edoaod
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