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Objetivos

En esta quincena aprenderas a:

Hallar los sucesos de un
experimento aleatorio y
realizar operaciones con ellos.

Determinar si dos sucesos son
compatibles o incompatibles.

Calcular la probabilidad de un
suceso mediante la regla de
Laplace.

Conocer las propiedades de la
probabilidad.

Hallar la probabilidad de un
suceso en un experimento
compuesto.

Hallar probabilidades de
sucesos dependientes e
independientes.

Aplicar la probabilidad a
situaciones de la vida
cotidiana.

Probabilidad

Antes de empezar.

1.Introduccion: Combinatoria ...............
Combinatoria
Permutaciones
Variaciones
Combinaciones

2.Experimentos aleatorios ....................
Espacio muestral y sucesos
Operaciones con sucesos
Sucesos incompatibles
Recta que pasa por dos puntos

3.Probabilidad de un suceso .................. pag. 8
La regla de Laplace
Frecuencia y probabilidad
Propiedades de la probabilidad
Calcular probabilidades

4.Experimentos compuestos ...............
Sucesos compuestos
Regla de la multiplicacion
Extracciones con y sin devoluciéon

5.Probabilidad condicionada ............... pag. 11
Sucesos dependientes e independientes
Diagramas de arbol
Probabilidad total
Probabilidad “a posteriori”

Ejercicios para practicar

Para saber mas

Resumen

Autoevaluacion

edod

MATEMATICAS Orientadas a las Ensefianzas Académicas 4° ESO m 1




2 m MATEMATICAS Orientadas a las Ensefianzas Académicas 4° ESO Ed@d



Antes de empezar

Elll'n El juego mds apasionante par A
hacertegmf!anana., 3-"
13!01{(13 ico ac 4 ganar !I‘a t@lll]llela ”\,’F

ADEMAS.......

reintegros, aproximaciones, centenas, ,m“
i

altimas cifras.
1 de cada 3 décimos tiene premio

Este jueves por 3 euros Bonoloto
1.200.000 7

Miles de €

un iinico acertante podria ganar y un inico acertante podria ganar

s BaF o/ Phia 43.000 ¢
219 Miles de€ mnmn@zza N0

Seguro que de una forma u otra en muchas ocasiones has manejado probabilidades y no siempre en
la escuela. Expresiones como “probablemente llovera mafiana” o como “es probable que lo que diga
sea verdad” son bastante comunes en el lenguaje cotidiano.

Transmisiodn hereditaria. Por ejemplo la sordera, una pareja de sordos , para cada hijo que
tengan, la probabilidad de que sea también sordo es de 0.25. El grupo sanguineo de los hijos
depende del de los padres con unas probabilidades que se pueden calcular. Las enfermedades
sanguineas genéticas supera las 3500, y continuamente se descubren mas.

Probabilidad en el lenguaje ordinario. Casual, accidental, eventual, fortuito, impensado,
imprevisible, inesperado, inopinado, ocasional, por suerte, por chiripa, por rebote, de rechazo, sin
querer, sin intencion.

Los juegos de azar. Al jugar al domind, a las cartas, a los dados, hay muchas ocasiones en las
que “nos la jugamos”, y de seguro barajamos si es mas o0 menos probable que hagamos bien o mal.

Investiga

Imagina que estas en un concurso de television il el e
en el que te ofrecen tres puertas a elegir una. Elige una puerta
Detras de una de las puertas hay un coche y
detrés de cada una de las otras dos, un burro.

Eliges una puerta, pero antes de abrirla, el
presentador, que sabe lo que hay detras de cada
una, abre una de las dos que no has elegido tras

la que por supuesto hay un burro, y entonces te
da la oportunidad de cambiar tu eleccion.

Naturalmente quieres llevarte el coche, ¢qué
harias, cambiar de puerta o no cambiar?
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1. Introduccidon: Combinatoria

A

probabilidades es

calculo de
casos

mas dificil del
contar el numero de

veces la parte

favorables y posibles. La combinatoria es la parte de
las matematicas que se dedica al recuento de los
elementos de un conjunto.

v Si queremos determinar de cuantas formas se

pueden ordenar todos los elementos de un
conjunto hablaremos de Permutaciones. Si entre
los elementos hay repetidos de forma que al
intercambiar entre ellos sigue siendo el mismo
caso, diremos Permutaciones con Repeticion.

Cuando, en lugar de querer ordenar todos los
elementos disponibles, nos interesa solamente
ordenar algunos, por ejemplo para asignar una
serie de tareas distintas a un grupo de personas,
se trata de Variaciones. También hay dos casos,
segun si cada elemento se puede repetir o si sélo
puede utilizarse una vez.

A veces no nos importa el orden en el que se
eligen los elementos, simplemente queremos ver
de cuantas formas podemos seleccionar a unos
cuantos de entre todos. Son las Combinaciones.

Permutaciones

Permutaciones de n elementos son el nUmero de
las distintas formas que tenemos para ordenar
estos n elementos. Lo denotamos P,,.

P,=n-(n—-1)-(n—-2)-+-3-2-1=n!

Permutaciones con repeticiéon de n elementos
en las que el primer elemento se repite a veces, el
segundo b veces, ... hasta el Ultimo que se repite
k veces (a+b+...+k=n) son el nimero de las
distintas formas que hay de ordenar estos
elementos de manera que estos aparecen
repetidos a, b, ... k veces. Se denota PR, . «

PR,y i = Fn -__"
ab,. .k = P, P, Py “a-bl-- k!

Un aspecto importante cuando
estamos utilizando la combinatoria
para hacer recuentos es saber cual
de los distintos tipos debemos
utilizar. Para ello debemos pensar si
importa el orden, si se utilizan todos
los elementos y si se puede repetir
segun el esquema adjunto.

Queremos contabilizar de cuantas maneras se
puede sentar el alumnado de una clase de 9
personas.

Tenemos m = 9 personas que se deben sentar en las 9
mesas de clase, es decir, debemos ordenar a ese alumnado.
Se trata de Permutaciones de 9 elementos. Veamos

como se caleula el ndmera de formas distintas de sentarse
en la clase.

P,=9-8:2-1=9!

Para la primera mesa tenemos 9 personas distintas
Para la segunda mesa nos quedan & personas distintas

Para las demas se van reduciendo de 1 en 1 hasta
que la ditima persona tiene una Unica mesa libre

Queremos descubrir de cuantas formas
distintas se puede hacer un collar con cuentas
de colores, si tenemos 4 cuentas rojas, 3
verdes, 2 amarillas y 5 azules.

Vamos a ordenar un total de 4 + 3 + 2 + 5 = 14 cuentas
para formar un collar. Si todas las cuentas fueran distintas,
las distintas formas de hacer el collar serian Permutaciones
de 14 elementos, pero son muchas menos al estar repetidos
pues, por ejemplo, es lo mismo comenzar por la primera
cuenta roja que por la segunda. Se trata de Permutaciones
con Repeticion de 4, 3, 2 y 5 elementos. Veamos

como se calcula el nimero de posibles collares.

P 141

P,P,P,P_ ~ 4l-3L21-5

PR 4325 =

Par un lado consideramos todos los collares que se podrian
hacer si todas las cuentas fueran distintas

Y lo dividimos entre las distintas formas que hay de ordenar
cada uno de los colores,

4
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Queremos contabilizar cuantas palabras de 5
letras, con o sin sentido, podriamos crear con
un alfabeto de 12 letras.

Tenemos un alfabeto formado por m = 12 |etras distintas.
Queremos formar palabras de tamafio n = 5, pudiendo
repetir cada letra todas las veces que gueramos. Se trata de
Variaciones con Repeticién de 12 elementos tomadaos

de 5 en 5. Vieamos como se calcula el nimero de palabras.

VR ,;=12- 12 - 12 = 12°

Para la primera letra tenemos 12 posibilidades distintas
Para la segunda letra también tenemos 12 posibilidades
Para las demés letras también tenemos 12 posibilidades

Queremos contabilizar de cuantas formas se
puede dar la clasificacion de los 3 primeros en
una carrera en la que participan 19 atletas.

Tenemos una carrera en la que participan m = 19 atletas.
Queremos determinar de cuantas formas distintas puede
ser la clasificacion de los n = 3 primeros. Se trata de
Variaciones de 19 elementos tomados de 3 en 3. Vieamos
como se calcula el nimero de posibles clasificaciones.

V 43 =19 - 18- 17 = 5814
Para el primer puesto tenemos 19 posibilidades distintas
Para el sequndo puesto tenemos 18 posibilidades,
pues el primero no puede quedar también segundo
Para la tercera posicion son 17 las posibilidades,

pues hay que descontar los dos primeros

Queremos contabilizar de cuantas maneras se
puede elegir a 9 personas para participar en
una actividad en un grupo de 27 personas.

Tenemos un total de m = 27 personas y de entre ellas
debemos elegir a n = 9 . Ndtese que no impona cuales
elegimos primero y cuales después. Todas las elegidas son
participantes en la actividad. Es decir, no importa el orden.
Se trata de Combinaciones de 27 elementos tomados
de 9 en 9. Veamos como se calcula el nimero de
formas distintas de seleccionar a estas personas.

27,9 27!

v
2 N N

Siimportara el orden lo que tendriamos serian ¥ =0
Como no importa el orden, estamos contando cada caso
muchas veces, tantas como formas de ordenar tengamos
paralas 9 personas elegidas, s decir, P _ .

o

Variaciones

Variaciones con repeticion de m elementos
tomados de n en n son el nidmero que indica
cuantos son los distintos grupos de n elementos
iguales o distintos que se pueden hacer con los m
elementos disponibles. Las denotamos VR, .

VR, , =m"

Variaciones de m elementos tomados de n en n
(n<m) son el ndmero de formas distintas que
tenemos de ordenar los n elementos tomados de
entre un total de m sin repetir ninguno. y se
denotan V, .

m!
Van=m-(m—1)-..(m—-n+1)=

(m—n)!

Combinaciones

Llamamos Combinaciones de m elementos
tomados de n en n al nUmero de formas distintas
de seleccionar n elementos de entre un total de m
sin que importe el orden en que han sido
seleccionados. Las denotamos Cy, .

Si importara el orden se trataria de variaciones,
pero como no importa, para calcular cuantos
casos hay dividimos las variaciones entre el
numero de formas de ordenar estos elementos:

m!
C _Vm,n= (m—n)! _ m!
mn- o p, n! (m—-n)!-n!

1. Calcula: a) Ps
b) Pio

C) PR4 34,2
d) PRz 4

2. Calcula: a) VRios
b) VRs;
c) Vios

d) Vs3
3. Calcula: a) Ci75 =

b) Ci33 =

EJERCICIOS resueltos

Sol: Ps=5! =120
Sol: P30 = 10! =3628800

13!
Sol: PR 4342 =m = 900900
6!
Sol: PR .4 =ﬁ =15

Sol:  VRjp5 = 10° =100000
Sol: VRs;=5"=78125
Sol: Vo5 = 10-9-8-7-6 =30240
Sol: V53 =5:4-3 =60

17!

Sol: C17’5 =m = 6188

13!

Sol: C17’5 =m = 286

edd
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2. Experimentos aleatorios

Espacio muestral y sucesos.

Al extraer una carta de una baraja, lanzar una
moneda, tirar un dado, y en otros ejemplos analogos,
no podemos saber de antemano el resultado que se
va a obtener. Son experimentos aleatorios, aquellos
en los que no se puede predecir el resultado y de ellos
se trata aqui.

El conjunto de todos los posibles resultados de un
experimento aleatorio se llama espacio muestral, y
cada uno de esos posibles resultados es un suceso
elemental.

v Un suceso es cualquier subconjunto del espacio
muestral, se verifica cuando ocurre cualquiera de
los sucesos elementales que lo forman.

Hay un suceso que se verifica siempre, el suceso
seguro que es el mismo espacio muestral.

Operaciones con sucesos

Con los sucesos de un experimento aleatorio se
pueden realizar distintas operaciones. Dados dos
sucesos Ay B:

e Launién de Ay B, AUB, es el suceso formado por
todos los sucesos elementales de A y de B. Ocurre
cuando sucede A 6 sucede B 6 ambos.

e La interseccién, ANB, es el suceso formado por
los sucesos elementales comunes a A y B. Se
verifica cuando ocurren Ay B a la vez.

e La diferencia de A y B, A~B, es el suceso
formado por los sucesos elementales de A que no
estan en B. Ocurre si sucede A pero no B.

El suceso contrario a uno dado A, esta formado
por todos los sucesos del espacio muestral que no
estan en A. Es el que ocurre cuando no sucede Ay
se indica A.

e El suceso contrario del seguro es el
suceso imposible, que no se verifica
nunca, se indica con @.

6 MATEMATICAS Orientadas a las Ensefianzas Académicas 4° ESO

e Al tirar una moneda y un dado, una

forma de
muestral es:

representar el

espacio

O bien: (cara,

1) (cara, 2),...

e Al tirar tres monedas (0 una moneda
tres veces) el espacio muestral es:

PO
DUP
DS

E={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

AUB={2,3,4,6,8,9,10,12}

kY
@ &
@
® |9
3
» ¥
2 9
@ ANB={6,123}
Y
@ &
&
@ |@
b
- o w
A={1,3,5,7,9,11% [*/] &
9 Y
2 &
&
@ |9 A= “salir par”
@ |9 o
= @ B="multiplo de 3
w
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Sucesos compatibles Sucesos compatibles e incompatibles
Cuando sale 3

P ocurren ambos. En un experimento aleatorio hay sucesos que pueden
@ @ |= ocurrir a la vez y sucesos que no.
¢ 9 e Dos sucesos se dicen compatibles si tienen
9 @ algin suceso elemental comldn. En este caso
ANB#@, pueden ocurrir a la vez.
W a Sucesos

| incompatibles e Dos sucesos se dicen incompatibles si no
tienen ningdn suceso elemental comun, en
este caso ANB=@ y no pueden ocurrir a la vez

No ocurren a la
vez, pero no

son contrarios . . . .
Un suceso y su contrario son siempre incompatibles,

pero dos sucesos incompatibles no siempre son
contrarios, como se puede ver en el ejemplo de la
izquierda.

e ¢ ¢ ¢ |
€ € @ €

EJERCICIOS resueltos

4. En una bolsa tenemos tres bolas numeradas como 1, 2 y 3. Consideramos el
experimento de extraer una bola y anotar su niamero. Escribe todos los sucesos
posibles. Indica cuales de ellos son los elementales.

{}.{1.2,3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1}, {2} v {3}. Los tres ultimos son los elementales.

5. En una baraja, bajo el experimento de extraer una carta, considera los sucesos a)
par, b) oros, c) par y oros, d) par u oros, €) par menos oros, f) oros menos par y
g) no par

Observa la imagen,

a) hay 20 cartas rodeadas de naranja, las

il wlle o] u]w] & E
%“Xn | || i
o — — - i ¥ o pares, .
= w1 KT T (T G g) otras 20 que no, las impares,
?‘” H m‘ RS Iy T (e i g ‘ b) 10 oros.
=1 Iles| s c) El 2, 4, 6,10 y 12 de oros son pares.
= aa || 28 | ise |(aa ; s 2
®|a | ss s -4l 1H- i E t :|”'°s d) Todos los oros y pares juntos son 25
?yzﬁ Ex] illntl @ | = cartas (todas las rodeadas por amarillo o
HHEEEEREED naranja)
—— = — e) Alos 2, 4, 6, 10 y 12 hay que quitar el
L 1 7 1 L 2,4, 6, 10 y 12 de oros, a 20 cartas se le

Pares quitan 5 quedan 15
f)El 1, 3,5, 7y 11 de oros.

6. Al tirar un dado consideramos los sucesos: A={Par}, B={mayor de 3}, y
C={impar}. De los tres pares de sucesos posibles AB, AC y BC, indica cuales son
compatibles y/o incompatibles:

AB compatibles, cuando salga el 4 o el 6.
AC incompatibles, si es par no puede ser impar.
BC compatibles, cuando salga el 5.
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3. Probabilidad de un suceso

Laregla de Laplace

Cuando un experimento aleatorio es regular, es decir
que todos los sucesos elementales tienen la misma
probabilidad de ocurrir 6 son equiprobables, para
calcular la probabilidad de un suceso cualquiera A,
basta contar y hacer el cociente entre el n°® de
sucesos elementales que componen A (casos
favorables) y el n® de sucesos elementales del
espacio muestral (casos posibles).

n®casodavorable

P(A) =
) n°casoposibles

Este resultado se conoce como regla de Laplace.
Observa que para poder aplicarla es necesario que
todos los casos posibles sean igualmente probables.

Frecuenciay probabilidad

Como sabes la frecuencia absoluta de un suceso es
el nimero de veces que aparece cuando se repite un
experimento aleatorio, y la frecuencia relativa es la
frecuencia absoluta dividida por el niumero de veces,
N, que se repite el experimento aleatorio.

Cuando este numero n es muy grande, la frecuencia
relativa con que aparece un suceso tiende a
estabilizarse hacia un valor fijo.

Este resultado, conocido como ley de los grandes
nuameros, nos lleva a definir la probabilidad de un
suceso como ese numero hacia el que tiende la
frecuencia relativa al repetir el experimento muchas
veces.

Propiedades de la probabilidad

Vista la relacion entre
probabilidad, se cumple que:

frecuencia relativa vy

e La probabilidad de un suceso es un ndmero entre
Oy1.

e La probabilidad del suceso seguro es 1 y la del
suceso imposible 0.

e La probabilidad de la unibn de dos sucesos
incompatibles Ay B es P(AUB)=P(A)+P(B).

Y de éstas se deduce ademas que:

e La probabilidad del contrario es p(A)=1-P(A)

e La probabilidad de la unibn de dos sucesos
compatibles es p(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB)
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Extraemos una carta de una baraja
de 40:

P(bastos)=10/40=0,25
P(as)=4/40=0,1
P(as de bastos)=1/40=0,025

Resultados obtenidos en la
simulacién del lanzamiento de tres
monedas 1000 veces

Ocaras 132 |
fr{0)=132/1000=0,132
P(0)=1/8=0,125

1cara 375
fr{1)=375/1000=0,375
P(1)=3/8=0,375
2 caras 372
fr(2)=372/1000=0,372
P(2)=318=0,375
3 caras 121
fr(3)=121/1000=0,121
P(3)=1/8=0,125

Sospechamos que un dado esta trucado y
nos entretenemos en tirarlo 100 veces y
anotar los resultados, obteniendo:

1 2 3 4 5 6

F 20 | 30 15 15 10 10

Fr | 0.2 | 0.3 |0.15]0.15]| 0.1 | 0.1

Concluiremos, P(1)=P(2)=:--- ya no es
1/6, sino aproximadamente P(1)=0,2;
P(2)=0.3 etc. Aqui estaremos usando la
frecuencia relativa como probabilidad, en
lo sucesivo lo tendremos en cuenta al
jugar con ese dado.

A="par” B="multiplo de 3”
P(A)=6/12=1/2 P(B)=4/12=1/3
P(A)=1/2 p(B)=2/3
1 1 1 2
P(AUB) —E‘Fg—g —§
EY
¢ &
&
o |9
- o _
v 3
Z )]
EtY
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EJERCICIOS resueltos

7. Tenemos un dado de 20 caras {1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,6,6,6,6,6}
perfectamente equilibrado ¢Cual es la probabilidad de obtener cada uno de los
resultados posibles}

P(1)=1/20=0,05 P(2)=2/20=0,1 P(3)=3/20=0,15
P(4)=4/20=0,2 P(5)=5/20=0,25 P(6)=5/20=0,25

8. Silanzamos el dado anterior 1000 veces, ¢Cuantas veces se espera que salga cada
resultado aproximadamente?

El 1 saldré& alrededor de 50 veces. El 2, alrededor de 100. El 3 alrededor de 150, el 4
alrededor de 200, el 5 alrededor de 250 y el 6 alrededor de 250.

9. Para el dado {1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,4,5,5,5,5,5,5} de 20 caras calcula las
probabilidades siguientes:

a) P(par)= 8/20 =0,4 Hay tres 2 y cinco 4, 8 pares

b) P(mayor de 3)= 11/20=0,55 11 posibles entre 20

c) P(par y mayor de 3)=5/20=0,25 Solo el 4 es par y mayor de 3, y hay 5
d) P(par o mayor de 3)=14/20=0,7 Sisale 2,465

e) P(par menos mayor de 3)=3/20=0,15 Solo si sale 2
f) P(mayor de 3 menos par)=6/20=0,3 Sisale5
g) P(no par)=12/20=0,6 Sisale1,365

10. En una bolsa tenemos 7 bolas rojas, 9 bolas azules y 4 verdes. Extraemos una
bola, calcula la probabilidad de que

a) No sea roja P(no R)=13/20=0,65 Hay 20 bolas, 7 rojas, 13 no rojas
b) Sea verde P(V)=4/20=0,2 4 verdes
¢) Sea roja o azul P(RUA)=16/20=0,8 7+9=16 rojas 6 azules

11. En un grupo, el 40% juega baloncesto y el 60% fatbol,
sabiendo que el 85% practica alguno de los dos
deportes, ¢qué porcentaje juega a los dos?

Algin deporte de estos 85%

Futbél
60%

P(F)=0,60 P(B)=0,40 P(FUB)=0,85
P(FUB)= P(F)+P(B) - P(FNB)
0,85=0,60+0,40-P(FNB) P(FAB)=0,15 15%

Baloncesto

40%

12. En el grupo A hay 18 personas de las que 10 hablan inglés y 8 no; en el B hay 12
personas de las que 3 hablan ingles y 9 no; en el C hay 10 personas 3 que hablan
inglés y 7 que no. Se elige al azar una persona de cada grupo, calcula la
probabilidad de que de las tres, al menos una hable ingles.

En los siete sucesos de la derecha hay al menos una persona oeia _pel Del €
gue habla inglés, en vez de mirar sus probabilidades, es mas (s:). " |_| e ()
comodo calcular la del contrario, que ninguno de los tres I;; Tsoeak 1
hable inglés, para escoger al del A cuento con 8 personas que = =
no hablan inglés, para el del B con 9 y para el del C con 7, asi 3-'_.'). | nglés
los casos favorables de que ninguno hable inglés son 8:-9-7 y ]W D
los casos posibles 18:12-10 —
P(al menos uno hable inglés)=
=1-P(ninguno habla inglés)=
=1-8.9-7/18-12-10=1-7/30=23/30

» {NO habio
“inglés

',",']lﬂ-; hable]/s »No hablo)s .
\s—/inglés I —Aing
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4. Experimentos compuestos

Sucesos compuestos

Un experimento compuesto es el que esta formado
por varios experimentos simples realizados de forma
consecutiva.

Para calcular el espacio muestral de un experimento
compuesto conviene, en muchas ocasiones, hacer un
diagrama de arbol que represente todas las opciones.
Cada resultado viene dado por un camino del
diagrama. Observa en el ejemplo cdmo construir el
diagrama de arbol.

Regla de la multiplicacion

Si te fijas en el ejemplo anterior, al indicar la
probabilidad de cada rama del camino, se obtiene la
probabilidad de cada suceso compuesto calculando el
producto de los respectivos sucesos simples.

Para calcular la probabilidad de un suceso en un
experimento compuesto se multiplican las
probabilidades de los sucesos simples que lo
forman.

Extracciones con devolucion
y sin devolucion

Un ejemplo de experimento compuesto lo
encontramos en la extraccidon sucesiva de cartas o de
bolas de una urna, , en estos casos hay que
considerar si se devuelve la carta, bola, etc. antes de
sacar la siguiente o no.

40 cartas, 10 son copas v30 he

c
e »C®
4\ v Y C
o
E<
ol
cCe®
9
(:
1 i‘—
N
c
a<
c

Tiramos una moneda tres veces
seguidas, ¢cual es la probabilidad de
obtener tres caras?

. o ®
000000 &
s =l X
Y =L I R e

-~ ~ o c

LP|VL® O

o w \x{
PIOIIOY

8 casos posibles

1 caso favorable

PCCC)====.=.=

La probabilidad de C
en cada moneda 1/2

Probabilidad

e 10 sectores

P(2)=0,14 3 naranjas
p( ): 0,56 W 7 azules
P(N)=0,3

La probabilidad
de seguir el
camino azul y
el camino verde &
se obtiene
multiplicando

Sacamos sucesivamente dos cartas
de una baraja de 40, ¢cual es la
probabilidad de que las dos sean de
copas?

La probabilidad de que la primera carta
sea de copas es 10/40.

Para la segunda la probabilidad depende
de que devolvamos la primera carta al
mazo o no.

Con devolucion

pccy~10.10 _ 1
40 40 16

Sin devolucion

pccy_10. 9 3
40 39 52
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Casos favorables de B ocurriendo A

P(B/A)=

Casos posibles ocurriendo A

Casos favorables de Ay B

Casos favorables de A

Casos favorables de Ay B

Casos favorables en total

__ P(AnB)
- ~TP(A

Casos favorables de A

Casos favorables en total

Los sucesos "el dia esta gris" y "llevar
paraguas" influyen entre si. Los
sucesos “estudiar” y “aprobar”, son
sucesos que se favorecen; cuando se
estudia, aumenta la probabilidad de
aprobar.

En una urna tenemos bolas rojas y
azules numeradas como en la figura.
¢Cual es la probabilidad de sacar cada

namero?
r-: QOOO
P(2)=3/8
o= QOOO
Si sabemos que la bola es roja
P(1/R)=2/4 (de 4 rojas hay 2 con 1)
P(1)<P(1/R) se favorecen
P(2/R)=1/4 (de 4 rojas hay 1 con 2)
P(2)>P(2/R) se desfavorecen
P(3/R)=1/4 (de 4 rojas hay 1 con 3)
P(3)=P(3/R) son independientes.

P(VN)=0,35-0,4
¥ =P(VG)=0,35-0,6

: . |P(RN)=0,50-0,7
—7I: i?‘y“-P(RG)zo,so-os

“‘\ P(AN)=0,15.0,6
y=-—P(AG)=0,15-0,4

Suma =1

P (N)=P(V)-P(N/V)+P(R)-P(N/R)+P(A)-P(N/A)=

=l 0,35-0,4 |+ 0,50-0,7 |+| 0,15-0,6 |=0,58

Se tira una moneda, segln salga cara
0 cruz se saca una bola de la urna
indicada. Si la bola sali6 verde, ¢cual
es la probabilidad de que saliese cara?

@ 0.5:0,4=0,20

P(V)=0,20+0,30=0,50
P(C/V)=
0,5-0,4 02

=—£-04
05.04+05-06 0,5

edd

5. Probabilidad condicionada

Sucesos dependientes e independientes

Cuando se realizan observaciones de varios sucesos
puede que uno dependa del otro.

La probabilidad de que ocurra un suceso B cuando
esta ocurriendo otro, A, se llama condicionada, y se
expresa p(B/ZA).

P(A NB)

PB/A) =00

Dados dos sucesos, se dice que son independientes
si la presencia del uno no influye en la probabilidad
del otro, es decir, si P(BZ/A)=P(B); en caso contrario
son dependientes.

v A y B independientes: P(B/Z/A)=P(B) vy al tener en
cuenta la formula anterior para p(B/A),
Ay B independientes: P(ANB)=P(A)-P(B)

Probabilidad total

Como has podido ver, en los experimentos
compuestos se puede hacer un diagrama en arbol, y
cada resultado viene dado por un camino en dicho
arbol. Para calcular una probabilidad solo hay que
dibujar el camino correspondiente, y el producto de
las probabilidades de todas la ramas que lo forman
sera el valor que buscamos.

Asi si ocurre Ay luego B: P(Ay B)=P(A)-P(BZ7A)

v La suma de las probabilidades de todos los
caminos es igual a 1

Consideremos los sucesos
representados por la imagen; R="Rojo”,
V="Verde” y A="Azul” son tres sucesos
incompatibles y tales que la union forma
todo el espacio muestral.
Sea C=“circulo” un suceso cualquiera.
Entonces:

P(C)=P(R)-P(C/R)+P(V)-P(C/V)+P(A)-P(C/A)

Este resultado es lo que se
probabilidad total.

conoce como

Probabilidad "a posteriori”

En ocasiones interesa conocer la P(A/S), es decir
cuando ya sabemos que ha ocurrido S en la segunda
experiencia, nos preguntamos la probabilidad de que
se haya llegado a través de A.

Se trata de una probabilidad condicionada:

P(A/S) = —P(S( g)s)

Expresion conocida como Formula de Bayes.
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13. Lanzamos un dado de 4 caras {1,2,3,4} y otro de 10 {1,2,2,3,3,3,4,4,4,4}. Cual
es la probabilidad de obtener dos tres. (Y dos cuatros?
P(3y 3) = 1/4 - 3/10 = 3/40 = 0.075
P(4y4) =1/4 - 4/10 = 4/40 = 0.1
14. En una bolsa tenemos 5 bolas numeradas del 1 al 5. Extraemos dos bolas,
a) ¢Cual es la probabilidad de obtener un 2 y un 3 si no devolvemos las bolas
sacadas? b) ¢y cual si las devolvemos?
Sin devolucién P =1/5 - 1/4 = 0.05
Con devolucion P = 1/5 - 1/5 = 1/25 = 0.04
15. Al tirar dos dados, ¢Cual es la probabilidad de obtener al menos 10 puntos?.
Se obtienen 10 o mas puntos en 46 64 55 56 65 y 66.
Son 6 casos, cada uno de ellos con probabilidad 1/6 - 1/6 = 1/36.
P(al menos 10 puntos) =6 - 1/36 = 1/6
O bien, hay seis casos favorables de entre los 36 posibles, P = 6/36 = 1/6
16. Tiramos una moneda trucada en la que P(C)=0,6 y P(X)=0,4. Si sale cara tiramos
un dado {1,2,3,4} de 4 caras y si sale cruz uno {1,2,3,4,5,6} de seis. (Tenemos la
misma probabilidad de que salga 1 después de que salga cara o cruz?. ¢(Cuanto
vale en cada caso?. ¢Cual es la probabilidad de que salga 17?
No, P(C1)=0,6 - 1/4 = 3/20 P(X1) = 0,4 - 1/6 = 2/30
P(1) = P(C1) + P(X1) = 3/20 + 2/30 = 13/60
17. Tenemos un dado {1,1,1,1,2,2,2,2,2,2} de 10 caras. Si X 04-05
sacamos un 1 tiramos una moneda, y dos si sacamos 0 - 04-05
un 2. (Cudl es la probabilidad de obtener una cara? 1
1]1] .
Los casos 10, 20X y 2XO tienen una cara. ox 0.6-028
La suma de las probabilidades es la solucién: 2 0.6-0.25
P=0.2+0.15+0.15=0.5 X0 ¢ 06-025
XX 06-0.25
18. Tenemos un dado {1,1,1,1,2,2,2,2,2,2} de 10 caras. Tiramos el dado, si sale 1
sacamos una bola de {RRNNN} y si sacamos un 2 sacamos una de {RRRRN}.
Salié N, ¢Cual es la probabilidad de que fuera con un 1 del dado?
Observa la figura, la probabilidad de que haya salido 0.42/5=0.16
1N entre lo que puede ser que haya salido 1N 6 2N es: 0.4-3/5=0.24
P@/N) = 0.24 _0.24 _, 666
0.24+0.12 0.36
0.6:1/5=0.12
0.6-4/5-0.48
19. La probabilidad de acertar en amarillo en la diana de la figura es 0,3, en verde 0,4
y en naranja 0,3. Ademas si se acierta en amarillo la probabilidad de que sea en
brillo es 0,7; la probabilidad de brillo en verde es 0,6 y en naranja 0,3.

a) ¢Cual es la probabilidad de acertar en la zona brillante?
P(Brillo)=P(A)-P(Brillo/A)+P(V)-(P(Brillo/V)+P(N)-P(Brillo/N)
P(Brillo)=0,3-0,7+0,4-0,6+0,3-0,5=0,21+0,24+0,15=0,60

b) Si se acert6 en la zona brillante, ¢cual es la probabilidad de que

fuese en amarillo.

P(A/Brillo)=P(A y Brillo)/P(Brillo)=0,3-0,7/0,60=0,21/0,60=0,35
12 edad




Para practicar

.Una clase tiene 20 personas. Si
queremos dividirla en dos equipos con
el mismo ndmero de personas, ¢de
cuantas maneras se puede hacer?

. Una comunidad de vecinos formada por
36 personas debe elegir una persona
para el puesto de presidente, otra de
secretaria y otra de tesorera. ¢De
cuantas maneras se puede hacer?

. ¢De cuantas formas distintas se puede

cubrir una quiniela?

Ten en cuenta que una quiniela esta formada por
14 partidos en los que se pueden poner 3
resultados (1 X 2) y un pleno al 15 en el que hay
que adivinar el ndmero de goles de local y
visitante entre 4 valores (0 1 2 M) para cada uno.

.En una prueba ciclista con 53
participantes se entregan 3 maillots.
¢De cuantas maneras se pueden
repartir teniendo en cuenta que una
misma persona puede ganar varios?

. Queremos colocar 12 libros en una

estanteria. Descubre de cuéantas

maneras puede hacerse si:

a) Todos los libros son distintos.

b) Solo hay tres libros distintos: 4 del
primer tipo, 3 del 2° y 5 del 3°.

c) Ademas todos los iguales deben
quedar juntos.

. Existen en el mercado varios tipos de
dados, aunque el mas normal sea el
cubico de seis caras. Los hay de 4, 6,
10, 12, y 20 caras. En general, van

numerados del 1 al n® de caras que
tienen. Escribe el suceso “Par” para
cada uno de ellos.

.Tenemos un dado de 4 caras

numeradas del 1 al 4. Lo tiramos una
vez. Escribe el suceso seguro, el
imposible, y todos los posibles
clasificados por su tamafio.

. Tenemos un dado de 6 caras blanco, en
el que se han escrito en sus caras los
siguientes ndmeros {1,1,1,2,2,3}.
Escribe todos los sucesos posibles.

edd

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. En la escuela municipal de un pueblo

hay clases para deportes de equipo de
baloncesto, futbol y voleibol. Hay 100
inscritos en deportes de equipo, 70 van
a clases de futbol, 60 de baloncesto y
40 a fatbol y baloncesto. ¢(Cuantos van
s6lo a voleibol?

Determina el numero de cartas, en una
baraja espafiola de 40, que:

a) Con numeracién menor que 4.

b) De bastos y mayores que 4.

¢) Figuras de oros o bastos.

En una baraja espafiola de 40 cartas,
cuenta las cartas de los sucesos :

a) Oros y sietes  b) Oros o sietes

c) Siete de oros d) Figuras

e) Oros o figuras f) Oros y figuras

Para un dado de seis caras
{1,2,3,4,5,6}, escribe los sucesos:

a) Par

b) No par

¢) Par y mayor que 3

d) Par o mayor que 3

e) Par menos mayor que 3

f) El contrario de (par y mayor que 3)
los nUumeros

Tenemos un dado con

{1,1,1,2}. Si lo lanzamos 100 veces,
alrededor de que cantidad de veces
saldra cada wuno de los posibles
resultados.

Tenemos un dado de diez caras

numeradas como {1,2,2,3,3,3,4,4,4,4%}.
¢Cual es la probabilidad de cada uno de
los sucesos elementales?

Tenemos una ruleta de 10 posiciones, 3
rojas, 4 verdes, 2 negras y 1 azul. ;{Cual
es la probabilidad de que al girarla se
obtenga cada uno de los colores?

Si lanzamos dos monedas podremos
obtener uno de estos 4 resultados {00,
X0, OX, XX}. Puedes escribir de esta
forma los posibles para tres monedas. Y
para 4. (Cual es la probabilidad de
obtener dos caras en cada uno de los
experimentos?
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17. Sabiendo que P(A)=0.5 , p(B)=0.7 y 21.Si para la segunda extraccion del
P(2)=0.3, calcula P(1), P(3), P(4), ejercicio anterior no devolvemos la 1°
P(5), P(6), P(7) y P(8), bola, ¢(Cual es el wvalor de Ilas

probabilidades ahora?

A= @ 22. Calcula las probabilidades de obtener 2
oros al extraer dos cartas de una baraja

@ espafiola en los casos de devolver y de

B = no devolver la 1° carta a la baraja antes

de extraer la 22.

23. Tenemos un dado de 10 caras de la
forma {1,1,1,1,2,2,2,2,2,2}, y dos
urnas, una A={R,R,R,V,V} vy otra
B={R,V,V,V,V}. Lanzamos el dado, si
sale 1 extraemos una bola de A, y si

5 @ 6 sale 2 de B. (Cual es la probabilidad de
extraer una R? ¢Y una V?.

¢| |,—|;l 8 24. Tenemos una urna con bolas

numeradas como se indica {1,1,2,2,2}
y dos urnas I={R,V} y II={N,N,R,V}.

o . Extraemos una bola para decidir de que
18. ;Cual es la probabilidad de obtener urna escogemos otra. ;Cual es la

naranja, v_erde, azul o gris en cada una probabilidad de obtener R 6 N?
de las siguientes ruletas?

i
B E

~

25. Realizado el experimento del ejercicio
anterior, resulté ser V. ¢(Cual es la
probabilidad de que fuera extraida de la

F urna A? ;Y de la B?

26. Se lanza dos monedas. Si salen dos

N
caras se tira el dado {1,1,1,2,2,2} vy si

y si no el dado {1,1,2,2,3,3}. ;Cual es
/ la probabilidad de obtener un 17

-7 “\ VN ¢Cuando sale uno con que probabilidad
//‘\\\ 4\\ salié también dos caras?

27. Diez amigos organizan un viaje y elige

!
S

2 A

\

19. Tenemos un dado de 10 caras de esta el destino uno de ellos por sorteo. Seis
forma{l, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2}. Y dos quieren ir a la costa y cuatro al interior.
urnas, una A={R, R, R, V, V} y B={R, De los primeros, dos quieren ir al norte
V.V, V, V}. Lanzamos el dado, si sale 1 y cuatro al sur. De los de interior, la
extraemos una bola de A, y si sale 2 de mitad prefieren el norte y la otra mitad
B. ¢Cuédl es la probabilidad de extraer el sur.

una roja de A? (/Y una roja de B? /Y una

verde de A? a) Halla la probabilidad de ir a la costa

del norte.
20. En una bolsa hay las siguientes bolas b) ¢Cuél es la probabilidad de ir al
{1,2,2,3,3}. Extraemos primero una norte?
bola y la devolvemos para extraer otra. c) Si van al norte, ¢cual es la
Calcula la probabilidades siguientes: probabilidad de que sea en la costa?

P(1,1), P(1,2), P(1,3).
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Un poco de historia

La probabilidad nacié en torno a los juegos de
azar. En las civilizaciones antiguas (Egipto,
Grecia, Roma) se usaba un hueso a modo de
dado para diversos juegos donde intervenia el
azar (de ahi proviene un juego tradicional: las
tabas). Pero incluso restos arqueolégicos de

1/1 ;
J || Ill"‘l i T 2 ¥

hace mas de 40.000 afios se han interpretado : iV !
como elementos de juegos de azar. » e
. . p 1|'"--'||.-¥\|Ml"'-fr."« oy "-"'- Ap Ty,
En Grecia y Roma se practicaban con verdadero - o~ :
celo y pasion. Homero (900 a. C.) cuenta que - 'g...-' l" ]
cuando Patroclo era pequefio, se enfadé tanto " L A - - %
con un oponente jugando con el astragalo que 3
CaSi Ie maté g ,.,__, o ____.- SEE T W W W O Wy W,

Fue Girolamo Cardano (1501-1576) quien escribié la primera obra importante relacionada con el
célculo de probabilidades en los juegos de azar. Fue en 1565 y se llamaba Libro de los juegos de azar.

Jacob Bernoulli (1654-1705), Abraham de Moivre (1667-1754), el reverendo Thomas Bayes (1702-
1761) y Joseph Lagrange (1736-1813) desarrollaron férmulas y técnicas para el célculo de la
probabilidad. En el siglo XIX, Pierre Simon, marqués de Laplace (1749--1827), unifico todas estas
primeras ideas y compil6 la primera teoria general de la probabilidad.

La probabilidad ha seguido evolucionando con matematicos como Poisson (1781-1840),
P.Chebyshev(1821-1894), Emile Borel (1871-1956), A. Markov (1856-1922), y creando escuela para
superar estancamientos; Andrei N. Kolmogorov de la escuela rusa, (1903-1987), Nortber Wiener
(1894-1964) de la americana. En la actualidad estadistica y la probabilidad se unen y se desarrollan

juntas.
ABIR ¥ GANAR Este problema llamado de Monty Hall
- esta inspirado en el concurso televisivo

estadounidense "Let's Make a Deal"
(Hagamos un trato), famoso entre 1963 y
1986. Su nombre proviene del presentador
del mismo, Monty Hall.

Si has jugado bastantes veces habras
comprobado, quizads con cierta sorpresa,
que la probabilidad de ganar un coche
cambiando la primera eleccion, es superior
a la probabilidad de ganarlo sin cambiar de
puerta.

19) Eliges una  29) Abren una puerta que tiene detras un burro. A .
puerta con un:  39) éTe quedas con la primera opcién o cambias? | Observando el diagrama de arbol o

aplicando lo que vya sabes sobre
probabilidad condicionada veréas que:

_ tela quedas —» ganas un COCHE

COCHE <
. —» ganas un BURRO
e P(coche/con cambio)=2/3
_ telaguedas — ganas un BURRO e P(coche/sin cambio)=1/3
BURROD <
~~ —» ganas un COCHE

_= tela quedas —» ganas un BURRO

BURRO <

—» ganas un COCHE
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Recuerda
lo mas importante

Experimentos aleatorios
No puede predecirse el resultado por mucho que lo
hayamos experimentado.

b

-
L
-

Por ejemplo, lanzar un dado.
Espacio muestral E={1,2,3,4,5,6%}
Sucesos elementales: {1}, {2}.,{3}.{4}.{5} y{6}
Otros sucesos: A={1,2}, B={2,4,6}, C={1,3,5}
Suceso seguro: E={1.2.3.4.5.6}
Suceso imposible: @={ }
Suceso contrario de A: A ={3,4,5,6}

e o o o o
(R}

Sucesos compatibles: Son los que pueden ocurrir a
lavez,como AyB6AyC.

Sucesos incompatibles: Si no pueden ocurrir a la
vez, como par e impar, By C.

Probabilidad de sucesos

P(S. seguro) =P(E) =1

P(S. imposible) = P(@) =0

0 < P(suceso) =1

Probabilidad de la Unién:

P(AUB) =P(A) + P(B) si Ay B son incompatibles
P(AUB) =P(A) + P(B)-P(A N B) Ay B compatibles.

Experimentos compuestos

Estan formados por varios experimentos simples
realizados de forma consecutiva. Para calcular la
probabilidad de multiplican las de los sucesos simples
que lo forman.

Probabilidad condicionada

En sucesos consecutivos pueden producirse dos
situaciones:

1) Independientes, no influyen en el otro.

Como en las extracciones con devolucion

2) Dependientes, cada suceso esta condicionado por
el anterior

Como en las extracciones sin devolucion.

Probabilidad total
P(A)+P(V)+P(R)=1
P(C)=P(R)-P(C/R)+P(R)-P(C/A)+P(V)-P(C/V)

PR) -P(C/R)

RO R PC TR+ PA) PC T A) POV PE T V)

C
(" B ) -
L |
u o
‘““ '! lh:.-;#_-
£y g A -
-
%
- ...; ey ‘:_': 2 : .
a e ‘e w L |
- - Ly \\ i
L r R
Wy e e
\ i"- ‘

Operaciones con sucesos
Union: AUB={1,2,4,6}
Interseccion: ANB={2}
Diferencia: A-B={1}

Regla de Laplace:
Cuando los sucesos elementales
son equiprobables:

_ N@casos favorables

~ N°casos posibles

P(A NB)

P(B/A) = =5

P(Ay B)=P(A)-P(B/A)

Para calcular la probabilidad de un
suceso anterior, sabiendo lo que ha
ocurrido después, emplearemos la
féormula de Bayes.
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10.

o

Autoevaluacion g

. Tiramos un dado de 10 caras. P(obtener<7 )=

. En una bolsa tenemos 6 bolas rojas 9 bolas azules y 5

bolas verdes. Extraemos una bola. ¢cual es la
probabilidad de obtener una bola roja?

Disponemos de una baraja de 100 cartas, de cuatro
colores y numeradas del 1 al 25. ;Cual es la
probabilidad de obtener un 23?

. Sucesos elementales ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,...20%},

A={1,2,3,4,5}, C={1,2,3,4,---,14,15%}. (Cual es la
probabilidad de AUC?

Lanzamos dos dados normales. ;{Qué probabilidad hay
de obtener menos de 8?

. ¢Qué probabilidad hay de no sacar ni copas ni figuras

al extraer una carta de una baraja espafnola?

Extraemos una carta de una bajara espafola. la
devolvemos y extraemos otra, ¢Qué probabilidad hay
de sacar alguna figura?

. Tiramos dos monedas. Si salen dos cruces extraemos

una bola de una urna con 3 bolas blancas y 7 negras,
y en caso contrario de una urna con 4 bolas blancas y
6 negras ¢cudl es la probabilidad de sacar una bola
blanca?

. Tiramos un dado de 10 caras. Si sale menor que 7

extraemos una carta, y en caso contrario dos
devolviendo la 12 antes de sacar la 22. ;Qué
probabilidad hay de obtener algin oro?

En un colegio el 60% de los alumnos practican fatbol,
el 50 % Baloncesto, y el 90% uno o los dos. (Qué
probabilidad hay de que un estudiante del colegio
practique los dos deportes?
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Soluciones de los ejercicios para practicar

o C20,10/2 = 92378
o V35,3 = 42840

1
2
3. VRsa4 - VR4 = 3 . 42 = 76527504
4. VRss3 = 53° = 148877

5

. a) P1, = 479001600

b) PRass = 27720 Cc)Ps=6

6. D4={2,4}, D6={2,4,6}%},
D10={2,4,6,8}, D12={2,4,6,8,10,12}
y D20={2,4,6,8,10,12,14,16,18,20}

7. S imposible ={},{1%}, {2}, {3}. {4},
{1.2}, {1.3}, {1.4}, {2.3} {2.4},
{3.4}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4%},
{2,3,4}, S seguro = {1,2,3,4}

8. {13, {23, {3} {1.2}, {1,3},
{2.3}, {1,2,3}

9. 10
10. a.12 b. 6 c. 6
11. a.1carta b.13 c.1 d. 12 e. 19 f. 3

12. a. {2,4,6} b. {1,3,5} c. {4,6} d.
{2,4,5,6} e. {2} f. {1,2,3,5}

13. Alrededor de 75 el 1y 25 veces el 2

14. P(1)=0,1; P(2)=0,2; P(3)=0,3;
P(4)=0,4

15. P(rojo)=0,3; P(verde)=0,4;
P(negro)=0,2 y P(azul)=0,1

16. En 3, P(dos caras)=3/8
y en 4, P(dos caras)= 6/16=3/8

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

P(1)=0,7; P(3)=0,2; P(4)=0,3; P(5)=0,4;
P(6)=0,1; P(7)=0,5y P(8)=0,9

Sol:
Ruleta | Naranja | Verde | Azul | Gris
1 0,3 0,25 0,15 | 0,3
2 0,4 0,3 0,15 | 0,15
3 0,1 0,2 0,1 0,6
4 0,35 0,3 0,15 | 0,2

P(RA)=0,4-0,6 =0,24, P(RB)=0,6-0,2=0,12
P(VA)=0,4-0,4=0,16

P(1,1)= 1/5 - 1/5 = 1/25,
P(1,2) = 1/5 - 2/5 = 2/25
P(1,3) = 1/5 - 2/5 = 2/25

P(1,1) =0, P(1,2) =1/5 - 1/2 = 0,1
P(1,3)=1/5-1/2=0,1

Con devolucién P(2 oros) = 1/4 - 1/4 = 1/16,
sin devolucién P(2 oros) = 1/4 - 9/39

P(R) =P(1)-P(R/A)+P(2)-P(R/B)=
=0,4-0,6+0,6-0,2=0,36

P(Verde) = P(1)-P(V/A)+P(2)-P(V/B) =
0,4-0,4+0,6-0-0,8=0,64

P(R 6 N)= P(R) +P(N) =
(0,4-0,5+0,6-0,25)+(0+0,6-0,5) = 0,65.

P(A/V)= 0,2/0,35 = 0,57
P(B/V) = 0,15/0,35=0,43

p(l) =1/4- 1/2 + 3/4 - 2/6 = 3/8,
P(dos caras/1) = 1/3

a) 0,2 b) 0,4 b)0,5

Soluciones
AUTOEVALUACION
1. 6/10=0,6
2. 6/20=0,3
4/100=0,04
15/20=0,75
21/36=7/12
21/40
816/1600=0,051
0,375
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