Detalles matematicos en el analisis de la escena interactiva “La
espiral de Arquimedes”

La escena interactiva “La espiral de Arquimedes” introduce ésta mediante la composicién de

dos movimientos: uno rectilineo uniforme y otro circular uniforme.

El movimiento rectilineo uniforme sigue la ecuacién r =1, + vt donde 1, es la posicidn
inicial, v es la velocidad, t el tiempo y 7 la posicién en el instante considerado.

En la escena, la velocidad, una vez elegida, se mantiene constante en la simulacion y
esta restringida a valores mayores o iguales que 0,5 (s6lo por cuestiones estéticas en la
animacién). El tiempo se considera mayor o igual que cero. La posicion inicial es
seleccionable por el usuario y por defecto toma un valor negativo --queda a la
izquierda de lo que serd el centro de giro de coordenadas (0, 0), ubicado en el centro
de la escena, y por tanto en la linea recta considerada se ubica en el semieje negativo--
, asi pues, r también toma valores negativos.

En general, 1y, vyt puede considerarse que tomen cualquier valor real vy
consecuentemente r también podra tomarlo. Los valores negativos en 1, y 7 indican
una posicién relativa respecto al origen considerado, en t un instante anterior al
considerado como inicial y en v un sentido coincidente con el del semieje negativo.

El movimiento circular uniforme sigue la ecuacién 8 = a t, donde a es la velocidad angular, t
el tiempo y @ la posicién angular.

En la escena la velocidad angular o puede seleccionarse tanto positiva como negativa.
El tiempo se ha considerado mayor o igual que cero.

En general 8, a pueden tomar cualquier valor real y la interpretacidn de los signos es la
usual de giro en sentido horario o anti-horario, y para t, igualmente al caso anterior,
gue sea un instante anterior o posterior al considerado como inicial.

La notacion anterior se ha elegido con objeto de abordar la composicion de esos dos
movimientos y denotar ésta en coordenadas polares, resefiando que r se esta considerando
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como distancia dirigida (puede tomar valores negativos y positivos) e igualmente 8 es un



angulo dirigido (valores positivos y negativos)! --asi pues, (-2, m) representa el mismo punto
que (2, 0)--.

Consecuentemente,
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Eliminando t obtenemos la ecuacién r =1, +-6.
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Y denotando a =1, y b = —, obtenemos la ecuacidn en coordenadas polares de la espiral de
a

Arquimedes, la cual depende de dos parametros a,b:

r=a+b6f,donde a,b € Ryfd,r € R.
En coordenadas cartesianas, los puntos P(x,y) de esta curva vienen dados por:

{x r cosf
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El analisis de esta funcidn, o familia de funciones, nos conduce a las siguientes propiedades:

1. Pasa por el origen de coordenadas cartesiano (0, 0). Este punto se corresponde con el
angulo polar 8 = —% yr =0.

2. Si b =0, entonces r = a, y se corresponde con una circunferencia de centro el origen
de coordenadas y radio |a|.

3. Si b # 0, puede observarse que la variacidon del pardametro a lo que genera es un giro
de dngulo 0 = —%, para ello basta observar que r=a+b6 =>b (0 +%).

Consecuentemente basta continuar el andlisis considerando Unicamente la
dependencia del pardmetro b, es decir, basta considerar el caso en que a = 0 vy, por
tanto, analizar la ecuacion r = b 6.

4. Apoyandose en las relaciones en coordenadas polares que permiten determinar las
simetrias basicas, reflejadas en la siguiente imagen:
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Se comprueba que r = b 6 es simétrica respecto a la recta polar 8 =§ (x=10en

cartesianas) ya que tanto (r,8) como (—r,— @) verifican la misma ecuacién. Y, por
tanto, se pueden distinguir dos ramas: una para 6 <0 y su simétrica que se
corresponde con 8 > 0.
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5. En base a lo indicado en los dos apartados anteriores, r =a + b 6 es simétrica

T a L a
respecto a la recta polar 8 = ST, Vse distinguen dos ramas: una para 6 < -y la
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6. Elangulo que forma el radio vector con la recta tangente es:
1
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Basta tener en cuenta que:

e Radio vector i = ((a + bO) cosO, (a + bb) sen 9)
e Vector tangente v = (bcos8 — (a + bB) sen 0,b sen 6 + (a + bO) cos 6)
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7. Las dos ramas se intersecan en los puntos que estdn en el eje de simetria, es decir,

aquellos enlos que 6 = g— % +kn kel




