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OBJETIVOS

® Entender la necesidad de ampliar los nimeros reales.

® Conocer los conceptos: unidad imaginaria, nimero complejo, parte real
y parte imaginaria.

® Representar graficamente numeros complejos.y reconocer el afijo de
un complejo.

@ Hallar el opuesto y el conjugado de un complejo e interpretarlos
graficamente.

@ Hallar potencias de i (unidad imaginaria).

® Sumar y restar complejos en forma bindmica y graficamente.
® Multiplicar y dividir complejos en forma bindmica.

® Expresar un complejo en forma polar.

® Representar un complejo dado en forma polar.

® Pasar de forma bindmica a forma polar y viceversa.

@ Multiplicar, dividir y calcular potencias de complejos en forma polar e
interpretarlo graficamente.

® Conocer la formula de Moivre.

@ Hallar todas las raices n-ésimas de un complejo e interpretarlas
graficamente.




En forma binomica

Parte real y parte imaginaria

Si consideramos la unidad imaginaria £ =ﬁ y la representamos en el punto (0,1) del plano, podemos situar de la
misma forma los ndmeros 2i, 3i, .., -i, -2i,... en el eje vertical, es decir los nimeros bi que llamaremos imaginarios.
Entonces un punto cualquiera del plano (a , b), con a y b nimeros reales, puede escribirse como (a,0)+(0,b), esto es
como la suma de un namero real y un nUmMero imaginario.

m Los nameros complejos son de la forma a + bi =5 + E:‘

a s la parte real, b es la parte imaginaria Eje Imaginario

Cada numero complejo £ se puede representar en
el plano mediante el punto Zfa, b) llamado afijo o
bien mediante el vector OZ.

Dos numeros complejos son iguales si lo son las
partes reales y las partes imaginarias respectivas. b

» El conjugado de un numero complejo £=a + bi
es ofro nimero complejo con la misma parte real
y la parte imaginaria cambiada de signo.

Eje real
7= 3 - 4i dibujar

» El opuesto de un nimero complejo £=a + bi es

otro ndmero complejo con la parte real y la parte

imaginaria cambiadas de signo.

-r= -3 - 4i dibujar

\?\( Averigua el valor de a y de b para que a - 5i sea el conjugado de -4+ bi

s | b ] O

\?( Halla las soluciones de la ecuacion: 22 +4z+ 5= 0

[ J=[ s ]
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En forma binémica
Operaciones: sumar y restar

Los numeros complejos se pueden sumar o restar siguiendo las reglas de las operaciones con los nimeros
reales. EE

\SV Dados dos nimeros complejos: g = i’? + i’ﬁi

z,=a,+bi z,=a,+b,i
7tz
» Suma
z,+z,=(a,+a,) + (D, +b,)i =
1

gz, =(5+41)+(-2+31)=3+7i
T

» Resta

Como en los numeros reales para restar hay que
sumar al minuendo el opuesto al suatraendo.

z-z,=(a,-a,) +(b,-b,)i

=z, =(5+4i)-(-2+31)=7+1i

m Efectua las siguientes operaciones: (-9 + 8i) + %{4 -4i) =(-6 - 3i)

[+l ]

m Calcula los numeros complejos z, y z,que cumplen 2,+2,=6-3i y z,-2,=8-i

5 Y RS s P O]
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En forma binémica
Operaciones: producto y cociente

Los numeros complejos se pueden multiplicar siguiendo las reglas de las operaciones con numeros reales E
yteniendoencuentaque i = i2 =-1
Dados dos nimeros complejos: 7. =24 |+2>2 i =27 |+4>2 |i
W =4 |32 i n=Fa |52
z,=a, +b,i z,=a,+Db,i
» Producto

z,"z,= (a@m,- bb,) + (ba,+ab,)i

2,0 2,=(4+2i) (-1+2i)=
=_4-1+4-2i-2i 1+2 2i’=
=-8+6i

Comprueba que el producto de un nimero por su
conjugado es siempre un numero real:

57, =(4+2i) (4-2i)= | |

Introduce el resultado y pulsa Intro .

Este resultado se utiliza para calcular el cociente
de dos nimeros complejos.

» Cociente

Para dividir dos nimeros complejos, al igual que con los nimeros reales, se multiplica el numerador por el

inverso del denominador. Como regla practica multiplicaremos numerador y denominador por el conjugado

de este ultimo.

. . . =428 [+ 26 |7

zZ a,+bi (a1+blx)(az-bgt) aa,+bb, ba,-ab, 51~ 4 7
p— — + *

7,  aytbyi  (aytbi)(aybyi) a/+b,; a’+b,) ' 5, =511 |+ i,ai

Z1_-8+46i _(-8+46i)(-1-2i) _8 1+8 2i-6i-1-6-2i' _20+10i
z, 1+2i (-1+2i)(-1-21) 1-4i° 5

=4+2i

\?\( Calcula el valor de b para que el producto (-6 - 3i)-(6 + bi) sea un nimero imaginario puro.

b=l O

?{ Calcula el valor de b para que el afijo del cociente '; : ;,-' esté en la bisectriz del primer cuadrante.

bl O
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La forma polar
Modulo y argumento
E& Dado el nimero complejo.  z=a+bi 72=%-6 |+56 |i

» Elmodulo de z es la distancia del afijo al origen de
de coordenadas.

r=|z|=Ja’+b’ =/ (6)°+6° =85 z

» Elargumento es el angulo que forma el segmento
OZ con el semieje positivo real medido en sentido
contrario a las agujas del reloj entre 0°y 360°.

«=arg() = arctg L= arctg S -135* | 1| N

Se puede expresar el nimero complejo £ mediante su
médulo y su argumento en forma polar:
r,= 8,5

135°

Observaque. a=r'cosa ¥y b=r'senac

asi se puede expresar z en forma trigonomeétrica, a
la vez que sirve para pasar de la forma polar a la forma
bindémica.

z =r(cos a+isen @)=8,5 (cos 135 *+i sen 135°)

\?( Pasa a forma binémica:
2 3. = ’ ‘ + [ i D

Introduce los valores con su signo redondeados a centésimas

comprobar

\?( El conjugado del nimero complejo 8 4. es:

Iy (]

comprobar
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La forma polar
Producto y cociente

Larelacion entre la forma polar de dos numeros complejos y la de su producto y cociente, nos permite
multiplicar y dividir de forma muy sencilla. EE

W Dados dos nimeros complejos: =7, &'=r z= :l: uﬂ@“ z'= :]: M@O

» Producto

Para multiplicar dos numeros complejos en forma
polar se multiplican los médulos y se suman los

argumentos.
- — z
2-2'=r,- ";1 =(r- "uﬂr
:
2:2"= 5 jpper 2 gpe= 10,90 z z
zl‘
. | [
» Cociente ] \

Para dividir dos numeros complejos en forma polar
se dividen los mddulos y se restan los argumentos.

T T _(r

I ry T\ e-p
5

z 120°

— =2“5 N

7' 2 g9e 30

\W Dado el nimero complejo z= 2 g, calcula z-z2 y z/z

z-E=D‘jo —;~=DDO )

m Averigua dos numeros complejos z, y z, tales que su producto sea 5 ,;,. Y Su cociente 5 gy.

Z,= Ej" Z; =DD° []
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En forma polar

Potencias

A, Potencias

Dado el ndmero complejo:

Para calcular una potencia de exponente natural i, de un
ndmero complejo expresado en forma polar, basta elevar
el modulo an,y multiplicar el argumento por n.

(r“)! =f¢'n
"%E (2120)° =27, 120:= 16 50

Si se expresa el resultado de =" en forma trigonométrica:
[r(cos a +isena)]' ="(cos na + i sen na)

y haciendo =1 obtemos la llamada formula de Moivre,
util en trigonometria para calcular sen nea 'y cos na en
funcién de sen a ycos a.

(cos a+isen @) = (cos na + i sen na) i

» » Potencias de i

IUn caso particular lo encontramos al calcular las potencias sucesivas de .

. .2 .
Teniendo en cuenta que i” = -1, sera:
%=1 =i i’ =-1
f=Fi=1 P=ifi=i *=ri=-1

7 =i% =4

y asi sucesivamente, con o que observamos que se repiten de cuatro en
cuatro. Por tanto para hallar una potencia de i, se divide el exponente -1
entre 4 y se calcula la potencia de exponente el resto de la divisién.

i’=1
il =i
&= =5 =3
2=

14 |4
2 3
14=34+2

\?( Averigua el valor de ny de a (a>0) para que (-a-a ﬁi}' = 216 ,.

e[

W Selecciona el valor de Ia potencia de I.

125

o[

[ 1]
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En forma polar
Raices n-ésimas

E Raices n-ésimas

Dado el nimero complejo:

» Laraiz n-ésima de £ es otro complejo mg que
debe ser:
(my )" =,
porloque m" =r y pn=a+k360°

vego:  mr y p=-- 43607k “:'k

n :ilil = —\3 /8”0.=2 apos 350,
3

K

2o =2 e k=0
= =200 k=1
22 = 2 2500 "=i]a

\& iPor qué?

e Todo numero complejo tiene nraices n-ésimas.
e Los afijos de las n raices estan situados sobre una circunferencia y son los vertices de un poligono
regular de n lados.

XN Elnimero complejo 2y = 3 3. €5 un vértice de un cuadrado centrado en el origen.
Halla los otros vértices. ;Cudl es el numero complejo Z cuyas raices cuartas son esos vertices?

z= DDO z1=3Do 22=3|:‘o Z3=3Do I:'

S 4[-i
»ﬁ{ Calcula ETE

DD° 23=JD° ]

]
L

‘ll
i
;

Mll
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Aplicaciones

Operaciones con complejos y transformaciones geométricas

g Traslacion 1

»

Considera el triangulo de la figura situado en el plano
complejo de vértices:

A(-5,-2) B(2,-6) C(-1,0) c'
Si sumamos a los fres vértices el numero complejo
=35 ]+ 3

¢ Qué le ocurre al triangulo?. Compruébalo: Jé

Ao (-5-2i)+(3+5i)= -2 + 3i B |
B—(2-6i)+(3+5i)= § - i
C—o(-1+0i)+(3+3i)= 2 + 5i

Se ha producido una traslacién del triangulo inicial Puedes arrastiar los vértices
de vector paralelo al asociado al complejo 3+ 51 para ver otrp trianguio

\,%{ Giro de centro el origen T
< Considera el triangulo de la figura situado en el plano A

complejo, de vértices: \
A(8,2) B(2,6) C(4,2)

Al multiplicar los tres vértices por d’

el nimero complejo de médulo 1 I f@ \\

y argumento 90° . ;Qué ocurre? x N
Expresamos primero los vértices en forma polar: ) ’:“\\\

Al 8+2i =68 .= 82,0 1= 82,

B: 2+6i =+40 ,,,.— 63

C.4+2i =w,'20 2660 4’526,6"'195“’: 4,511“,

El trigngulo ha girado alrededor del origen de P”e‘;er: 36_":“3; 2‘;;%5;} Vi‘;g"“es
coordenas un angulo de 96~ P 4

71 Igpe= 6,3 161,6°

o, Homotecia y giro -

2 Considera el triangulo de la figura situado en el plano
complejo, de vértices:

A(1,1) B(1,5) C(4,1)

Multiplicamos ahora los vértices por r
por el nimero complejo de médulo 2 Eaf@
y argumento 60° . ;Que ocurre? b4

Haz las operaciones y compruébalo:

A l+i=v2 oo Ldy-2g.= 28,

B: 1+5i =26 550 51 5 2600 =10,2 33

Cid+i=v17 o> 41,0 2,0 =82,

Se realiza una homotecia de centro el origen y P“e‘;erg f’e”fsr“g’}:%i "’igg‘ces
razén 2 y un giro de 60°alrededor del origen. P g




Los niameros complejos

Cuestionario de autoevaluacion

1) El conjugado del opuesto del nimero complejoz = -5 + i

2) La expresion bindmica de un nimero complejo de modulo 4 y argumento 2407 es:

[] -243 - 2i
[] -2-243 i
[] -2+ 243 i

3) Selecciona la respuesta correcta:

4) Elnumero z = 3 - 3i en forma polar es:

D 5{5 225°
|:| j-\"? 133°
D 5{5 3i3°

5) Elinversode z = -2-2i es:
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6) El numero complejo == ( -2 ﬁ-!- 2 ﬁi )" es:

5-41

8) El cociente 537 S
] AN o
4 4
9 1.
1 =%
2L
4 4

[ =7
[] -742-JZi
] -1-7i

10) Para que se verifique laigualdad -2 (a +31)=(1-i)(b +i), a y b deber ser:

[] a=2 b=-s5
|:| a=-3 b=7
D a=-4 b=7

Tus respuestas: o o e o o e o e e @ PUNTUACION:
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