SECCION IV: Teoria cualitativa - Ejemplos1,2,3,4,5,6y7

EJEMPLO 1: Matriz del sistema lineal con autovalores imaginarios puros.

Determinar la trayectoria que seguira una particula que se suelta en el punto Py(2,0) quedando sujeta
al campo de velocidad estacionario o auténomo (estable en el tiempo) ¥ = (4y, —x).

RESOLUCION:

- . X . x' =4
Dado que v = (x', y') = (4y,—x) el problema se resolvera a través del sistema {y’ B _}; , con las

condiciones iniciales x(0) = 2; y(0) = 0, el que es un sistema lineal.

La solucidn se encontrara resolviendo el sistema:
X\ _ (0 4\ (X
(y’) B (—1 0) (y)

Los autovalores de 4 son 4, , = £2i, mientras que una base del espacio propio es {(_211) , (211)} .

Diagonalizando:

Y . . o . -1
a=(3 0=(7 DE 207 7
La exponencial matricial:

e(—(t) L:,t):(—Zi Zi)(eZti 0 )(—Zi Zi)'l

1 1 0 e 2t 1 1

0 4t _9; : ( i 9 . -1
e(_t 0)=( T 2‘)(005 a +Olsen(2t) cos(2t) —Oisen(Zt))( 21l 211)

(o 4 cos(2t) 2sen(2t)
e\—- = 1
(—Esen(Zt) cos(2t) )

Usando la condicion inicial:

<x) _ e(—(t) ‘:)t) (2) _ (Zcos(Zt)>

0 —sen(2t)
La trayectoria es pues:

{x = 2 cos(2t)
y = —sen (2t)

Los graficos siguientes muestran la salida provista por DaVinci del campo de velocidad vy la trayectoria
solucién obtenida. En el ultimo grafico se aprecian algunos vectores del campo que tienen origen en la
trayectoria determinada para que se aprecie claramente la tangencia (no es salida de DaVinci).
También puede realizarse la simulacién mediante DaVinci. Xy
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Notar que si la condicidn inicial estuviera dada genéricamente por (x, yo) la solucion es:

1
X = xg cos(2t)+ 2y, sen(2t); y = y, cos(2t) — 2 %0 sen(2t)

Aqui x e y son funciones de periodo m (notar que siendo 2 = +Bi las funciones tienen periodo
2 , . , . . . . .
T= 7). Luego, la linea de flujo serd una curva cerrada no simple (se deja como ejercicio mostrar

gue en estos casos es una elipse).

o



SECCION IV: Teoria cualitativa - Ejemplos1,2,3,4,5,6y7

EJEMPLO 2: Matriz del sistema lineal con autovalores reales distintos y positivos.

Determinar la trayectoria que seguira la particula que se suelta en el punto (—1,—3) sometida al
campo de velocidad estacionario v = (3x— 2y,x).

RESOLUCION:

— "= _2
v=(x’.y’)=(3x—2y.x)=>{x, 3% =2y

y =x , con las condiciones iniciales x(0) = —1; y(0) = —3.

Forma matricial del sistema:
5)=G 9 6)
Diagonalizando:
_ -1
a=(; =G 6 DG 1)
Entonces:

e(:;t —gt)

2 1\(e?* 0\ 1 -1 B (et +2e¥ 26t —2e*
(1 1)(0 et>(—1 2): e(t 0)=(—e"‘+e2"‘ Zet—eZt)

Luego:

x_ (3t T2 =1\ _ (—5e' +4e*
(3’) ' (—3) - (—Set + 2e2t>
x = =5et.+4e?; y = —5e' + 2¢*

Notar que a medida que t aumenta, también lo hacen x e y. Si la condicion inicial fuera dada
genéricamente por (xq, yo) la solucién sera:

()=< DG
Esta es:
x(t) = (— et +2e*)x, + (2 et — 2e?Y)y,
y(@) = (—e' +e*)x, + (2 e' — ey,

Cualquiera sea (xg,yq), Sit » © entonces |x| - ooy |y| - co. La particula se alejara del origen. Xy
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SECCION IV: Teoria cualitativa - Ejemplos1,2,3,4,5,6y7

EJEMPLO 3: Matriz del sistema lineal con autovalores reales distintos y negativos.

Determinar la trayectoria que seguirad la particula que se suelta en el punto (1,—2) sometida al
campo de velocidad estacionario o auténomo v = (-3x + 2y,—x).

RESOLUCION:

— ’ r ' - _3 2 . . e e .
V= (x ’ y) =(-3x+2y,—x) = {x , X+ y’ con las condiciones iniciales x(0) = 1;
y =-x

y(0) = —-2.

Forma matricial del sistema:

Diagonalizando:

A= 9=G D DG A

Entonces:

(3t 2y 201 (e‘Z‘ 0) 1 -1 (3 2t)_(—e""+2e‘2"‘ Ze‘t—Ze‘2t>
et _(1 1) 0 et (_1 2)=>e LS Lot ezt gpt_ -2t

Luego:
Xy _ (32 1)L (—5e7t + 6e 2
(y) et 0 (—2) - (—Se-t + 3e—2f—)
x=-5et+6e % y=—-5et+3e %

Notar que a medida que t aumenta, tanto x como y tienden a cero.

El lector puede verificar que a idéntica solucion se puede llegar para la condicién inicial genéricamente

(X0, ¥Yo0)- EZy

—c Plano de Fase ‘Ul mlimuss s ? @
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EJEMPLO 4: Matriz del sistema lineal con autovalores reales de distinto signo.

Determinar la trayectoria que seguira la particula que se suelta en el punto (1,9; 1) sometida al
campo de velocidad estacionario v = (—3x + 4y, —2x + 3y ).

RESOLUCION:

{x’ =—-3x+4y

y =—2x+3y X0 =19 ey@)=1

Forma matricial del sistema:

Diagonalizando:

— _ -1
=5 -G 90 DG W
Entonces:

R IO (B BPE - B C o

Luego:
X\ _ (3 19y, (1,8et+0,1e!
(y)=e\-2 (% )_(0,9e‘t+0,1e")
x=1,8et+0,1et; y=09et+0,1e!
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Notar que a medida que t aumenta, tanto x e y aumentan en valor absoluto, esto significa que la
particula se aleja del origen.



SECCION IV: Teoria cualitativa - Ejemplos1,2,3,4,5,6y7

El lector puede verificar que dependiendo de (xq, yo) sera el signo de x y de y cuanto t — . Probar
con el simulador DaVinci los distintos resultados al mover el punto que representa las condiciones
iniciales, los que pueden intuirse viendo el campo. 2@

L2



SECCION 1V: Teoria cualitativa - Ejemplos1,2,3,4,5,6y7

EJEMPLO 5: Matriz del sistema lineal no diagonalizable, autovalores iguales.

Determinar la trayectoria que seguirad la particula que se suelta en el punto (0;—2) sometida al
campo de velocidad estacionario v = (3x — 2y,8x — 5y ); yluegoav = (-3x+ 2y,—8x + 5y).

RESOLUCION:

x\ _ (3 -2\ (% . i o 3
Se debe resolver (y’) = (8 _5) (y) con las condiciones iniciales x(0) = 0; y(0) = —2.

El lector puede mostrar que la matriz tiene dos autovalores iguales, y que la misma no es
diagonalizable. Usando forma de Jordan:

— _ -1
1= Z9=-G %) DG %)
Entonces:

e I [ O  F R VAL SN

Luego:

()= G

x =x9(e t+ 4te™t) — 2yote l; y=8xptet + yo(e t —4te™)
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53% Notar que sit — oo, (x,¥) = (0,0), situacién que se deba a que 44 , es negativo.

Para la condicion inicial dada la linea de fluyo serd x = 4te™%; y = —2e~* + 8te™!, situacidon que se
esquematiza en el grafico anterior.

Si, por el contrario, el Unico autovalor de la matriz del sistema es positivo, si t — oo, se dard que
|x| > 0 e [y| > co.

El lector puede verificar esto usando v = (—3x + 2y,—8x + 5y ).
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La solucion que obtendra sera:
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SECCION IV: Teoria cualitativa - Ejemplos1,2,3,4,5,6y7

EJEMPLO 6: Matriz del sistema lineal con autovalores complejos conjugados.

Determinar la trayectoria que seguira la particula que se suelta en el punto (0;—2) sometida al
campo de velocidad ¥ = (9x —5y,25x — 11y )yluegoa v = (11x — 5y,25x — 9y).

RESOLUCION:

x' =9x -5y

y' = 25x — 11y con las condiciones iniciales xy = 0; y, = —2.

Se debe resolver {
Forma matricial del sistema:
xX\N_(9 -5\ (%
(y’) B (25 —11) (y)
Los autovaloresde A son 4 = —1 + 5i.

Diagonalizando:

_ . s _ . . _.—1
A=(295 _151)2(2;-l Zsl)( 1(—)|—51 _1()_5i)(2;-l 251)

Entonces:
e(295 )L (2 +i 2- i) (e(_”sm 0 ) (2 +i 2- i)_l
5 5 o\ e-1-se)\ 5 5
NEAA (21 220 e™*(cos(5t) +sen(5t)) 0 (2 2 i)"l
5 5 0 e t(cos(5t) — sen(5t))/\ 5 5
Simplificando:
e(295 _—151)t R\ (cos(St) + 2 sen(5t) —sen(5t) )
[ 5 sen(5t) cos(5t) — 2 sen(5t)
X _ ( 9 -5 )t X,
(y) =e 1 (y,,)
(x) L (cos(St) + 2 sen(5t) -sen(5t) ) (xo)
y) =€ 5 sen(5t) cos(5t) — 2 sen(5t)) \Y,

Luego, la linea de flujo vendra dada por la forma paramétrica:

x=et (xo (cos(5t) + 2 sen(5t)) — y, sen(5t))

y=et (5 xo sen(5t) + y, (cos(5t) — 2 sen (5t)))

3@ Advertir que a medida que t aumenta e~ - 0, por lo que (x,y) — (0,0) , aunque lo hacen
siguiendo un camino espiralado, como lo muestra el grafico, en el que se particulariza con
x9 = 0, yo = —2. Usando DaVinci, cambiar el punto inicial y observar la trayectoria.
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Una situacion algo distinta se obtendra si se resuelve el sistema (y’) = (25 _9) (y)

Los autovalores son 4 = 1 + 5i.

Procediendo de igual manera se tendra:

x=et (xo(cos(St) + 2 sen (5t)) = y, sen (5t))
y=et (Sxo sen (5t) +yo(cos(5t) — 2 sen(5t)))

Notar que si t - oo entonces e! — o, por.lo que ambas coordenadas aumentan indefinidamente,
aunque lo hacen siguiendo un camino espiralado, como lo muestra el grafico:
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SECCION IV: Teoria cualitativa - Ejemplos1,2,3,4,5,6y7

EJEMPLO 7: Campo no auténomo. Matriz del sistema no homogéneo con autovalores imaginarios puros.

Determinar la trayectoria que seguira una particula que se suelta en el punto (1; —1) quedando sujeta
al campo de velocidad v = (—y— 1.5 sen(4t); —x — 1.5 cos(4t )). Notar que el campo ya no es
estacionario, dado que depende de t.

RESOLUCION:
La solucion se encontrard resolviendo el sistema inhomogéneo:
X\ _ (0 1\(X —1.5sen(4t)> - - 4. _
(y’) = (_1 0) (y) + (_1_ 5 cos(4t) , con las condiciones iniciales x(0) = 1; y(0) = —1.

Este sistema se resuelve usando X(t) = e4s(t=to) xg + f; eAs(t=9) f(s)ds.

e —aa— (1.4 (0 1 = . _ (—1.5sen(4t)
Aqui, t, = 0;x9 = (_1), As = (_1 0) y f(s) = (—1.5cos(4t))'

La solucién es:

%(—3 cos(t) + cos(t) cos(3t) + 2 sen(t)—sen(t) sen(3t))

>l
I

1
2 (2 cos(t) + 3 sen(t) — cos(3t).sen(t) — cos(t) sen(3t))
Luego la trayectoria es:

x(t) = %(—3 cos(t) + cos(t) cos(3t) + 2 sen(t) — sen(t) sen(3t))

y(t) = %(2 cos(t) +3-sen(t) — cos(3t) sen(t) — cos(t) sen(3t))

En los graficos siguientes se visualiza la trayectoria en distintos instantes debido a que el campo es
variable con el tiempo. Para apreciarlo puede ejecutar este ejemplo en el simulador DaVinci. Efy
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