SECCION IV: Teoria cualitativa - Ejemplos 11, 12,13y 14

EJEMPLO 11:

x1(t) = x4 + 2x,

Caracterizar el equilibrio del punto critico del sistema {x,z (O =3x, — 41,

RESOLUCION:
La forma matricial del sistema es:
X'\ _ (1 2\ /%
G)=G -2G)
Los autovalores de la matriz (; _i) son 4; = =5y 4, = 2, luego el equilibrio del punto critico (0; 0)

es inestable.
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EJEMPLO 12:

x1(t) =11x; —3x, + 13x3
Caracterizar el equilibrio del punto critico del sistema { x5(t) = 72 x; — 19x, + 72x3 .
x3(t) =4x1 —1x3 +2 x3

RESOLUCION:
La forma matricial del sistema es:
x'q 11 -3 13\ /X1
x'z =72 =19 72 || X2
x'3 4 -1 2/\x3

11 -3 13

Los autovalores de la matriz (72 -19 72) son 4; = —-3; A, = -2 y A3 = —1; luego, el equilibrio

4 -1 2
del punto critico es asintéticamente estable.
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EJEMPLO 13:

Considere el sistema de masa resorte del grafico. Imagine que se estira el resorte |/ repsso
superior una distancia x,, ..~ desde el reposo y al inferior x,, . se lo suelta

al

luego. El desplazamiento vertical a partir del punto de equilibrio (reposo) de las dos § k, E
masas se denotan con x;(t) y x,(t). Se desea analizar el tipo de equilibrio que Ml"""o"";_’_‘_;;
alcanzara el sistema para el caso particular: gkz 2

Mé¢ O . °
k, = 0,03 ";9; k2=0,01";~"; m, =27kg;, m,=18kg ? Xy

RESOLUCION:

Usando la ley de Hooke se sabe que las fuerzas netas sobre las masas estan dada por:

F =—ky;x + ko (x d*x
F S d’x
k 2(t) k> (xz (t) — x; (t)) =m, #

Las condiciones iniciales estaran dadas por los estiramientos iniciales X1,,;cim Y X2imiciar Y 1@ Vvelocidad

inicial de las Masas V1,,;ci0 Y V2,00 OMitiendo indicar que tanto x4 (t) como x,(t) dependen de t:

Luego el sistema resultante sera:

xl(O) = xlinicial

"o__ kit+kz kp
X1 = my X1t my X2 con xZ(O) = X2inicial
Kk k '(0) =
xy=fe y ey x1'(0) = V1nicim
my mz i —
X2 (O) - vzinicial

Notar que este sistema puede ser rescrito como un sistema de primer orden, introduciendo el cambio
de variable x3 = x; e x4, = x3. Con este cambio x5 = x7y x'4 = x3.

Notar que con este cambio.de variable x;3 y x, son las velocidades en x; y x, respectivamente.

(xl X3
L
x! = — Kathe x, + k—zxz Xy = Xy
m 1 H ’ kq+ks ko
Entonces Lk ks es equivalentea < x X1 +-2x,
Xo = —X1 —— X2 my
my my kx’ _ k—zx _ k—zx
4=, X1 , X2

Para analizar cualitativamente la estabilidad del sistema se deben buscar los autovalores de la matriz

(obviamente utilizando un SAC). Con los datos dados los autovalores son dos pares de complejos
. V6 . V3, P . .,

conjugados: 4, , = iy Azq = 15, b Mas alla de la solucién, de acuerdo a la Tabla Resumen, el

tipo de equilibrio es estable, pero no asintoticamente estable (lo que significa que las masas oscilaran
idefinidamente alrededor del punto de equilibrio). El tipo de equilibrio es valido para las 4 funciones
incognita (luego, la velocidad también tiene el mismo tipo de equilibrio). @
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EJEMPLO 14: Vibraciones Amortiguadas

El resorte estd sujeto a una fuerza de friccién, producto del medio viscoso.
Experimentalmente se muestra que la fuerza de rozamiento es proporcional a la velocidad
de la masa. La constante ¢ de proporcionalidad depende, entre otras cosas, del fluido
(cuanto mas denso, mayor es la constante) y de la forma de la masa. Caracterizar el tipo de
equilibrio.

= 00 9 A

3

RESOLUCION:

Usando la ley de Newton y la de Hooke se tiene que la fuerza actuante en el resorte F = ma = m x"
es la suma de la reposicion del resorte F,., = —kx y la de rozamiento F,,, = —cv=—cx’' (la
constante ¢ > 0, el signo negativo se debe a que la fuerza se opone al movimiento, luego a v).

c k
Luego: mx" = —cx'—kx - x'"'=—=x'"——«x.
m m
x' =
Transformado la EDO en un SL usando x' = y; x"' = y/, resulta el sistema S:{ fo_k
= m y
Matricialmente:
0 1
! X
() - ( k ) 9
Y m m
—ctVct-4km .
Los autovalores son x = — De acuerdo a los valores de c y ¢ — 4k m, los mismos pueden

ser reales (iguales o distintos), imaginarios o.complejos.
En el siguiente andlisis se elimina la posibilidad ¢ = 0 (dado que no seria amortiguado).

a) ¢ —4km < 0 : Amortiguamiento escaso, se tiene dos raices complejas, con parte real negativa
%. El equilibrio es asintoticamente estable, tanto x (desplazamiento) como y (velocidad)

tienden a cero oscilando:
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b) ¢* —4km > 0: Amortiguamiento excesivo, se tiene dos autovalores reales negativos distintos

(notar que V2 —4km < V2 = ¢). El equilibrio también es estable, tanto x (desplazamiento)
como y (velocidad) tienden a cero pero sin oscilaciones.
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c) ¢ —4km = 0: Amortiguamiento critico, se tienen dos autovalores reales negativos iguales
(notar que VeZ —4km <+Vc? = o). El. ‘equilibrio también es estable, tanto x

(desplazamiento) como y (velocidad) tienden a cero " sin oscilaciones, aunque notar que la
rapidez maxima es mayor que en el caso anterior.
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Se pueden comprobar estos resultados con el simulador DaVinci. Efy
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