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Prefacio

La resistencia de materiales es una disciplina que estudia
como reaccionan los diferentes tipos de materiales ante las
distintas condiciones ambientales y cargas aplicadas, se ocupa
del estudio del comportamiento de los sélidos deformables
cuando se someten a cargas externas. La comprension de este
comportamiento es fundamental para el disefio de
estructuras y maquinas seguras y eficientes.

Este libro tiene como objetivo proporcionar una comprensién
de los principios fundamentales de la resistencia de
materiales. Comenzando con los conceptos basicos de la
tension y la deformacién, se examinan las diferentes
propiedades mecanicas de los materiales y cémo se
relacionan con su capacidad para resistir cargas. Se exploran
los diferentes tipos de cargas que pueden actuar sobre una
estructura, y se presentan los diferentes tipos de esfuerzos
gue se generan en respuesta a estas cargas.

Ademas, se estudia la teoria de la flexion y los diferentes tipos
de vigas y sus caracteristicas. También se aborda la teoria de
la torsion y los diferentes tipos de secciones transversales y
sus propiedades.

El libro se ha disefnado para el programa de Ingenieria Civil de la
Corporacion Universitaria Remington.
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Contenido multimedia

Para ilustrar mejor la informaciéon suministrada en este libro, hemos
incluido, entre otros elementos multimedia, los siguientes:

Texto. Los textos de este libro
se soportan en el conocimiento
del autor. Sin embargo, se ha
recurrido a informacién encon-
trada en libros como: Resis-
tencia de materiales de Miguel
Cervera vy Elena Blanco;
Mecanica de Solidos de Egor P.
Popov, Mecanica de Materiales
por Russell C. Hibbeler;
Mecanica de materiales por
Ferdinand P. Beer, E. Russell
Johnston Jr,, John T. DeWolf y
David F. Mazurek. lgualmente,
inteligencias artificiales como
ChatGPT, Microsoft Bing, YOU.com, Perplexity, Open
Assistant, Rytr y Bard de Google.

Imagenes. Los iconos de las listas, se han obtenido de Freepik -
Flaticon. Las imagenes de portadas se han obtenido de Pixabay,
Pexels y Unplash.

Videos. Algunos videos, disefiados por el autor, se han
publicado en YouTube, como el de la siguiente pagina.

Objetos interactivos. La mayoria de los objetos interactivos,
fueron disenados, por el autor, con el editor DescartesJS.
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La fibra de color es el eje neutro. Observa que las fibras por
encima de este eje se comprimen (en amarillo) y las de abajo se
traccionan o estiran (en verde),

Radio de giro

Formula de la Flexion

p  0:00/0:27
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Esfuerzo

1.1 Introduccion

B Perplexity

Los esfuerzos en un elemento estructural son las fuerzas
internas que experimenta el elemento cuando esta
sometido a cargas externas. Estas fuerzas internas pueden
ser de diferentes tipos, como esfuerzos de traccion,
compresion o flexion, y tienden a deformar o fracturar el
elemento estructural. El disefio de elementos estructurales
implica determinar la resistencia y rigidez del material
estructural para soportar estos esfuerzos. j

Nuestro objetivo, entonces, es identificar y cuantificar las fuerzas
internas en un cuerpo solido, las cuales son las fuerzas que se ejercen
mutuamente entre las distintas partes o elementos del cuerpo sélido.
Estas fuerzas son el resultado de las cargas externas que actuan
sobre el cuerpo sélido (P; en la figura 1.1), y se distribuyen a través de

los diferentes elementos de la misma; por ejemplo, en una estructura.
en las vigas, columnas, tirantes, etc.

Las fuerzas internas (F; en la figura 1.1) incluyen la fuerza normal,

que es la fuerza perpendicular a la seccion transversal de un
elemento, la fuerza cortante, que es la fuerza tangencial, y el
momento, que es la fuerza resultante de un momento de torsidn
aplicado. El andlisis de las fuerzas internas es fundamental para el
diseno y la construccién de las mismas, pues permite saber si la
estructura es lo suficientemente fuerte y resistente como para
soportar las cargas externas a las que estara expuesta.
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Figura 1.1. Fuerzas externas e internas en un cuerpo sélido.

1.2 Tipos de esfuerzo

1.2.1 Esfuerzo axial o normal

El esfuerzo axial es un tipo de fuerza interna en una estructura que se
produce cuando una carga actua a lo largo del eje longitudinal de un
miembro estructural. También se puede definir como el esfuerzo
resultante de las tensiones perpendiculares (normales) a la seccién
transversal de un miembro estructural. El esfuerzo axial se
representa comunmente por la letra griega o y se calcula dividiendo

la fuerza aplicada por el area transversal de la seccion del miembro.
o=— (1.1)

En un elemento prismatico (una viga o columna, por ejemplo), el

14
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esfuerzo axial puede comprimir ..
‘2 . - Traccién

(esfuerzo de compresién) o estirar —

(esfuerzo de traccion) el elemento,

tal como lo muestrala figura 1.2. e
-r{ ¢  Compresion
1.2.2 Esfuerzo cortante

El esfuerzo cortante, también ~4 Flexion
conocido como esfuerzo de corte t t

o de cizalladura, es otro tipo de s

fuerza interna en una estructura - | Torsién
gue ocurre cuando hay una carga

gue actua perpendicularmente al . 4

eje longitudinal de un miembro = | Cortante

estructural. En el caso del . .
. Figura 1.2. Tipos de esfuerzos (Imagen
esfuerzo cortante, las tensiones  tomadade Manuel Torres Bua, licencia

gue resultan son paralelas a la CC-BY-SA)

seccion transversal y cortan a

través del miembro estructural. El esfuerzo cortante se representa
comunmente por la letra griega 7 y se puede calcular dividiendo la

fuerza cortante por el area transversal del miembro.

T= (1.2)
El estado general de esfuerzo actuando sobre un elemento
infinitesimal se reduce a estos dos tipos de esfuerzos (normal vy
cortante); por ello, en este capitulo nos dedicaremos a su analisis y
discusion, suponiendo que los elementos de la estructura estan
constituidos de materiales homogéneos e isotrépicos?.

1 . . . . . ;. L.
Un material homogéneo tiene las mismas propiedades fisicas y mecanicas en todo su
volumen, y un material isotrdpico tiene estas mismas propiedades en todas las direcciones
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1.3 Tensor de esfuerzos

En general, las fuerzas internas actuan sobre elemento
infinitesimales con magnitudes y direcciones variables, tal como se
muestra en la siguiente figura:

Figura 1.3. Fuerzas internas en un elemento infinitesimal .

AP,

De la figura anterior, definimos:
AP,

5 AP, 5 5
T. = 11m T. = l1m ——- T = 11m
TEUAAS0 Ay Y AAS0 Ay TP AAS0 Ay

El primer subindice del esfuerzo cortante (7) indica la direccion
perpendicular al plano considerado, que para el caso es z, y el
segundo subindice indica la direccion del esfuerzo.

En un elemento infinitesimal, como en el mostrado en el interactivo
1.1, en cada cara tendriamos tres componentes de esfuerzo, dos de
ellos cortantes y uno axial. Los esfuezos axiales serian 7,;, Ty, 7.2,

los cuales se suelen representar por laletra o, asi: o, o,y 0,

Dado que el esfuerzo representa la intensidad de una fuerza sobre un
16
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area, las unidades comunes en el S| son N/m2 o Pa y en el inglés
lib/pulg?, abreviado como psi.

Tensor de esfuerzos

Interactivo 1.1. Estado general de esfuerzo actuando sobre un elemento infinitesimal.

17
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1.3.1 Tensor de esfuerzos de Cauchy

Continuando con nuestro tensor, vamos a recurrir al teorema de
Cauchy sobre los esfuerzos en un cuerpo, en el que una de sus
propiedades indica que este tensor esta dado sobre las coordenadas
especificadas por una matriz simétrica, asi:

| Toe Tey Toz| |02 7oy Tux |
TZ(E sz TZZ TZ(E sz O-Z z

La propiedad de simetria de Cauchy significa que

1.3.2 Esfuerzos en el plano

En la mayoria de los casos que estudiaremos, mas de dos pares de
esfuerzos cortantes rara vez actuardan sobre un elemento. Por
consiguiente, los subindices usados para identificar los planos y sentidos
de los esfuerzos cortantes resultan superfluos. En tales casos, los
esgfuerzos cortantes seran designados por 7 sin ninguin subindice [1].

Considerando la ecuaciéon 1.4, los esfuerzos en el plano, pueden
escribirse como:

[0'33 T 0]
5T ol -

Dichos esfuerzos los hemos representado en el siguiente objeto
interactivo. Puedes rotar la representacion 3D con clic izquierdo
sostenido.

18
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1.4 Esfuerzo en barras cargadas axialmente

En el objeto interactivo de la
derecha, vemos una fuerza
externa P aplicada en el extre-

mo de una barra prismaticay, en
color amarillo, las fuerzas
internas en el elemento que
reaccionan a la fuerza externa
para mantener el equilibrio.
Bajo el supuesto que el material
es homogéneo e isotrépico, la
seccion transversal de la barra
estd sometida a una distri-
bucién del esfuerzo normal
constante (fuezas internas de
color amarillo).

Interactivo 1.2. Fuerza axial y esfuerzo

normal promedio.

Por lo tanto, cada area infinitesimal A A, en la seccion transversal,
estaria sometida a una fuerza AF = o0 AA. La sumatoria de estas

fuerzas (color amarillo), que acttiian sobre toda el area de la secciéon
transversal, debe ser equivalente a la fuerza externa P aplicada en

esa seccion. Si hacemos que AA — dAy AF — dF, entonces como

o es constante, se obtiene [2]:


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Resistencia-materiales/interactivos/cap1/carga.html

Los esfuerzos normales o axiales (o) pueden ser de compresion o de
traccion, tal como se ilustra en el siguiente video:

Fuerza de traccion
(alargamiento)

> 000 /033

Video 1.1. Barra cargada axialmente.

Para este libro, asumiremos un signo positivo para los esfuerzos de
traccion (también conocidos como esfuerzos de tensién), y un signo
negativo para los esfuerzos compresivo de compresion.

En la caja de herramientas de este libro, hemos puesto una tabla de
conversién de unidades, en la cual puedes deducir que 1 psi es
aproximadamente igual a 7 kPa, y que 1 ksi se aproxima a 7 MPa,
unidades de esfuerzo comunes en ingenieria. Veamos un ejemplo, a

continuacion.
21
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rﬁE Ejemplo 1.1

Dos barras cilindricas sdlidas AB (diametro d;) y BC (didametro ds)

estan soldadas en B y cargadas como se muestra en las imagen de
abajo. Si se sabe que d; =40 mm y ds = 50 mm, halla el

esfuerzo normal promedio en la seccion central de a) la barra AB,
b) labarra B

150 kN
gokN A >
_
;h -
150 kN
1,0m ! 1,7 m
Solucién
Haciendo un corte en la barra AB, A
encontramos que P =80 kN a i
.. h ﬁ' P
traccién; por lo tanto: a—
80 kN
o= = 0.0637 kN /mm?
(20 mm)?

Resultado que podemos expresar asi:

0.06371&7’7"’>< 10° N " 108 _mrm?
M2 1 kN m2
22
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Haciendo un corte en la barra BC, 150 kN

encontramos que P = —220 kN . A —)=B
a compresion; por lo tanto: PA— >P
g = 20BN —0.1120 kN /mm? | 150 kN |

(25 mm)?

Resultado que podemos expresar asi:

—0.1120,kNX 102 N " 108 mm?
mImn? 1 kN m?2

= —112Mpa

1.5 Esfuerzo cortante promedio

El esfuerzo cortante actua en el
plano del area seccionada, tal
como lo vimos en el tensor de
esfuerzos y denominados con T;j.

En la figura de la derecha se esta
aplicando una fuerza F', la cual

tiene como efecto que el material
de la barra se deforme vy falle a lo
largo de los planos AB y CD.

En la figura de la izquierda hemos dibujado
el diagrama de cuerpo libre del segmento
central de la barra que no tiene soporte, de

la cual se deduce que V = F/2. El
esfuerzo cortante promedio en cada
distribuido en cada area se define como:

23
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Figura 1.4. llustracién de los efectos de una fuerza cortante (IES los Albares, licencia
CCBY-NC-SA 3.0).

Los esfuerzos cortantes se encuentran comunmente en pernos,
pasadores y remaches utilizados para conectar diversos elementos
estructurales y componentes de maquinas [3]. En la siguiente imagen,

las placas se someten a fuerzas de tracciéon de magnitud P, que
desarrollan esfuerzos en la seccion del perno que corresponde al

plano AA. En este caso se habla de cortante simple 7 = 1

A
.

"

—
!
F hil

»—

Figura 1.5. Perno sujeto a cortante simple.
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Otra situacion se muestra en la Figura 1.6, en la que el perno esté
somtido a dos fuerzas cortantes. Una de ellas se muestra aplicada en
la placa central, cuyo esfuerzo seria:

_P/2 P
A 24

T

—— P/2

| P2

Figura 1.6. Perno sujeto a cortante doble.

El andlisis de interés son los
esfuerzos cortantes sobre el perno, I .

que se ilustan en la imagen de la pr2 R
derecha, indicando un esfuerzo _%t;'fj_
maximo producido por la placa EE"- p
= :
, IS |
central 7 = —, donde A es el drea  [T%
A ~ . E—
proyectada de la seccion del tornillo

(d - t1). Se ha asumido un esfuerzo

cortante uniforme que, en realidad,
no es correcto, como veremos mas adelante en este libro pero, por
ahora, usaremos suposicion de un esfuerzo cortante promedio.
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rﬁE Ejemplo 1.2

El pasador en D, de la siguiente armadura, tiene un didmetro de
600 mm. Si este pasador estd sometido a cortante doble,
determina el esfuerzo cortante promedio en el pasador.

600N D

Usando el método de los nodos,
hermos aislado el nodo D (figura
derecha). El valor del angulo 6 es

facil de hallar con las dimensiones
de la armadura. Aplicando las
ecuaciones de equilibrio,
obtenemos:

Y F=0(—+)
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Fpeo cosf+ 600 N =0

600 N
cost

Fpo = — = —1.34 kN a compresion

Por otra parte,
Z Fy=0(T+)

—Fpg +1.34 senf = 0
Fpg =1.20 kN a traccién

El esfuerzo cortante medio, lo calculamos con F'p¢, que es la mayor
fuerza cortante en el pasador D:
Fpo 1.34 kN

T = =

24 - (0.3 m)?

7 =237 kPa

1.6 Esfuerzos sobre planos inclinados bajo carga
axial

Las fuerzas axiales causan esfuerzos tanto normales como cortantes
en planos que no son perpendiculares al eje del elemento. De manera
similar, las fuerzas transversales ejercidas sobre un perno o pasador
producen esfuerzos tanto normales como cortantes en planos que no
son perpendiculares al eje del perno o pasador [2].

En el siguiente objeto interactivo se oberva una seccién inclinada que
corta el bloque formando un angulo con la secciéon normal. Iteractua
con el objeto y analiza los esfuerzos normales y cortantes sobre el
plano inclinado. El objeto te permite realizar ejercicios.
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ESFUERZOS EN UN PLANO INCLINADO
BAJO CARGA AXIAL

Observa el bloque sometido a carga axial. Este bloque
presenta un plano de corte, que configura una seccion
inclinada formando un angulo 8 con la seccion normal.
Rota el bloque con clic sostenido para observar los
detalles, luegos haz clic en el bot6n “continuar®.

Haz clic en el botén continuar para que observes los esfuerzos sobre
el plano inclinado, que se muestran cuando acttuian en sus direcciones
positivas; es decir, el esfuerzo normal es positivo a traccion y el
cortante es positivo cuando tiende a producir un giro del bloque en
sentido contrario al de las manecillas del reloj. Igualmente, puedes
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observar la expresiones para los esfuerzos normales y cortantes, que
se distribuyen uniformemente sobre la seccién inclinada.

1.7 Esfuerzos admisibles y factor de seguridad

En ingenieria estructural, el esfuerzo admisible es el maximo
esfuerzo permitido para que un material soporte cargas sin sufrir
danos permanentes. Esta admisibilidad esta asociada a un factor de
seguridad, que es un numero que se utiliza para tener en cuenta la
incertidumbre en las propiedades del material y las cargas a las que
estara sujeta la estructura. Los esfuerzos admisibles para una
estructura estan determinados por el tipo de material utilizado, las
condiciones de carga y el factor de seguridad deseado. Los esfuerzos
permisibles se utilizan para disenar la estructura de modo que no
supere su resistencia y permanezca segura durante su vida util
prevista.

Carga ultima o carga de
falla. Los materiales
usados en ingenieria, se
suelen someter a pruebas
en laboratorio (observa el
video 3.2 del profe yus # i
), con el objetivo de -:-‘"r Y
determinar la carga que
produce la falla en el » 0:00/0:59 o)
material, dicha carga es
conocida como carga
ultima P,. Si dividimos Video 1.2. Falla del concreto

A atraccion.
esta carga ultima entre el
area transversal original, obtenemos el esfuerzo ultimo o resistencia
ultima del material.
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Factor de seguridad. Para el disefio de estructuras o maquinas en
ingenieria, no seria responsable usar la resistencia ultima, pues los
elementos colapsarian; por ello, se usa un Factor de Seguridad (FS),
que reduce el valor del esfuerzo ultimo a un valor de disefio mas
peqgueno, el cual se conoce como esfuerzo admisible y siempre se
debe cumplir que el esfuerzo admisible < el esfuerzo ultimo. El

Factor de Seguridad, entonces, seria:

esfuerzo ultimo
FS = —
esfuerzo admisible

La seleccion del factor de seguridad que debe
usarse es una de las tareas mas importantes de
los ingenieros. Si el factor de seguridad se elige

demasiado pequeno, la posibilidad de falla se

torna inaceptablemente grande. Por otra parte, si
un factor de seguridad es demasiado grande, el

resultado es un diseno caro o no funcional [3].

Para el diseno de elementos sometidos a carga axial, se usaria la
siguiente expresion:
P
A=_" (1.6)

O admisible

Si la seccién transversal estd sometida a una fuerza cortante
promedio, entonces el area requerida para el diseno seria:

A= YP (1.7)

Tadmisible

Veamos un ejemplo:
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Y

me= Ejemplo 1.3

Dos pernos de acero de 3/4 pulg de didmetro se utilizaran para
unir la placa de acero que se muestra en la figura a una viga de
madera. Si se sabe que la placa puede soportar una carga P = 24
kips y que el esfuerzo cortante ultimo para el acero utilizado es de

52 ksi, determina el factor de seguridad para este disefio [2].
o S— -$ - @

Solucion

La carga para cada perno seria P, = 12 kips conun drea de:

3 2
A= w(g) pulg® = 0.422 pulg®

El esfuerzo cortante admisible, seria:

P, 12 kips

adm — —, — =24.1 )
Tad A 0.422 pulg? o pst
El Factor de Seguridad:

S _ Tu 52 ksi _ 915

T 2415 ksi
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1.8 Ejercicios y respuestas - Capitulo |

|

EJERCICIOS PROPUESTOS - CAPITULO |

Esfuerzos axial y cortante

1. Dos barras cilindricas solidas AB y BC se encuentran soldadasen B v
cargadas como se muestra. Si se sabe que P = 10 kips, determina el esfuerzo
normal promedio en la seccion media de a) la barra AB, b) la barra BC

2. La columna esta sometida a una fuerza axial de 8 kN, la cual se aplica a traveés
del centroide del area de la seccidn transversal. Determina el esfuerzo normal
promedio que actia en la seccion transversal, cuyas dimensiones son: b= 150

Respuestas
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Esfuerzo y deformacion

2.1 Introduccion

B Perplexity

Las deformaciones en estructuras son cambios en la forma o
tamano de un objeto debido a la aplicaciéon de fuerzas. En
ingenieria, se utilizan diferentes términos para describir
estos cambios, como desplazamientos y deflexiones. La
deformacion puede ser temporal o permanente,
dependiendo de si desaparece después de la eliminacion de
las fuerzas aplicadas. La mecanica estructural es una teoria
qgue se aplica a las estructuras y estudia los cuerpos
deformables [1]. Las cargas que actuan sobre un elemento
estructural pueden causar deformaciones en magnitud y
sentido, que dependen de la fuerza que las origina [2]. Las
estructuras metdlicas, en particular, pueden admitir
deformaciones mayores que las estructuras de hormigén
[3]. En general, el estudio de las deformaciones en
estructuras es importante para garantizar la seguridad y
estabilidad de las mismas.

Hay diferentes tipos de deformaciones que pueden ocurrir
en una estructura, incluyendo: deformacién elastica,
deformacion plastica, deflexién, desplazamiento, defor-
macion por corte y deformacion torsional:

[1] https://ocw.uc3m.es/
[2] https://core.ac.uk/
[3] https:/riunet.upv.es/ )
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2.2 Deformacion unitaria por carga axial

Uno de los ensayos mas comunes
en resistencia de materiales, es el A
ensayo de cargar axial, tanto a
compresidon como a traccion. En la
figura, una barra empotrada en la L
parte superior de longitud inicial
L vy area de seccion transversal A,

. . A ¥ 5
es sometida a una carga axial de -
tracciéon o tensién, produciendo A
un aumento en su longitud 4. P

El alargamiento o contracciéon por unida de longitud inicial se conoce
como deformacion unitaria normal o axial (¢), la cual se puede

calcular con la siguiente expresion:
€= — (2.1)

Dado que la fraccion en 2.1 esta compuesta de unidades de longitud
gue se cancelan, la deformacién unitaria es adimensional; sin
embargo, se suele escribir con expresiones como mm/mm,

pulg/pulg, pmm /mm, etc.

La deformacion 4, en los ejemplos que presentamos a continuacion,

se obtiene restando la longitud final del elemento después de aplicar
la carga, de lalongitud inicial: § = Ly — L4, por lo tanto:

Ly L

€ I,
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Ejemplo 2.1

En el siguiente objeto interactivo, presentamos un primer
ejemplo de calculo de la deformacidén unitaria €.

El alambre AB no estéa estirado cuando 8=45°. Si se aplica una
carga vertical a la barra AC, lo que ocasiona que 8=47",
Determina la deformacion unitaria normal en el alambre.

(Haz clic en continuar para iniciar la solucion).

Continuar
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Ejemplos 2.2y 2.3

En el siguiente video, presentamos dos ejemplos tomados de los
ejercicios propuestos en el libro "Mecanica de materiales" de
Hibbeler.

Los dos alambres estan conectados
en A. Si la fuerza P ocasiona que el
punto A se desplace horizontalmente
2 mm, determina la deformacion
unitaria normal desarrollada en cada
alambre.

» 000 /629

2.3 Diagrama de esfuerzo-deformacion

En los ensayos de carga axial, se registra una serie de datos con los
esfuerzos aplicados (0 = P/A) y las deformaciones unitarias

obtenidas, que al graficarlos, con o en el eje y y € en el ejex z, se
obtiene una curva de esfuerzo deformacién, tal como se observa en
el siguiente video:
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Video 2.1. Ensayo de traccion (Video de “*, licencia Creative
Commons).

La maquina universal, semejante a una prensa, es la mas usada en
ingenieria para someter materiales a ensayos de traccion y
compresion y medir sus propiedades. Usando la aplicacion de
Vinayak Mukherjee en la escena interactiva de la pagina siguiente,
puedes ver al detalle la maquina universal HOYTOM.

En la escena interactiva, haz clic en el botén de la esquina superior
derecha y usa el scroll vertical para ver la imagen en su tamano real.
Podras observar la pantalla tactil integrada a esta maquina, la cual
permite que obtengamos los datos de carga y deformacion v,
posteriormente, dibujar el diagrama de esfuerzo deformacion.

Inicialmente, puedes observar la maquina de ensayo a traccién en la
parte inferior y compresion en la parte superior.
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! I "...\
Desplecese haeia@bajo con la rueda del mouse
Sara ver iwﬁ@o!e’[a

&3

Interactivo 2.1. Maquina universal (Foto de De Ganitz, en Wikimedia, CC BY-SA 4.0).
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El diagrama de esfuerzo-deformacion es muy util para, pues
proporciona informacion sobre algunas propiedades mecanicas del
material que ha sido sometido a carga axial.

Observa un diagrama esfuerzo-deformacion en la figura 2.1, a partir
del cual vamos a explicar el comportamiento del material en las zonas
elasticay plastica.

Esfuerzo de
fractura odefalla

Limite Esfuerzode

o, .
¢ elastico ff fluencia Esfuerzo

ultimo

M Limite de |
proporcio—I
nalidad

I
I
I
I
I
I
|

L
v

fp——]
Zona Zona Zona

elastico plastica
plastica

elastica

Figura 2.1. Diagrama de esfuerzo-deformacion.
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Comportamiento en la zona elastica.
En la figura 2.2 hemos resaltado la
zona elastica con el tridngulo de color
amarillo. Observa que en la mayoria
de la zona, lo que significa que el
esfuerzo es proporcional a la
deformacion, aqui el material en esta
region es elastico lineal, con un limite
superior del esfuerzo para esta
relacion lineal que se denomina limite
de proporcionalidad. A partir de este
limite, la curva tiende a aplanarse
hasta llegar al limite de la zona,
conocido como limite elastico. En este
limite, al retirae la carga, el material
recuperara su forma original. El
esfuerzo en el limite elastico, se
conoce como esfuerzo de fluencia o
de cedencia (o).

Limite Esfuerzode
elastico _# fluencia

- i I &
Zona Zona
elastica | elastico

plastica

Figura 2.2. Zonaelastica

Comportamiento en la zona elastico plastica. Un ligero aumento de
carga por encima del limite elastico genera una deformacion
permanente (region rectangular de color verde en la figura 2.2). Esta
zona es comun en materiales ductiles? como el acero estructural,
observa que se genera una gran deformaciéon con un incremento
relativamente pequeno de la carga aplicada.

Comportamiento en la zona plastica. Una vez terminada la cedencia
en la zona elasto plastica, el material empieza a soportar aumentos
de carga, evidenciado en una curva ascendente hasta llegar a un

2 . . .
Los materiales que no presentan cedencia, o que es muy pequefia, se conocen como

materiales fragiles, como el hormigdén; por ello, es necesario reforzarlo con acero
(hormigon armado), para soportar cargar a traccion.

44


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Resistencia-materiales/imagenes/cap2/26.png

' ) Esfuerzo de
Esfuerzo \ fractura o de falla
b

ditimo

Endurecimiento par

i Estriccion
deformacion

o

Zona
plastica

Figura 2.3. Zona plastica

esfuerzo maximo [lamado
esfuerzo ultimo (o,). Este

incremento en la curva se llama
endurecimiento por deforma-
cion, como se muestra en la figura
2.3 en color naranja.

Durante el endurecimiento por
deformacion, el area de la seccién
transversal se reduce. Posterior al
esfuerzo ultimo, el area de la
seccion transversal sufre una
reduccidon bastante notoria hasta
la falla del materia, esta zona se
conoce como estriccion (area de
color azul en la figura 2.3). En esta
ultima parte el diagrama
esfuerzo-deformacion se curva
hacia abajo hasta llegar al
esfuerzo de falla o fractura (o).

Diagrama esfuerzo-deformacion verdadero. Generalmente, usamos
el area de la seccion transversal y la longitud originales para calcular
el esfuerzo y la deformacién; sin embargo, calcular el area de la
seccion transversal y la longitud en el momento en que se mide la
carga. Estos valores se denominan esfuerzo verdadero y deformacion

verdadera, y sus grafica

"diagrama de esfuerzo-deformacién

verdadero". Se tendrian, entonces, n mediciones y con n valores
sucesivos de deformacién, por lo que la deformacién real seria:

n

=3 7

i=1

45


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Resistencia-materiales/imagenes/cap2/27.png

2.4 Ley de Hooke

La Ley de Hooke es un principio de la fisica que establece
que la fuerza necesaria para estirar o comprimir un
material elastico es proporcional a la distancia que se
estira o comprime. Es decir, cuanto mas se estira o
comprime un material eldstico, mayor serd la fuerza
necesaria para seguir haciéndolo. Esta ley es muy
importante en la comprension de la elasticidad de los
materiales y se utiliza en muchos campos, como la
ingenieriay la fisica.

Las estructuras de ingenieria se disenan de tal forma que las
deformaciones sean muy pequenas; es decir, que los esfuerzos (o)

estén en la parte recta del diagrama de esfuerzo-deformacién, en la
cual es directamente proporcional a la deformacion (e):

o = Fe (2.2)

La ecuacion 2.2 fue formulada por primera vez por Robert Hooke en
1660 y desde entonces ha sido ampliamente utilizada en fisica e
ingenieria. E es la constante de proporcionalidad, también Ilamada

modulo de elasticidad o médulo de Young, en honor a Thomas Young
quien publicé un estudio sobre él en 1807.

Un ejemplo sencillo es el siguiente. Si tenemos en el diagrama de
esfuerzo-deformacién un par de datos de la zona elastica; por
ejemplo: 0, =35 ksi y €, = 0.0012 pulg/pulg, entonces E =
op/€p = 29 x 10° psi.
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Como se observa en el diagrama esfuerzo-deformacion, la Ley de
Hooke es aplicable hasta el limite de proporcionalidad, lo cual ocurre
en materiales que tiene un comportamiento elastico lineal.

A continuacion, presentamos dos ejemplos de aplicacion de la Ley de
Hooke, que hemos desarrollado y capturados a través del siguiente
video:

Ejemplos 2.4y 2.5

En el siguiente video, presentamos dos ejemplos tomados de los
ejercicios propuestos en el libro "Mecanica de materiales" de
Hibbeler.

Los 2 culmetros 0.5 Az

3 A:'lma-:pt} ;_ _'.E:l"lih_ﬂ.l'- a

P 0:00/959
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2.4.1 Deformacion permanente

En un material ductil como el acero cuando se carga en la regién
plastica y después se descarga, la deformacién eldstica se recupera,
pero la deformacién plastica permanece, generando una deformacion
permanente como se muestra en la figura 2.4.

Estd deformacién ocurre cuando se supera el esfuerzo de fluencia
(oy). Al aplicar una nueva carga el médulo de elasticidad (E) es el

mismo; sin embargo, el material a perdido ductilidad, de tal forma que
0, €S Mayor.

La aplicacion repetida de la carga genera, finalmente, la fatiga del
material.

(9]
Zona Zona
elastica plastica
carga
descarga
E

Deformacion Recuperacion
permanente elastica

Figura 2.4. Deformacion permanente.
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2.4.2 Modulo de resiliencia

En la deformacién se genera una energia de deformaciéon que, por
unidad de volumen del material, podemos definirla como:
AU 1

u = A—V = 50’6 (2.3)

Aplicando la Ley de Hooke (o0 = Fle¢):

102

Si el esfuerzo alcanza el limite de proporcionalidad, se obtiene el
denominado médulo de resiliencia®:

2
_ 19

=22 (2.5)

Uy

Pero, si usamos la ecuacion 2.3, el modulo de resiliencia seria el area
del triangulo:

2
0'p€p

2

(2.6)

2.4.3 Deformacion por carga axial
Al reemplazar la ecuacion 2.2 en la ecuacion 2.1, obtenemos:
0 = €L

_O-L
E

3 La resiliencia de un material representa su capacidad de absorber la energia sin
experimentar ningun tipo de dafio permanente [2].
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Por lo tanto,

_ PL

- (2.7)

d

Esta ecuacién se usa solo si el material es homogéneo (E constante) y
tiene una seccién transversal uniforme con area A.

Ejemplos 2.6,2.7y 2.8

En el siguiente video, presentamos tres ejemplos tomados de los
ejercicios propuestos en el libro "Mecanica de materiales" de
Hibbeler.

Ejercicio 3.8 de Hibbeler. £ la figura se muestrs el diagama de esfuerzo
daformacion unitaria de una barra de acero. Determina aproximadaments el
moédulo de elasticidad, el limite de proporcionalidad, el esfuerzo dlitimo y el
madulo de resiliencia. 5i la barra se carga hasta un esfuerzo de 450 Mpa,
determina la cantidad de deformacién unitaria elastica recuperable y la
deformacién unitaria permanente en |a barra cuando exta se descarga.

P O0:00/717:48
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2.5 Relacion de Poisson

La IA Bard nos da la siguiente explicacion:

En mecanica de materiales, la relacion de Poisson es una
propiedad adimensional del material que mide la contraccion
transversal que se produce en respuesta a una deformacion
axial. En otras palabras, es la relacion entre la deformacion
lateral y la deformacién axial. La relacion de Poisson se
denota con la letra griega nu (v).

El valor de la relacion de Poisson esta entre -1y 0,5. Un valor
de -1 indica que el material es incompresible, lo que significa
gque no cambia de volumen cuando se somete a una tension.
Un valor de O indica que el material no experimenta ninguna
deformacién lateral cuando se somete a una deformacion
axial. Un valor de 0,5 indica que el material experimenta la
misma deformacién lateral y deformacion axial.

El valor de la relacion de Poisson se puede utilizar para
calcular el médulo de rigidez (G) de un material, que es una
medida de la resistencia del material al esfuerzo cortante. La
férmula para calcular G es:

b
2(1+v)

donde E es el mdédulo de Young, que es una medida de la

/
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resistencia del material a la traccién. La relacion de Poisson es
una propiedad importante del material que los ingenieros
deben tener en cuenta al disefiar estructuras. Por ejemplo, si
una estructura esta sujeta a una carga axial, es importante
tener en cuenta la contraccién lateral que se producira. Esta
contracciéon puede hacer que la estructura se pandee o se
deforme, por lo que es importante disenar la estructura para
gue pueda soportar estas fuerzas. Aqui hay algunos ejemplos
de larelaciéon de Poisson para diferentes materiales:

Acero: 0.3
Aluminio: 0.33
Caucho: 0.5
Agua: 0.0

La relacién de Poisson es una herramienta util para que los
ingenieros y disefadores comprendan como se comportan los
materiales bajo tension. Al comprender la relacion de Poisson,
los ingenieros pueden disenar estructuras fuertes vy
duraderas. P

Las deformaciones laterales (en las direcciones y, z), pueden medirse
con instrumentacion, observandose que €, = €,. De hecho, cualquier
segmento orientado perpendicularmente al eje x experimenta la
misma deformacién relativa que el orientado segun esas direcciones

situacion:

53



Retrato“de Simébn'Denis Poisson (1781-1840),. métemético, geodmetra'y médico francés
(Erancois-Séraphin Delpech, Wikimedia, Dominio publico).



https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Simeon_Poisson_(cropped).jpg

Deformacion lateral en el plano YZ

Cambia el valor de P en la barra inferior

Puedes rotar el elemento 3D

Interactivo 2.2. Deformacion lateral

La relacién de Poisson, llamada asi en honor del matematico francés
Siméon Denis Poisson, se puede calcualr con la siguiente expresion:

y=—2t=-=2 (2.8)

El signo negativo en la ecuacién significa que si en la direccion x

existe alargamiento, en las perpendiculares existe un acortamiento (o
viceversa).

La mayoria de los materiales tienen valores de la relacién de Poisson
que oscilanentre 0.0y 0.5.
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ig Ejemplo 2.10

Una barra prismatica de secciéon circular estd sometida a una
fuerza axial de traccion de 85 kN. La barra tiene una longitud de

3.0 m y un didmetro de 30 mm. El material de la barra es aluminio
con las siguientes propiedades mecanicas: £ = 70 GPa y v =
1/3. Calcular la elongacién d y la disminucion del didametro.

30 mm
 —
P =85kN ‘[ P=85kN
) 3.0m ;
Solucion
Calculemos el esfuezo axial:
o= % = 7T(0.8()53k'r]r:;2/4 =120.2 x 10° kPa = 120 MPa
Aplicando la Ley de Hooke:
e= 2 _10MPa 0017

E 70 x 103 MPa
Podemos dar respuesta a la primera pregunta... el alargamiento:

§ = eE = (0.00171)(3.0 m) = 0.00514 m = 5.14 mm
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La deformacion lateral la podemos hallar con la relacién de Poisson:
1
€[ = —VE = —5(0.00171) = —0.00057

Finalmente, hallamos la reeduccién del didmetro (Ad):

Ad = erd = —0.00057(30 mm) = —0.0171 mm

2.6 Deformacion angular por cortante

Si el material es homogéneo e isotrdpico, el esfuerzo cortante
distorsiona uniformemente el material. La deformacién por cortante
Y=y Mide la distorsion angular relativa a los lados que en un principio

se encontraban alolargodelosejes x y y.

Y

'y

Figura 2.5. Esfuerzo cortante y deformacion.
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Si el material tiene un comportamiento elastico lineal, por la Ley de
Hooke, para el esfuerzo cortante podemos usar la siguiente
expresion:

Donde G es el médulo de rigidez.

qﬁ Ejemplo 2.11

En el siguiente video, presentamos un ejemplo de cédmo calcular la
deformacion unitaria angular ..

La placa triangular esta fija en su
base y su vértice A recibe un
desplazamiento horizontal de 5 mm.
Determina la deformacion unitaria
cortante ¥, en A.

> 0:00/4:26
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Recordemos, de la definicion dada por la |A Bard, que:

E
GZEH:ZS (2.10)

Ejemplo 2.12

En la siguiente figura se muestra el diagrama esfuerzo-
deformacion de un material sometido a una prueba de torsion.
Calcula el médulo de rigidez G e indica cudl es el limite de

proporcionalidad y el esfuerzo cortante ultimo.
T (ksi)

y (rad)
y, = 0.007 Vo= 048 y; =071
Por otra parte, halla la “ ff__fﬂ”g
. . . . [ A ——
distancia d maxima que bov, 3977~ ‘;/—;M.
puede desplazarse (ver b/
[

figura) un bloque de este

j‘ i: .<§ (
material si se comporta [ / y o
elasticamente, cuando actua ' f\x
sobre él una fuerza cortante

V. ;Cudl es la magnitud de V que genera este valor de d?

2 pulg

59


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Resistencia-materiales/imagenes/cap2/212.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Resistencia-materiales/imagenes/cap2/211.png

Solucion

Calculemos el médulo de Rigidez en el limite de proporcionalidad:

G- Tp _ 51 kst
Yau 0.007

= 7286 ks

El limite de proporcionalidad y el esfuerzo ultimo estan indicados en
lafigura: 7, = 51 ksiy 1, = 69 kst

Ahora, calculemos d sabiendo que la deformacion cortante elastica
maxima es de 0.007 rad que es un angulo muy pequefo, por lo que

tan Yoy = Yay-

tan vz, = 0.007 = 2 pulg

d = 0.014 pulg

El esfuerzo cortante promedio es 7, = 51 ksi. La fuerza cortante V
necesaria que genera el desplazamiento es:

Tp = —

A

v
(3 pulg)(2 pulg)

V =306 ksi

51 kst =
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2.7 Distribucion del esfuerzo bajo carga axial

Hasta el momento, hemos supuesto que la distribuciéon de esfuerzos
en un elemento es uniforme, tal como lo muestra la figura; por ello,
hemos usado la expresién "esfuerzo promedio”.

\ l

\t

TTTTTTTTT

Opr om™

bf

Figura 2.6. Distribuciéon uniforme de esfuerzos.

Sin embargo, al tener una carga
concentrada, como en la figura 2.6,
los elementos en la cercania
inmediata de los puntos de
aplicacion de la carga se encuentran
sometidos a esfuerzos muy
grandes, mientras que otros
elementos cerca de los extremos

.
:

L— —Jt

Figura 2.7. Distribucién no uniforme de
esfuerzos [6].

del miembro estan poco o nada afectados por la carga, tal como la
muestra la figura 2.7. Se generan, entonces, grandes deformaciones y
esfuerzos cerca de los puntos de aplicacién de la carga y reducidas en

las esquinas [3].
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2.7.1 Principio de de Saint-Venant

)

El principio de Saint-Venant es un concepto importante en la
mecanica de materiales que se refiere a la distribuciéon de
esfuerzos en una seccion transversal de una barra o viga,
cuando se aplica una carga. En el caso de esfuerzos axiales,
el principio de Saint-Venant establece que la distribucion de
los esfuerzos no es uniforme a lo largo de la seccién
transversal de la barra o viga. En particular, cerca de los
extremos de la seccidon transversal, la distribucion de los
esfuerzos tiende a ser no uniforme, pero hacia el centro de
la seccion transversal, los esfuerzos tienden a ser iguales a
los que se habrian obtenido si la carga se hubiera aplicado
en el centro de la seccion transversal. Este concepto puede
ser de gran utilidad al analizar estructuras como columnas y
vigas que estén sometidas a cargas axiales.

Por otra parte, el esfuerzo se distribuira de manera mas uniforme en
toda el area de la seccion transversal cuando ésta esté mas lejos del
punto donde se aplica la carga P, tal como se muestra en la figura 2.8.

Excepto en la cercania inmediata de los puntos de
aplicacion de las cargas, la distribucion de esfuerzos
puede suponerse independiente del modo de aplicacion
de la carga. Este enunciado, que se aplica no solo a cargas
axiales sino practicamente a cualquier tipo de carga, se
conoce como el principio de Saint-Venant, en honor del
matematico e ingeniero francés Adhémar Barré de Saint-
Venant (1797-1886) [3].
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Figura 2.8. Principio de Saint-Venant.

2.7.2 Concentraciones de esfuerzos

Si un elemento presenta una discontinuidad, como un agujero o un
cambio en la geometria de su seccidon transversal, se presentan
grandes esfuerzos en estas secciones criticas, tal como lo ilustra la
figura 2.9, en la que se muestra una barra plana con un agujero
circulary ladistribucion de esfuerzos a través del centro del agujero.

Para evitar calculos complejos, se suele usar un factor de
concentracion del esfuerzo K, determinados experimentalmente o

por andlisis avanzados de la "Teoria de la Elasticidad". Para nuestros
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propositos, usaremos K como una relacion entre el esfuerzo maximo
omdax y el esfuerzo normal promedio oo, (esfuerzo normal o3,), asi:

0‘ ’
K=""% 2.11
Jprom ( )
E‘___b_.--ri Unu\
: : 0,
- |P
b -
577 P d P

F 3

Figura 2.9. Concentracién de esfuerzos en una barra plana con un orificio®.

4 Imagen combinada, usando un esquema de Wikimedia y una ilustracién de Castillo et al.
(6]
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El valor de K nos sirve para calcular el esfuerzo maximo o4, €n la
discontinuidad de un elemento sometido a una carga axial P; para

ello, calculamos el esfuerzo promedio oprom = P/A en

discontinuidad, y multiplicar el resultado por el factor
concentraciéon de esfuerzos K.

A continuacién, presentamos algunas graficas para hallar K:
3.4

3.2
3.0

2.8 —h
S
2.6 ™

2.4 ~
K 22 - —
2.0
1.5
1.6
1.4

1.2

la
de

1.0

() (1 0.2 0.3 (0.4 (0.5 0.6 0.7

ried

Figura 2.10. Factor de concentracion K para barras planas con orificios circulares

(i.stack.imgur.com).
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2.5

2.0}

1.5
08

O.=cf

t=espesor

0.05 010 0.15 o 0.25 0.30
relacion R/c

Figura 2.11. Factor de concentracién K para barras planas con filetes [6].

2.5}

2.0}

1.5
0g

- f\ d );*—a Py —%
__P
..gnumu ]T'. ! 4

005 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

relaciéon R/D,

Figura 2.12. Factor de concentracién K para barras cilindricas con filetes [6].
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Un analisis, bastante amplio, de los factores de concentraciéon de
esfuerzos, lo puedes consultar el libro de Pilkey [7].

ﬁE Ejemplo 2.13

La barra de acero de la siguiente figura tiene un esfuerzo de
fluencia o, = 250 MPa. Halla el valor maximo de la carga P que
puede ser aplicada sin que el acero presente cedencia.

40 mm
r=4mm
P L, ——
_. L\}M . [
P : )J ;’
y
,.{5‘;. |__|‘. "
= v 2mm
Solucién

Usamos la figura 2.11, para la cual R=4mm, c = (40 mm —
8 mm) = 32 mm y b = 40 mm, encontrando los siguientes datos
parabuscar K en la grafica:

R_4mm _ o5
c 32 mm
b_40mm_125
c  32mm )

El valor aproximado de K lo hallamos como lo muestra la figura 2.13.
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1.5
oe

0.05 010 0.15 - 0.20

Figura 2.13. Factor de concentracién K parael ejemplo 2.12.

K ~1.75

Ahora, usamos la ecuaciéon 2.11, teniendo en cuenta que la carga
maxima, sin cedencia en el acero, ocurre cuando 0,4, = 0y Y €l

esfuerzo promedio es 0o = P/A:

Despejando:

Pmdm L

Omézx
K =

O prom

Oy

1.75 =

Oprom

6
175 — 250 x 10° Pa

O prom

(250 x 10° Pa)
Tprom = 1.75

(250 x 10° Pa)(0.002 )(0.032 m)

1.75
Pt =9.14 KN
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q;i Ejemplo 2.14

A continuacioén, presentamos un ejemplo con dos barras planas. En
la primera se presenta un orificio circular y en la segunda una
reduccién de seccidon. En ambas se pide calcular los esfuerzos

maximos. Al inicio del video, se da una expliaciéon sobre los factores
de concentracion de esfuerzos..

3.3 Concentraciones de esfuerzos

uuuuuu

> 0:00/171:38
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2.8 Ejercicios y respuestas - Capitulo Il

|

EJERCICIOS PROPUESTOS - CAPITULO II

Deformacion unitaria

1. Un conjunto de puntal y cable sostiene una carga vertical P = 15 kN.
El cable tiene una seccion transversal efectiva de 120 m? y el puntal

un area de 250 mmz. Calcula la deformaci6n unitaria si el cable se

alarga 1.3 mm.

Respuestas
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Torsion
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Torsion

3.1 Introduccion

m Microsoft Bing

La torsion se refiere a la deformacion de un objeto debido a
un momento torsor aplicado a lo largo de su eje longitudinal.
Un momento torsor es una medida de la fuerza de torsion
aplicada a un objeto y se mide en unidades de fuerza
multiplicadas por distancia. Cuando un objeto esta sometido
a un momento torsor, experimenta tensiones y giros que
pueden calcularse utilizando las ecuaciones de la resistencia
de materiales.

En el caso de perfiles circulares, las ecuaciones para calcular
las tensiones y giros resultantes son relativamente simples.
Sin embargo, para perfiles no circulares, el calculo puede ser
mas complejo. También se puede calcular la energia de
deformacion acumulada en el objeto debido al momento
torsor aplicado.

En algunos casos, el objeto puede estar sometido a mas de
un momento torsor o puede tener restricciones en sus
desplazamientos o giros. Estos casos se conocen como
problemas hiperestaticos en torsiéon y requieren métodos
mas avanzados para resolverlos.
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Figura 3.1. Animacidn de la torsién de un lingote (crédito: Nikoslev, en Wikimedia, CC
BY-SA 3.0).

El momento torsor o, también denominado, par de torsiéon es un
momento que genera una deformacion como la mostrada en la figura
3.1. Observa, en la animacién, que el momento trata de torcer el
lingote sobre su eje longitudinal.

Hay dos formas de representar el momento torsor en un espacio 3D.
La primera es usando la flecha curva similar al momento flector (+v1),

pero con su plano perpendicular al eje longitudinal del elemento,
como lo muestra el objeto interactivo 3.1 en la ventana izquierda; la

segunda, es usando una flecha de doble punta (—>), en la direccién
del eje longitudinal del elemento (ver el interactivo).
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Representaciones del momento torsor

Puedes rotar las barras

Interactivo 3.1. Momento torsor en el espacio 3D

En el analisis de elementos sometidos a torsién, se usa el método de
las secciones, separando el elemento por secciones perpendiculares
al eje longitudinal. En el caso del objeto interactivo 3.1, el primer paso
es hallar la reaccion en el punto fijo, que para este caso coincide con
el momento torsor T, luego se hace el analisis en tres secciones, pues

el elemento la barra circular tiene tres didametros diferentes.

Ejemplo 3.1

Encuentra el par de torsiéon interno en la seccién BC' del objeto
interactivo 3.2, sabiendo que el eje ABC D esta sometido a los
pares T =12, Tc =9y Tp =9 klb - pulg. La longitud de cada
tramo es de 24 pulg y los didmetros dap = 3.0 pulg, dpc =
2.5pulgydcp = 2.0 pulg.
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Ejemplo 3.1

Puedes rotar las barras

§ kib-pulg

()

A

12 b pulg
B

Interactivo 3.2. Barra circular sometida a tres pares de torsién

Solucion

If las barras
En primer lugar, hallamos la
reaccion en A (mostrada en

color rojo en el objeto interac-
tivo de la derecha), la cual debe
equilibrar los pares de torsién;
es decir, Ty = —30 klb - pulg
(asumimos positivos los
momentos torsores que, segun
la regla de la mano derecha, van
dirigidos hacia afuera del
elemento).
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Hemos hecho el corte Az que se muestra en el objeto interactivo.
Aplicando la condiciéon de equilibrio, T, + 12 = 30; por lo tanto:
T, = 18 klb - pulg.

3.2 Deformacion por torsién en un eje circular

En perfiles o ejes circulares, /
tendremos en cuenta las )
siguientes hipotesis:

«b>  Hipétesis de Coulomb. Las
secciones transversales
circulares de wuna pieza
permanecen planas durante
la torsion, girando como un
todo rigido alrededor del
eje normal a la seccion
circular. La torsion en
piezas de seccion circular
no posee tensiones
normales, es decir que en
este caso solo produce
tensiones cortantes.

o> Las deformaciones unita-
rias cortantes -+ varian

linealmente desde el eje

central hasta un y,,4. enla
. Figura 3.2. Torsién en perfiles circulares
periferia. 6]

b Siel material es linealmente eldstico, la ley de Hooke se puede
aplicar; es decir, el esfuerzo cortante es proporcional a la
deformacion unitaria cortante [1].
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En la figura 3.3 el angulo v puede relacionarse con la longitud dx y
con el angulo dg, asi:

d
v = pﬁ (3.1)

B‘B—E:ydx:pd@

¢ = angulo de torsion
p = radio de la fibra estudiada

_a9(x)

4
Figura 3.3. Angulo unitario de torsién [6].

dx y d¢ son iguales en todos los puntos sobre la seccién transversal
en z, luego d¢/dx es constante en toda la seccion transversal,
entonces

= (2 52
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Interactua con el siguiente objeto interactivo:

En la figura hemos representado un elemento entre dos
secciones transversales de una barra de radio ¢ .
La distancia entre las secciones es dx

El arco AB es facil de observar que es
AB = ydx, pero también AB = pd@.
lgualando las expresiones y despejando y:

v = 99 .
Tmix = o7 (d: diametro)

Mueve la barra con clic sostenido

Cambia el valordel radio (p)

T

Interactivo 3.3. Deformaciones en un eje circular
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qﬁ Ejemplo 3.2

Una varilla de cobre de L = 18 pulg de longitud se va a someter a
pares de torsiéon 1" en sus extremos hasta que el angulo de rotacién

sea 3°. Si la deformacidon cortante admisible en el cobre es
0.0006 rad, ;cudl es el didmetro maximo permisible de la varilla?

Solucion

De la ecuacién 3.1, podemos deducir:

Sabemos que la deformacién cortante maxima se encuentra en la
superficie de la varilla (p = c¢), por lo tanto:

cp
Yméz = f (34)

La cual podemos escribir en funciéon del didmetro:

do
Ymax — ﬁ (35)

Ahora, despejamos el diametro y reemplazamos los datos, teniendo
encuentaque ¢ = 3° - w/180° = 0.05236 rad
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. 2'7mc'mL
¢
2(0.0006 rad)(18 pulg)

0.05236 rad
= 0.413 pulg

d

3.3 Laformulade la torsion

Aplicando nuestra tercera hipotesis, sobre la ley de Hooke, y la
ecuacion 3.2, tenemos:

r=Gv=(2) i
T = <§>de$ (3.6)

Tal como seilustra en la figura 3.4.

% Trax

Figura 3.4. Distribucién del esfuerzo cortante elastico en un perfil circular.
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Ahora, sabemos que la fuerza cortante aplicada sobre dA es Td A, por

lo que el momento torsor sobre el eje longitudinal que pasa por el
punto o es la suma de todos los pares torsores, es decir:

T = /pTdA (3.7)

Sustituyendo la ecuacién 3.6:

T:/p(§>7mdmd14: T";dw /p2dA

La ultima integral se conoce como momento polar de inercia’® y de la
seccion transversal con respecto a al punto o, que representaremos

por laletra J. Asi las cosas, tenemos:

jed
T = Imdz (3.8)
c
Despejando el esfuerzo cortante maximo, tenemos:
Tc
Tméx — 7 (39)
Para un radio menor que c:
Tp
= = 3.10
r== (3.10)

Veamos un ejemplo de aplicacion:

5 o ,
Recordemos, del curso de estatica, que J = %wc‘1 para un circulo,y J = %w(cé — c‘ll) en

una corona circular, donde ¢; y ¢y son los radios interior y exterior, respectivamente.
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Ejemplo 3.3

Un eje cilindrico de seccion
hueca mide 50 cm de
longitud y tiene didmetros
interior y exterior iguales a
20 y 30 mm, respectiva-
mente. ;Cudl es el maximo
momento torsor que puede
aplicarse al eje si el esfuerzo
cortante no debe exceder
100 MPa?

Solucion
Inicialmente, calculemos el momento polar de inercia:

1
J = §7r(c‘21 — )

1
= 57(‘(0.0154 —0.01%) m*
= 6.4 x 108 m?
Ahora, hallamos el par de torsién maximo para 7,,;, = 100 MPa 'y
c=cy = 0.015 m:

T — dew']

C
(100 x 106 Pa)(6.4 x 108 m4)

0.015m
= 426.7T N -m

= 0427 kN -m
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3.4 Angulo de giro en el rango elastico

Recordemos la ecuacion 3.4:

_
F)/maa) - L

En el rango elastico, como dijimos antes, se aplica la ley de Hooke:

Tméz

Yméz = q

Reemplazando por la ecuacion 3.4y 3.9, tenemos:

L G JG

) Tmax  Lc

Encontrando, finalmente, la siguiente expresion para el angulo de
giro:

TL

*=Ja

(3.11)

Figura 3.5. Angulo de giro.
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Ejemplo 3.4. Eje escalonado

El eje ABCD conformado por barras de seccion circular esta
sometido a los pares T, =12,00,T.=9,00y T, =9,00
(kib-pulg). La longitud de cada tramo es de 24 pulg y los
diametros d,; = 3,00 pulg, d;.=2,50 pulg, yd.,=2,00 pulg.

El material es acero con G= 11.6x10° kib/pulg®, calcula:
a) El esfuerzo cortante maximo en el eje (una cifra decimal)
b) El &ngulo de torsion @ en D (en grados y dos decimales)
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En el ejemplo 3.4, observa como cambia el angulo de giro para
diferentes diametros. En algunos casos es bastante exagerado ;qué
puedes concluir? En el ejemplo, sélo hemos puesto los resultados;
pero, veamos como se calcularon los esfuerzos cortantes maximos y
el angulo de giro, para el primer ejemplo en el tramo AB:

Si hacemos un corte en este tramo, el par de torsién es igual ala suma
de los tres pares dados; es decir, T'= (12 + 9+ 9) klb - pulg =

30 klb - pulg. Para ese tramo
Jap = 7T(CAB)4/2 =7(1.5 pulg)4/2 = 7.95 pulg*

El esfuerzo cortante maximo, seria:

TCAB

TAB =
JaB

(30000 Ib - pulg)(1.5 pulg)
7.95 pulg*
= 5660.3 ps?

Seguramente, ya has advertido que el resultado en el objeto
interactivo es un poco diferente (t4p = 5658.8 psi). Esto ocurre por

la simplificacion que hicimos para J, prueba con Jyp =
7.952149 pulg®.

Ahora, hallemos el angulo de giro:

TL

¢AB:ﬁ

(30 klb - pulg)(24 pulg)
(7.952149 pulg*)(11.6 x 103klb/pulg?)
= 0.0078 rad
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3.5 Concentraciones de esfuerzos

Tal como lo dijimos en la sesién 2.7.2, si un elemento presenta una
discontinuidad ,como un cambio abrupto en el didmetro de su seccién
transversal, se presentan concentraciones de esfuerzos cerca de esta
discontinuidad. Para evitar calculos complejos, se suele usar un factor
de concentracion del esfuerzo K, determinados experimentalmente

o por analisis avanzados de la "Teoria de la Elasticidad".

~{Md =2

- 1.2

.09

{ 0.1 0.2 0.3
rid

Figura 3.6. Factor de concentracion [K] para barras cilindricas con cambio de diametro
(Enegineering Product Design).

El esfuerzo cortante maximo, se calcularia asi:

Te
mér — K— 3.12
Tinta = K (312)
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3.6 Ejercicios y respuestas - Capitulo llI

)

EJERCICIOS PROPUESTOS - CAPITULO I

1. Un eje circular solido se somete a un par de torsionde T’ = 5 kN -

m. Halla el esfuerzo cortante en los puntos Ay B.

2. Halla el par de torsion 1" que causa un esfuerzo cortante maximo de

70 MPa en el gje cilindrico que se muestra en la figura.

Respuestas
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Cheminée en tire bouchon, foto de Aquilafm, en Wikimedia, CC BY-SA 40

_'.';*-. -

Th=


https://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Torsion#/media/File:Chemin%C3%A9e_en_tire_bouchon.jpg
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Flexion pura

4.1 Introduccion

B Perplexity

La flexién pura es un concepto de resistencia de materiales
gue se refiere a la flexion de un elemento bajo la accion de
un momento flexionante constante. En la flexiéon pura, los
esfuerzos cortantes sobre el elemento son cero. La flexién
pura analiza los esfuerzos y deformaciones en elementos
prismaticos sujetos a flexion. La flexion pura es un caso
idealizado que se utiliza en el andlisis estructural para
simplificar los calculos y comprender el comportamiento de
las vigas bajo cargas de flexion. /

/D/ Alguna fibra AL=0

M, . 'y (fibra neutra) L~ M
IIJ, f\ ]
’.v' 'O" b
AL<Q7"  AL=0 .7
____________ i '_,J
—=tT ALO

e L

Seccion  Seccion
A ="

Flexion Pura V| =0= M_=cte

Figura 4.1. Flexién pura [6].
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Una viga es un elemento estructural que se somete a cargas que
actuan transversalmente al eje longitudinal, originando
deformaciones y esfuerzos internos. Es importante, para el diseno de
estos elementos, comprender el concepto de flexidn, la curva elastica
generada y como se determinan las deformaciones y esfuerzos
internos. Este apartado puede ayudar a comprender el concepto de
flexion en una viga sometida a cargas externas y a calcular los
esfuerzos por flexion.

En el siguiente video, puedes observar como se deforma un elemento
de goma sometidos a flexion.

En el siguiente video puedes observar qué ocurre con una viga de
hormigdn reforzado, sometida a flexion. En el tercer video, se
someten a flexién un polimero y una viga de madera.
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Video 4.2. Deformacién por flexion en una viga de hormigén armado (Video
adaptado de marmite ninja **).

Video

' -|
m&tﬁ‘ﬁﬂ muy flexible®
El polimero

Video 4.3. Deformacion por flexion en polimero y madera (Video adaptado de
YouTube **).
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Un acercamiento al concepto de flexion

Utiliza el pulsador de la parte inferior para incrementar la carga Py
observa qué sucede.
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4.2 Deformacion por flexion

Observamos, en la pagina anterior,
que el momento flexionante hace
que las fibras inferiores del
material se estireny las de la parte
superior se compriman. Entre
estos dos grupos de fibras debe
haber una superficie en la que las
fibras longitudinales del material
no sufriran ningun cambio de
longitud, esta superficie se conoce
como superficie neutra y el eje
longitudinal como eje neutro.

Partiendo de la hipdtesis de
Bernoulli que dice que "todas las
secciones transversales de la viga
permanecen planas y perpendi-
culares al eje longitudinal durante
la deformacién”. En la figura de la derecha hemos aislado un pequeno
segmento de la viga en el que cualquier segmento de recta Az,

situado en la superficie neutra no cambia su longitud, mientras que
cualquier segmento de recta As, ubicado a una distancia y por

encima de la superficie neutra se comprime, por lo que:
. As— Az
€= lim ———
Az—0 Az

A tiene un radio de curvatura p. De la figura se concluye que Az =
p Aby As = (p — y)Ab, luego:

€= —
99
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En el siguiente objeto interactivo, presentamos una animacion de la
flexion puray la deformacion del elemento.

Deformacion por flexion

Haz clic en el boton para observar el radio de giro y la
curvatura del elemento sometido a flexion, mostrado en la
figura.
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4.3 Formula de la flexion

Una viga sometida a una carga se
flexiona. Hemos observado que
los planos superiores de la viga se
comprimen (deformacion que
asumimos negativa), y que los

planos inferiores se estiran o
traccionan (deformaciéon que
asumimos positiva). En la grafica
de la derecha, observamos el
diagrama de deformaciones, en
amarillo las negativas
(contraccién) y en verde las
positivas (traccién). Por la relacién

| /
[/
| —Elnx
- I //
‘|, ¥
Yy v
A
/1
A
A
/]
Ax
O

de triangulos y la expresion
deducida para la deformacién
unitaria, concluimos:

(2)
€= —\— )Eméz
C

Con el equilibrio de momentos,
podemos demostrar:

Y M=0

—>M:/Ade:/Ay(adA):

M: Tméz / y2dA
C A

La integral es el momento de inercia de la seccion:

_Mc

Omébx — I
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A una altura y del eje neutro:

Ejemplo 4.1

Una viga cuya seccidn transversal es rectangular, esta sometida a una carga
puntual P. Puedes cambiar las dimensiones de la seccidn, el valor y posicion

de la carga. Observa cémo varia el esfuerzo a flexién al modificar la seccion.

Seccion: 30cm x 40cm

Calculos:

bh’ 4
I = 573 = 160000.00cm

Mmax = 6.30 kN*m

y=" = 20.00em L = 6.00m
2

6= _0.79 MPa
1 Posicion = 1.8 I I
Carga (P) = 5.0 Il
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Ejemplo 4.2

Interactta con el objeto interactivo, cambia dimensiones y otras variables,
para que analices los cambios en el esfuerzo maximo a traccion.

Sobre dos muros hay siete viguetas, La seccién, para efectos de
que soportan una porcion de losa. calculo,esenformadeT.
Cada vigueta, entonces, se somete a
una carga parcialmente distribuida,
como se indica en el diagrama, en el
que puedes modificar la longitud
de la losa y el valor de la carga.
20kN/m

LI

- <

"

jMuéveme!

Aleta de 30cm x 10cm
Alma de 10¢m x 20cm

M, . =59.37TkN*m
L=6.00m

Calculos:
+ Y.=19.00cm
[ I = 36166.67cm*
+ = 31.19 MPa

Posicion 3.4

T

6:}:&_\' c
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My

El esfuerzo por flexion se determina con la expresion o, = 7 en
iy My g
compresiény o, = T en traccion, que pueden representarse de

formas (ver figura 4.2).

! G_(x) ! c.(x)
M_(x) M _(x)

Figura 4.2. Esfuerzos por flexion [6].

En secciones rectangulares, el valor de vy a traccion es —g, entonces
Op = e En este tipo de secciones, se suele trabajar con el médulo
seccion elastico, dado por la expresion:
bh?
§=— (4.4)
6
Para estos casos:
M
O, = — (4.5)
S

Una aplicaciéon sencilla es el calculo de esfuerzos en nervios o
viguetas, tal como se observa en el siguiente objeto interactivo
(puedes rotar la losa, para una mejor apreciaciéon de las disposicion de
las vigas):
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)"

= Ejemplo 4.3

Interactua con el objeto interactivo, cambia dimensiones y otras variables,
para que analices los cambios en el esfuerzo maximo a traccion.

La losa que mostramos es de 2m x 3m, soportada por 4
nervios, el valorde M. en cada nervio es 735.9kgf *m.

El valor de s es 666.67cm’, luego:

g= D10 . fifas B0

b = 10.0 I I
w P w0
NUmero de nervios Hu
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4.4 Vigas de seccion compuesta

Las vigas de sesién compuesta son aquellas que estan hechas de dos
o mas materiales con diferentes médulos de elasticidad, que se usan
en la ingenieria estructural para resistir, especialmente, esfuerzos de
traccioén; por ejemplo, vigas de hormigoén reforzado, en las cuales el
acero es mas resistente a la traccién que el hormigén, otro ejemplo
son las vigas de madera reforzadas con platinas de acero.

i

Figura 4.3. Viga de hormigén reforzado, nétese las barras de acero enlazona a
compresion (Lionel Allorge, en Wikimedia, CC BY-SA 3.0).

Sabemos por la ecuacién 4.1 que € = _Q. Al existir dos materiales,
p
se presentan dos modulos de elasticidad (E; y Es) vy, en

consecuencia, dos esfuerzos:
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o1 = Elex = -
P
E
09 — Egéx = ——2y (46)
P

El uso de un segundo material en la zona de traccién, significa que el
primero no trabaja en dicha seccion; por ello, se acostumbra usar una
seccion transformada equivalente como la de la figura 4.4, en la cual
el segundo material (acero para el ejemplo) es un area equivalente
del primero; para ello, se multiplica por un factor n.

b b
o
¥ & — z
h C !
h-x
o o0 | . -
nd;

Figura 4.4. Seccion transformada.

Este factor n, para un dA4, se deduce de las condiciones de equilibrio
> F,=0y> M =0,asi

Fc — odA = EledA
F, = ondA = FEye ndA

Igualando las fuerzas y simplificando:

= z,
107
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En el caso del hormigén reforzado (figura 4.4), la posicion del eje
neutro, se puede calcular con el primer momento de area:

Z

ba:(i) —nAs;(h—z)=0

1
Ebazz +nlsz —nAsh =0 (4.8)

Ejemplo 4.4

La viga compuesta de la figura de abajo tiene madera (E,, =
10 GPa) en la parte superior y acero (E, = 200 GPa) en la
inferior. Si la viga se somete a un momento flector de 30 kN - m

respecto a un eje horizontal, ; Cual seria el esfuerzo admisible en la
viga?

150 mm

250 mm a—r—

k.

Solucion

Transformamos la seccidn a madera, entonces:
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Por lo tanto, el acero se transforma a una area de madera equivalente
a 3000 mm x 10 mm (ver figura). Ahora, hallamos la posicion del eje
neutro para un area compuesta, medida desde la parte superior:

_ (150)(250)(125) + (3000)(10)(255)
4= (150)(250) + (3000)(10)

=183 mm

Por el teorema de los ejes paralelos, hallamos el momento de inercia:

150 x 250°
= ——5 — + 150 x 250(125 — 183)?
3000 x 103
1—; 1+ 3000 x 10(255 — 183)?

— 478 x 108 mm?

Calculamos el esfuerzo maximo en la madera:

Mc  0.03 x 10° x 183

O i = = 11.5 MPa
I 478 x 106

Ahora, el esfuerzo maximo en el acero:

0.03 x 10° x 77
Usmdw:nawmdw:2ox 478 % 100 = 96.7 MPa

Por lo tanto,

O admisible = 11.5 MPa
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El siguiente ejemplo es similar al anterior, pero transformaremos la
seccion de madera en acero equivalente.

b= Ejemplo 4.5

La viga compuesta de la figura de abajo tiene madera (F,, =
12 GPa) en la parte superior y acero (E, = 200 GPa) en la
inferior. Si la viga se somete a un momento flector de 2 kIN - m

respecto a un eje horizontal, ; Cual seria el esfuerzo admisible en la
viga?

‘ 150 mm t
B [ J-9mm
=—— [
I2D mm _
1 150 mm -
Solucién

Transformamos la seccidon a acero, entonces:

—E“’—006
n = E. = 0.

Por lo tanto, la seccién de madera se transforma a una area de acero
equivalente a 9 mm x 150 mm (ver figura). Ahora, hallamos
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la posicion del eje neutro para un area compuesta, medida desde la
parte inferior:

(9)(150)(95) + (150)(20)(10)

(0)(150) T (150)(20)  — 2038 mm = 0.03638 m

y:

Por el teorema de los ejes paralelos, hallamos el momento de inercia:

9 % 1503
I= X1—2 49 x 150 x (95 — 36.38)?
150 x 208
1—2 + 150 x 20 x (36.38 — 10)?

— 9.358 x 10% mm?
— 9.358 x 1078 m?*

Calculamos el esfuerzo maximo en el acero:

_ Mc _ 0.002 x 10° x 36.38

Os méx — =7.78 MPa
I 9.358 x 106

Ahora, el esfuerzo maximo en la madera:

0.002 x 10° x 133.62
w mazxr — s migx — Y- =1.71 MP
o no 0.06 x 9.358 x 106 7 a

Por lo tanto,

Oadmisible = 1.71 MPa

Observa que son problemas practicamente iguales, que se
resolvieron usando alternativas diferentes, tales como el material
seleccionado para transformar y desde dénde se mide la posicion del
eje neutro.
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Con la obtencion de la seccién transformada, podemos revisar las
propiedades geométricas y mecanicas de una seccion de hormigon
reforzado a traccion; es decir, podemos obtener la localizacién del eje
neutro, el momento de inercia, el mdédulo de la seccion, los esfuerzos
y, especialmente, el momento resistente.

En la siguiente escena, puedes practicar con la revisién de varias
secciones rectangulares con refuerzo a traccién, situacién que
trabajaras mas adelante en las asignaturas relacionadas con el
hormigon.

Momento resistente
de la seccién RAS

M,_ = 3,00 ton-m e e

M, = 2,08 ton-m o KB >

Nomero de barras 5 3

Madmisible = 2,08 ton-m
Ec =218820 kg/cm’ Diametro de barra &5

v
n=91 As=597cm’
fe 210 vl ty 2600
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4.5 Concentraciones de esfuerzos

Tal como lo dijimos en la sesién 2.7.2, si un elemento presenta una
discontinuidad, como un cambio abrupto en el didmetro de su seccién
transversal, se presentan concentraciones de esfuerzos cerca de esta
discontinuidad. Para evitar calculos complejos, se suele usar un factor
de concentracion del esfuerzo K, determinados experimentalmente

o por analisis avanzados de la "Teoria de la Elasticidad".

0 0.1 0.2 0.3
il

Figura 4.5. Factor de concentracion [K] para barras cilindricas con cambio de didmetro
(Enegineering Product Design).

El esfuerzo a flexion maximo, se calcularia asi:

M
Tmie = KTC (4.8)
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4.6 Ejercicios y respuestas - Capitulo IV

&

EJERCICIOS PROPUESTOS - CAPITULO IV

1. Responde a las preguntas del siguiente objeto interactivo, puedes hacer
clic en "ampliar", para interactuar mejor.

Una viga de seccion 6 = 12 se usa para resistir un momento
flexionante M = 5 kib - pie. Determina el esfuerzo maximao en
el elemento, si M se aplica en el eje z. Considera que las
longitudes estdn en pulgadas, aproxima a una cifra decimal.

1y
!

El valor de [ es: ‘ pulg?

Respuestas
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Diagramas de fuerza cortante y de
momento

5.1 Introduccion

Todo elemento estructural sometido a fuerzas externas reacciona
con otras fuerzas internas, las cuales permiten conocer si el elemento
esta en capacidad de resistir dichas fuerzas. El disefio de un elemento
estructural depende de las propiedades del material y de la
determinacion de las fuerzas internas del elemento. Asi las cosas, en
este capitulo, tendremos como objetivos: Determinar las fuerzas
internas que actlan en un punto cualquiera de un elemento
estructural, y elaborar los diagramas de fuerza cortante y de
momento flector.

5.2 Diagramas de fuerza cortante y de momento

)

Los diagramas de fuerza cortante y momento flector son
herramientas fundamentales en el analisis estructural de
vigas. Estos diagramas proporcionan una representacion
visual de las fuerzas internas que actuan a lo largo de la
longitud de una viga, lo cual es crucial para comprender su
comportamiento y determinar su capacidad de carga.

El diagrama de fuerza cortante muestra la variacion de la
fuerza cortante a lo largo de la viga. La fuerza cortante es la
fuerza que actua perpendicularmente a la longitud de la viga 'y
tiende a cortar o separar la viga en dos partes.
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El diagrama de fuerza cortante indica los puntos donde la
fuerza cortante alcanza valores maximos y minimos, y
muestra como varia esta fuerza a medida que se mueve a lo
largo de la viga.

Por otro lado, el diagrama de momento flector muestra la
variacion del momento flector a lo largo de la viga. El
momento flector es una medida de la tendencia de una fuerza
para hacer girar o flexionar la viga. El diagrama de momento
flector indica los puntos donde el momento flector alcanza
valores maximos y minimos, y muestra como varia este
momento a medida que se recorre la longitud de la viga.

Estos diagramas son importantes para comprender cdmo se
distribuyen las fuerzas internas a lo largo de la viga y para
identificar las secciones criticas donde las cargas pueden
generar tensiones o deformaciones significativas. Al analizar
los diagramas de fuerza cortante y momento flector, los
ingenieros pueden determinar el diseno y las dimensiones
adecuadas de la viga, asi como evaluar su resistencia y
estabilidad estructural.

Como vimos en Estética, el método de las secciones nos permite
calcular las fuerzas internas en armaduras. Algo similar haremos para
vigas con cortes mucho mas sencillos cuando son voladizo. En las
vigas, las fuerzas internas son de compresién, flexién, cortante y
torsiéon, que se contraponen a las fuerzas externas, logrando el
equilibrio.

En el siguiente video, en el que se evidencia la importancia de las
fuerza cortante y el momento flector en el analisis y disefo de vigas:
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Las wigas son los elementos
estructurales mas usados en la
construccion de edificios

Video 5.1. Fuerza cortante y momento flector en vigas (video original: Lesics **).

5.3 Cargas externas
; A
:ﬁ-"—x
Hay muchos tipos de cargas externas que se pueden aplicar a
una viga. Algunos de los tipos mas comunes incluyen:
e Cargas puntuales: Son fuerzas concentradas que se
aplican en un solo punto de la viga.
e Cargas distribuidas uniformemente: Estas son cargas
qgue se distribuyen uniformemente a lo largo de la viga.
e Cargas que varian uniformemente: Cargas que varian en
magnitud a lo largo de la viga.
* Momentos: Tienden a flectar la viga. J
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http://savefrom.net/?url=https%3A%2F%2Fwww.youtube.com%2Fwatch%3Fv%3D5K27dJqGpf8&utm_source=userjs-chrome&utm_medium=extensions&utm_campaign=link_modifier

Ademas de estos tipos comunes de cargas, también hay otras
cargas mas especializadas que se pueden aplicar a las vigas,

tales como las cargas de impacto, cargas de viento y cargas
“sismicas.

200 N
1000 N/m

Figura 5.1. Tipos de cargas sobre una viga (Meme de Engineer Shaheb '#).
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El tipo de carga externa que se aplica a una viga determinara las
fuerzas y tensiones internas que se desarrollan en la viga. Estas
fuerzas y tensiones internas deben analizarse cuidadosamente para
garantizar que la viga pueda soportar de manera segura la carga
aplicada y evitar grandes deformaciones, como las que se muestran
en el siguiente video:

Fuerza de flexion

k000 /136

Video 5.2. Fuerzas y deformaciones (video original: raultecnologia **).

En la pagina siguiente, presentamos ejemplos del uso de vigas en
diferentes estructuras. La primera foto de la estructura de piedra
"Stonehenge", corresponde a una viga simplemente apoyada. Otro
ejemplos mostrados son de puentes y estructuras aporticadas.
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Stoneienge, Condzdo o Wi,

of
; 1%&;&-—-
X AR

Haz clic sebrela
magen, para ver.
mas fotos



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Resistencia-materiales/interactivos/cap5/presentador51/index.html

Los siguientes objetos interactivos, son tomados de la Unidad
Didactica Interactiva "Fuerzas internas" del Proyecto Un_100,
publicado en la Red Educativa Digital Descartes y en el portal y en el
portal Prometeo de la UNAM de México.

De la realidad a la representacion

En el techo se observan las correas apoyadas sobre la
viga cumbrera, las cargas de techo que soportan las
correas se transmiten a la viga como cargas puntuales.

Puedes rotar el techo con clic sostenido.

Diagrama de cargas en la viga cumbrera

Representacion



https://proyectodescartes.org/Un_100/Mecanica_estatica.htm
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/Licenciatura/Un100/MecanicaEstatica.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Resistencia-materiales/interactivos/cap5/_Un_078_FuerzasInternas/escenas/FI1.html

5.4 Convencion de signos de las fuezas internas

Analisis de un elemento estructural

Para el analisis de un elemento estructural, como el de la
figura, se recurre a dividir el elemento en secciones. Para
este caso, podemos hacerlo en tre partes: antes de la
primera carga, entre las dos cargas y después de la
segunda carga.

! l
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5.5 Ecuaciones y diagramas

5.5.1 Viga simplemente apoyada con carga puntual

Una viga soportada por apoyos simples se le denomina “viga
simplemente apoyada”. En la foto se observa una viga simple a la que
le llegan cargas concentradas o puntuales.

Figura 5.2. Vigas de madera que actiian como cargas puntuales en la viga inferior (Foto
de PANEL ESTUDIO, en Pinterest).

En la siguiente escena interactiva, presentamos una viga simple con
carga puntual, en la cual puedes cambiar la longitud de la viga, la
posicion de la cargay su valor.
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Calculo de reacciones

SeaL=6ya=1.8
+oZM, =0->pa-R,L=0

>R, =% =150
S

+HIZF,=0->R, +R,-p=0
- R,=p-R,=350

Ten en cuenta que dibujaremos los momentos y
cortantes positivos, por encima del eje x.

< 1/3 >
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5.5.2 Viga simplemente apoyada con dos cargas
puntuales

Los apoyos de una viga pueden ser, a su vez, otras vigas (observa la
foto de abajo). Las reacciones de las vigas que estan en el plano
superior se convierten en cargas puntuales para las vigas de apoyo.

Figura 5.3. Vigas de hormigdn para un granero (Foto de David Hawgood, Wikimedia,

CCBY-SA 2.0).

En la siguiente escena interactiva, se presenta una viga con dos
cargas de igual valor, situadas asi: la primera a una distancia a del

apoyo izquierdo, y la segunda a una distancia b del apoyo derecho.
Hemos omitido el calculo de las reacciones, que debes verificar.
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P=500 P=500

?Rl =500 ?Rz =500

M ﬂ

Los valores de x se toman desde el extremo izquierdo

Ecuacion de momentos L B

Enelintervalo [0, 2.1], M_=500x

En el intervalo |2.1, 4.9]

M, = 500x — 500(x — 2.1)

M, = 0x + 1050

Enelintervalo [4.9, 7] Carga (p) |500
M, = 500x — 500(x — 2.1) = 500(x — 4.9)

M_=-500x + 3500

Momento maximo = Valor maximo (Ma, Mb), M, . = 1050

< 1/2 >
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5.5.3 Viga simplemente apoyada con carga distribuida

Las vigas siempre tendran, al menos, una carga distribuida que es su
propio peso. Sin embargo, se hace necesario calcular otras cargas que
se distribuyen continuamente a lo largo de la viga. Un ejemplo es la
losa que se observa en la escena interactiva de abajo, el peso de esta
losa se distribuye en cada uno de los nervios o viguetas que la
soportan.

Muéveme con el raton

A continuacién, podras practicar con este tipo de vigas en otra escena
interactiva, en la que omitiremos el cdlculo de las reacciones, que
debes verificar.
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Ecuacion de momentos

I"

q.rz _ g(lx -x")
@ 2

M =R, x-

Momento maximoenV =

dM =0, Vx = £ —gx
dx 2

(Coincide la derivada con la ecuacion de equilibrio F = 0)

i”:ﬂenx:% ——n'lfmm=%=3062.5

< 1/2 >
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5.5.4 Viga en voladizo con carga variable triangular

Vamos a hallar los diagramas de fuerza cortante y de momento para
la viga que se muestraen la figura 5.4.

Figura 5.4. Viga en voladizo con carga variable triangular.

El calculo de las reacciones es sencillo, tal como se muestra en al
figuar 5.5:

woL

2

wol

woL? (;T

3

F
v

2L
3

Figura 5.5. Reacciones en una viga en voladizo con carga variable triangular.

Ahora, hacemos un corte a una distancia x, tal como se muestra en la
figura 5.6 (método de las secciones).
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https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Resistencia-materiales/imagenes/cap5/55b.png

F 1
v

Figura 5.6. Corte a una distancia x en una viga en voladizo con carga variable
triangular.

Ecuacion del momento flector

+n Y M, =0
wol? woL 1 (wgw) (1 )
— — — — M=0
3 5 a:—|-2 i T 3:3 +
Yo

M = —(—2L°+ 3Lz — z°)

6L

Ecuacion de la fuerza cortante

+1) F,=0

M_l(w)x_vzo
2 2\ L
Wo /-2 2
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Con estas dos ecuaciones, podemos dibujar los diagramas de
momento y cortante, tal como se muestra en la figura 5.7.

.f-""// T
T
O w r"’{ TT l I |

M

V

Figura 5.7. Diagramas de momento y cortante en una viga en voladizo con carga
variable triangular.

En las vigas anteriores, observamos que el método de las secciones y
las condiciones de equilibrio son suficientes para hallar las
ecuaciones y los diagramas de momento y cortante; sin embargo,
para la fuerza cortante usamos una ecuacién diferencial en las tres
primeras vigas. En el siguiente apartado, explicamos estas
ecuaciones.
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5.6 Ecuaciones diferenciales para momento y
fuerza cortante

vl | l .
M (+) -
» Derecha

Ax

Figura 5.8. Elemento diferencial de una viga con momentos y cortantes positivas.

En la figura 6.8, hemos aislado un elemento diferencial de la viga con
longitud Ax y todas las fuerzas internas de acuerdo a la convencion

de signos positivos. Iniciemos con una primera condicion de

equilibrio.
+1) F,=0

V4qAz— (V+AV)=0

AV B
Ax 9
Cuando Az — 0
dVv
B 5.1
7 =4 (5.1)
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Ahora, usemos equilibrio de momentos, teniendo en cuenta que, por
ser un elemento diferencial, |a resultante de |la fuerza externa (q) se

aplicaen Az /2.
+n Y M, =0
(M +AM)—- M —VAz — (qAz)(Az/2) =0

AM qAzx
Ax V+ 2

Cuando Az — 0

M _y (5.2)
dx

Verifiguemos la ecuacién 5.2 el caso de la ultima viga analizada en el
apartado 5.5.4, en la que:

M:ﬂ(—2L3—|—3L2x—m3)

6L
Por lo tanto,
B dM
 dx
Wo 2 2
V =—(3L 3
o7 ( z’)
L) 2
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Ejemplo 5.1

Halla las ecuaciones y dibuja los diagramas de fuerza cortante y de
momento para la siguiente viga.

2 kN 1.5 kN/m
Awa
.} ‘-‘|-= >
2 m | 2 m

Solucion

En primer lugar, dibujamos el diagrama de cuerpo libre y calculamos
las reacciones, encontrando (verifica):

2 kN 1.5 kN/m

QMg = 11kN -m

2m 2m ]

By, =SkN
Ahora, hallemos las ecuaciones para fuerza cortante:

En el intervalo [0, 2]:
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Enelintervalo[2,4]:V = —2 — 1.5z

La ecuacion de momentos la podemos hallar integrando la ecuacién
5.2,asiM = /Vd;c:

Enelintervalo [0,2]: M = /—Zdw = 2z
Enelintervalo [2
M = / —2 — 1.5(z — 2)]dz = —2z — 0.75(z — 2)?

Finalmente, dibujamos los diagramas:

2 kN | 1.5 kN/m
| s e ‘lﬁllkﬁ-m
2m o 2m '

i

5 kN
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Ejemplo 5.2

Halla las ecuaciones y dibuja los diagramas de fuerza cortante y de
momento para la siguiente viga.

20 kN 40 kN

3.0m 2.0m

Solucion

El calculo de las reacciones, es muy sencillo:
+n Y Mp=0
—2.5(20) + 3(40) — 5D, =0— D, =14 kN

B, equilibra las fuerzas verticales con 46 kN:

20 kN 40 kN

l

A

_ -
2.5m ] 3.0m 2.0m

46 kN 14 kN
140


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Resistencia-materiales/imagenes/cap5/58.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Resistencia-materiales/imagenes/cap5/58b.png

Ahora, hacemos cortes en tres tramos, asi:

20 kN

l

2.5m

Y

20 kN 40 kN

2.5m 3.0m C
Vv

—I:
46 kN

F 3

r Y

nl
>

X

Por cada tramo, encontramos las siguientes ecuaciones para la fuerza
cortante:
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Paraeltramo: 0 < x < 2.5:
+1) F,=0
V+20=0
V=-20kN

Paraeltramo: 2.5 < x < 5.5:

+1) F,=0
V 42046 =0
V =26 kN

Paraeltramo: 5.5 < x < 7.5:

+1) F,=0
V 420440 — 46 = 0
V =-14kN

En cada uno de los tres tramos, se presentan funciones constantes,
que facilita considerablemente el dibujo de los diagramas para la
fuerza cortante.

Ahora, hallamos las ecuaciones para los momentos que, para este
caso, es mas simple usar la ecuacion de equilibrio para momentos.
Una alternativa hubiese sido hallar las cortantes con las derivadas de
los momentos.
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Paraeltramo: 0 < x < 2.5:

+ Z M, =0

M+ 20z =0
M = —20z

Paraeltramo: 2.5 < z < 5.5:

+n Y M, =0

M + 20x — 46(z — 2.5) =0

M = 26z — 115
Paraeltramo: 5.5 < x < 7.5:

+n Y M, =0

M + 20x — 46(x — 2.5) + 40(x — 5.5) =0

M = —14x 4 105

Finalmente, dibujamos los diagramas de momentos y fuerza cortante,

teniendo en cuenta los tres intervalos analizados y, ademas, poniendo
la parte positiva sobre el eje .
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20 kN 40 kN

25m 3.0m 2.0m
46 kN 14 kN

V 26 kN o

20 kN — 14 kN

Terminamos este capitulo con el siguiente objeto interactivo, el cual
incluye carga parcialmente distribuida y carga puntual. Puedes
modificar las siguientes longitudes:

L4: distancia entre los apoyos

L5: longitud del voladizo
a: longitud de la carga distribuida
c: posicién de lacarga P
144


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Resistencia-materiales/imagenes/cap5/58d.png

q=13.0 kN/m

M_. =26.63

max

XMmax = 2.02

En el siguiente ejemplo explicamos como se obtienen las reacciones y
las ecuaciones para momento flector y fuerza cortante.

Terminamos con algunos ejercicios propuestos; no obstante, te
recomendamos consultar la bibliografia para realizar otros ejercicios
adicionales.
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Ejemplo 5.3

Para la viga ABC con voladizo de la figura, traza los diagramas de
fuerza cortante y momento flector.

2.4kN
12 kN/m

Lliill]

A 4
1.6m 1.6 m 1.6 m

Solucion

4.5-18 Una viga ABC con voladizo en un extremo sos-
tiene una carga uniforme de 12 kN/m de intensidad y una
carga concentrada de 2.4 kN de magnitud (véase la hi-
gura).

Trace los diagramas de fuerza corante y momento
flexionante para csta viga

12 kN/m 2.4 l!\'l

P 0:00/70:01

Video 5.3. Solucién para el ejemplo 5.3).
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5.7 Ejercicios y respuestas - Capitulo V

)

EJERCICIOS PROPUESTOS - CAPITULO V

Halla las ecuaciones de fuerza cortante y de momento. Dibuja los

diagramas de fuerza cortante y de momento para la siguiente viga en
voladizo.

L.
9 kN
A_B
: = —
2.
2 kip/pie

i,

Respuestas
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Capitulo 6

Transformacion de esfuerzos




Puente de Mostar en Bosnia Herzegovina (Ramirez, en Wiki

Imagen de esta pagina: Puente Nany en lquitos, foto de / 4

I
i


https://es.wikipedia.org/wiki/Puente#/media/Archivo:Mostar_Old_Town_Panorama_2007.jpg
https://es.wikipedia.org/wiki/Puente_Nanay#/media/Archivo:Puente_Nanay2.png

Transformacion de esfuerzos y
deformaciones

6.1 Introduccion

)

La transformacion de
esfuerzos es un concepto
fundamental en la mecanica de
materiales que permite
analizar y comprender cémo
los esfuerzos actian en un
material sometido a cargas
externas. Esta transformacion
es especialmente util para
analizar el comportamiento de

materiales bajo diferentes

condiciones de carga vy

determinar su resistencia y ‘
estabilidad.

- Figura 6.1. Retrato del cientifico
La transformacion de Christian Otto Mohr (Imagen

esfuerzos se basa en el uso del tomadade :
circulo de Mohr, que es una Bominiopublico}
representacion grafica que muestra la distribucién de los
esfuerzos principales y las direcciones principales asociadas
en un material. El circulo de Mohr fue desarrollado por el
ingeniero aleman Christian Otto Mohr en el siglo XIX y ha
sido ampliamente utilizado desde entonces.
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6.2 Esfuerzos cortantes en vigas

&

Los esfuerzos cortantes pueden ser criticos en el disefio de
vigas, ya que influyen en la resistencia y estabilidad de Ia
estructura. Si los esfuerzos cortantes superan la capacidad de
resistencia del material de la viga, puede producirse una falla
por cortante, lo que puede provocar danos o colapso de la
estructura.

Para garantizar la seguridad y estabilidad de las vigas, es
necesario calcular y evaluar los esfuerzos cortantes utilizando
métodos de analisis estructural, como la teoria de vigas o el
método de elementos finitos. Esto permite dimensionar
adecuadamente la viga y seleccionar los materiales
adecuados para resistir los esfuerzos cortantes esperados.

Las fuerzas axiales (0,dA) y cortantes (1,,dA y 7,.,dA) aplicadas en

una seccion transversal de una viga son equivalentes al momento
flector M vy a la fuerza cortante V, que se muestran en la figura 62.

Estas fuerzas son

TyydA = =V

M:/Vda:

Sin embargo, nos interesa determinar el esfuerzo cortante en una
secciéon longitudinal de la viga, muy util para vigas de seccién
compuesta como las que tratamos en el apartado 4.4.
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Interactivo 6.1. Esfuerzos en la cara derecha del elemento.

Figura 6.2. Fuerza cortante y momento flector en una seccién transversal de una viga.
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6.2.1 Formula del esfuerzo cortante

Una estrategia para determinar el esfuerzo cortante en la seccion
logitudinal de una viga es utilizando la ecuacion de equilibrio de
fuerzas horizontales; para ello, observa la figura 6.3 que, para dz,

econtramos:

+ ) Fp=0

/ do,dA — / o,dA — 1(tdz) =0
A A

A(M;ﬂw)ydA—A(g)ydA—T(tdw)zo

(g) /AydA = 7(tdx)

Despejando 7:

r= () [
dM

Recordemos que T = I'y,ademas, que la integral es el momento de
area con respecto al eje neutro, que denotaremos por Q. Entonces:

_ve

T=7 (6.1)

6.2.2 Flujo de cortante

El cortante horizontal por unidad de longitud, que denotamos con la
letra g, se obtiene parat = 1:
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Vo (6.2)

M, \— — M,+dM,
rd

T TT Ay 1.1

dx

il I"l’ﬂﬁﬁ\m%
I ——
L& -

l dx

Figura 6.3. Fuerza cortante y momento flector en una seccién transversal de una viga.

Para esta ultima expresiéon, veamos un ejemplo que propone Popov
[1] con una viga de madera de seccidon compuesta y cuya seccion

transversal es tipo "T":
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qﬁ Ejemplo 6.1

Dos tablones de madera forman una seccion T en una viga
(dimensiones en mm). Si la viga transmite una cortante vertical
constante de 3000 N, halla la separaciéon necesaria de los clavos

entre los dos tablones para que la viga trabaje como una unidad.
Supdn que la fuerza cortante admisible por clavo es de 700 N.

200

50 :‘:__- e T “‘__
e —— e yc

250

50

Solucion

El plano de contacto entre los dos tablones tiende a deslizarse
longitudinalmente. Apliqguemos, entonces, la ecuacion 6.2, hallando,
inicialmente, la posicién del eje neutro para una seccidon compuesta.

~950-200-25+50-200- 150

= 87.5 mm
50 - 200 4+ 50 - 200

Ye
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200 - 503 5 90- 2003
—T+50-200-62.5 +T
= 113.54 x 10% mm?*

+50-200 - 62.52

Ahora, hallamos el primero momento del area del tablén superior:
Q= Ay
= 50 - 200(87.5 — 25)

— 625 x 10 mm?

El flujo de cortante, seria:

V@ 3000 x 625 x 10°
I 113.54 x 106

q = 16.5 N/mm

Asi las cosas, los clavos que resisten una fuerza de 700 /N, deben
espaciarse, a lo largo de la viga, 700/16.5 = 42 mm.
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6.3 Transformacion del esfuerzo plano

En el objeto interactivo de la pagina siguiente, hemos representado
un estado de esfuerzos plano con o, =7,, =7, =0 y las

componentes de esfuerzo o,,0, y 7., asociadas con un elemento

infinitesimal; por otra parte, se muestran las componentes de
I / . s
esfuerzo Oy Oy Y Tary luego de girar el plano xzy un angulo 6 con

respecto al eje z (elemento inferior del objeto interactivo).

Supongamos que A A corresponde al drea de la cara oblicua, por lo

tanto las areas de las caras vertical y horizontal son iguales a
AAcosfy AAsend, respectivamente (figura 6.5).

0, AA COSO g

T,.yAA cosO

T,yAA senf 71—

o.AA sen@

Figura 6.4. Un cuia prismatica para determinar las ecuaciones de transformacién de
esfuerzos.
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Transformacion de esfuerzos

MGeveme



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Resistencia-materiales/interactivos/cap6/mohr2.html

Usemos, ahora, las ecuaciones de equilibrio sobre los ejes 2’ y v/

ZFm/:0

oy AA — 0, (AAcos)cosd — 1,,(AAcost)send
—oy(AAsenf)send — 1, (AAsenf)cosd =0

Y Fy=0

Toy AA + 0,(AAcost)send — 7., (A Acost)cos
—o,(AAsenf)cosl + 1,,(AAsenf)send =0

Resolviendo para los esfuerzos en la cara inclinada, obtenemos:

Oy = 0,C0S20 + aysenze + 27yysenfcost
Tyryr = —(0x — 0y)senfcosl + 7y (cos?d — sen?0)
Usando las relaciones trigonométricas para angulo doble, se logra

obtener:

5 T %Y cos 260 + Txysen 26 (6.3)

Ox — O
Tyt = ————>sen 26 + Ty, cos 20 (6.4)
Si en la ecuacion 6.3 reemplazamos el angulo 6 por 6+ 90°,
obtenemos o,

2

Oy = % cos 26 — TxySen 20 (6.5)
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Si sumamos las ecuaciones 6.3y 6.5, se verifica que:

Ox + 0y = 0x + 0y (6.6)

6.4 Esfuerzos principales y esfuerzo cortante
maximo

Para hallar el plano del esfuerzo normal maximo o minimo, derivamos
la ecuacion 6.3 con respecto a 0:

doy  —
;g __Z 5 0y2sen 20 + T,ycos 20 = 0
Por lo tanto:
27x
tan 260, = Txy (6.7)
Ox — Oy

Muaeveme

Interactivo 6.2. Esfuerzos principales.
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La ecuacién 6.7 define dos valores para 26, separados a 180° y dos
valores 6, separados 90°. Los planos que contienen las caras del

elemento orientado en cualquiera de estos angulos, se denominan
planos principales de esfuerzo, y los valores correspondientes para
Oméz Y Omin €jercidos sobre estos planos los llamamos esfuerzos

principales . Por lo tanto:

_ 2
Omax,min — # + \/(O-xz—a-y) + T)%y (68)

Ahora, derivando la ecuacion 6.4 con respecto a 8, obtenemos:

tan 20, = —%
Txy

Maeveme

Interactivo 6.3. Esfuerzos cortante maximo.

Con un procedimiento similar al usado para la ecuacion 6.8, tenemos:
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— 2
Tmdx = \/ (u> + 72 (6.10)

2

En el objeto interactivo:

0 = Oprom = # (6.11)

iE Ejemplo 6.2

Para el estado de esfuerzos plano de la siguiente figura, halla los
planos principales, los esfuerzos principales, el esfuerzo cortante
maximo y el esfuerzo normal correspondiente.

20 MPa
A

——1—3 50MPa

30 MPa

Solucion
Planos principales
Se tienen la siguiente informacion:

o, = —30 MPa o, =20 MPa T, =50 MPa
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Reemplazamos en la Ecuacion 6.7:

27,  2(50)
0, —0, —30—-20

tan 20, =

6, =583 y 238.3°
Esfuerzos principales

Reemplazando en la ecuacion 6.8:
Oz + 0y Op — 0y 2
Omaz,min — 9 + \/(T + Tm2y

—30 + 20 —30 — 202
- () o

= —5+£55.9

Omaz = —60.9 MPa a compresion
Omin = 90.9 MPa a traccion
Es importante anotar que para estos esfuerzos normales, 7,1, = 0.

Esfuerzo cortante maximo

De la ecuacioén 6.10, obtenemos:

_ 2
Timda = \/(%) +72, = 1/(—25) + 502 = 55.9 MPa

Verifica con la ecuacion 6.9 que 6, = 13.3°.
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6.5 Circulo de Mohr

El circulo de Mohr es una representacion grafica de los
esfuerzos que actuan sobre un plano, propuesta desarrollada
por el ingeniero aleman Otto Mohr® en 1882 vy lleva su
nombre.

El circulo de Mohr es una herramienta util para visualizar las
relaciones entre los esfuerzos normales y de corte que actuan
en diferentes planos en un cuerpo. También se puede utilizar
para calcular los esfuerzos principales, los esfuerzos cortantes
maximos y los esfuerzos en planos inclinados.

/

Siguiendo el andlisis de Popov [1], revisamos las ecuaciones 6.3y 6.4,
notandoi que representan las ecuaciones paramétricas de una
circunferencia, pero, para evidenciarlo mejor, hagamos las siguientes

transformaciones:

Oy +0y 0y — 0y
2 a 2

a-xl -

cos 20 + 1, sen 20 (6.12)

Tary = _%sen 20 + T4y c0s 20 (6.13)

¢ Otto Mohr fue un ingeniero aleman que realizé importantes contribuciones al campo de la
resistencia de los materiales. Mohr nacié en 1835 en Detmold, Alemania. Estudio
ingenieria civil en la Escuela Politécnica de Hannover y luego trabajé como ingeniero civil
en varias partes de Alemania. En 1882, publicé su articulo sobre el circulo de Mohr, que
rapidamente se convirtié en una referencia estandar en el campo de la resistencia de los
materiales.
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Luego de elevarlas al cuadrado, sumarlas y simplificando, obtenemos:

Op + 0y 2 2 Op — Oy ? 2
(o= 22 a2, - (T Y 2 6y
En situaciones practicas de transformacion de esfuerzos, o, oy Y a4y

son datos conocidos, por lo que serian constantes en la ecuacion 6.14
y las variables serian o/, y Ty Asi las cosas, la ecuacion 6.14 la

podemos escribir asi:

T

(0', — a/)2 ‘I‘ Tac2’y’ = b2 (6.15)
Siendoa = (0, +0,)/2yb* = [(0, — 0,)/2]* + Tgy.

Ahora, tenemos la ecuacién candnica de una circunferencia; no
obstante, para que sea un circulo, hemos coloreado el interior de la
circunferencia en la figura 6.5. En este circulo, tenemos:

» Centro en (a,0) = ((o; + 04)/2,0). Observa que en la figura
6.5, cuando 7, = 0, tenemos los esfuerzos normales maximoy
minimo; por ello, las coordenadas de C' son

C - (Umdm + Omin : 0)
2

e RadioR =10

Op — Oy )\ 2
R:\/< 2 y) + 72y
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Tmax

A(o,,, rxfy,}

A 4
Q

O min O max

B(ﬂ-y” _Txfyj.)

O max + O min Ty — "T}'
2 2

Figura 6.5. Circulo de Mohr.

En la figura 6.5, el punto A corresponde a los esfuerzos sobre la cara

— N° — ! —
derecha del elemento,para® = 0", puntoenelcualo, = o,y 7y =
Ty, Situacion que permite identificar 8, para los planos principales,

en tanto que:

Observa que el radio del circulo es igual a 7,42
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Con la informacion anterior, resulta sencillo dibujar el circulo de
Mohr; para ello, sigue los siguientes pasos:

e Dibujaun eje horizontal y un eje vertical, con el esfuerzo normal
en el eje horizontal y el esfuerzo cortante en el eje vertical.

e Halla el centro del circulo sobre el eje horizontal, a una distancia
(0 + 0y)/2 del origen.

e Situa en lacircunferencia el punto A.

¢ Trazaelcirculo.

En la siguiente pagina, presentamos el Circulo de Mohr, el cual lo
hemos disenado con el editor DescartesJS. Haz la siguiente practica
(con clicizquierdo sostenido, puedes desplazar el circulo):

1. :Qué ocurre si cambias 7, por cero?

2.Cambia los valores por los dados en el ejemplo 1: o, = —30,
oy = 20y 7,y = 50y sigue las siguientes instrucciones:

a.Usando el control de la izquierda, aumenta el valor del
angulo 6, observando los valores de los esfuerzos

normales ;Cual es el angulo para ;4.7

b. En la solucion del ejemplo, encontramos que 68, = 13.3°
Ingresa ese angulo ;Qué valor obtienes para T4z ?

3.;.Quéocurresio, = g,?

4. Para el elemento de la figura 6.6, los esfuerzos principales son
oy = —4 MPayoy, = 6 MPa,icudl eselvalorde0,?

5.Para el elemento de la figura 6.6, ;cual es el valor de 7,427

Recuerda que puedes ampliar el objeto interactivo, con clic en el

botdn superior derecho.
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Disenado por Juan Guillermo Rivera B.

Interactivo 6.4. Circulo de Mohr interactivo.

4 MPa

2 MPa

Figura 6.6.
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rﬁE Ejemplo 6.3

Para el estado de esfuerzos plano mostrado en la figura, halla los
esfuerzos principales y los planos principales.

60 MPa
A

€—1—— 48 MPa

100 MPa

Solucion

Tenemos tres alternativas para hallar los esfuerzos principales. La
primera de ellas es usar las ecuaciones 6.7 y 6.8; por ejemplo, para 0,,:

2 €T 2 _4 )
tan 20, — 2w _ 248) o, g 337

La segunda alternativa es dibujar el Circulo de Mohr (figura 6.7), en el
cual se observa que:

48

tan 2(9p = m

=24 — 6,=33.T

6, en esta alternativa debe ser negativo, pues va en el sentido de las
manecillas del relo;j.
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Figura 6.7. Ejemplo 6.3.

Enlafigura 6.7 se observa que R = 1/202 + 482 = 52, por lo tanto:
Omazr = 80+ 52 = 132 Mpa
Omin = 80 — 52 = 28 Mpa
Que puedes comprobar con la ecuacién 6.8.

La tercera alternativa es usar el Circulo de Mohr Interactivo, tal como
se muestra en esta animacion: "haz clic aqui”.

Finalmente, realiza los siguientes ejercicios propuestos, cuyos
resultados puedes verificar con cualquiera de las tres alternativas.
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6.6 Ejercicios y respuestas - Capitulo VI

o]
EJERCICIOS PROPUESTOS - CAPITULO VI

Para el estado de esfuerzos dado, halla los planos principales y los
esfuerzos principales.
|

40 MPa

35 MPa
% 60 MPa
2.
10 ksi
Respuestas
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