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Prefacio

Este libro de texto "Matematicas Operativas" se ha trabajado para
hacer del estudio de las matematicas una actividad interesante,
agradable e interactiva, manteniendo el rigor matematico inherente a
la asignatura. Con este objetivo en mente, el contenido se ha
desarrollado y organizado para proporcionar una progresion légica de
conceptos fundamentales a conceptos mas avanzados, basandose en lo
qgue los estudiantes ya han aprendido y enfatizando en las conexiones
entre temas y entre teoria y aplicaciones. El objetivo es permitir que
los estudiantes no solo reconozcan los conceptos, sino que trabajen
con ellos de manera que sean utiles en cursos posteriores y carreras
futuras.

La obra incluye 110 escenas interactivas, disenadas en DescartesJS y
GeoGebra, lo que facilita un mayor acercamiento a los conceptos
trabajados. Se incluyen, también, 15 videos subidos a YouTube de
diversos autores, que apoyan el desarrollo de los contenidos de la obra.

La obra se ha dividido en cinco capitulos, que responden al curriculo de
la asignatura "Matematicas Operativas" de la Institucién Universitaria
Pascual Bravo; no obstante, el texto también es util en niveles de
secundaria o para otras instituciones de educacién superior, que
incorporan, en sus planes de estudio, cursos de matematicas en un
nivel basico o, si se prefiere, de nivelacién postsecundaria.

Para evitar, al maximo, la dependencia con la conectividad en la red, las
expresiones matematicas se han construido recurriendo al API de

KATEX.


https://katex.org/




Capitulo |

FUNDAMENTOQOS
ARITMETICOS







1.1 Conjuntos numéricos

Los conjuntos numéricos son agrupaciones de nimeros con
determinadas caracteristicas que los diferencian de los
demas, recordaremos el conjunto de los reales (R), los
racionales (Q), los enteros (7), los naturales (1) y los
irracionales (Q").

1.1.1 Los numeros naturales

El conjunto se formalizé para dar respuesta a la
necesidad de contar en una base generalizada, la
base 10. Con los digitos se forma cualquier nimero
natural. El conjunto de los nimeros naturales, se
denota por N, y se representa asi:

Recordemaos
Los COMIUNTOS
NUMERICOS

N=1{1,2,3,4,5,6,7,..}

1.1.2 Los nUmeros enteros.

El conjunto surge de la necesidad de dar solucién general a la
sustraccién, cuando el sustraendo es mayor que el minuendo, esta
sustraccion no tiene solucion en los nimeros Naturales. Por ejemplo:

5 — 20? Se denota por (7) y se representa asi:

Z=1{.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}

13



1.1.3 Los numeros racionales.

Son un subconjunto de los numeros reales, conformado por el conjunto
de los enteros (Z) y los naturales (IN). Es el resultado del cociente entre
dos enteros Zi, siempre y cuando el denominador (q) sea diferente de

cero.
e 4 . _
Q = {=|p y ¢ son numeros enteros, ¢ = 0}
q

Los numeros racionales se ubican en una de las siguientes
caracteristicas: Ser entero, tener una expresién decimal finita, o tener
una expresion decimal infinita periddica.

Ejemplos con fracciones

10 30 2
=35, 5= 3,75 vy 3= 0,66666666

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Carlos Rojas Hincapié?,
lo cual permitirda que se presente una representacion grafica,
dividiendo cada intervalo de una recta numérica en espacios iguales
que representan nlimeros enteros. También, puedes hacer uso del
zoom para visualizar mejor la particién en la recta numérica o, si lo
deseas, hacer clic en el boton ampliar para ver la escena en un tamano
mas grande.

1 . . ., . . . L.
Carlos Rojas Hincapié es un autor de la red Descartes, que publicé el libro "Matematicas
Basicas", del cual seleccionaremos algunas escenas interactivas en el resto de esta obra.

14


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Basicas-JS/index.html

37
Prueba con las siguientes fracciones: TE

Representacion en la linea recta de la fraccién: 1?

Num

40 (4p

zoom {(| )y CCIZDD

Den

1.1.4 Los numeros irracionales

Es el conjunto de nimeros cuya expresion decimal no es finita ni
periddica, estos numeros no pueden transformarse en una fraccion. Se
denota con la letra (Q'). Como ejemplos de ellos tenemos todas las
raices no exactas como \/§, \/3, etc., igualmente el nimero m, la

constante "e" de la base de los logaritmos naturales, entre otros.

Representacion grafica del conjunto de los nameros reales: En la
Figura 1, se puede visualizar la representacién grafica de los nimeros
reales.

15


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/imagenes/img06.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/objeto1_JS/3_1/escena1.html

Representacion grifica del conjunto de los niimeros reales.

Numeros Racionales (() Numeros Irracionales ()

12 46,0.17,0.6, 0.317
2 r 7, L . b . ? .
Ndameros Enteros (7)
Niimeros Naturales(l) V3.5 2, m%
e 1,2,3, .

{0}

Figura 1. Conjuntos numéricos (adaptado del libro
Precéalculo de Stewart).

1.1.5 Los numeros reales

Es el conjunto de nimeros formado por la unién de los nimeros
Racionales (Q) y los Irracionales (Q'). Se denota por la letra R y se
representa asi:

R={QuUQ’}

Propiedades de las operaciones con los reales.

Las propiedades de las operaciones con los nimeros reales,
son aquellas cualidades o atributos que facilitan la solucién

de gran cantidad de problemas.
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https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/imagenes/img06.png

Veamos algunas de ellas: Sean a, b y ¢ nimeros reales cualesquiera.
Puedes ampliar laimagen al hacer clic sobre ella.

Propidades | Swma | Produe

Asociativa a+(b+c)=(a+b)+c a- (b-c)=(ab) -c
Conmutativa at+b=b+a a-b=b-a
Elemento neutro a+0=0+a a-1=1-a
1 1
Existencia del inverso a+(—a)=(—a)+a=0 a-—=—a=1sia+0
a a
Distributiva del producto Son ) = ek
con respecto a la suma

Tabla 1. Propiedades de las operaciones en R.

1.1.6 Los niumeros complejos

Es el conjunto formado por la unién de los niameros reales y los
ndmeros imaginarios. Un nUmero complejo puede representarse de la
forma a + bi, que es la suma de un nimero real y un nimero

imaginario. Se denota por C y se representa asi:
C={RUi}

Los nimeros imaginarios son nimeros complejos, cuya parte real es
igual a cero, por ejemplo: los nimeros 5¢, ¢ 0 — son numeros

imaginarios, donde la letra ¢ denota la raiz cuadrada de — 1. Esto es:

i =+/—1, porlotanto 2= —1

17


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/tablas/tabla1.png

Antes de empezar a clasificar los nUmeros propuestos en la escena
interactiva, de nombre “Clasifica los siguientes nimeros” y asi dar
inicio a las operaciones basicas que te abrirdn el camino para resolver
ejercicios en contexto aplicando conjuntos numéricos y propiedades
de las expresiones aritméticas, en el siguiente video, realizado por

César Moisés Grillo Soliz #, recordaras lo que se ha visto hasta el
momento.

o]

[Conjuntos Numéricos|

Naturales N ={1,2,3,4..}
Enteros: Z = {... ?2, 1,0,1,23,4..}

3 8

I.‘ ?,

L
Mirar en [ Youlube

Racionales - Q = 1 :, giemplos: 3-

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Carlos Rojas Hincapié,
podras identificar el numero dado, al oprimir los botones
correspondientes segun el conjunto numérico al cual pertenece.

18


https://www.youtube.com/watch?v=4XmJUvF4Pvw
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Basicas-JS/index.html
http://savefrom.net/?url=https%3A%2F%2Fwww.youtube.com%2Fwatch%3Fv%3D4XmJUvF4Pvw&utm_source=userjs-chrome&utm_medium=extensions&utm_campaign=link_modifier
https://www.youtube.com/embed/4XmJUvF4Pvw
http://savefrom.net/?url=https%3A%2F%2Fwww.youtube.com%2Fembed%2F4XmJUvF4Pvw&utm_source=userjs-chrome&utm_medium=extensions&utm_campaign=link_modifier

Basta con oprimir el botén correspondiente N (Naturales), Z (Enteros),
Q (Racional), Q' (Irracional) o R (Real) y verifica la respuesta. Intenta
obtener la mayor cantidad de aciertos, recuerda que un racional puede
ser un entero.

Podras observar, como un nimero a parte de pertenecer al conjunto de
los reales, puede ser N (Natural) y/o, Z (Entero) y/o, Q(Racional) y/o, Q'
(Irracional), seguin el caso.

como ejemplos, de lo que puedes encontrar en la escena interactiva,
podemos mencionar: —79, que es un entero, racional y real al mismo

. . 18 .
tiempo, 0 V80, que esirracional y real, o 15 que es racional y real.

&)

1. ldentifica a qué conjuntos de numéricos pertenece el niimero: =6
{Hoz clic en todos los botones a los cuale pertenece el nimero) 3
N
Q’
-

Bien= 0

Mal = 0

19


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/objeto1_JS/3_1/escena7.html

1.1.7 Ejercicios y respuestas seccion 1.1.

Ejercicios seccion 1.1

En los ejercicios 1 al 10, clasifica los numeros que
se presentan en cada uno de los subconjuntos de
los numeros reales.

1 4 6. =
3 >

10 7. =5
2. 5

8. 7.456. ..
3. —2,3333...
15

5. v/36 10. v/8

En el siguiente ejercicio ubica cada niumero en su
lugar correspondiente dentro del diagrama. v

~ = Respuestas

20



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/problemas/Ejercicios%201.1.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/problemas/Respuestas%201.1.html

1.2 Operaciones entre conjuntos numéricos.

Cuando se realizan operaciones entre los conjuntos numéricos, se
debe tener en cuenta la aplicacion de las propiedades mencionadas
anteriormente.

1.2.1 Eliminacion de signos de agrupacion.

En caso de presentarse signos de agrupacién, como llaves, corchetes o
paréntesis, se recomienda tener en cuenta las siguientes indicaciones:

e Los signos de agrupacién indican el orden en que se deben realizar
las operaciones.

e Los paréntesis deben estar dentro de los corchetes y los corchetes
dentro de llaves.

e Cuando se eliminan signos de agrupacioén, es recomendable iniciar
con los mas internos.

e Un signo negativo, antes de
un signo de agrupacion, cambia
todos los signos internos.

T
e No olvides la ley de los
signos que se muestran en la = PR = =
grafica.

4 FOR - — -

e Se quitan primero los

parénesis, luego los corchetes y - FOR o = =
finalmente las llaves.

21



e Se tienen en cuenta los signos de las diferentes operaciones
aritméticas, sin olvidar que signos iguales dan positivo y signos
contrarios dan negativo.

e En operaciones aritméticas mixtas, primero se realizan las
multiplicaciones y divisiones y luego las sumas y restas.

La jerarquia de las operaciones

Paréntesis primero [10 = (4 + 2) =10 x 6 = 60

Exponentes Es P abh b=

i g v

Multiplicar o 0-4%2=10-8=2

10+6+2=10+3=13

Antes de 10 %4 +F=40+7=47

Sumar o restar |;p.,.:

Hp ypam ek u gt

Figura 2. La jerarquia de las operaciones.
Fuente: https://www.twinkl.com

Ejemplos de operaciones con los reales.

En los siguientes ejemplos, podras observar el orden en que se deben
hacer las operaciones, para eliminar los signos de agrupacién.

1.13+{2+[6+3+(8+7)]}

22


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/imagenes/img07.png
https://www.twinkl.com.au/resource/es2-m-67-poster-din-a4-la-jerarquia-de-operaciones-pemdas

13+{2+[6+3+(8+7)]}=13+{2+[9+15]}

13+{2+[9+15]}

13+{2+24}

13+26

39

2.13-{2+[6+3-(8+7)]}

Se eliminaron los paréntesis y
se agrupan, 8 + 7, al mismo
tempo se agrupan6 + 3y 9 +
15.

Se suma la cantidad entre
llaves, {2 + 24 }

Se eliminaron las llaves y se
agrupan 2 + 24.

Se agrupan 13 + 26.

13-{2+[6+3-(8+7)]}=13-{2+[9-(15)]}

13-{2+[9-15]}
13-{2+[-6]}
13-{2-6}
13-{-4}
13+4

17

23

Se eliminaron los paréntesis,
haciendo operacion de signos 'y
agrupando.

Se eliminaron los corchetes,
haciendo operacion de signos y
agrupando.

Se eliminan las llaves y se hacen
las operaciones de signos y
agrupando.



3.20-{7+2[3-2(7+9)+5(6-2)]}
20-{7+2[3-2(7+9)+5(6-2)]}=20-{7+2[3-2(16)+5(4)]}
20-{7+2[3-32+20]}
20-{7+2[-9]}
20-{7-18}
20-{-11}
20+11
31

En la siguiente escena interactiva, disefada por Leopoldo Aranda
Murcia.?, podras realizar sumas y restas de niimeros enteros.

_;\[_:I:lt:;;_..a Bl

INCORRECTO.
+6 . #

i |

2 . ., . .
Leopoldo Aranda Murcia, es un autor de la red GeoGebra, que publicé la escena interactiva
"Suma de enteros en el Mar version 2",
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No debes olvidar que signos iguales se suman y se coloca el mismo
signo, signos contrarios se restan y se coloca el signo del mayor.

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Ceferino A.3, puedes
seguir realizando operaciones con niumeros enteros.

o7l

. 5 7 9 6 9 8 2 9 :
0 9 7 6 4 3 -4 1
— 1 7 4 5 4 4 o0 T ( E )
¢ 9 & 4 7 ® 2 7 00:00
I 1 6 4 9 4 9 & _
9 9 8 3 o a4 4 1 i
e 4 0 4 4 8 2 5 0
6 1 4 B 4 4 5 0
T | Empezar

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA.

Todo entero positivo se puede representar de forma Unica como
producto de factores primos excepto por el orden.

Ejemplo del Teorema fundamental de la
aritmética

3 . . . . .
Ceferino A, es un autor de la red GeoGebra, que publicé la escena interactiva
"Operanteros".
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1. 20808 = 23 x 32 x 172 2. 4500 = 22 x 32 x 53

NUMEROS PRIMOS.

Se denomina nimero primo a todo nimero natural diferente
de uno, cuyos unicos divisores POSITIVOS son el mismo
nimero y la unidad; los nimeros que no son primos se
denominan compuestos.

Eratéstenes de Cirene (276-194 a de C) Matematico griego, ided una
forma de determinar los primeros nimeros primos al construir la
denominada Criba de Eratéstenes.

En la siguiente tabla encontraras los primeros 100 nimeros primos,
gue te seran de utilidad cuando estés descomponiendo nimeros para
determinar el m.c.my el M.C.D, amplia haciendo clic sobre ella.

PRIMEROS 100 NOMEROS PRIMOS

2 5 5 7 11 13 17 19 23 29
31 37 41 43 47 53 59 61 67 71
73 79 a3 89 97 101 103 107 109 113
127 131 137 139 149 151 157 163 167 173
179 181 151 153 157 159 211 223 227 229
233 239 241 251 257 263 269 27 277 281
283 297 307 311 313 317 331 337 347 349
353 339 367 373 379 383 389 357 401 409
419 421 431 433 439 443 439 457 461 463
467 479 487 491 459 303 309 321 323 341

Tabla 2. Primeros 100 nimeros primos.

26



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/tablas/tabla2.png

MINIMO COMUN MULTIPLO

El Minimo Comun Mudltiplo (“m.c.m.”) de dos o mas nimeros
naturales es el menor nimero natural (distinto de cero) que
es multiplo de todos ellos.

Hallar alm.c.mentre 4,8y 12 m

my = {4,8,12,16,20,24,...} 5 [ nz|2
m) = 18,16,24,...}
m(lz) = {12, 24, .o }

Asi, el mM(4,812) = {24}

Por el método abreviado, se descomponen en todos los nimeros en sus
factores primos a la vez, teniendo en cuenta que si en alguno no
coincide con el factor que se estd sacando, se baja el nimero, hasta
llegar a la unidad y luego se multiplican los factores verticalmente.

Otro método es descomponer los nimeros en factores primos y tomar
los factores comunes y no comunes con su mayor exponente.

4 2 8 2 12 2

2 2 4 2 6

1 2 2 3 3
1 1

4=22 g=2° 12=22-3
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M.C.M(4812) = {23 x 3}
m.c.m(4,8,12) = {24}
MAXIMO COMUN DIVISOR
El Maximo Comun Divisor (“M.C.D.”) de dos o mas niimeros

naturales es el mayor nimero natural que los divide todos
ellos.

M.C.Dusg0) = {2° x 3} 48 2 60 2
24 2 30 2
M .C.Dug60) = {12} 12 2 15 3
6 2 5 5
3 3 1
1
48=2%*-3 60=2%-3'5

Por el método abreviado, se

descomponen todos los numeros
en sus factores primos a la vez,

teniendo en cuenta que si en 48 60 2
alguno no c10|nC|de con el fe.lctor 24 30 2
gque se esta sacando, se baja el
ndimero, hasta llegar a la unidad y 12 15 2
luego se multiplican los factores 6 15 2
comunes a todos. 3 15 3
M'C’D(48,60) - {12} 1 5 5
1 1 240
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Hallar el M.C.D y el m.c.m entre:

1. (148, 156), (3600, 1000) 3.(15, 16, 18), (32, 40, 48)

2.(14, 78, 36), (36, 62, 18)

Puedes utilizar la
siguiente escena
interactiva, adaptada
de Eduardo Barbero
Corral, sélo
necesitas  ingresar
cada numero en la
casilla inferior
derecha y pulsar
"Enter" y con los
resultados obtenidos
determinar el M.C.D
y el m.c.m.

4.(36,54,30), (16, 20, 24)

&7

Descomposicion-factorial 2 2
del-nimero 1

2

. - : A
inicio  Marca un numero y pulsai... =

Ejemplo para hallar el M.C.Dy el m.c.m

1. 148 = 22 x 37

2. 156 =2%2x3x13
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Para hallar el M.C.D,son 1. M.C.D(148,156) = 2

los  factores primos M.C.D 4
comunes, con su menor ++(148,156)
exponente. 2. m.cmsis =

Para hallar el m.c.m, son {22 X 3 x 13 x 37}

los factores primos M.C.TM(148,156) = {4 X 3 x 13 x 37}
comunes y ho comunes,

con su mayor m.c.m(148’156) = 5772

exponente.

Observa la forma abreviada y compara con los resultados anteriores.

148 156 2 2 2
74 78 2 2 2 l
37 39 3 3 4
37 13 13 13
37 1 37 37

1 1 5772 5772

En la siguiente escena interactiva, encontraras seis ejercicios de
aplicacion de minimo comdn multiplo (mcm) y de maximo comun
divisor (MCD), en la cual podras identificar en que tipo de problemas
puedes utilizar cada uno de ellos.

Debes identificar cual de los dos debes utilizar mcm=1 o MCD=2, e
ingresarlo en la casilla "Elegir". Cuando la escena te indique que es
";CORRECTO!" habilita las "Respuestas" y te da la posibilidad de
ingresar los datos que te plantea el problema en estricto orden en las
casillas correspondientes, no olvides ingresar uno de los datos en las
casillas restantes en caso de ser necesario, es decir, cuando el
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problema plantea dos o tres datos para analizar ingresa uno de los dos
otresenlacasillarestante.

[ 7||
~0
Paoblemas de aplicacion de MCM y MCD. =

Elige: 1 para MCMy 2 para MCD SOLUCION
4 Us £to lurisbog en ol Canioe stiece teg drersnies 5l tiemica quis-encairar ol KOGH
uce: arda & &las &n iy rAgresara su punt de

ingresa ton catoa que se pamizan en el prablema y en loa demis repee una ce 2o

mama dia fedas ks croceros
Elegw, 7

2. Marcosquisrs instatas en sy jrdin Bes diferentes 15- 5 Uma empresa pequena qus verde

mias de agua automaticas para regar. La mimers forma
32 AbrrA £ada & hora, i3 3egundn 1o hard caga O horas
ylatercera, cada 14 horas.

ennindor &% al madiodis
mezaran fodas Las tamas

Ciants liempo camnarce? mnulos (a3 & mem enive los tempos)

EiRg tpartar cada camansta?
Cubnias vwenss oif cada une?
Elegin,

7
& David ieng 24 deices para repante y Femando tie- Anciane L= 3 =7 yusitas

re 18 Si dedesn tagalat los daices o sus respecivos 7
dwmAlares de modo que fodos eeganis misma cant Anciano 2= 5 = T wueitas

¥ que sea i mayor poskie, ,cudmios dulces e

i 3 DEFSINAT L0 Cubntes TAMAAS rega- Anciang 3 = 1 = 7 vualtas

da o da alloe?

Elege, 7 Eugry 7

CRITERIOS DE DIVISIBILIDAD

En tu cuaderno, para la siguiente tabla; escriba si o no para indicar si el

numero de la primera columna es divisible por cada uno de los
numeros de la fila superior.

Nimerof2 |3 (4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 |11
576

1243
4560
5764

12454
203044
745370
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Un ndmero es divisible por otro, cuando cumple las condiciones que
presentan a continuacion:

o [ o |

2 Es divisible por 2, si termina en cero o en cifra par.

3 Es divisible por 3, si la suma de sus digitos nos da multiplo de 3.

4 Es divisible por 4, si sus dos Gltimas cifras son ceros o multiplo de 4.

5 Es divisible por 5, si termina en cero o cinco.

6 Es divisible por 6, si es divisible por 2 y por 3.

7 Es divisible por 7, cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra de las
unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 o maltiplo de 7.

8 Es divisible por 8, si sus tres ultimas cifras son ceros o multiplo de 8.

9 Es divisible por 9, si la suma de sus digitos nos da multiplo de 9.

10 Es divisible por 10, si la cifra de las unidades es 0.

11 Es divisible por 11, si la diferencia entre la suma de las cifras que ocupan
los lugares pares y la de los impares es 0 o maltiplo de 11.

Tabla 3. Criterios de divisibilidad.

1.2.2 Operaciones con fracciones.

Los fraccionarios pertenecen al conjunto de los racionales,
formados por dos numeros enteros; el numerador que esta
en la parte de arriba y el denominador en la parte de abajo.

Asi un fraccionario se expresa de la forma:
a
3 con b=0
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Fracciones equivalentes

Dos fracciones son equivalentes cuando el producto de extremos es
igual al producto de medios.

= —, con ad = bc

Si se multiplica o divide el numerador y el denominador de una fraccién
por un numero entero, distinto de cero, se obtiene otra fraccién
equivalente a la dada. Al primer caso le llamamos amplificar, al segundo
simplificar.

Ejemplos de fracciones equivalentes

Amplificar los siguientes racionales

1 2 4

. — por

5I3
3

2. —
4por5

Simplificarlos siguientes racionales

8

1. 2—0por4
15

2. Epor5
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Solucién

Amplificar Simplificar
2 4
1.—><—:ﬁ 1.£+é:g
5 4 20 20 4 5
3 5 15 15 5 3
2. = X = =— 2. — - =—
4 5 20 20 5 4

Con base en los ejemplos realizados anteriormente y con los que se
plantean a continuacion, puedes simplificar las expresiones racionales
propuestas.

Ejemplos de simplificacion de expresiones

racionales

Para simplificar expresiones racionales, puedes utilizar los criterios de
divisibilidad e ir simplificando paso a paso, o buscar el M.C.D entre el
numerador y el denominador y luego, los divides por el valor
encontrado.

Utiliza la escena interactiva de la pagina 38, para que puedas encontrar
con facilidad el M.C.D.

45

1. —
120

34



Se descompone el numerador y el denominador en sus factores
primos:

45 =32x5 AN 120=23x3 x5
Por la definicion del M.C.D, se obtiene:

M.C.D(45,120) =3x5
M.C.D(45,120) =15

Ahora se divide numerador y denominador, por el el M.C.D.

45+15 3
12015 8
370
2. —

444

Factores primos:

370 =2 x5 x 37 A 444 =22 x 3 x 37
M.C.D(3707444) — 2 X 37

M.C.D(370’444) =74

Ahora se divide.

370 +74 5
44 =74 6

35



Es el momento de poner en practica los conocimientos adquiridos,
realiza los siguientes ejercicios. Recuerda que puedes cambiar el
tamano de la imagen al hacer clic en Tabla 4, o sobre sobre la misma
imagen.

Propiedades de las fracciones

En Tabla 4, podras observar algunas propiedades de las fracciones.

L TR __solucién |

Qo< Siad = bc _ Simplificacion
b d bd - b

2. Lo Fraccion Negativa 5 a 0 c_ ad + bc  Suma yresta
—b b b " b d bd

3 a c_ac Multiplicacion - a ¢ _ ad Divisién
b d b " b d bc

Tabla 4. Propiedades de las fracciones.
Tipos de fracciones

Fracciones Propias: Cuando el numerador es menor que el
denominador. Su valor es mayor que O y menor que 1.

. . .2 39
Estos son algunos ejemplos de fracciones propias: £

11

Fracciones Impropias: cuando el numerador es mayor o igual que el
denominador. Su valor es mayor o igual a uno.

Ejemplos: § T u §
JEmpIos: 5> 30 9 Y5
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En la siguiente escena interactiva, adaptada de Fernanda Mejia

Palomino y otro* podras entender la diferencia entre fracciones
propias e impropias, en el momento que hagas uso de los deslizadores.

o7

o ].4 = 3 + 2 Fracclon impropia ;I{:.:' . I:,,..

4 . 4 4 no entera Careuse o=

Fracciones Mixtas: Este tipo de fracciones estd compuesta de una
parte entera y otra fraccionaria. Se obtienen de una fraccién impropia,
donde la parte entera corresponde al cociente y la fraccionaria del
residuo (numerador), dividido por el divisor (denominador), como se
muestra en laimagen de la pagina siguiente.

Ejemplos:

2

3—, 1§, 5i
5 7 11

4 . . .
Fernanda Mejia Palomino y otro, son autores de la red GeoGebra, que publicaron la escena
interactiva "Fraccion propia e impropia".
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. . . I 17
Para facilitar su comprension, analizaremos la fraccion impropia =

Dividendo — 17 | — Divisor

2 —» Parte ENTERA
f” | » Cociente
/
S/
Residuo - — 2 _ Parte FRACCIONARIA
Divisor 3 .
2
3=
5

Para pasar un numero mixto a una fraccion impropia se procede de la
siguiente manera:

|

2 — 3-5)+2
32— (%)

HE 2..'

a. Se multiplica la parte entera por el denominador de la parte
fraccionaria.

b. Se le suma el numerador de la parte fraccionaria.

c. Luego se divide por el denominador de la parte fraccionaria.

17
5
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Suma y resta de fracciones: En la suma y resta de fraccionarios se
pueden presentar dos tipos de operaciones, cuando tienen el mismo
denominador (homogéneas) y cuando su denominador es diferente
(heterogéneas).

e Suma y resta de fracciones homogéneas: En este caso se suman o
restan los numeradores y se pone el mismo denominador.

En la siguiente escena interactiva, podras realizar los ejercicios
propuestos al pulsar "Otro ejercicio", para que te familiarices con el
procedimiento.

Fracciones HOMOGENEAS
En ambas operaciones se suman o restan los numeradores y se pone el mismo denominadar.
Intenta hasta que aparezca la respusta con el visto bueno.

SUMA RESTA
l]_—s]—i-ix 'l{ )_'1 . x l}___l_?: L):i: K
] Bl Tl Y4 4 2 2
Z_J—lf}1 =0 _ L 0 x | 53l 8 ={ll ¥ 8] ¥

3 3 2 "B 2)g=3 B

4 -4 L& 2
';]_;‘I' ;: l( }:2_: s i}[l—}—:— — { }_4 —. '

: 3 3 8 5 5
“E_:E: S = C 1 > H_U =3_ | 4 )_8|_ x

11 P B ST 2 sl
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e Suma y resta de fracciones heterogéneas: Se puede hacer lo
siguiente.

Para la suma o resta de dos fraccionarios, con denominadores
pequenos (menores que 10), se recomienda aplicar la siguiente
propiedad:

Ejemplos de sumay resta de fracciones

25412 , 12 5 48%35

= 7 T4 928

_25%12 4, 8 3 48+15
15 8. ¢+ 30

Para la suma o resta de dos fraccionarios, con denominadores grandes
(mayores que 10), se recomienda encontrar el (m.c.m) entre los
denominadores y hacer lo siguiente:

a. Determinar el m.c.m de los denominadores.

b. Dividir el m.c.m encontrado, por el denominador de la primer
fraccion.
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c. Multiplicar resultado anterior, por el numerador de la primer
fraccion.

d. Se repite el mismo procedimiento para cada uno de las demas
fraccion.

e. Finalmente se realizan las operaciones y se simplifica, si es posible.

E:I' 1 5 _{2!?)+(4-1j—{1-5j:14+4—5_13

12 6 24 24 24 24

e Sumay resta de fracciones mixtas: Para sumar o restar fracciones
mixtas, lo mas conveniente es convertirlas en fracciones impropias y
realizar las sumas o restas como se indicé anteriormente.

También se pueden convertir las fracciones en fracciones equivalentes
y de esta forma llevar las operaciones con fracciones heterogéneas. a
homogéneas

En el siguiente ejemplo se realiza el procedimiento.

Ejemplo de sumay resta de fracciones
7.1 5
12 6 24
Debes realizar los siguientes pasos:

a. Determinar el m.c.m de los denominadores (en el ejemplo es 24).
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b. Convertir las fracciones heterogéneas en homogéneas, utilizando el
concepto de fracciones equivalentes, esto es, multiplicando numerador
y denominador por el factor que haga falta para que el denominador de
cada fraccién seaigual al m.c.m.

Veamos:

7 01 5 (Tx2)  (1x4) 5

1. - 2 2
276 24 (12x2)  (6x4) 24

Se realizan las operaciones para obtener fracciones
HOMOGENEAS.

14 4 5

=51 91

Recuerda que para realizar operaciones con fracciones
homogéneas, se toma el mismo denominador y se hacen las
operaciones de los numeradores.

2%_1_}_%_(3><9)_(1><15)_|_(2><5)

‘5 3 9 (5x9) (3x15)  (9x5)
27 15 10
BT
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En la siguiente escena interactiva, disenada por José Luis Abreu Ledn vy

otros®>, puedes interactuar, determinando el m.cm de los
denominadores y practicar lo aprendido en las paginas anteriores, y
sdlo podras avanzar si aciertas con la informacioén solicitada.

&

Suma y resta estas fracciones

10 10 il
+ = = + =

4 9 2 0 0 0

Otras fracciones

5 . ] .
José Luis Abreu Ledn y otros, son autores de la red Descartes, que publicaron la escena
interactiva "Fracciones 2".
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En el siguiente escena interactiva, disefiada por Diego Luis Feria
Gomez®, puedes interactuar y ampliar los conocimientos adquiridos.

Analiza cada suma propuesta y el proceso que se sigue para resolverla.
Presta atencion a los denominadores, pues alli esta la clave.

Introduccion Exploracidn Ejercicios Evaluacion

e Producto de fracciones: Para multiplicar fraccionarios, se

multiplican numeradores y denominadores entre si. Se aplica la
siguiente propiedad:

)

:.—.;, conbyd=_0

.
b

29 o
S

6 ~: . . P .« 2 . .
Diego Luis Feria Gémez, es un autor de la red Descartes, que publicé la escena interactiva
"Suma de fracciones".
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7
12

72

5
6

e Division de fracciones: Se multiplica el numerador del primer
fraccionario, por el denominador del segundo fraccionario (sera el
numerador) y el denominador del primero por el numerador del
segundo (sera el denominador). En conclusién, se multiplican en cruz.
Se aplica la siguiente propiedad:

7. 45 (7-6) 42 21 7

12 6 (12-5) 60 30 10

Antes de explicar algunos ejemplos de aplicacién sobre operaciones
con fracciones, es importante que trates de comprender como se
convierte un lenguaje verbal en un lenguaje matematico.

Ejemplo Expresion Matematica
1. Lasumadez Ay 5. z+vy
2. Ladiferenciaentrem A n 6. m—n
3. Elproductode z pory 7. ¢y
4. Elcocienteentre P A Q 8 P
- Q

45


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/imagenes/img22.png

Ejemplo Expresion Matematica

5
9.5 dex 14. 2
10. La mitad de un nimero "" 15. -z

11. La cuarta parte de |la suma de 16. (z + y)

TNAY

12.El triple de wun numero 1
incrementado en 10, equivale 17.3z + 10 = g(w —2)
a la tercera parte de disminuir
el nimero en 2.

« »

13.El doble de un numero “z 18.2z — 10

disminuido en 10.

Ejercicios de aplicacion

a. La poblacion de un pequeno pueblo disminuyé de 1750 a 1700
habitantes. ;Cual es el porcentaje de decrecimiento?

1750 — 1700

= 0.0285714 x 1 = 2.
1750 x 100% = 0.0285714 x 100% 86%

b. El salario por hora de trabajo de un estudiante se elevé de 5.25
délares a 5.75. ;Cual es el porcentaje de incremento?
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5.25 — 5.75

FoF x 100% = 0.952381 x 100% = 9.52%

c.;Cual es el descuento y el precio de oferta de un balén de volibol si el
precio normal es de $28, 60 y hay 25% de descuento?

R. Descuento = $28.6 x 0.25% = $7.15

Precio Oferta= $28.6 x 0.75% = $21.45
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1.2.3 Ejercicios y respuestas seccion 1.2.

Ejercicios seccion 1.2

En los ejercicios 1 al 10, elimina los signos de
agrupaciony simplifica, si es posible.

1. 150 + (25 x 2) + 32 =+ (8 x 2)
2.(9-6)+34+(15-3)+(7T—-3)+(9+3)

3.(30 -20) +2+ (6 x5)+3+ (40 — 25) +
(9—6)

4. [15+5-(8—3)] +[(8—-2)+2+7]
5. 300+ [(15 — 6) + 3+ (18 — 3) + 5]

6.9-15+(6 1) (9—3)+2]
7.[(9-4) =5+ (10—2) = 4]+ (9 x6) + 18+ 2

co

. 500—[8-(6—1)+(4x3)+16+(10—-2)] -5

F T o T T B Y 3 1 L T I T L P

a e

“\~: Respuestas
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1.3 Recta numérica.

Los numeros reales estan ordenados de menor a mayor, de
izquierda a derecha, en lo que se conoce como la recta
numérica. Decimos que a < = < b, siempre y cuando = —
a N b— x son numeros positivos. Quiere decir que todos
los nUmeros que se ubiquen a la izquierda de un punto de
referencia cualquiera, serdn menores que los que se ubique a
su derecha.

De la grafica de la recta numérica se puede concluirquea < x < b.
a<xz<b

Si,a < b, a=0>b V a > b,sellamaley de tricotomia.
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Sia<bAb<c,= a<c

Se conoce como Propiedad transitiva.

G S ©
|
|

a b C

Ejemplos de de la recta numérica

Si, x < 12 A 12 < y, concluimos de la propiedad anterior que = < y.
Veamos el ejemplo graficamente.

Los intervalos pueden ser abiertos o cerrados, los abiertos se
representan con paréntesis y los cerrados con corchetes.

En la siguiente escena interactiva puedes darte cuenta del significado
de lo que es un intervalo abierto y un intervalo cerrado. Observa
cuando la escena te muestra en las opciones de intervalos, como
incluye el valor cuando se trata de un intervalo cerrado y como se
acerca con muchas cifras decimales, pero no lo toma cuando se trata de
un intervalo abierto. También podras ver como puedes desplazar el
punto rojo, sélo hasta donde el intervalo te lo permite.

Realiza diferentes modificaciones en "Seleccione intervalo" y en el
valor del "Extremo inferior" y observa los cambios en la escena
interactiva.
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=

[4l»

Seleccione Intervalo | Abierto a derecha v zaom

Intervalo no acotado cerrado a izquierda
(-00,4), x <4

VER INTERVALO

En la siguiente escena interactiva, adaptada de Alfredo Cortés
Sanchez’, podras interactuar realizando cambios en los rangos para

qgue profundices en tus conocimientos.

-~
ad

INTERVALOS
INFERIOR SUPERIOR
f_'lm -19 E_'m 16
—18.79 16.46

R | ST e e e P i e e e T

comoconunts: A = {@ /1870 ¢ T < 1646 }

Notacignenintervales:  ( —18.79 , 16.46 )

7 ‘ cx ., . .
Alfredo Cortés Sanchez, es un autor de la red GeoGebra, que publicé la escena interactiva
"Intervalos".
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En la siguiente escena interactiva disefiada por Juan Guillermo Rivera,
al realizar los ejercicios propuestos, pondras a prueba los
conocimientos adquiridos.

™

a) [@,4] |pige v

b) (@, 4)
c) [@e, 4)

d) (@, 4]

1.3.1 Conjuntos e intervalos.
Uniodn e Interseccion de intervalos.

Unidn de intervalos: En la union de intervalos, se encuentran todos los
elementos que pertenecen a los conjuntos numéricos en referencia.

Ejemplo de unién de intervalos

Sea A=[—1,2),B=[1,4] A C = (-3, 00)
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Graficamente lo podemos representar de la siguiente forma:

En los siguientes ejercicios, podras ver la respuesta al frente de cada
uno para su analisis

| Ejercicios | Solucién |
1. AUB 1. [-1,4]
2. BUC 2. (—3,00)
3. AuC 3. (=3,00)
4. AUBUC 4. (=3,00)

Interseccion de intervalos: En la interseccion de intervalos, se
encuentran SOLO los elementos comunes que pertenecen a los
conjuntos numéricos en referencia.

Para una mejor comprension, se continuara con el mismo ejemplo.

Ejemplo de interseccion de intervalos

Sea A=[-1,2),B=[1,4| NC = (—3,00)
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Graficamente lo podemos representar de la siguiente forma:

C © >
B e ®
A e o
L
s e G s s
Hallar:
| Ejercicios | Solucién
1 ANB 1 [-1,2)
2. BNC 2. [1,4]
3. AnC 3. [1,2)
4. ANBNC 4. [1,2)

Observa que no se incluye el nimero 2 en la interseccion, ya que NO
ES COMUN para el conjunto A.

En la siguiente escena interactiva, adaptada deEducaticMeta®, podras
interactuar realizando cambios en los rangos para que profundices en
tus conocimientos.

En la escena que se presenta, puedes modificar los rangos, utilizando
los deslizadores y de forma similar a la escena anterior, puedes cambiar
los intervalos, interactuando entre abiertos y cerrados.

8 . . . .
EducaticMeta son autores de la red GeoGebra, que publicaron la escena interactiva "ov2
operaciones con intervalos".
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A={x/xeR,-8<x<T}

A ' | Mostrar conjunto Sombreado

Intervalio abierio a k2 lzquierda

| Intervalc aberte 2 la Derecha

Bi={x/x€ R,—-25 <

B ' | Mostrar conjunto Sombreado

o/ | Intervaio abierto a la lzquierda

|#| Intervaic abierto 2 |2 Derechz

En el siguiente video
realizado por Matematicas

@ unisndefigigs | L IV A L u».gl .

UNION
A (-3,2)0 B (1-5]

AUB

Mirar en B VouTube

Profe Alex #°? vas a repasar
los conceptos de intervalos
abiertos y cerrados
explicados anteriormente y
podras ver como influyen en
la solucién de la union de
intervalos.

De igual forma podras ver la
representacion grafica y en

1)

forma de intervalos de la
respuesta final.

? Matematicas Profe Alex son autores de la red YouTube, que publicaron el video "Unién e

Interseccion de intervalos".
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En el siguiente video
realizado por
Matematicas Profe Alex
#10 vas a repasar los
. conceptos de intervalos
FENd U N T3 abiertos 'y cerrados
explicados

anteriormente y podras
ver como influyen en la

A={123 4.5 43R
solucion de la
interseccion de

B={2.4 0 8 101
intervalos.

ANBR
De igual forma podras

ver la representacion
grafica y en forma de
intervalos de la
respuesta final.

1.3.2 Valor absoluto y distancia

El valor absoluto de un nimero a, denotado por |al, es la distancia
desde a hasta 0 sobre la recta numérica. La distancia es siempre
positiva o cero, de modo que tenemos para cada nimero a |a| > 0.
Tenga en cuenta que —a es cuando a es negativa.

10 . . . ..
Matematicas Profe Alex son autores de la red YouTube, que publicaron el video "Unién e
Interseccion de intervalos".
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Hallar:

| Ejercicio | Solucién
1|3 1 3
2. |-3| 2. —(-3)=3
3. 0] 3.0
4. |3 — | 4 —3—m) =7m—-3

En la tabla siguiente, encontrara las principales propiedades del valor
absoluto. Asi como un ejemplo de cada una de ellas y su descripcién.

Propiedades del valor absoluto

El valor absoluto de un
numero siempre es positivo o
Cero.

1. |a|l =0

2. |al=|-a]

3. |a-b| =|al-|b]
w8l =1y

| 3| =3

5]

| —2-5]

Un nimero y su negativo
tienen el mismo valora
absoluto.

El valor absoluto de un
producto es igual al producto
de los valores absolutos

El valor absoluto de un
cociente es igual cociente de
los valores absolutos.
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Distancia entre dos puntos.

Si a'y b son nimeros reales, entonces la distancia entre ellos en la recta
numérica es:

d(a,b) — |b _ CL| '

Ejemplos de distancia entre dos puntos

1. A=[-1,2)

2. B=[1,4]

d(1,4) =|4-1|=|3|=3
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1.3.3 Ejercicios y respuestas seccion 1.3.

Ejercicios seccion 1.3

En los ejercicios 1 al 8, encuentre el conjunto
solucion solicitado, dados:

A={1,2,34,5,6,7}B={2,4,6,8} y C={7,8,9,10}.

1. AUB 5. AnB
2. BUC 6. BNC
3. AuC 7. AnC
4. AUBUC 8. AnBnC

En los ejercicios 2 al 18 exprese el enunciado
como una desigualdad.

9. x es negativo.

10. gesmenor oiguala .

“\~t Respuestas
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1.4 Reglade tres
1.4.1 Regla de tres simple

Es un mecanismo matematico que sirve para la solucién de problemas
gue tienen una relacion de proporcionalidad, se deben conocer tres
datos y con su utilizacidn, se encuentra el cuarto. Siempre que existe
un cambio en uno de los datos, los otros cambiardn en forma
proporcional.

Ejemplos de regla de tres simple

1. Sicuatro libros cuestan $8, ;Cuanto cuestan 15 libros?

Solucién:
- +
Supuesto. . .... 4 libros. . .... $8
Pregunta. . .... 15 libros. . .... $z

_|_
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Comparamos:

A mas libros mas pesos; luego, estas magnitudes son directamente
proporcionales: ponemos (+) debajo de los libros y (—) encima;
ponemos (+) también a $8. Ahora, el valor de x sera igual al producto
de 8 por 15, que son los que tienen el signo (+), partido por 4 que tiene
(—),y tendremos:

2.Si parala elaboraciéon de una torta se necesitan 5 huevos, cuantos
se necesitaran para la elaboracion de siete (7) tortas?.

Se define con la variable x = la cantidad de huevos que se
necesitan para la elaboracion de las 7 tortas.

Solucioén:
- +
Supuesto...... 1Torta...... 5 Huevos
Pregunta...... 7 Tortas...... x Huevos

+

Al realizar el mismo procedimiento del ejemplo anterior, nos queda:

s
T = T5 = 35 Huevos
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Como existe una proporcionalidad o equivalencia, lo podemos resolver
teniendo en cuenta la definicién vista en la pagina 39 para fracciones
equivalentes.

Lo que seria:

con ad = bce

C
d,

a
b

Luego,

1 5
- = se lee uno (1) es a siete (7), como cinco (5) esa x.
T

Aplicamos la definicion de fracciones equivalentes y se resuelve de
igual forma:

(1)z =7 -5, luego:

z = 35 huevos '

3. Cuatro (4) hombres hacen una obra en 12 dias. ;En cuantos dias
podrian hacer la obra 7 hombres?

Solucion:
+ +
Supuesto...... 4 Hombres.. .... 12 dias
Pregunta...... 7 Hombres...... x dias
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Comparamos:
A mas hombres, menos dias; luego, son inversamente proporcionales.

Ponemos (—) debajo de hombres y (+) arriba; ponemos (+) también
a 12 dias. Ahora, el valor de x serd igual al producto de 12 por 4, que
son los que tienen signo (+) dividido por 7 que tiene (—), y tendremos:

12-4 48
r=——=— = 6= dias

7 7 7

1.4.2 Regla de tres compuesta

Ejemplo de regla de tres compuesta

Tres (3) hombres trabajando 8 horas diarias han hecho 80 metros de
una obraen 10 dias. ;Cuantos dias necesitaran 5 hombres trabajando 6
horas diarias para hacer 60 metros de la misma obra?

Solucién:
Supuesto. ..3 Hombres...8 Horas(dia)...80 m....10 dias

Supuesto...5 Hombres...6 Horas(dia)...60 m.... x dias
- - +

63



Comparamos:

A mas hombres, menos dias; ponemos (—) debajo de hombres y (+)
encima; a mas horas diarias de trabajo, menos dias en hacer la obra;
ponemos (—) debajo de horas diarias y (+) encima; a mas metros, mas
dias, ponemos (+4) debajo de metros y (—) encima; ponemos (+)
también a 10 dias.

_ 10-60-8-3

e 065 = 6 dias
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1.4.3 Ejercicios y respuestas seccion 1.4

Ejercicios seccion 1.4

En los ejercicios 1 al 5, resuelva los ejercicios de
regla de tres simple

1. Si4 camisas cuestan 8 dolares, ;Cuanto costaran 15
camisas?

2. 4 hombres construyen una zanja en 12 dias. ;En
cuantos dias se hubieran tardado en construir la
misma zanja 7 hombres?

3. Un grupo de obreros han construido una casa en 20
dias trabajando 6 horas por dia. ;Cuantos dias se
demorarian para construir la casa si hubieran
trabajado & horas por dia?

4. Un edificio de 25.05 m. de altura da una sombra de
33.4 m. ;Cual sera, a la misma hora, la sombra de un
arbustode 1.8 m. de alto?

5. A una velocidad de 30 millas/hora una moto emplea
O ML hAaracs mAara v Aal mirAalklAa Alamaada Al macAlklA

N\ m Respuestas
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1.5 Aplicaciones con porcentajes.

En la siguiente escena interactiva, adaptada de Leslye RS, Fabian
Colombo'?, podras observar que el denominador determina en cuantas
partes se divide una unidad y el numerador determina la fraccion
(parte del denominador) o porcentaje que se toma. En la escena
interactiva el “lado”, elevado al cuadrado determina el denominador y
el deslizador es el numerador.

Observa lo que sucede al ingresar los lados 10,8,6 y mueve el
deslizador (numerador) a 50, 32 y 18 respectivamente; en cada uno

de ellos.

En cada cambio que realices, sobre la escena interactiva puedes hacer
clic izquierdo en tu mouse y dejarlo presionado, desplazando hacia la
izquierda o derecha para una mejor visualizacién de la escena.

1 Leslye RS, Fabian Colombo, Fabian Colombo son autores de la red GeoGebra, que
publicaron la escena interactiva "Fracciones, decimales y porcentajes”.
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Puedes realizar diferentes cambios en el "lado" de la escena interactiva
y mover el deslizador para que observes como cambia el fraccionario,
el decimal y el porcentaje, en cada uno de los ejercicios que te
propongas realizar.

—.—— lado 10

Ejemplo de fracciones y porcentajes
1. Si compras un televisor, para el que su precio se estima en

$1.800.000 y te dan un descuento del 15%, cuanto estarias
pagando?
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.800. 1
1.800.000 — 1800 10(()]8 15 = 1.800.000 — 270.000 =

1.530.000. Que seria equivalente a pagar: 1.800.000 x 0.85 =
1.530.000

1.800.000 x 15
1.800.000 — 100 = 1.800.000 — 270.000 =

1.530.000. Que seria equivalente a pagar: 1.800.000 x 0.85 =
1.530.000

2. Si se paga la matricula de la universidad la fecha indicada, se
pagaran $1.980.000. Si excedes la fecha limite se te cobrara un
25% adicional.

1.980.000 x 25
1.980.000 + 100 = 1.980.000 + 495.000 =

2.475.000. Que seria equivalente a pagar: 1.980.000 x 1.25 =
2.475.000

3. Si las ventas de determinado producto, para el mes de enero
fueron de 250.000 unidades y en el mes de febrero las ventas de
ese mismo producto alcanzaron los niveles de 290.000 unidades,
cuanto fue el crecimiento en las ventas?.

290.000 — 250.000

= 0.16 x 100
250.000 8
También puedes dividir las ventas de febrero por las ventas de
enero y obtienes el incremento 290.000° _ 1.16, esto quiere
Y 250.000 &0

decir que las ventas se incrementaron un 16%
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En la siguiente escena interactiva, disefiada por @prende.mx*?, podras
interactuar para observar las distintas maneras de representar
porcentajes, explorar la relacién existente entre porcentajes y
fracciones, aprender a representar porcentajes y fracciones y
finalmente podras a prueba los conocimientos adquiridos al responder
sin limite de tiempo 10 preguntas. !Buena Suerte!.

Observa distintas maneras de representar porcentajes.

A continuacion se presentan distintos mosaicos sobre un cuadrado dividido en
100 cuadritos, 10 por lado. La parte coloreada representa un porcentaje

del area del cuadrado. Ese porcentaje puede expresarse mediante una
fraccion y también mediante un numero decimal,

Por ejemplo, si hay 25 cuadritos coloreados,
se dice que el area cubierta es:

el 25% del area total,

25 "
100 del area total y

0.25 del area total.

Practiquemos

En las siguientes escenas interactivas, disefiadas por Javier Cayetano
Rodriguez®® , podras resolver los ejercicios planteados con
aproximacion de dos cifras decimales y pondras a prueba tus
conocimientos.

12 . . .
@prende.mx son autores de la red Descartes, que publicaron la escena interactiva
"Porcentajes y fracciones".

13, . . . . .
Javier Cayetano Rodriguez es un autor de la red GeoGebra, que publicé la escena interactiva
"Aumentos y Disminuciones porcentuales".
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Averigua, redondeando con dos decimales. . .

@

= El caudal de un rio era de 400 " /5,
y ha aumentado un 25%. ;Cuanto es ahora?

= El precio de un abrigo subié de 50 a 60¢,
iEn qué porcentaje subié?

= El precio de un espejo de 20 se ha rebajado un 20%.
i Cudl es su precio ahora?

= El niimero de gallinas en una granja pasé de
40 a 26 animales. ;En qué porcentaje disminuyo?

modo =1

Q

= Miguel ha comido aproximadamente el 33% de las galletas
de una caja que traia 16 paquetes de 9 galletas.
i Cudntas galletas le quedan? (reclondea a unidades)

Solucidn... galletas.
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En las siguientes escenas interactivas, adaptadas de Juan Guillermo
Rivera, podras resolver los ejercicios planteados sobre operaciones
con fraccionarios y pondras a prueba tus conocimientos.

En cada escena interactiva dispones de 45 minutos para realizar los
ejercicios e ir eligiendo la respuesta correcta en el cuestionario. Al
finalizar tendras la posibilidad de ingresar tu nombre y enviar las
respuestas a tu docente ingresando su correo en el espacio destinado
para ello.

Al solucionar los ejercicios propuestos en las escenas interactivas,
estaras en capacidad de resolver los ejercicios propuestos para el
capitulo 1.

=)

Prueba tus conocimientos en 4 preguntas en 45 minutos 0 segundos
OPERACIONES CON FRACCIONARIOS

Responde con la mejor opcion.

@ Comenzar

Opcion 1. Operaciones con fraccionarios.
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Prueba tus conocimientos en 4 preguntas en 45 minutos 0 segundos
OPERACIONES CON FRACCIONARIOS

Responde con la mejor opcion.

® Comenzar

=

Opcion 2. Operaciones con fraccionarios.

Prueba tus conocimientos en 4 preguntas en 45 minutos 0 segundos
OPERACIONES CON FRACCIONARIOS

Responde con la mejor opcién.

® Comenzar

o]

Opcion 3. Operaciones con fraccionarios.
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1.6 Ejercicios y respuestas - Capitulo 1

Capitulo 1

En los ejercicios 1 y 2, elimine los signos de
agrupaciony realice las operaciones.

1 a (5+4)+34+(8—4)+2 b. 3(5z + 1)
c. 153z —2)+ 7(22 — 1) — [7(22 + 3) — 4(z —
1]

2.a.500 —[(5-8) = (4-3)+16- (10 —2)] — 5

b. 500 — [(400 = 8) + (10-5) — 16 - (10 - 2)] —
181

En los ejercicios 3 al 5, reduzca a la mas minima

expresion.

3 54 b 12903

.. —— S —
108 16269

“\'/~ = Respuestas
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Capitulo 2

POTENCIACIONY
RADICACION




76



2.1 Potenciacion

En la potenciacion se distinguen tres partes importantes, una base, un
exponente y una potencia. El exponente son las veces que se debe
multiplicar la base por si misma y el resultado de este producto, es la
potencia.

~n = exponente aq"=a-a-.a=P
n n factores, significa cuantas veces L /

se multiplica la base por si
P P n factores

misma.

“wa = Base

4 = exponente 3*=3.3.3.3=81
3 4 4 factores, significa que la base (3) : T ;
\

se multiplica (4) veces por si misma. 4 factores

~3 = Base

Ejemplos de potenciacion

5=5-5.5=125

82 =8-8 =64
125 =12-12-12-12-12 = 248832
=7-7-7-7-7-7=117649

(-2)° = (-2) (=2)+ (=2) - (-2) - (-2) - (-2) = 64

S T o
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En la siguiente escena interactiva, adaptada de Orlando, E|l Sueniero®?,
podras resolver los ejercicios planteados y de esta manera ampliar tus
conocimientos en potencias de nimeros enteros.

&

POTENCIA DE NUMEROS ENTEROS

Suiv=ely < Click aqui para empezar desde 0

a

A
Aciertos = 1 r

Intentos = 1
_ Fallos = 0

Click para verificar la respuesta

Resolver (6)°

Respuesta =6561

2.1.1 Propiedades de la potenciacion

En la siguiente escena interactiva, disenada por José Luis Abreu Leon vy

otros?®, podras analizar las propiedades de las potencias y los radicales
con ejercicios propuestos.

Con lo que aprendas en la escena interactiva, estaras en capacidad de
resolver correctamente los ejercicios que se presenten sobre
potenciacion.

14 . . 4 . .
Orlando, El Sueniero, es un autor de la red GeoGebra, que publicé la escena interactiva
"Problemas de porcentajes".

15 P . .
José Luis Abreu Ledn y otros, son autores de la red Descartes, que publicaron la escena
interactiva "Potencias y radicales."
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3 * 9

’.?’5

2 3 =7 s~ 3 '3 ]
Si no te acuerdas de las propiedades
oe ks potencias de exponente entero
4 0 quieres repasarias pulsa 6 4

2.1.2 Operaciones con potencias

En la Tabla 6, se resumen las propiedades de las potencias y las podras
utilizar para realizar las actividades propuestas en la siguiente escena

interactiva.

POPIEDADES DE LAS POTENCIAS

a|'J.+'m 3 32 33+2
n 3
a_ = gi—m 3_ — a3—2
am 3?.

(a®)m = gn'm (33)2 — 332
=1 39=1
—n_1 —2_1
d —; 3 —3—2

a®-b"=(a-b)" 33-2%=(3-2)3
n 3
a_ = {E)?] 3_ = {E)a
bn 2 23 2

1. Producto de potencias de la misma base: Se pone la
misma base y se suman sus exponentes.

2. Cociente de potencias de la misma base: Se pone la
misma base y se restan sus exponentes.

3. Potencia de una potencia: Es otro caso de potencias de
una misma base, se pone la misma base y se multiplican
sus exponentes.

4. Potencia con exponente cero: Todo nimero o variable
elevado a una potencia cero, siempre sera uno (1).

5. Potencia con exponente negativo: Se divide la unidad
(1), por la misma potencia con exponente positivo.

6. Producto de potencia con el mismo exponente: Se
multiplican las bases y se pone el mismo exponente.

7. Cociente de potencia con el mismo exponente: Se
dividen las bases y se pone el mismo exponente.

Tabla 6. Propiedades de las potencias.
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En la siguiente escena interactiva, disenada por Erika Paulina Tovilla
Quesada'®, puedes interactuar y practicar con las propiedades de las
potencias.

&7

4.1 - Potencias y exponentes Cocientes 1
. Que es lo que pasa con los exponentes en un cociente de
potencias? Pulsa la flecha para ir resolviendo el gjercicio.

23
o= '

‘ Modificar .

Ejemplos de operaciones con potencias

potencias

Para realizar operaciones con potencias, se debe tener en cuenta la
aplicacion de las propiedades que se vieron con anterioridad, no
olvidar que sélo se pueden sumar o restar aquellas potencias idénticas,
es decir, que tengan la misma base y el mismo exponente.

16 | a escena interactiva fue desarrollada en el ILCE por el Grupo Descartes de México.

80


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/potencias_1/escena15.html

Posteriormente se deben realizar las simplificaciones respectivas. A
continuacion se realizaran algunos ejemplos.

e Suma:

5(2%) + 12 = 5(2?%) + 3(2?)
= 8(2%)

— §(4) = 32

e Resta:

5(2%) — 12 = 5(2?%) + 3(2?)
= 2(2%)

= 2(4) =8
e Producto:

5(2%) x 12 = 5(2?) x 3(2?)
= 15(2%)

— 15(16) = 240

Por ser potencias idénticas, se
pueden sumar

Se puede observar que el resultado
es 32.

Por ser potencias idénticas, se
pueden restar

Se puede observar que el resultado
es 8.

Se descompone el 12 en sus
factores primos y por ser potencias
idénticas, se pueden multiplicar los
coeficientes de las potencias y
aplicar las propiedades.

Se puede observar que el resultado
es 240.
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e Cociente:

5(2°) _ 5(2%)

Se descompone el 12 en sus
factores primos y por ser potencias
idénticas, se pueden dividir los
coeficientes y simplificar las

potencias aplicando las
propiedades.
Se puede observar que el resultado
5
es —.
3

2.1.3 Simplificar expresiones con potencias

Para simplificar expresiones aritméticas racionales con potencias, se
aplican las propiedades tanto al numerador y al denominador y luego

se simplifica (si es posible).

Ejemplos de simplificacion de expresiones

con potencias

Ejemplo 1: Se aplican las propiedades de las potencias al numerador y

al denominador.

1

2(33)3 - 5(3%)? - 3(3?)

3(32)2 - 4(32)2 - 5(34)

o= o
N

—~

w

N—"

o | =
w

S

~—

w

—~

w

ot

~—
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Se multiplican los coeficientes, luego por ser potencias de la misma
base, se suman sus exponentes y finalmente se simplifica.

2(3%)7 - 5(3%)% - 3(3?) 30(3'%)
3(32)2 - 4(32)2 - 5(z?)

D= ot

Ejemplo 2: Para simplificar expresiones con variables, se procede de
igual forma. En el ejemplo se puede ver el procedimiento.

2(z3)3 - 5(x2)? - 3(z?)3 _ 2(z) -5(z*) - 3(2”)
5 3(z*)-4(3) - 5(x?)

30(=")

Se cambidé el 3 por la "z" para mostrar que se procede de las misma
forma.
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Con lo que estudiaste en los ejemplos anteriores, estas en capacidad
de resolver los siguientes ejercicios.

. 2% 5 3% 1
-3t -G Q)

2.3[(2-3)'- =] (3-2)7°

22 g g1tk
S\ F) -G ]
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1 1 2
[(g) _(g) +(§) ]
8. —
(5)
-1
ERPTIES
9. 28
223
—92 -1
(aﬁ) -|—2a% ]-+( a%)
10. T — —
as 1
(—)
a3

El primer intento por representar numeros
demasiados grandes fue emprendido por el
matematico y filésofo griego Arquimedes,
descrito en su obra El contador de Arena en el
siglo Il a. C. Ided un sistema de representacion
numérica para estimar cuantos granos de arena
existian en el universo. El nimero estimado por
élerade 1063 granos.

iSABIASQUE..?

A través de la notacion cientifica fue concebido el modelo de
representacion de los nimeros reales mediante coma flotante. Esa
idea fue propuesta por Leonardo Torres Quevedo (1914), Konrad Zuse
(1936) y George Robert Stibitz (1939). (Wikilibros, 2019)
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En la siguiente escena interactiva, adaptada de Juan Guillermo Rivera
Berrio! para el presente libro, podras interactuar y mediante
emparejamiento, recordaras y poner a prueba los conocimientos
adquiridos.

Practiquemos

&7

Arrastra las flechas a la pestafia correspondiente.

G NV RN

: 108a"b"
x y

@) (GsHoety  » 3

17 . . , .
Juan Guillermo Rivera Berrio, es un autor de la red Descartes, que publicé la escena
interactiva "Emparejamiento tipo 2 (imagen-imagen)."
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En la siguiente escena interactiva, podras comprobar lo que has
aprendido sobre potencias, poniendo a prueba tus conocimientos con
8 preguntas que debes responder en 5 minutos.

2
Prueba tus conoccimientos en 8 preguntas en 5 minutos 0 segundos E
OPERACIONES CON POTENCIAS

Responde con la mejor opcion.

® Comenzar
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2.1.4 Ejercicios y respuestas seccion 2.1.

Ejercicios seccion 2.1

En los ejercicios 1 a 10 resuelva las operaciones
indicadas y simplifique.

1

6 (3) +5(2).

25

“\ Respuestas
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2.2 Radicacion

b/ a ) , .
La expresion C™, que representa la raiz n — ésima principal de ¢
se llama radical, el entero b es el indice del radical y el nimero real ¢ se

llama radicando, con un exponente a. Si el indice b es 2, normalmente
se omite del radical.

. b=indice del Radical

~» ¢*=Radicando

Para convertir expresiones radicales en potencias, debes tener cuenta
la siguiente imagen para su conversion.

_+ b=Denominador .
b/ — a
c{] \ f 3 cb

* a=Numerador

Expresion en Radicales Expresidon en Exponentes

a
Y o Ccb

En la siguiente escena interactiva, disenada por Miguel Angel Cabezon
Ochoa®®, podras analizar las propiedades de los radicales para
convertir radicales en potencias en cada uno de los ejercicios
propuestos. Analiza las indicaciones de la pagina anterior.

18 Miguel Angel Cabezdén Ochoa, es un autor de la red Descartes, que publicd la escena
interactiva "Propiedades de los radicales."
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7

Escribe como potencia de g
; V15 ®

exponente fraccionario

Pulsa para ver

a =
— la solucion

Escribe la solucion en la forma: C

a =0

] 0
b 3?2 VIS -0 2
c %ﬂ'
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2.2.1 Propiedades de la Radicacion

EnlaTabla 7, se resumen las propiedades de la radicacién y las podras
utilizar para realizar las actividades propuestas en la siguiente escena
interactiva.

POPIEDADES DE LA RADICACION
popeied | Eempe | Decpien

1. Producto de raices de igual indice: Se pone el mismo
% . % alk a-b '{{g '{F = 4.(5. 6= ‘UE indice radical y se multiplican los radicandos (cantidad

subradical).
n A 2. Cociente de raices de igual indice: Se pone el mismo
L & 4
n_u Y _5 = E (ndice radical y se dividen los radicandos (cantidad
Vb b 4 6 .
Ve subradical).

n—m _ n/— 342 3 3. Potencia de una raiz: El exponente de la potencia se
( Ju_) = Jam ( ‘-’rg) = ‘[; multiplica por el exponente de la cantidad subradical.

",’ Ma="""a 6,‘ 3/125-5"3/125-18/125 4. Raiz de una raiz: Se multiplican los (ndices de las raices

Tabla 7. Propiedades de la radicacién
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En la siguiente escena interactiva, disenada por Hernan Dario Ortiz

Alzate!, puedes interactuar y comprender la relaciéon entre la
radicaciéon vy la potenciacion.

o]

LA RADICACION

Observa que la figura cuadrada
grande esta compuesta de

100 cuadrados pequeios

y que la base de ese cuadrado
grande, la cual esta sombreada,
tiene

10 cuadrados pequenos

yaque 10 x 10 = 100

Introduccion Exploracion Ejercicios Evaluacion | < mp

2.2.2 Operaciones con expresiones Radicales

En las siguientes escenas interactivas, disefnadas por Carlos Rojas
Hincapié, puedes realizar sumas o restas de expresiones radicales,
teniendo en cuenta que debes convertirlas en expresiones semejantes
(mismo indice y mismo radicando). Intenta encontrar la solucién con la
ayuda de la escena "Descomposiciéon factorial del nimero" disenada
por Eduardo Barbero Corral.

19 . . . . . .
Hernan Dario Ortiz Alzate, es un autor de la red Descartes, que publicé la escena interactiva
"Radicacion”.
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Antes de pasar a la siguiente pagina, te recomiendo que analices los
siguientes ejemplos.

Ejemplos de suma y resta de expresiones

radicales

Ejemplo 1: Para la primera escena interactiva, si el ejemplo fuera.

v 810 + 410
V810 + 4410 =v2-34.5 + 4410 Con la ayuda de la escena

interactiva "Descomposicion
factorial del niumero", busca
los factores primos de 810.

— 9v/10 + 4v/10 Observaque 810 = 2 - 3% . 5,
por lo que sale el 3% =9,

guedando Vv2-5=+v10
dentro del radical. Ahora

puedes sumar radicales
= 13v10 semejantes.

Luego de realizar los célculos, puedes presionar "SOLUCION" en la
escena interactivay confirmar el resultado.

Realiza el procedimiento anterior y continua con otros ejercicios
propuestos en la escena interactiva.
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Ejemplo 2: Para la segunda escena interactiva, si el ejercicio fuera.

24512 — /128

27512 — /128 = 24/29 — /27

—2.24/2 232

= 32v2 — 82

— 24+/2

Con la ayuda de la escena
interactiva "Descomposicion
factorial del numero", busca

los factores primos de 512 y
128.

Observaque 512 = 29, por lo
que sale el 2% =16,

guedando V2 dentro del
radical y para el 128 = 27
sale el 23, quedando el 2
dentro del radical. Ahora
puedes restar radicales
semejantes.

Luego de realizar los calculos
anteriores, puedes presionar
"SOLUCION" en la escena
interactiva y confirmar el
resultado.

Realiza el procedimiento anterior y continua con otros ejercicios
propuestos en la escena interactiva disenada por Carlos Rojas

Hincapié.
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Luego de analizar los dos ejemplos anteriores, estas preparado para
resolver los ejemplos y ejercicios que se proponen en las siguientes
escenas interactivas. Recuerda hacer uso de la escena
"Descomposiciéon factorial del nimero" para que puedas obtener las
respuestas acertadas.

En caso de presentarse algun error, la escena interactiva mostrara el
procedimiento.

&)
\‘/ 5 \/ 5 Terminos semejantes \/5 OTRO EJEMPLO

= -:-J‘\/g

Coeficiente|0

Rudicundo}u

Solucién
c\/R

Pulsa el botén EJERCICIO,
escribe los resultados, luego
enter y verifica la SOLUCION.

G
Bien: 0
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Ejemplos de producto y division de
expresiones radicales

Para multiplicar dividir expresiones radicales que tienen diferente
indice, es conveniente convertir las expresiones en forma de potencias,
amplificar los exponentes para que queden con el mismo denominador

Ejemplo 1: v/2-+/3

V2-/3=27.3
_ 9% .3%
—(2%.3%)7

(8-9)°

V2
Ejemplo2: —
Jemp \?/§
V2 21
V3 33
_ 25 .3%
:(23.32)6
= (8-9)*



Descomposicion-factorial 2 2
del-nimero 1

2

; . r
Inicio Marca un numero Y. ..

2.2.3 Simplificacion de expresiones radicales

Para simplificar expresiones radicales, debe tener en cuenta lo
siguiente:

1. Descomponer la cantidad subradical (radicando), en sus factores
primos.

2.Descomponer el indice del radical y el exponente de la cantidad
subradical (radicando), en sus factores primos.

3.Hallar el M.C.D, entre el indice de del radical y el exponente del
radicando.
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4.Finalmente dividir el indice del radical y el radicando, por el
M.C.D encontrado en el numeral anterior, para simplificar.

Ejemplos de simplificacion de expresiones
radicales

Ejemplo 1: V6561

/6561 = V/38 Se descompone el 10 y el 8 en sus factores
primos, 10=2-55 y 8=23  El

M.C.Dgo,8) = 2. Se divide el indice y el

10

= 3 (3)5 exponente del radicando por 2.
Se simplifican las fracciones del indice del
— /34 radical y el exponente del radicando.
V3(/3125 + 1/245)

Ejemplo 2:

V19683 + V27 — /2187

Se descompone los radicandos en sus factores primos, se sacan las
raices y se realizan las operaciones dentro del paréntesis.

V3(24/3125 + v245)  /3(2V55 + V72 -5)
V19683 + /27 — V2187 /39 + /35 — /37

~ V3(2-52V/5 + TV/5)
343+ 3V3-333
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Ahora ya se tienen radicales semejantes, se realizan las operaciones y
se simplifica.

V3(2v/3125 + v245)  v/3(50v/5 + 7v/5)
V19683 + /27 — /2187  814/3 + 33 — 27/3

_ V3(5%4/5)
Y

V3(24/3125 +v/245) JB
V19683 + /27 — /2187

V3(/3125 — 1/245)

Ejemplo 3:

V19683 — /27 + /2187

Se descompone los radicandos en sus factores primos, se sacan las
raices y se realizan las operaciones dentro del paréntesis.

_ V3(5%V/5 — 7V5)
343 -3V3+ 333
_ V/3(25v5 — 7V/5)
 81vV3—3V3+27V3

_ V3(18v5)
18533,
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V3(v/3125 —v245) 65
V19683 — /27 + /2187 35

En la siguiente escena interactiva, disenada por Miguel Angel Cabezon
Ochoa, podras analizar las propiedades de los radicales para simplificar
los ejercicios propuestos.

o]
Simplifica el siguiente radical: éﬁ\/ 64 G‘)

Pulsa para ver el
ejercicio resuelto
paso a paso

NOTA: En algunos ejercicios en mas conveniente expresar los radicales
en forma de exponentes, aplicar las propiedades y simplificar.
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En la siguiente escena interactiva, disenada por Miguel Angel Cabezon
Ochoa?®, podras analizar las propiedades de los radicales para
simplificar el indice con el exponente del radicando en los ejercicios
propuestos.

e

10 e
Escribe un radical equivalente irreducible: \/ 12 * @

— Pulsa para ver
2 f—— la solucion

Uf 12

indice

2 Miguel Angel Cabezén Ochoa, es un autor de la red Descartes, que publicd la escena
interactiva "Propiedades de los radicales."
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2.2.4 Racionalizacion

Cuando se trata de racionalizar, por lo general se trata de eliminar los
radicales que se presenten en los denominadores. Para hacerlo se debe
multiplicar el radical por una fraccion que lo elimine o hacer uso de la
conjugada. Resuelve los ejercicios en tu cuaderno.

En la siguiente escena interactiva, disenada por Miguel Angel Cabezon
Ochoa, podras analizar las propiedades de los radicales para
racionalizar los ejercicios propuestos.

z
El denominador es D]

| raiz de un monomioc W Racionalizar, ————— @

Wl

Pulsa para ver el
ejercicio resuelto
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En la siguiente escena interactiva, disefiada por Miguel Angel Cabezon
Ochoar, podras analizar las propiedades de los radicales para
racionalizar los ejercicios propuestos.

Cuando se presenten binomios, en el numerador o en el denominador y
se busque racionalizar, se debe multiplicar por la conjugada.

No olvides que para obtener la conjugada, se le cambia el signo al
segundo término del binomio que se desee racionalizar.

o7

Racionalizar e —— ™

Pulsa para ver
la solucion
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Con lo que estudiaste en los ejemplos anteriores, estas en capacidad
de resolver los siguientes ejercicios.

2 5 3% 1
L3 +5-6G) G

L1 B
2. 3[(2-3) 1-51 (3-2)7°

B 1 -1
a2+4+at.-bp1
a?2—qaql.-p1
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Practiquemos

En la siguiente escena interactiva, disenada por Miguel Angel Cabezon

Ochoa?!, podras analizar las propiedades de los radicales para
simplificar.

Amplia la escena interactiva y trata de resolver los 10 ejercicios
propuesto, sin olvidar los indices radicales de cada uno de los ejercicios
propuestos.

o]

Coge lapiz, papel v la calculadora, y resuelve estos ejercicios L
que le proponemos, para gue puedas comprobar lo que has 2. [?
aprendido. 3
3.7
Debes introducir los resultados redondeados a centésimas. ~
)
BT
Si tu puntuacion es inferior a 6 6.7
conviene gue repases los apartados 7. [2
en que has fallado
8.7
9.?
10. |?

Ahnra niillea enhre sl niimarn carresnnndiente nara emnerar la nriisha

QOOVOOLVLVWOOV

2 Miguel Angel Cabezdén Ochoa, es un autor de la red Descartes, que publicd la escena
interactiva "Propiedades de los radicales."
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2.2.5 Ejercicios y respuestas seccion 2.2.

Ejercicios seccion 2.2

En los ejercicios los ejercicios 1 al 10, realice las
operaciones indicads y simplifique

1. /925y" 22 + /256221625 — /2125
m3op nm’ o

2. +
mn2p? m3nSop
| x

3. y \/

4. 1/4m—4n—|—</81 (m—n)2 —I—\ﬁ/4096-(m—n)3
Yz 4w 22 [ xtyp
> yz3 \/ 2 V .4

ab
m/ T v

6. m—\l

“\/. = Respuestas
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2.3 Ejercicios y respuestas - Capitulo 2

™
Potenciacion
Simplifigue la expresion y elimine los exponentes
negativos.
9, -5 4
1. a’a " (ﬁyg)
Y
2. (3y%) (4v°)
2
. - (22%)" (32*)
3. (12x%y*) (§$5y) (z3)*
4 -3
4. (6y)° N CEONCTY
. 22y
z° (2z)*
5. T o (E4Y (£
cd? c?
a 3b*
6.
a°b’ 15 (my2z3 !
N (a*y?z)” Y
ﬁ_ Respuestas
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Capitulo 3

CONCEPTOS
FUNDAMENTALES DE
ALGEBRA
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3.1 Expresiones algebraicas

Una variable es una letra que representa a cualquier nimero de un
conjunto dado de ndmeros. Si empezamos con variables z,y,z vy
algunos numeros reales, y los combinamos usando la resta,
multiplicacion, divisidn, potencias y raices obtenemos una expresion
algebraica.

Un monomio es una expresion de la forma az®, donde a, es el
coeficiente y por lo general un nimero real, la representa la variable
y la k el exponente de la expresion algebraica. Dicho valor representa
el grado del polinomio y la cantidad de términos su nombre.

EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Monomio
3x+4 Binomio 1
2x2-3x+4 Trinomio 2
x*-2x3 +4x2-3x+1 Polinomio 4

Un polinomio de grado n en la variable x es cualquier
expresion algebraica de la forma, a,z” + a, 12" ' + ... +
asx® + a1z + ag, con n =0 , donde n es un nimero no
negativoya;i = 0,1, 2, - - - n, nUmeros reales.
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3.1.1 Propiedades de las expresiones algebraicas

Las operaciones de suma y producto definidas en las expresiones
algebraicas (nimeros y letras - variables), cumplen las mismas
propiedades de los nimeros reales. Veamos algunas de ellas: Sean a, b

y ¢ numeros reales cualesquiera.

En la Tabla 8, se resumen las propiedades de las expresiones
algebraicas y las podras utilizar para realizar las actividades
propuestas en la siguientes escenas interactiva.

| Propiedades | Suma______ Producto

_ 5%-(6y-7) = (5x-6u) -7
Asociativa sngfgi’_)f X gi’i;s?;-l 5x - (42y) = (30xy) -7
Y Y 210xy = 210xy
. _ 5% 6y = 6 - 5X
Conmutativa 5%+6U = 6U+5X SomiE it
5x+0 = 0+5x 5x-1=1-5x
Elemento neutro 5x = Bx Es By
1 1 .
5-—=—-5x=1,s1x#0
5x+(-5%) = (-5%)+5x 2 R
Existencia del inverso 5X-5X = -5X+5X — = —=1
= 5x 5Bx
0=0 1 1
—=-=1
1 1
Distributiva del producto 7: (Sx+6y) = 35x+42y
con respecto a la suma

Tabla 8. Propiedades de las expresiones algebraicas.

El sistema de numeracién binario o digital (base=2), utilizael Oy el 1
para la representacion de un determinado nimero por medio de un
polinomio, el cual representa un lenguaje maquina, que después puede
ser utilizado a mayor escala por los desarrolladores en un lenguaje de
programacion.
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En la informatica es apropiado para definir si por un circuito pasa o no
una descarga eléctrica, siendo el cero (0) la respuesta negativay el uno
(1) larespuesta afirmativa.

A continuacioén se ilustra la forma de convertir un nimero natural en su
representacion binaria:

31 2
1 15 2
1 7 2
1 3 2
1 1

1-b*% + 163 + 1p2 + 1p 1- b0
1- 24 + 1.23 & 122 4 1:21 4+ 1-20
16 + 8 + 4 + 2 + 1 = 31

o+

En las siguientes escenas interactivas, disefadas por Miguel Angel

Cabezén Ochoa??, podras jugar al adivino y darte cuenta la
importancia de los polinomios y sus propiedades en la vida cotidiana.

Para el primer juego de adivino, elige inicialmente la figura . que
corresponde a la figura numero 31 del juego, iniciando su conteo en
cero para la primer imagen. Al terminar el juego, te daras cuenta que
corresponde a la figura seleccionada.

22 Miguel Angel Cabezdén Ochoa, es un autor de la red Descartes, que publicd la escena
interactiva "Propiedades de los radicales."
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o Il A e O
[} ¢ H A O

Iremos explicando el truco utilizado para adivinar la figura.
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En la escena interactiva anterior, elige la misma figura . que habias
elegido y compara el resultado obtenido.

Con las expresiones algebraicas se pueden representar infinidad de
calculos matematicos, a continuaciéon encontraras algunas escenas
disenadas por Juan Guillermo Rivera y otros que dan cuenta de ello.

Los polinomios, no son sdélo herramientas para la solucion de
ecuaciones, son una necesidad para la aplicacion de férmulas en el
calculo de areas y volimenes.

En las siguientes escenas interactivas, tendras la oportunidad de
buscar la solucién a diferentes situaciones y en caso de no acertar,
puedes encontrar ayuda en los botones disefiados para tal fin.

o]

Ejercicio 1- 01
parte 1

El lado del cuadrado
mide x.

éCual es la expresion
polindmica que
representa el area
sombreada?

Haz clic sobre la
respuesta correcta

a, T‘XE L) ‘g %2 éQuieres ayuda? |

q ! 2 Ir a parte 2
cj IEXL a)[2mx p ‘
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()

Ejercicio 1 - 02

[ncuentra el drea
sombreada que
conforma el marco de
la figura izquierda.

A 64 -(8-4x)°
b |64 -(8-8x"

ﬁ i Otro ejercicio Ayuda
B-4x)°

I ;-l
Ejercicio 1 - 03 o
parte 1

En la escena se observa
un libro cuyas tapas
estan divididas en dos
rectangulos de colores
verde y azul.,

Determina el area de
la region azul en una
de las tapas.

Usa papel y lépiz, sino
das con la respuesta,

Mﬁ{ 36-12x) usa la ayuda.
b [36(12x-18) s parte 2
ﬁg ekl Otro gjercicio  Quieres ayuda?
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3.1.2 Operaciones entre expresiones algebraicas
no racionales
Cuando se realicen las operaciones entre expresiones algebraicas, se

deben tener cuenta las propiedades que se vieron en la pagina 96 o
puedes hacer click en la Tabla 8 para recordarlas.

Ejemplos de suma, resta y producto de
expresiones algebraicas

A continuacion se realizaran algunos ejemplos para la suma, resta y
producto de expresiones algebraicas. La division se explicara mas
adelante.

Sean los polinomios: P(z) = (z* — 6x2 + 2z + 4) A Q(z) = (62% +
2z + 4)

Suma:P(x) + Q(x)

x3 —6xi 42z +4 Se recomienda ubicar un polinomio
debajo del otro para que se facilite
bri+2z+4 la suma de los términos
semejantes.
4 + 8
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Resta: P(x) - Q(x)
3 — 6% + 22+ 4

—622 — 2% — 4

3 — 1222

Producto: P(z) - Q(z)

Se recomienda ubicar un polinomio
debajo del otro para que se facilite
la= suma de los términos
semejantes. No debes olvidar
cambiar todos los signos a Q(x), el
segundo polinomio.

(z3 — 62 + 22 +4) - (62> + 2z +4) Se aplica la propiedad

6z° + 22 + 423
—36x* — T223 — 242
T223 + 422 + 8z

2 + 8x

distributiva y se ubican los
términos semejante, uno
debajo del otro. No debes
olvidar hacer la operacién
de los signos.

+ 16

62° — 322% + 4% + 422 + 16z + 16

Ejemplos de suma y resta de polinomios

Utiliza la siguiente escena interactiva, disefnada por Carlos Rojas
Hincapié€, pararesolver los siguientes ejemplos.
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(=52 —y—6)+ (z+4y —4)

(=bx — 6y —9) — (92 — 6y — 1)

(3z® — 5x? 4+ Tz — 9) + (22° — 22 + 4)

(23 — 622 + 2z + 4) + (622 + 2z + 4)

(622 + 2z + 4) — (—22% + 4z — 5)

(72 + 1222 — 5z + 8) + (823 — 27z% + 20z — 23)
(72® — 122% + 5z — 8) — (—8x% + 27z — 20z + 23)

N ok D

No te inquietes al resolver los dos primeros ejemplos, por estar en
términos de x A y. Recuerda que sélo tienes que sumar o restar los

coeficientes de los términos semejantes y para hacerlo con la escena
interactiva, asume que x ocupa el espacio de z2 A Yy, ocupa el espacio
de x. Recuerda que si vas a restar, debes cambiar los signos del
segundo polinomio.

7]

P1=-1x3+(5x3)+(-1x)+(1)
P2=0)3+(5x})+(-1x)+(-3)

Ingresa los coeficientes del polinomioP(x) = a, X+ a, X'+ ax+a,
Polinémio 2 (P2)

a3 29 a2 -515 | al 31 a0 33 |
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3.1.3 Ejercicios y respuestas seccion 3.1

Ejercicios seccion 3.1

En los ejercicios 1 al 15 realiza las operaciones
indicadas.

1 (Tx+2y—4)+ (3z —y — 6)

2. (—8a® + 5a™ — 9a™) + (—11a”™ + 5a™ + 16a™)

o (L LY (L L L
S R 9t T YT Y

2 1 1 H 1 1
3, T 1 19 Yo 4 13
4. (ga, +5(1b 2b)+(4a 10ab+6b)

5. (ﬁm“_l — Tm"? — 5m“_3) +
(4mn—1 . 7mn+2 _ mn+3)

6. (z* — 3xy + 20%y* + ay®) - (—y* — wy — 2?)

a e

“\~: Respuestas
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En la siguiente escena interactiva, disefiada por Telesecundaria®,
podras jugar al adivino y darte cuenta la importancia de los polinomios

y sus propiedades.

Sigue las instrucciones de la adivina Merlina
y pulsa el boton amarillo para continuar el juego

— Piensa un
numero

> @\
M _Yal

Adivina Monomios

Sumas

&7

3.2 Productos notables

Ciertos productos de binomios se presentan con tanta frecuencia que
debes aprender a reconocerlos. Empezamos con el producto de dos

binomios:

23 . ., . .
Telesecundaria, son autores de la red Descartes, que publicé la escena interactiva "Suma y

resta de expresiones algebraicas."
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3.2.1 Producto de dos binomios de la forma
(x+a)(x+0)

(z+a)(xz+b) =x%+ (a+b)z+ ab

(az™ + b) (cz™ + d) = acz® + (ad + bc) " + bd

(a7

[ o)

s, - L '(." #l
|, ]

Ejemplos del Producto de dos binomios

1. (z+43)(z+2)

Se aplica la definicion de Producto de dos binomios y se realizan
las operaciones.

(z+3)(z+2)=2"+3+2)z+(3-2)

(z+3)(z+2)=2x>+5z+6

2. (x—3)(z+2)
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Se tiene en cuenta la ley de los signos y se realizan las operaciones.

(z-3)(z+2) =2+ (-3+2)z+ (-3-2)

(z—3)(z+2)=x2>—x—6

3. (5z + 3)(2z +2)
(5bzx+3)(2z+2)=(5-2)22 +[(5-2) +(3-2)]z +(3-2)

(52 +3) (2z +2) = 1022+ 16z + 6

4. (5z — 3)(2x +2)
5z +3)(2z+2)=(5-2)2 +[(5-2) + (-3 2)]z + (-3-2)

(5z +3)(2z+2)= 10z +4z —6

3.2.2 Binomio al cuadrado (a =+ b)”

(a £b)* = a? + 2ab + b2 '
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Se lee asi:

Cuadrado de la primera cantidad, mas o menos dos veces la
primera por la segunda, mas el cuadrado de la segunda.

En las siguientes escenas interactivas, disenadas por Miguel Angel
Cabezén Ochoa?*, podras analizar la definicion del cuadrado de la
sumay diferencia de polinomios.

- .
Pulsa los botones QO® para analizar las escenas en forma
individual, rebobinar, pausar, adelantar o retroceder.

o]

Cilculo algebraico del cuadrado de una suma

a+b
x a+b

b

2 Miguel Angel Cabezén Ochoa, es un autor de la red Descartes, que publicd la escena
interactiva "Propiedades de los radicales."
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Cilculo algebraico del cuadrado de una diferencia

a-b
x a-b
b

Al utilizar los dos ultimos botones, para iniciar la escena interactiva y
pausarla, podras observar que se aplica la propiedad distributiva y
posteriormente se suman los términos semejantes

Ejemplos de Binomio al cuadrado

Se aplica la definicion del cuadrado de un binomio y las propiedades de
las potencias..

1. (22 +y?)
@+ %) =222 +2(2?) - () + (1)’

(m2+y2)2 — 2t 422 ot
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2
2. (2 —y?)

@ —y?) = (@)? - 2- («%) - (4°) + (*)’

2
(.’B2 o y2) — $4 o 23323/2 + y4

3. (m+n) =m?+2mn+n’
3.2.3 Producto de la suma por la diferencia
(z+a)(z—a)

En la siguiente escena interactiva, adaptada de José Rosas®®, podras
analizar la definicion del producto de la suma por la diferencia.

a® + b= 10? — 5° = 100 — 26 = 76

......

(a+b)(a —b) = (10 +5)(10 — 5) = (15)(5) = 75

UCTO DE HINOMIOS CONJUGADOS

25 . . . . . .
José Rosas, es un autor de la red GeoGebra, que publicé la escena interactiva "Diferencia de
cuadrados.”
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De la escena interactiva anterior, se puede concluir que:

(a +b) (a —b) = a® — b?

Por lo anterior, podemos decir que:

El producto de la suma por la diferencia es igual a elevar cada
uno de los términos de la diferencia, al cuadrado.

Ejemplos del Producto de la suma por la
diferencia

1 (2z +3y) (2z — 3y) = 42” — 9y’
Se aplica la
_ _ 2 o definicidon del
& (6m i 5n) (6m 5n) = 36m 25m Producto de la suma

por la diferencia.
3. (ba + 3b) (5a — 3b) = 25a — 9b*
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3.2.4 Binomio al cubo (a + b)*

(a +b)° = a® + 3a2b + 3ab® + b?

Cubo de la primera cantidad, mas o menos tres veces el
cuadrado de la primera por la segunda, mas tres veces la
primera por el cuadrado de la segunda, mas o menos el cubo
de la segunda cantidad.

Ejemplos de Binomio al cubo

Se aplica la definicion del cubo de un binomio, se utilizan las
propiedades de las potencias y se realizan las operaciones.

1. (z+2)° = 2® + 322(2) + 32(2)? + 23
(z +2)° = 23 + 62% + 12z + 8

2. (z—2)° =23 — 32%(2) + 3z(2)2 — 2°

(z—2)° = 2% — 622 + 12z — 8
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. (2m —3)® = (2m)® — 3(2m)2(3) + 3(2m)(3)? — 33

(2m — 3)* = 8m® — 36m? + 54m — 27

o (2t +1)° = (2t)% + 3(2t)%(1) + 3(2m)(1)? + 13

(2t +1)° = 8t3 4+ 122 + 6t + 1

C (2t —1)% = (2t)3 — 3(2t)%(1) + 3(2m)(1)2 — 13

(2t —1)° = 83 — 12¢2 + 6t — 1

(2 +2)% =234 322(2) +32(2)2 + 23

(242)° = 23 + 622 + 122 + 8

(2 —2)° =28 - 32%(2) + 32(2)? - 2°

(z—2)° = 2% + 622+ 122 + 8

. (2m+n)® = 8n® — 3(2m)2(n) + 3(2m)(n)? + n®
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(2m +n)® = 2% + 62% + 122 + 8

En la siguiente escena interactiva, disenada por Miguel Angel Cabezon
Ochoa, podras analizar la definicidon del cubo de la suma de polinomios.
Recuerda que para la diferencia, es el mismo procedimiento y sdlo se
alternan los signos (+ - + -) para el segundo factor.

ol

Has visto que el cubo de un bmomio es; (@+D)P=a*+3a*b+3ab=+b?

Ahora pulsa en el botdn para ver unos ejemplos:

3.2.5 Trinomio al cuadrado (az + by + ¢)°

Por lo anterior, podemos decir que:
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El el trinomio cuadrado, es igual al cuadrado de la primera
cantidad, mas dos veces la primera por la segunda, mas dos
veces la primera por la tercera, mas el cuadrado de la
segunda, mas dos veces la segunda por la tercera, mas el
cuadrado de la tercera.

Ejemplos de Trinomio al cuadrado
1 (x+y+9)° =%+ 2zy + 22(9) + y® + 2y(9) + 92
(z +y+9)° = 2?4+ 22y + 18z + 3 + 18y + 81

2. (z—y+9)° =2%+2z(~y) +22(9) + (—y)> +
2(—y)(9) + 9

(z—y+9)° =22 — 2zy + 18z + y2 — 18y + 81

3. (z—y—9)° =22+ 2z(—y) + 22(—9) + 2(—y)(—9) +
(—y)? + (-9)°

(:L'—y—9)2:m2—2my—18x—|—y2—18y—|—81
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4. (m—n+17)°=m?+2m(—n)+2m(7) + (—n)? +
2(—n)(=7) + (7)°

(m—n+7)2:m2—2mn+14m—|—n2—14n+
49

5. (m4+n+17)° =m?+2m(n) + 2m(7) + (n)2 + 2(n)(7) +
(7)?

(m+n+7)° =m? + 2mn + 14m + n? + 14n +
49

6. (m+n—177>"=m>+2,(n)+2m(=7) + (n)> +2n(-7) +
(=7)°

(m+n—7)° =m? + 2mn — 18m + n® — 18n +
81

Se aplica la definicion del Trinomio Cuadrado y se realizan las
operaciones indicadas.

En la siguiente escena interactiva soélo tienes que seleccionar el
producto notable con el que desees practicar, puedes cambiar a otra
expresion pulsando "Otro ejercicio”, utiliza tu cuaderno para resolver
los ejercicios planteados e ingresa los resultados. Para ingresar los
exponentes, presiona Alt ( sostenido ) y 94, libera el Alt y luego digita el
valor del exponente.
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Productos Notables
Selecciona el producto con el que deseas practicar
| eracusio o doumiieswsa g (3" + bjfe™ +-d)

Bmom s cuarate (41 11)
[ prodichs s o suma st sfeimesie (3 (3 — B)

[ ] mnemommen (2 b)

|| Tineeis g supenage (8% o by )

7

Trinomio al cuadrade
(ax + by + ¢)° = »* + 2(ab)xy + 2(ac)x + y* + 2(bc)y + &

Dbservacion: Para ingresar los exponentes, presiona Alt { sostenids ) y 949, ibera el A%t y luego
digita &) valor 0el exponente.

Bx+7y-52)

=64x" + 160x y - 80x z + 100y* - 100y Z + 252° ¥

Otro ej

—
1 Ayuds

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Adrian?, podras

analizar la definicion del producto de la suma por la diferencia.

o7

1.- Ingresa dos valores enteros del 1al 10, el primero aumentara [a base
y &l segundo amuentard 1a altura del cuadrade rojo.

o de unidades que aumentara [a base: o wnrarnfi
& de unidades que aumentara Iz altura: Aren
weradn (B
firéa it
2.+ Con la figura formada, coioca los valores i verde (A)
correspondientes en las casillas y verifica. rojn
Avea toal l
Haar Albura

Comprueta =
Lconveens | @+ Mo+ J=a®+ o+ o o+ b

jCorrecto!
Suma de
3.~ Suma tirminos semejantes para ;&'I';"\ wl::‘r;r‘ .
simplificar |a expresion; * (o -*!u o
Comprueba | jCorrecto!

=24 0 2+ 0

Por lotanto: (z+o)(z+o) ="+ ozt o

26 . . . .
Adrian, es un autor de la red GeoGebra, que publicd la escena interactiva "Productos

Notables".
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3.2.6 Ejercicios y respuestas seccion 3.2

Ejercicios seccion 3.2

En los ejercicios 1 al 10 resuelve los mproductos
notables.

1 (a® —3)(a” +8)
2. (@™ —6) (™! — 5)
3. (a+0)(a—10)(a® —b?)

4 (z+1)(z—1)(z* - 2)

) (
5 (a+3)(a—3)(a®+9)
6. (z+5)(z —5) (¢ +1)
7. (a+1)(a—1)(a+2)(a—2)

8. (a+2)(a—3)(a+3)(a—2)

“\/~»" Respuestas
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3.3 Division de polinomios

Antes de intentar realizar una divisién de polinomios, es conveniente
recordar los términos de la division.

Si f(x) y p(x) son polinomios y si p(x)+0, entonces
existen polinomios unicos q(x) y r(x) tales que
Algoritmo de
division para
polinomios de r(x) es menor que el grado de p(x). El polinomio
q(x) es el cociente y r(x) es el residuo en la divisién
de f(x) entre p(x).

fxX)=p(x) - q(x)+r(x), donde ya sea r(x)=0 o el grado

Dividendo

D \d——r divisor

R C —— Cociente

\\ » Residuo

Propiedades de la divisidon de polinomios

1. En toda division el grado del cociente es igual al grado del
dividendo menos el grado del divisor.

2. En toda divisién el grado del divisor es mayor que el grado del
residuo.

3. En toda divisién el grado maximo del residuo es igual al grado
del divisor menos uno.

135


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/imagenes/img84.png

Prueba de la division

Al producto del cociente (C') por el divisor (d), se le suma el residuo (R)
y tiene que ser igual al dividendo (D).

Cxd+R=D '

Ejemplos de la division y su prueba

17 Prueba:
1. —
5
Cxd+R=D
Dividendo
17 | 5 — divisor 3.54+2=17
-15 3 — Cociente
2 Residuo 154+2=17
5 25 Cxd+R=D
4
6-4+1=17
Dividendo
25 | 4 — divisor 244+1=17
-24 6 — Cociente
1 Residuo
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Observa que en el ejemplo 1, en la division se busca un nimero en el
cociente "C" que al multiplicarlo por el divisor "d", sea igual o se
acerque al dividendo. El nimero que mas se acerca es el tres, ya que
5-3 = 15y es el que mas se acerca al 17. Tienes que tener en cuenta
que el producto 15, pasa con signo contrario.

Lo anterior va ser de mucha utilidad, cuando estés haciendo divisiones
de polinomios. En el siguiente ejemplo lo podras evidenciar.

—9z% + 923 — 1422 + 18z

3.
32 — 2z

Siempre que vayas a realizar una division de polinomios, debes tener
en cuenta ordenar los exponentes de las variables, tanto el dividendo
(numerador) como el denominador (divisor) de mayor a menor grado y
en caso de que falte uno, deja un espacio que puedes llenar con un
cero.

En el ejemplo que se plantea, observa que el polinomio esta ordenado
4,3,2,1 paraeldividendoy 2, 1 para el divisor.

Existen dos formas de hacer la division, una es la division larga y la otra
la division sintética.

3.3.1 Division larga o Euclidiana

Esta forma de division permite que el divisor sea de un grado superior
a uno, mientras que la division sintética, sélo permite que el divisor sea

de grado uno (1). Para el ejemplo que se presenta no se puede hacer la
division sintética.
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En el ejemplo, P(z) = —9z* + 92% — 142% + 18z y Q(z) = 3z% —
2x. Al finalizar el proceso de la division larga se hara la prueba, para lo

cual hallaremos F' (z) = P (z)-Q (xz)+ R(z), con un residuo
R(z) = 0oelgradode R(z), menor que el grado de P(x).

=9gt + 92% — 1422 + 18z 322 — 2z
Oxd — 623 —3x% +x — %

G
~”

+3x3 — 1422 + 182 Cociente
—3x3_+ 222

— 1222 + 18z

+1222 — 8=z

+10x
N——

Residuo
Prueba de la division

F(z) = P(z) Q(z)+ R(z)

F(z) = (=32 +z —4) - (32® — 2z) + 10z
—9z* + 623

+323 — 222

—1222 + 8z

—92* + 923 — 1422 + 8z + 10z

F(z) = —9z* + 923 — 1422 + 18z
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En la siguiente escena interactiva, adaptada de David Martinez?,
podras realizar ejercicios de division de polinomios y poner en practica
los conocimientos adquiridos con la explicacion y los ejemplos
anteriores.

DIVISION DE POLINOMIOS [ITTEIE]

20X + 41X - I5K* - TAX + 6 4 +X-8

-20%* - 5x* + 40x*
ol M X7+ 9 -1

36x'+5x*-Tdx +6

~36X" - 9X* + T2X
4X:-2X+ 6 _
4x*+x-8 ( W

La20n® 4 417 - 28wd . Thn 4 E=idod 4 o . B 5ed 4+ Ox . Tex -2}

3.3.2 Division sintética o Método de Ruffini

Para realizar la divisidon sintética, debes tener en cuenta que el grado
del divisor debe ser uno (1); de lo contrario se debe hacer la divisidon
larga.

Al realizar una division sintética de polinomios, debes hacer lo
siguiente:

e \Verificar que el grado del divisor sea uno (1).

e Ordenar el polinomio del dividendo de mayor a menor grado.

27 . , . . . NG s sz
David Martinez, es un autor de la red GeoGebra, que publicé la escena interactiva "Divisiéon
de polinomios. Practica".
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e En caso de que falte algin grado en el dividendo, se debe
reemplazar por un cero.

e Sedespejalavariable del divisor.

e El valor despejado (con su signo), se coloca en la parte inferior
izquierda de la tabla para la divisién sintética.

e Se baja el coeficiente del primer término del polinomio a la parte
inferior de la tabla.

e Se multiplica el valor anterior por el valor despejado y que se ubico
en la parte inferior izquierda.

e El resultado anterior se coloca debajo del coeficiente del segundo
término de polinomio.

e Sesumanoserestan losvaloresy se repite el paso anterior.

Una vez terminado el procedimiento, se le baja un grado al polinomio
inicial y se utilizan los valores obtenidos anteriormente.

Paolo Ruffini, nacido en 1765 en Valentano,
Estados Papales (ahora Italia), fue un
matematico, médico y filésofo. Profesor de
matematicas en la Universidad de Mddena
desde 1788, fue despedido por negarse al

'{% s juramento de lealtad a Napole6n Bonaparte.
é:f mj‘?’ﬁ Mas tarde, en 1799, fue readmitido. En 1806
SRS S recibio la catedra de Matematica Aplicada en
dSABIAS QUE...? la escuela militar de Mdédena, en 1814 fue

nombrado director de la Universidad de
Modenay en 1816, presidente de la Sociedad
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Italiana Dei Quaranta. Su aportacion mas conocida en las matematicas
es la Regla de Ruffini (~1809), que permite obtener los coeficientes del
cociente de un polinomio por el binomio x — n, siendo n una de las
raices (enteras) del polinomio. Ademas, este método facilita, como
veremos a continuacién, la obtencidon de las raices del polinomio.
(matesfacil.com, 2019)

Continuando con los ejemplos de la divisién, se plantea el siguiente:

4 r3 — 22% + 5r + 3 Prueba de la division
o F(z) = P(a)- Q) + R(x)
1 -2 5 3 F(z)=(z*-z+4) (z—
1 1 -1 4 1933+_7w2
1 -1 4 7

. ] — 2
El cociente P(z), seria z? — Tt

x + 4yconresiduo R(z) = 7 +4x — 4

Observa que en la division
sintética para obtener el
cociente P(z) se le bajo un F(z) = 2° — 22 + 5z + 3

grado al polinomio, por haber
3
x

divido porx — 2,estoes — =
z? v

22— 222 +5x —4+7

Antes de practicar en la escena interactiva, intenta realizar los
siguientes ejercicios, los cuales tienen la respuesta para que puedas
confrontar tu solucion.
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1. Bzt -2z +2z—-3)+(z+1)
Respuesta: (3z® — 3x? + ), conresiduo R(z) = —3

2. (2° -2z —z+1)+ (z—1)

Respuesta: (z* + z® — 22 — z — 2), conresiduo R(z) = —1

3 (223 —22+3z—1)+ (z+2)
Respuesta: (2z% — 5z + 13), conresiduo R(z) = —27

En la siguiente escena interactiva, adaptada de Matematicaula®®,
podras realizar ejercicios de division sintética de polinomios y poner en
practica los conocimientos adquiridos con la explicacion y los ejemplos
anteriores.

METODO DE RUFFINI
El método de Ruffini permite realizar divisiones de |a forma

P(x): (x-a) =3

Reallza (-7x*-4x*-3X + 8) I (x-1)

L 5 4 3 2 1 0
a 0 70 4 3 ]
E 0 -T -T =11 14
1
I 0 7 T -1 .14 |6
Cociente: -7x* - T’ - 11x - 14
L] Residuo: -6

2 Matematicaula, son autores de la red GeoGebra, que publicaron la escena interactiva
"Método de Ruffini",
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Practiquemos

En las siguientes escenas interactivas, adaptadas de Juan Guillermo
Rivera, podras resolver los ejercicios planteados sobre operaciones
algebraicas y productos notables, para pongas a prueba tus
conocimientos.

En cada escena interactiva dispones de 60 minutos para realizar los
ejercicios e ir eligiendo la respuesta correcta en el cuestionario. Al
finalizar tendras la posibilidad de ingresar tu nombre y enviar las
respuestas a tu docente ingresando su correo en el espacio destinado
para ello.

Al solucionar los ejercicios propuestos en las escenas interactivas,
estaras en capacidad de resolver los ejercicios propuestos para la
seccion 3.3

[ 7I|
Prueba tus conocimientos en 5 preguntas en 60 minutos 0segundos O
OPERACIONES ALGEBRAICAS Y PRODUCTOS NOTABLES

Responde con la mejor opcion.

Opcion 1. Operaciones algebraicas y productos
notables.

143



https://proyectodescartes.org/plantillas/objetos.htm
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/problemas/capitulo31.html

[ 7||
Prueba tus conocimientos en 5 preguntas en 60 minutos 0segundos O
OPERACIONES ALGEBRAICAS Y PRODUCTOS NOTABLES

Responde con la mejor opcion.

® Comenzar

Opcidon 2. Operaciones algebraicas y productos
notables.

[ 7||
Prueba tus conocimientos en 5 preguntas en 60 minutos 0 segundos O
OPERACIONES ALGEBRAICAS Y PRODUCTOS NOTABLES

Responde con la mejor opcion.

® Comenzar

Opcion 3. Operaciones algebraicas y productos
notables.
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3.3.3 Ejercicios y respuestas seccion 3.3

™

Ejercicios seccion 3.3

En los ejercicios 1 al 10, use la division larga entre

los polinomios indicados para determinar el
cociente y el residuo.

1 f) = 5x? + 2z — 3; Gz) = 2 +1
2. fi) =142 — 122 + 6; g,y = 2" — 1

3. foy=a*+a*+z+1; gy = (2x+ 1)°
A4 foy=2"+8 gu=2"+2r—1

5. flz) = 92% — 2" + 102* 4 32* — 2z + 4;

9(z) = |

6. flo) =22 —a® —3a* + T2 —12; g,y =2* -3

7. fo)=3a"+22° — 2 —2—6; gy=a"+1

& fi. =33 — 6822 A2 — R a =99 L » o

Nk Respuestas
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3.4 Factorizacion

Factorizar es expresar un polinomio, como el producto de otros

polinomios de menor grado.

3.4.1 Factor comun

Como su nombre lo indica, es buscar los elementos comunes, tanto de
los coeficientes numéricos como de las variables (literales) con su

menor exponente.

Ejemplos de factor comun

1. 322 + 6z

322+ 6x=3z( )

3z + 6z = 3z(z+ )

3z% + 6z = 3z(z + 2)

Encontrar el factor comun entre
los coeficientes (MCD =3) vy

entre las variables (literales), .

Ahora ya se tiene el primer factor.
Para encontrar el segundo, se
aplica la propiedad distributiva.

Qué le falta a 3z, para que al

multiplicarlo se obtenga como
resultado 3z%?. Claro!, como ya

tienes 3z, sélo faltauna x.

Qué le falta a 3x, para que al
multiplicarlo se obtenga como
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resultado 62?. Claro!, como ya tienes 3z, sélo falta un 2.

Otro caso del factor comun, es el de agrupacién de términos y se deben
agrupar aquellos que tengan algo el comun.

2. a> +ab+azx + bz

Observa que el factor comun para el primer y segundo término es
laayparaelterceroycuarto, eslax.

a’>+ab+ar+bz=a( + )+z( + )

Ahora ya se tiene los factores a y z, procedemos a completar los
paréntesis aplicando la propiedad distributiva.

a’+ ab+ ax + bz =a(a+b) +z(a + b)

Como puedes observar, ha quedado (a + b), como un nuevo
factor comun.

a’+ab+az + bz = (a+b)(a+ x)

En las siguientes escenas interactivas, disenada por Carlos Rojas
Hincapié?’, puedes interactuar,pulsando "Otro ejemplo" e ir
observando los resultados obtenidos. En la segunda escena, puedes
seguir el paso a paso, ubicando los factores comunes para los
coeficientes y las variables (literales), pulsar "enter" e ir observando los
resultados.

29 - . L . . s
Carlos Rojas Hincapié es un autor de la red Descartes, que publicé el libro Matematicas
Basicas, del cual seleccionaremos algunas escenas interactivas en el resto de esta obra.
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[ 7||
La expresidén, presenta un polinomio al lado izquierdo de la igualdad y a la derecha la factorizacién [m]
del polinomio.

6x3+12x3+24x3=6x3(1x°+2x%+4x?)
FACTORCOMUN 6 X 3 Factor Mumérico: 6

Factor Literal: X 7

5i aparecen expresiones con exponente cero, se han dejado sélo
por ilustracién.

Para interactuar en la siguiente escena interactiva, debes seguir el
paso a paso e ir dando "enter" para continuar.

Pulsa en la figura £525  determina el MCD (factor numérico) y finaliza
con enter.

P 2 . . .
Pulsa en la figura “°% | selecciona cada variable para determinar el
factor comun entre ellas y finaliza con enter.

NOTA:
Debes recordar lo siguiente:

1. Para encontrar el factor comin entre los coeficientes
(nimeros), es necesario tener en cuenta que debes hallar el MCD,
el cual lo obtienes descomponiendo todos los coeficientes en sus
factores primos. El MCD entre todos, son los factores comunes
con su menor exponente.

2. Para las variables (literales), el factor comuin es la que tenga
menor exponente.
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=

Factorizar P(x) = 4a ® +14a 8 +20P h2 ™

M
A

3.4.2 Diferencia de cuadrados

a?—b =(a+b)(a—b)

La diferencia de cuadrados, es igual al producto de la suma
por la diferencia de las raices cuadradas de cada uno de sus
términos.
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Ejemplos de diferencia de cuadrados

Se saca raiz cuadrada a cada uno de los términos y se multiplica, la
suma por la diferencia de las raices cuadradas.

1. 4m? — 9n?

3 3
2m  3n
4m? — 9n? = (2m + 3n)(2m — 3n)
1 1 1
2 a®——=(a+>)a—-=
@ larglag)
4 2 2
2 _ - - _ =
3. 25a 19 (5a—|—7)(5a 7)

4. (==
81 64 (9 8)( 9 8)
c 2 oyl (:13 yz2 (az B yzz)
© 100 81 10 9 710 9
1, 1 1
6 4—9a—(2+3a)(2—3a)
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En la siguiente escena interactiva, adaptada de José Rosas®, podras
analizar la definicion de la diferencia de cuadrados.

i . ¥ " I b ¥ . v ¥ ¥
L i I

a-b'=(a+blfa-b)

a’ — b = (10 + 5)(10 — §) = (15)(5) = 75

i--eeetenn e -t DIFERENCIA DE CUADRADOS - b - - - ~ohosnedoomendonedoann

' _ aE_bE - {a-l—b](a— h) ............................

3.4.3 Trinomiodelaforma z2 + bz + ¢

wz—i—baz—l—c:(a:—l—p)(w—l—q)

El primer término de cada factor, es la raiz cuadrada del primer término
del trinomio, bz es la suma de px + qx y el producto de p-q,

corresponde al término independiente c.

30 . . . . . .
José Rosas, es un autor de la red GeoGebra, que publicé la escena interactiva "Diferencia de
cuadrados".
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Se resuelve por ensayo y error. Se buscan numeros que
multiplicados den el término independiente (Gltimo término)
y sumados o restados den el de la mitad. Es conveniente
descomponer el término independiente en sus factores
primos.

Ejemplos de Trinomio de la forma
2 + bz + ¢

1. 22+ 7z + 12 Se descompone el 12 en sus factores

primos.
1212

Por la descomposicion del 12 en sus
6 |2 factores primos, se puede observar que
4 x 3, cumple con lo que se necesita.

Observen que su producto equivale al
ultimo término y su suma, corresponde al
término de la mitad; luego:

22 + Te + 12 = (z + 4)(z + 3) '

3 (3

1 [12=22x3
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2. 1>

24

12

3. 2 — 15x — 54

54

27

+ 5y — 24

24 =23 x3

Se descompone el 24 en sus factores
primos.

Por la descomposicién del 24 en sus
factores primos, se puede observar
que 8 x 3, cumple con lo que se
necesita. Observen que su producto
equivale al dltimo término y su
diferencia, corresponde al término de
la mitad; luego:

y? + 5y — 24 = (y + 8)(y — 3)

2
3
3
3

54 =2 x 33

Se descompone el 54 en sus factores
primos.

Por la descomposicién del 54 en sus
factores primos, se puede observar
que 9 x 6, cumple con lo que se
necesita. Observen que su producto
equivale al dltimo término y su
diferencia, corresponde al término de
la mitad; luego:

z®> — 152 — 54 = (z — 9)(z — 6)
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En la siguiente escena interactiva, disefiada por Rojas Hincapié, puedes
interactuar, ingresando en el espacio destinado para coeficientes 1y 2,
los factores primos del término independiente que cumplen con las

*

indicaciones dadas. Luego de ingresar los coeficientes, pulsa o
para cambiar los signos de los factores (por defecto se toma el signo +),
y luego pulsa "verificar". Si deseas seguir practicando, pulsa "ejercicio".

iBuena suerte!

o7

. . 2
Trinomio de la forma X +bx +c

Factorizar la siguiente expresion

m+4m-21 = (m + 0)(m + 0)

Coeficiente1 |D Coeficiente2 |0 pulsa J Cambiar signos & &

3.4.4 Trinomiodelaformaax? + bz + ¢

Como el caso anterior, se resuelve por ensayo y error; adicional se
debe descomponer el coeficiente "a" en sus factores primos.
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Ejemplos de Trinomio de la forma
ar? + bz +c

1. 622+ T7x—5

Se abren dos paréntesis (factores), se descompone la "a" (6) y la "
c" (5) en sus factores primos y se tantea la solucion.

62 +7c—5=( + ) — )
a c
6|2 5195
3|3 1156=5x1
116=2x3

Se colocan los factores primos de "a" (por lo general los mas cercanos),
en cada uno de los paréntesis (en este caso 3 x 2), acompanados de la
raiz cuadrada de la variable y luego los factores de "c".

62>+ 7x — 5 = (3z +5)(2z — 1)

Se verifica que este correcto, observa que al aplicar la propiedad
distributiva se obtiene el trinomio inicial.
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—
!
} =5
J
}
6z + 7z — 5= (3z +5)(2z — 1)
T T 1T 7
~—~
102
3z

622 + 7z — 5 = (3 + 5)(2z — 1)

2. 24x%2 + 37z —5

Se abren dos paréntesis (factores), se descompone la "a" (24) y la
"c" (5) en sus factores primos y se tantea la solucion.

24z + 37z —5=( + )( — )

24 |2 915

122 1|5=5x1

1 [24=8x%x3
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Se colocan los factores primos de "a" (por lo general los mas cercanos),

en cada uno de los paréntesis (en este caso 8 x 3), acompafnados de la
raiz cuadrada de la variable y luego los factores de "c".

8x - 5 = 40x
3z —1=-3x
24r — 5 37x

Como puedes observar,8 x 5 = 40,3 x 1 = 3y la diferencia entre 40
y 3 es 37, por lo que se debe poner negativoel 1.

La respuesta sera colocar los factores, haciendo una "z". Por tanto se
obtiene:

24z% + 37z — 5 = (8 — 1)(3z + 5)

Para verificar si la solucién es correcta, se realiza tal como se indicé en
el ejemplo anterior.

3. 8b? —54b+ 36

a c
8|2 36 |2
412 1812
212 9 |3
1]124=8x3 3 13

1 |36=22x 32
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dr - —12 = —48x
20 —3 = —6x

8x 36 —b4x
Como puedes observar,4 x 12 =48,2 x 3 = 6ylasumade48y6 es
54, por lo que se deben poner negativos el 12y el 3.

La respuesta sera colocar los factores, haciendo una "z". Por tanto se
obtiene:

8b? — 54b + 36 = (4b — 3)(2b — 12)

A continuaciéon encontraras algunos ejemplos con respuesta, para que
intentes resolverlos de acuerdo con las explicaciones de los ejemplos
anteriores.

4. 3m?>+8m+5=(3m+5)(m+1)
5. 30x? + 17zy — 21y* = (62 + Ty)(5x — 3y)
6. 48 + 155 — 9 = (45 + 3)(s + 3)
7. 322 -5z —2= 3z +1)(z — 2)
8. 8m? — 1dm — 15 = (4m + 3)(2m — 5)
9. 520 +42% — 12 = (2 + 2)(5z* — 6)
10. 622 — zy — 15y% = (3z — 5y)(2z + 3y)
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En la siguiente escena interactiva, disefnada por Carlos Rojas Hincapié,
puedes interactuar, ingresando en los espacios a lado y lado de de los
coeficientes 1 y 2 L ]coeficienter]s | [ Jcoeficientez}e | (jo5  nmeros
corresponden al ejemplo anterior), los factores primos de "a" y los
factores primos de "c¢" respectivamente, que cumplen con con el

trinomio. Luego pulsa A para cambiar los signos de los

factores (por defecto se toma el signo +), y luego pulsa "verificar". Si
deseas seguir practicando, pulsa "ejercicio".

o7

Trinomio de la forma ax’+bx+c

Factorizar la siguiente expresion

32n”- 36n - 56 = (In+0)(1n+0)

DCoeficientm E Coeficiente2 E pulsa J Cambiar signos &y &

VERIFICAR

3.4.5 Trinomio cuadrado perfecto

a’ & 2ab + b* = (a & b)?
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Este caso corresponde a la soluciéon del producto notable "cuadrado de
un binomio" y para identificarlo, se debe tener en cuenta lo siguiente:

1. Que el primery ultimo término sean cuadrados

2. Que el término de la mitad sea el doble producto de las raices

cuadradas del primer y ultimo término. Una vez cumpla esto,
podemos decir que es un trinomio cuadrado perfecto.

3. Se pone el signo del término de la mitad y por ultimo se eleva al

cuadrado.
a2+2ab+b” = (azb)?

Tiene raiz cuadrada l l Tiene raiz cuadrada
a b

— . At

El término de la mitad
es el doble producto de
las raices cuadradas

Ejemplos Trinomio cuadrado perfecto

1. z>4+6x+9
2. 4z — dzy + y?
3. 9x* — 4222 + 49
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Solucion:

1.
X2 +6x+9 = (x+3)°
Tiene raiz cuadrada l l Tiene raiz cuadrada
X 3
El término de la mitad
es el doble producto de
las raices cuadradas
2.
4x® - 4xy + W= (2x - y) 2
Tiene raiz cuadrada l l Tiene raiz cuadrada
2X y

El término de la mitad
es el doble producto de
las raices cuadradas

3. 9zt — 4222 + 49 = (32?2 — 7)?
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En la siguiente escena interactiva, adaptada de Jesus Alvarez®!,
practica modificando el binomio al cuadrado.

Factorizacion de un TCP

9x*—30x+25 =(7x - 1)?

IINCORRECT!

)
4

REINICIAR

En la solucién debes incluir en el coeficiente de x, el nUmero uno (1), en
caso de necesitarse.

3.4.6 Trinomio cuadrado perfecto por adicion y
sustraccion

Existen trinomios, donde el primer y tercer término tienen raiz
cuadrada exacta, pero el término de la mitad, no es igual al doble
producto de sus raices cuadradas.

Para convertir un trinomio de esta forma, en un trinomio cuadrado
perfecto, se debe sumar y restar la cantidad que haga falta para

31 . ., . .
Jestis Alvarez, es un autor de la red GeoGebra, que publicé la escena interactiva
"Factorizacion de un Trinomio cuadrado perfecto.
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obtener el doble producto de las raices cuadradas del primer y ultimo
término.

Ejemplos de Trinomio cuadrado perfecto por
adicion y sustraccion
1. a*+a*+1

Como puedes observar, va! = a? y v/1 =1, pero su doble
producto es 2(a?)(1) = 2a®

at+a’+1=a*4+a®>+1+a%—a?
Sumamos las a? positivas y nos queda:
at+a>+1=a*+2a>+1—-4d?

Ahora ya tenemos un trinomio cuadrado perfecto en los tres
primeros términos y se soluciona como se explicd anteriormente
y serd de mucha ayuda los ejercicios que se repasaron en la
escena interactiva.

at+a®>+1=(a®>+1)* - a?

Se soluciona la diferencia de cuadrados, que es igual a la suma por
la diferencia de las raices cuadradas de los dos términos.
Eliminamos signos de agrupacién y finalmente queda:

a*+a?+1=[(a®+1)+a][(a®> +1) —a]
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at+a’+1=(a*+a+1)(a®>-a+1)

2. 48 — 53zty* + 4948

Siguiendo el procedimiento realizado en el ejemplo 1, podemos
observar que se tienen raices cuadradas exactas, para el primer y
tercer término, pero para el segundo término, faltan 25a:4y4, por

lo que se le debe sumar y restar esta cantidad.

428 — 53xty? + 49¢® = 42® — 53zty? + 49¢° + 2521y —
2549

Ahora podemos sumar los términos que se requieren para tener
un trinomio cuadrado perfecto

428 — 53x4y? + 49y® = 428 — 28z%y* + 49y® — 25x%y?
Solucionando el trinomio cuadrado perfecto, quedaria:
4x8 — 53ziyt + 49y8 = (22 — Ty?)? — 25yt

Es el momento de solucionar la diferencia de cuadrados.

428 — 53yt 4 49y8 = [(2z* — Ty?) + 5x%y?][(22* — Tyt) —
5z2y?]

428 — 53xty* + 4998 = (2z* + 5z%y? —
7y')(22* — 5a*y® — Ty?)

164



En la siguiente escena interactiva, podras realizar ejercicios con
Trinomio cuadrado perfecto por adiciéon o sustracciéon y pondras en
practica los conocimientos adquiridos sobre la solucion de trinomio
cuadrado perfecto y diferencia de cuadrados.

Raiz cuadrada 5x* s
del primer témmino
Raiz cuadrada 1 v

del tercer término, con el signo
del segundo término

Doble producto: -70x2 *
de Ias raices cuadradas

Diferencia-64x* K

Dobile Producto

entre el segundo término y el

TRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICION O SUSTRACCION

64 x* —33x2+1

= 2 2
=(5x2+8x-7) (5x2-8x-7

*
Con estos datos obtendris una diferencia de cuadrados.
Ingresa ias raices cuadradas en &l binomio cuadrado -;n
de |a Solucion Pargial (con sus signos), Coloca 12

Diferancia enléﬂ ndo términe y &l Doble Products
et
Solucion ParCial (5x2 - 7Y - 64x2

Ahora tienes una diferencia de cuadrados. t
‘ REINICIAR

Comprueba

Seluciona 1a diferencia de cuadrados en los rinomios
(factores) en I3 parte supena' dapues del g.JaI y
ordena oz polinomios, anX" + 3y %"

Nimero de aciertos:

NOTA - Corrige las casillas que tengan la x. Debes colocar los coeficientes incluyendo el uno (1)

&7

3.4.7 Diferencia de cubos

— b = (a—b)(a® + ab + b?)

Podemos concluir que para solucionar una diferencia de cubos, se

procede de la siguiente forma:
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En el primer factor se ubica la diferencia de las raices cubicas
de cada término y en el segundo factor, se toma como
referencia el primero, se eleva al cuadrado el primer término,
mas el producto del primero por el segundo, mas el cuadrado
del segundo término.

3.4.8 Suma de cubos

a® + b = (a+b)(a® — ab+ b?)

De forma similar,

En el primer factor se ubica la suma de las raices cubicas de
cada término y en el segundo factor, se toma como referencia
el primero, se eleva al cuadrado el primer término, menos el
producto del primero por el segundo, mas el cuadrado del
segundo término.
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Ejemplo de suma y diferencia de cubos

1 23—y =(z —y)(2? + zy +v?)
Se aplica la definicion de la diferencia de cubos.
2. 2Tm3 + 8n® = (3m + 2n)(9m? — mn + 4n?)
Se aplica la definicién de la suma de cubos.
Ahora, en la siguiente escena interactiva, adaptada de Carlos Rojas

Hincapié, podras ver y analizar algunos ejemplos de suma y diferencia
de cubos.

o]

Suma y diferencia de cubos

SUMA DE CUBOS, expresion de la forma: a’+ b’= (a + b)(a’- ab + b?)

343b*+ 1=(7Tb+ 1)(49b %- 7b + 1)

DIFERENCIA DE CUBQOS, expresion de la forma: a®- b°= (a - b)(a®+ ab + b?)

64m3- 1225 =(4m- 5)(16m 2+ 20m + 25 )
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Practiquemos

En la siguiente escena interactiva, disenada por Miguel Angel Cabezon
Ochoa, podras realizar una prueba de conocimiento, sin limite de
tiempo que te permitird poner en practica los conocimientos
adquiridos sobre operaciones con polinomios. Si requieres hacer uso
de la calculadora, podras utilizar la de Descartes, haciendo clic sobre la

imagen. m:ﬁ

07

Coge lapiz, papel y la calculadara, y resuelve estos ejercicios 14
que te proponemos, para que puedas comprobar lo que has
aprendido.

4]

QO0O0O0OO0OVWOOO

En la siguiente escena interactiva, disenada por José Luis Abreu Leon vy
Valentina Mufioz Porras.®?, podras recordar lo que se ha visto sobre
productos notables y factorizacién y mediante el desplazamiento de
las figuras, para completar adecuadamente los rectangulos, te daras
cuenta que lo que realmente haras es factorizar.

32 Ly , . -
José Luis Abreu Ledén y Valentina Mufoz Porras, son autores de la red Descartes, que
publicaron la escena interactiva "Productos notables y factorizacién.
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Exploracion

™Productos notables |

Factorizacion
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3.4.9 Ejercicios y respuestas seccion 3.4

Ejercicios seccion 3.4

En los ejercicios 1 al 50, realiza las factorizaciones
indicadas por el método adecuado.

1. 34az® + 51a’y — 68ay*

2. 93a’x%y — 62a°23y® — 124a’z
3. 22 —a*+z—a’r

4. 3abz® — 2y® — 2z° + 3aby?

5. 2z%y + 2z2% + v 2% +

6. (x+1y) —a’

7.1—(z— 2y)2

8. (20 —¢)’ — (a+c¢)’

9. (2x — 3)° — (z — 5)°

\©
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3.5 Operaciones entre fracciones algebraicas

Para realizar operaciones entre fracciones algebraicas, se deben tener
en cuenta lo aprendido en las operaciones con fracciones numéricas.
En caso de presentarse una suma o resta, se debe encontrar el m.c.m.

Es conveniente, antes de realizar las operaciones, factorizar y
simplificar, si es posible

e Suma de fracciones algebraicas homogéneas

Se presenta cuando encontramos expresiones, tales que:

() _ P(z) + R(x)
Q@)

Ejemplos de suma y resta de fracciones
algebraicas homogéneas

z3 — 2 1 _m3—2—|—1

w2—i—33—|—1+a:2—|—:1:—|—1 24 z+1
z3 — 1

2?2 +x+1
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Se puede factorizar, resolviendo la diferencia de cubos.

a® — b = (a —b)(a® + ab + b?)
@-1) _ (o- Dot

(2?2 +z+1) (@2+a+1)

x3 — 2 1

=z —1

:1:2+:c+1+332+:13—|—1

z2 +5x+5 1 22 +5x+5+1
x+3 +:13+3 x+3
22 + 52+ 6
x+3

Se puede factorizar, resolviendo el trinomio de la forma z2 +
bx + c

® +5z+6 (z+3)(z+2)
r+3 (T+3)

22 +52+5 1

T+ 3 +w—|—3
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3+ 1
2 —z+1

(2% +1) _ (x4 1)(@Z>==+1)
(x2 —xz+1) (#r=s<+1)

4 w2—|—4m—|—5_ 1 _:1:2—|—4w—|—5—1
' x+2 x+2 x+ 2
22+ 4z + 4

T+ 2

Se puede factorizar, resolviendo el trinomio cuadrado perfecto.

2’ +4z+4 (z + 2)*
r+2 (@2

=x+2
e Suma de fracciones algebraicas heterogéneas

Se presenta cuando encontramos expresiones, tales que:
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Ejemplos de suma y resta de fracciones
algebraicas homogéneas

1 L+ 2m 1
m+1 m2—1 m+1

Como puedes observar, se tiene distinto denominador. Para la
solucion, se procede a factorizar los denominadores, con el fin de
obtener el minimo comun multiplo (m.c.m).

1 2m 1

m—|—1+m2—1_m—|—1

1 . 2m 1
m+1 (m+1)(m—-1) m+1

_ (m—-1)4+2m—(m+1)
N (m+1)(m—1)
m—-—1+2m—-m—1
(m+1)(m—1)
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Se suman o restan los términos semejante, segun el caso.

B 2m — 2
 (m+1)(m—1)

Se saca factor comun en el numerador y se simplifica.

_ 2(m—1)
(m+ 1)(m—1)

5 1 r—2 r—1
T x4+2 x24+4r+4  x34+6x2+12x+8
1 T — 2 r—1

z+2 (z+2)?2 (z+2)°

Luego de factorizar podemos observar que el m.cmes (z + 2)3,
se procede a realizar las operaciones.

(z+2)*—(z-2)(z+2)—(z-1)

(x +2)3
244 +4— (2 —-4) -z +1
N (z +2)3
B Bt dr+4—22+4—2+1
(z +2)°
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3+ 9
(x +2)3

Se saca factor comun en el numerador y se simplifica.

1 T — 2 rz—1 B
r+2 x224+4rx+4 x3+6x2+122+8
3(x +3)

(z +2)°

e Producto de expresiones algebraicas racionales

Se factorizan, tanto el numerador como el denominador y se simplifica.
Cuando se trata de producto, al simplificar, ten en cuenta que siempre
se toman los términos semejantes de los numeradores con los de los
denominadores

Ejemplos de producto de expresiones
algebraicas racionales

T 2522 + 10z + 1
5x2 + 21z + 4 32 + =z
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T (5z +1)(bx + 1)

(5 + 1)(x +4) z(3z + 1)
Como puedes observar, el trinomio cuadrado perfecto del segundo

término, se expreso como (5z+ 1)(bz + 1) para facilitar la
comprension de la simplificacion

x (Bzr+1)(5z + 1)

B (Bzr—+1)(xz +4) x(3z + 1)

g 252° + 10z +1 (5z 4+ 1)

5a?+2lz+4 3z’ +a (z +4)(3z + 1)

z>24+8x+16 x—5
22 — 5z x2— 16

> +82+16 -5  (z+4)> zT—5
22— 5r 216 m\(i'\i)\‘\(\l’\i\@\(m—@

2.

r2+8c+16 =zx-5 x4
z? — 5z 2 —16 z(x —4)

e Division de expresiones algebraicas racionales

De igual forma que el producto, se factorizan, tanto los numeradores
como los denominadores y se simplifica. Cuando se trata de divisién, al
simplificar, ten en cuenta que siempre se toman los términos
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semejantes entre los numeradores y los denominadores.

Ejemplos de division de expresiones
algebraicas racionales

1 T+2 x2—4
" 22 —3 " 22— 3z

c+2 -4  z+2  (2+2)-(z—2)

2¢—3  202—3z 20—-3 z-(2z—23)

r+2  z?-4 oz
2z —3 " 222 -3z (x—2)

22> + 9z +10 2z +5
?+4rx+3  z+3
202 +92+10 2z+5 (2z+5)-(z+2) . (2z+5)
22+4z+3  z+3  (@+3)-(z+1)  (z+3)

2.
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2¢° +9x+10  2z+5 (z+2)

2+4zx+3  z+3 (z+1)

En las siguientes escenas interactiva, disenadas por José Luis Abreu
Leony otros, podras:

Simplificar expresiones algebraicas, usando los productos notables
para factorizar los numeradores y denominadores de los polinomios.
Puedes pulsar "Solucion", para ver el resultado paso a paso y si lo
deseas, puedes pulsar "Ejercicio", para analizar la simplificacion de
otros polinomios y de esta forma ampliar los conocimientos adquiridos
en las paginas anteriores.

Es recomendable que uses papel y |apiz para tratar de llegar a la
solucion y luego observar y analizar el ejercicio resuelto, paso a paso
gue se presenta en la escena interactiva.

&)

g5 7 war b
Symphlicar la sguenle accion e = e
d BA 4 1124 & 48 Solucion

Escena 1. Simplificar expresiones algebraicas

179


https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/simplificar_fracciones_algebraicas-JS/index.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/EDAD/polinomios/escena35.html

Realizar las operaciones con fracciones algebraicas, analizando el
paso a paso de los ejercicios resueltos de las operaciones de suma y
resta, producto, cociente y una serie de mezclas que te ayudaran a
fortalecer los conocimientos adquiridos.

Se recomienda que uses papel y lapiz y trates de resolver los ejercicios,
antes de consultar la solucion.

o7

pv3 | Selecciona el tipo de gjercicio que desees para empezar
= ¥

Escena 2. Operaciones con fracciones algebraicas

3.5.1 Racionalizacion

Generalmente la racionalizacion consiste en utilizar operaciones
matematicas que permitan eliminar los radicales, ya sea en el
numerador o en el denominador segun el caso. Para ello es muy comun
el uso de la conjugada, que no es mas que la expresion que tiene los
mismos términos literales, pero se diferencian por el signo de la mitad.
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Antes de aprender a racionalizar expresiones algebraicas, observa la
escena interactiva, disefada por http:/matematicaula.com.es/33, en la
escena interactiva podrads aprender a racionalizar expresiones

aritméticas.

z
A = EI]
RACIONALIZACION EsEROCIOS | S
>
Racionalizar una fraccion consiste en oblener una eguivalente

sin radicales en el denominador.

v CASO 1: Hay un monomio en el radical. Se multiplica y divide por un mismo monomio gue
permita comph 1a pote con el mismo que la raiz.

57 7 7 V3 IR

7 V3 V3 V® 3

~I]

/

..|U.
-

W

(\.
=]
=l
<,
=]

CAS0 2 En &l denominador hay un binomio con algln radical. Se multiplica y divide
por & conjugado del binomic {misma expresion, pero con el signo contrario)

ol

8V7 8T VA-—VB 8VT(VE-—V6) 8(V28 - VA)
VE+v6 VA+6VE— Vi 6 4-6 =it

e Racionalizacion del numerador

Para racionalizar el numerador, se debe multiplicar el numerador vy el
denominador por una expresion que al realizar las operaciones, se
elimine la raiz o las raices del numerador (la conjugada).

Recuerda que para hallar la conjugada de un binomio, debes cambiar el
signo al segundo término del binomio, luego hacer una fraccion con
dicho binomio y multiplicarla por el racional que se desea racionalizar.

33 . .
http://matematicaula.com.es/, son autores de la red GeoGebra, que publicaron la escena
interactiva "Racionalizacion”.
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Ejemplos de racionalizacion de numeradores

1W
WWWWW+J

2 2 Varhtva

Observa que el numerador se ha convertido en el producto de la suma
por la diferencia, que nos da como resultado una diferencia de
cuadrados, por lo que basta (elevar en la diferencia) cada término al
cuadrado.

Wz Th) — (V)
 h-(Vz+h+ )

_ x+h-x
R (VZ+h+z)

VE+h—x 1
h - (Vz+h+ /)

2/a + 3vb

2a — 3b+ v/ ab
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2v/a+3vb  2y/a+3vVb  2y/a—3Vb
2a —3b++vab 2a—3b++Vab 2va—3Vb

Al igual que en el ejemplo anterior, el numerador se ha convertido en el
producto de la suma por la diferencia, pero en el denominador se debe
aplicar la propiedad distributiva y sumar términos semejantes.

(2va)* — (3vb)
(2a — 3b + Vab) - (2¢/a — 3V'b)

4a — 9b
 4av/a — 6avb — 6by/a + 9bv/b + 2av/b — 3by/a
0 —4a+/b T
T —9bV/a T
4a — 9b

" 4av/a — 4av/b — 9by/a + 9bv/b

Ahora se saca factor comun por agrupacion de términos en el
denominador.

4a — 9b
" 4a(va — vb) — 9b(va — vb)
Nuevamente se tiene un factor comun en el denominador.
B “4a—9b
- Tda—9b)(va - vb)
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Luego de simplificar, se obtiene:

2a+3vb 1
2a —3b++vab  (va—vb)

e Racionalizacion del denominador

Es el mas utilizado en las operaciones matematicas, para racionalizar el
denominador, se debe multiplicar el numerador y el denominador por
una expresion que al realizar las operaciones, se elimine la raiz o las
raices del denominador (la conjugada).

Ejemplos de racionalizacion de
denominadores

3z — 4y — /xy

3V — 4y
3x—4y—\/a:7y_3x—4y—\/@‘3\/5+4\/§
3Wr -4y 3Wr—4y 3z +4y

Observa la diferencia de cuadrados en el denominador, se
resuelve y se aplica la propiedad distributiva en el numerador.
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(3z — 4y — /zy) - (3vx + 4/y)
(3vZ)" — (4y9)’

9z.,/y
3 3
92z + 12z, /y — 12y\/z — 16y,/y — 3z,/y — 4y\/z
N 9z — 16y
1 —16y/z T

Se agrupan términos semejantes del numerador.

_ 9zy/z + 9z/y — 16y/z — 16y./y
N 9z — 16y

Es el momento de sacar factor comun por agrupacion de términos.

 92(VE + ) — 16y(VT + \/7)
N 9z — 16y

Ahora se saca factor comun vy se simplifica.

T 16))(v + V7)
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at —2 B at —2 vat —1+1
Vat—1-1 Va*r—1-1 Va*r—1+1

Observa la diferencia de cuadrados en el denominador, se resuelve y se
aplica la propiedad distributiva en el numerador.

_ at — 2 (Va'-1+41)
(Vat—1-1) (Val—1+1)

_ (@ =2)(Va'—1+1)
(Va' =1 - (1)?

~ (a*=2)(Var—1+1)
B at—1-1

215‘1\21(\/(14 —1+1)

at—2

Después de una ardua labor aprendiendo a racionalizar numeradores y
denominadores de expresiones algebraicas, es tiempo de disfrutar de
un juego, disefiado por Ceferino A.34. En la escena interactiva podras
aprender a pasar del lenguaje verbal al matematico expresiones que
seran de utilidad para la solucién de problemas en contexto de la vida

cotidiana.

34 . ., . . .
Ceferino A,, es un autor de la red GeoGebra, que publicé la escena interactiva "Expresiones
algebraicas."
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El reto es encestar el mayor nimero de balones, con el menor nimero
de fallas.

D’]
[ aceRTos | FaLLOs | .

0 | 0

Te puedes relajar, tratando de sacar el coche rojo de la zona de
aparcamiento del puzle Rush Hour..,, el puzle es una escena interactiva
de un rompecabezas disefada por Juan Guillermo Rivera Berrio y José
R. Galo Sanchez.3%, que hace honor a su nombre.

_ A |
Blogque Geometria - Puzle Rhushour D

'lli‘l l l

Frincipiante  [SEEEEE

Juan Guillermo Rivera Berrio y José R. Galo Sanchez., son autores de la red Descartes, que
publicaron la escena interactiva "Saca el coche de la zona de aparcamiento.”
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Practiquemos

En la siguiente escena interactiva, disenada por José Luis Abreu Leon,
podras realizar una prueba de conocimiento, sin limite de tiempo que
te permitird poner en practica los conocimientos adquiridos sobre
operaciones con polinomios. Si requieres hacer uso de la calculadora,

podras utilizar la de Descartes, haciendo clic sobre laimagen. t

Coge lapiz, papel y |la caleuladora, y resuelve estos ejercicios
gue te proponemaos, para gue puedas comprobar lo que has
aprendido. 2

2

t_;.‘-'

6.

~

10,

Q000000200 0Q

En la siguiente escena interactiva, disenada por Miguel Angel Cabezon
Ochoa®¢, podras practicar los diferentes casos de factorizacién, con
gran variedad de ejercicios resueltos paso a paso.

3 Miguel Angel Cabezén Ochoa, es un autor de la Red Descartes.
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https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Libro_Calculo_Diferencial-JS/index.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/calculadora/index.htm
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https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/EDAD/polinomios/escena37.html

I
_ o]
Factorizaesle p(x)= x 5 -13x 4 +23x 3 +121x 2 -24x -108
polinomio:

Disefiado por Miguel Angel Cabezén Ochoa

Eudoxo demostré que el volumen de una
pirdmide es la tercera parte del de un prisma de
su misma base?

Y que Arquimedes fue uno de los matematicos
mas grandes de la antigliedad?

iSABIASQUE..?
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Para saber mas sobre éstos y otros personajes resuelve el puzle que
nos presenta Juan Guillermo Rivera Berrio.”

o7

Vs baYlashpiczastdQlafderechalhaciallaplan il laghas tafa kgl )

ST EEE I Otralimagen

37 . . , .
Juan Guillermo Rivera Berrio, es un autor de la red Descartes que publicé la escena
interactiva "Descubre los personajes.”
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3.5.2 Ejercicios y respuestas seccion 3.5.

Ejercicios seccion 3.5

En los ejercicios 1 al 10, racionalice los
denominadores.

. va 5 81z% — 169>

" 1+4/a S 3VT -2y
VT + /Y 1

2. ~——Y° 7. ————
VE =Y va b

1 1

3 8 —

va—vb Vet
4 _

4. - o Vi 4
r—1 Vi44
VE+5 1622 — o2

5. 10. ——"—
Vt—5 PAVERNT]

P

<) \= §.=) Respuestas
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3.6 Ejercicios y respuestas - Capitulo 3

Capitulo 3. Ejercicios

En los ejercicios 1 al 5,realice las operaciones
entre expresiones algebraicas no racionales
indicados.

Para: Hallar:

P(z) =2 62"+ 2z +4 1 P(z)+ Q(z) + R(z)

Qz) = 62" + 2z +4 2. P(e) + Q(x)
R(z) = —22* + 4z — 5. 3. P(z) - Q(z) - R(x)
4. P(xz) — Q(=)

5. P(z) * Q(x)

“\'/~ = Respuestas
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Capitulo 4

SISTEMAS DE ECUACIONES
ALGEBRAICAS
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4.1 Sistemas de ecuaciones algebraicas

La ecuacién mas basica en algebra es la ecuacion lineal y se define
comomx + b = 0,donde m = f, luego, si

b

mx +b=0, entonces r = ——
m

4.1.1 Ecuaciones lineales

Ecuaciondelalinearecta

m = Pendiente = Tanf
y = mz + b, donde {b

= corte con el eje de ’y”

Se define la pendiente ”m”, como la razén de cambio vertical (eje de
”4”) con respecto a la horizontal (eje de ””), por un desplazamiento
sobre larecta deizquierda a derecha.
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Ecuacién de la linea recta dados dos puntos

La ecuacion de la linea recta dados los puntos Py (1,y1) A P (22, y2),
se determina por la siguiente ecuacion:

y—% _ R —u

r — I o — I

Se debe tener en cuenta que si yo — y; = 0, la pendiente es igual a
cero, por lo tanto no existe pendiente y se trata de una recta
horizontal. Por otro lado si 9 — 1 = 0, larecta no esta definida.

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Juan Guillermo. Rivera
Berrio y otros, podras realizar los ejercicios que se proponen a
continuaciony luego verificar el resultado en la escena interactiva, sélo
necesitas ingresar los puntos dados. Si requieres hacer uso de la
calculadora, puedes utilizar la de Descartes, haciendo clic sobre la

imagen. &

1. Pi(2,-5) A Pi(6,1)

P (—3,-1) A Py(2,-2)

Py(5,3) A P1(-3,4)
(5,—3) A P (5,—2)
1 (
1 (

o Uk D
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A
Observa el procedimiento para hallar la ecuacion de la recta de la E
forma y=mx+b dados dos puntos.
Sean P,y P, los dos puntos del plano cartesiano:

20|, v220|) yP, =(:5{3.0|, 21-5.0()

¥
v

Entonces, la pendiente de la recta es:

¥,Y,

X, X, 3-2 1

e T

m =-7

Al sustituir el valor de m en la ecuacion de la recta tenemos que:
y = mx+b = -7 x+b. Utilizamos (x, .y, ) para sustituir en la ecuacion

anterior en x e y respectivamente, 2 =(-7)( 2 )+b. Luego,
se despeja b:

b=2-(-7)(2)=16

Por lo tanto, la ecuacion de la recta es: y=-7 x+ 16

Analizando la escena interactiva anterior y luego de realizar los
ejercicios propuestos, se puede concluir que es posible hallar la

ecuacion de la linea recta, dados un punto y la pendiente. Observa

., Yy—u Y2 — U1 Y2 — U1
también que = y que m = —, luego:
r — 1 T2 — X1 T2 — I1

Ecuacion de la linea recta dados un punto y la pendiente

Yy—u E—
r — I
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De la ecuacion anterior podemos despejar y y se obtiene:

y=m(x—x1) +y1

Finalmente se tiene que tener en cuenta que:

Dos rectas son paralelas, cuando sus pendientes son iguales,
es decir, m; = ms y son perpendiculares cuando el producto

de sus pendientes es igual a —1, es decir,m1 - ma = —1

Para resolver ecuaciones, se debe tener en cuenta lo siguiente que al
pasar un término o un coeficiente de un lado al otro de la igualdad, la
operacion cambia.

e Lo queestasumando pasa arestar.
e Loqueestarestando pasaasumar.
e Lo que esta multiplicando pasa adividiry

e Lo queestadividiendo pasa a multiplicar.

Ejemplos de ecuaciones lineales

1. 6z —7=2x+5
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6r —2x=5+7

4 = 12
12
r=—
4
=3

2. 8z —2)-(3z+4)= 4z +3) (6 —1)

Aplicamos la propiedad distributiva a ambos lados de la igualdad
y se reducen los términos semejantes.

x2 + 26 — 8 = 242 + 14z — 3

26 — 14z = -3+ 8

122 =5
L5
12
13+2a:_§
"dr+1 4

4(13 + 2z) = 3(4z + 1)
52 +4x =12z + 3

52 —3 =12z — 4x

9
8r = 49, luegox = 3
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4.1.2 Ecuaciones cuadraticas, discriminante y
complejos

Son ecuaciones polinomiales de segundo grado, que puede escribirse
en su forma estandar de la siguiente manera:

ar?+bx+c=0, cona=/0

Muchos problemas sobre objetos en movimiento, implican ecuaciones
cuadraticas.

Ejemplos de ecuacion cuadratica

1. Se lanza un globo de agua con una velocidad inicial de 48%65,
directamente hacia abajo desde una ventana ubicada a 64 pies
del suelo, la altura s (en pies) del suelo, después de t segundos
esta dada por s = 16t? — 48t + 64. Hallar el tiempo transcurrido
para que el globo llegue el suelo.

Solucion:

Dado que el globo llega al suelo, su altura serd s = 0, por lo tanto,
la ecuaciéon quedara:

0 = 16t> — 48t — 64
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Como podemos observar la ecuacion resultante es divisible por
16 y quedaria:

16t2 48t 64
—  — = — =t -3t—-4=0
16 16 16
Tomando t? — 3t — 4 = 0, podemos factorizar el trinomio de la
forma ax? +bx +c=0, cona =0 para hallar los posibles

valores de t.
(t—4)-(t+1)=0

Ahora: (t —4) =0, luego t = 4. El valor de t para el factor
(t + 1) no se tiene en cuenta por ser negativo.

R/. El globo tarda 4 segundos para llegar al suelo.

Si una ecuacion cuadratica tiene la forma especial z? =

d, cond = f), lo podemos resolver igualando a cero, esto es
22 —d=0. Se puede observar que es una diferencia de

cuadrados y se resuelve como el producto de la suma por la
diferencia de sus raices cuadrados.

(z4+Vd) - (x—Vd)=0
Esto indica que tiene dos soluciones ¢ = VdV iz =—+/d.
También se pude resolver sacando raiz cuadrada a cada uno de los
términos de la ecuacién, teniendo en cuenta que cuando se trata

de raiz cuadrada se tienen dos soluciones, una con valores
positivos y otra con valores negativos.
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Esto es, V22 = ++/d, luego z = ++/d que coincide con la

respuesta anterior.

2. 222 =6

Despejamos la z, 2 = g = 3;luego z = ++/3.

El conjunto solucién es {—+/3, 4/3}

3. (y—3°=5

Despejando la y, quedaria:

V(y—3)" =+v5

— 445
=3++5

El conjunto soluciénes {3 — 5, 3 + /5}

4. Un fabricante de latas desea construir una lata cilindrica circular
recta de altura 20 centimetros y capacidad 3000 cm? (vea la
figura). Encuentre el radio interior r de la lata.

20c
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El volumen V del cilindro es
V =n-r2-h Sabemos que:
V = 3000 cm?, h =20 cm.

Despejamos r y reemplazamos.


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/imagenes/img141.png

2 V.
B

3
I
3

=
I
H_
<

w-h

300

207
150

o

==+

=14/ — = 6.91 cms

T

Se toma sélo el valor positivo, ya que el radio no puede ser

negativo.

5. Demostracion de la ecuacion cuadratica, a partir de ax? + bz +

c=20

Para obtener los posibles valores de x, debemos utilizar el
método de completar cuadrados, que vimos anteriormente.

Procedimiento

ar? bx ¢ 0

%« " a a
b c
o’ + -z = ——
a a
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Como se trata de
despejar la T,
empezaremos  por
dividir  toda la
ecuacion por a Yy

simplificar.

Pasamos el término

C

= al loado derecho

de la ecuacion.

Completamos el



2 2
N b b o
(z %) (%) -y

cuadrado perfecto en los
dos términos de la derecha,
sabiendo que el término de
la mitad es g:c. Para ello
sacamos la raiz cuadrada de

v 2 = z. Sabemos que 2 -

(z) =2, luego el tercer

términoserdxz = %

L 2 .,
Se resta el término (2—’;) para que la ecuacion no se afecte,
observemos que, si se resuelve la ecuacion anterior se conserva la

ecuacion inicial (s6lo a manera de prueba)

Recuerden que para solucionar el cuadrado de un binomio se debe

proceder de la siguiente forma:

(a£b)" = (a)" £2(a)- (b) + (B)°

Para el ejercicio que estamos resolviendo, esto seria:

9 9
, b b b
(z) +2‘($)'(%)+(%) —(%) =

c 5 b c
- — T+ —r=——
a a a

b

Se puede observar que la ecuacion no se alteray que 2 - (z) - (55) =

Q.’,U
a

2a

A 2
Luego de completar el cuadrado, pasamos el término —(2—2) a la

derecha:

2 2
b B b
(@+5) =(3)
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Hacemos la suma en los términos de la derecha, donde el M.C.D es 44?2,
guedando asi:

Aplicamos propiedades de los radicales

N b N b2 — 4ac
x4+ —=4+—
2a 2a

Despejamos la x

B bi\/b2—4ac
v 2a 2a

Hacemos una suma de fraccionarios de igual denominador y se obtiene
la formula de la ecuacion cuadratica

b+ Vb2 — 4ac

r=— , cona=J,
2a
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Como se dijo anteriormente la ecuacién cuadratica sirve para
solucionar muchos problemas sobre objetos en movimiento y hallar
factores (factorizaciones) que no tienen soluciones en los enteros.

Discriminante, definicion de imaginarios y operaciones
con complejos

» Discriminante

El término /b2 — 4ac de la ecuacidn cuadratica se conoce como el

discriminante y es el que determina las posibles soluciones de la
ecuacion cuadratica.

Si/'b% — 4ac > 0, la ecuacion tiene 2 (dos) soluciones en

los reales.
Discriminante de la

ecuacion cuadratica | Si b2 — 4ac = 0, la ecuacion tiene 1 (una) solucién en

05 reales.
v b2 — 4ac

Sivb? — 4ac < 0, l1a ecuacion NO tiene solucién en los
reales, tiene solucién en los complejos.

Ejemplos con ecuacion cuadratica

1. Un cohete de juguete se lanza verticalmente hacia arriba desde
el nivel del suelo, como se ilustra en la figura. Si su velocidad

inicial es 120 pies/s y la Unica fuerza que actua sobre él es la
gravedad, entonces la altura h del cohete (en pies) sobre
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el suelo después de t segundos
estd dada por h = —16t> +
120¢t. ;Cuanto tiempo demora el

cohete en obtener una altura de \
200 pies? LED o

16t2 — 120t + h = 0, pero
sabemos que la altura que
obtendra en un tiempo ¢, sera de

200 pies, luego:

16t — 120t +200 =0

Si hacemos uso del discriminate, nos daremos cuenta que b> —
4ac > 0,lo que indica que tiene dos soluciones en los reales.

> — dac = (—120)° — 4 - (16) - (1) = 1600

Utilizamos la féormula de la ecuacidon cuadritica z =

b+ Vb2 — 4ac
— , con a = fyreemplazamos.
2a
L b+ Vb — 4ac
T 2a

Donde:a = 16, b= —120 A ¢ = 200

—120 + \/(—120)2 — 4. (16) - (200)

b=- 2. (16)

209


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/imagenes/img143.png

120 =4 /14400 — 12800

2. (16)
120 4 /1600
T T 2.(16)
1204240 604+20 15+5
" 2.(16) 16 4
15+ 5
T4

Por lo tanto, el cohete estd a 200 pies sobre el suelo en los siguientes
tiempos: 2.5 A 5 segundos.

Las dos respuestas obedecen a que a los 2.5 segundos el cohete va
subiendo y por efectos de la gravedad asciende a su altura maximay
empieza a descender y a los 5 segundos pasa nuevamente para la
altura de 200 pies.

2. Resuelva 9z2 + 16 = 24z. Se debe igualar a cero.
922 — 242 +16 =0

a=9, b=-24 yc=16

Reemplazamos en la ecuacion cuadratica

_bi\/b2 — 4ac

2a ’

= cona =/

—24 + \/(—24)2 —4-(9)-(16)

2. [9) , cona=,/,

xr=—
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24 + \/(—24)2 —4-(9)-(16)
- 2-(9)
24 4+ /576 — 576
2-(9)
24 4+ /0
2-(9)
24 12

En este caso como el discriminante es igual a cero, sélo se tienen una
respuesta.

3. Resuelvalaecuaciéncuadratica:z2 +2z+1=20

En este caso, observe que el discriminante es menor que cero,
(—1)> —4- (1) (1) = —3, por lo tanto, no tiene solucion en los
reales.

A continuaciéon se explica la definicibn de los numeros
imaginarios y las operaciones con los complejos.

» Numeros Imaginarios

Son aquellas raices que no tienen solucién en los reales, es decir que el
discriminante es menor que cero.

Se denota por 7 y tiene la siguiente propiedad:
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Fropiedad de i

i =+/—1, por lo que
®* = (D)

i =-1

Ejemplos de nimeros imaginarios

ejemplo

Solucion

1. /12

2. v/-9

3 -3
' 4

e

)_2\fz

2, (3)2 - (=1) = 3

V3,

—1
2

» Numeros complejos

Son aquellos que estan formados por una parte real y una parte
imaginaria, por lo regular la parte real se separa de la imaginaria y va
siempre a la izquierda. Esto es, un nimero complejo se define como

a + bi,donde ay bsonreales e i es la parte imaginaria.
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Propiedades de los complejos

Terminologia Definicion Ejemplo
Ndmero complejo a + bi, dende a y b son numeros 347 5
realese i = -1
Namero imaginario | a+ bi conb =0 3i+2i, —5i
MOmero imaginario | ) =. _
puro bi conb=10 —3i, VES i
x4+ yi =3+ 4isiysodlosi
Igualdad a+ bi=x+disiysolosia=cyb=d
x=3 yy=4

» Operaciones con complejos

Se aplican las propiedades de los (distributiva, asociativa, etc.),
teniendo presente la parte imaginaria.

En la siguiente escena interactiva, disenada por Maria José Garcia

Cebrian®, encontraras la definicién de la conjugada de un nimero
complejoy su inverso.

Para interactuar con la escena interactiva, modifica los valores de la
parte real e imaginaria del nimero complejo, pulsando las flechas
arriba y abajo, luego presiona "dibujar" para que puedas visualizar el
resultado.

Puedes realizar el mismo procedimiento para obtener los resultados
de la conjugaday el opuesto de un nimero complejo.

38 . . . . . .
Maria José Garcia Cebrian es una autora de la red Descartes, que publicé el libro Los

nuimeros complejos, del cual seleccionaremos algunas escenas interactivas en el resto de
estaobra.
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e L A
= A - gje unaginario (|
z= 3 Jeglk |1 i
* Elconjugado de un nimero complejo
z=a+ bi esotro nimero complejocon L
la parte real igual y la parte imaginaria a
cambiada de signo.

z=3-4i dibujar

eje real

* El| opuesto de un nimero complejo
z = a + bi es otro nimero complejo con
la parte real y la parte imaginaria
cambiadas de signo.

- Zi=a3-41 dibujar

Como se pudo observar en la escena interactiva anterior, para obtener
la conjugada de un nimero complejo, se cambia el signo a la parte
imaginaria.

Igualdad de nimeros complejos:

(a4 bi) = (c+di),siysélosia=c y b=d

Suma de nimeros complejos: Se suma la parte real y la parte
imaginaria.

(a+b)+ (c+di)=(a+c)+(b+d)i

Resta de numeros complejos: Se resta la parte real y la parte
imaginaria

(a+b)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i
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Ejemplo de sumay resta de complejos
Sea: Zy; = (2+ 5i) y Z = (6 + 37). Hallar:

1.(21 + Z2)
2.(Z) — Zy)

Z
3.(71 + Zy)

Solucién

1.(Z1+ Z3) = (2+5i) + (6 + 3i) =8 + 8¢
2.(Z1—Z3) = (2+5i) — (6 +3i)=—4+ 2i
11¢

Z 5i
8.5 +Z) = (L+ )+ (6+30)=T+ -

En la siguiente escena interactiva, disenada por Maria José Garcia
Cebrian, puedes interactuar realizando los ejemplos anteriores y
pulsar el botén "dibujar", para obtener una representaciéon grafica de
las respuestas.
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efe imaginario

—_ ) A H
ne g b g
—_ A A H

* Suma dibujar

z,+z,= (a,+ a,) + (b, + b,)i

efe real

z,+2,= (5+4i) + (-2+3i) =3+7i

* Resta dibujar

z,-z,= (a,-a,) + (b;~b,)i

z,~z,= (5+4i) = (-2+3i) =7+i

Producto de nimeros complejos: Se aplica la propiedad distributiva y
se suman los términos semejantes, teniendo en cuenta que la parte
real debe quedar alaizquierday la parte imaginaria a la derecha.
Tener en cuentaque i2 = —1
(a +bi) (c+di) = ac + adi + bci + bdi?
(a +bi) (c+di) = ac+ adi+ bci + bd (—1)

(a4 bi) (c+ di) = ac + adi + bci — bd

(a+ bi) (c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc) i

Para comprobar la definicion anterior, utiliza la escena interactiva
disenada por Maria José Garcia Cebrian.
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S [ ;||
— 'y A H gje mmaginario D
2= 3le I+ 3k i
- Y F 9 H
* Producto dibujar

z,°z,= (4+2i) - (-1+2i) = Z,
= 4.144.2i-2i-1+2.2i"=
=-8+6i

eje real

Comprueba gue el producto de un niimero por su
conjugado es siempre un numero real:

2,Z,= (4+2i) - (4-2i) = ]

Introduce el resultado y pulsa Intro

Enla escenainteractiva, te puedes dar cuenta que:

e Paralapartereal serestael producto vertical de las dos columnas.

e Para la parte imaginaria se suma el producto en cruz de las dos
columnas (el producto de la diagonal principal mas el producto de la
diagonal secundaria.

Ejemplo de producto de complejos

Analiza el siguiente ejemplo y comprueba la respuesta en la escena
interactiva.

1.(244i) (2—14) = (4— (—4)) + (-2 +8)
(2+4i) (2—14) =8+ 6i

2.(3+2) (—143i)=(=3—(6))+ (9—2)i
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(3+2i) (—1+3i) =—9+7i

3.(—2—4) (—3+3i)=(6—(=3))+ (—6+3)i
(=2 —14) (—3+3i) =9 — 3

_— . A

= A . eje imaginario O
2= 3f¢ g | !
= A A -
2= it [ g |i

* Producto dibujar
z,:2,= (4+2i) - (-1+2i) = 2y
=-4:1+4.2i-2:1+2-2°= Feveal
=-8+6i

Comprueba que el producto de un nimero por su
conjugado es siempre un nimero real:

2,2,= (4+2i) - (4-2i) = ]

Intreduce el resultado y pulsa Intro

Realiza los siguientes ejercicios de producto de complejos y
comprueba la respuesta en la escena interactiva.

3.71 = (3+1) y Z- (2 — 2)

Divisién de nimeros complejos: Se debe tener en cuenta racionalizar
el denominador, es decir; multiplicar numerador y denominador por la
conjugada del denominador

(a + bi)

ctrd)’ con (c+di) =0
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(a + bi) _ (a + bi) " (c — di)
(c+di) (c+di) (c—di)

ac — adi + cbi — bdi?
c? — cdi + cdi — d?1?

ac — adi + cbi — bd(—1)
2 — ‘odi+ edi— d?(—1)

ac + bd — (ad — cb)i
c? + d?

(a+bi) (ac+ bd) — (ad — cb)i

(c+ di) 2 + d?
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Para el numerador:

Real

Para el denominador:

=& 2| A2
| 2,=5] | 3{di)? |

Por + Por —
— A e z
zl - w a--u P-b I
. >& | |Menos
zz =5 C A «7‘~d [
Por — Por

Imaginario

Siguiendo las indicaciones:

1 Zy 4+
" Zy 543

|
Menos

Z _ [(4%x5)+(2%x3)]—[(4%x3)—(5x2)]

52 — (30)?2

(20) + (6)] — [(12) — (10)]d

[26] —

25 — 9¢2

12]s

25 — 942

. 26—2i
25 —-9(-1)

262

25+9
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Ahora separamos el denominador y simplificamos.

Zy 26 2%

Z, 34 34

[(4%x5)+(2%x3)]—[4x(=3)—[5x(-2)]

52 _ (3i)?
_ [(20) + (6)] — [-12 — (—10)]d
25 — 92
[26] — [-12 + 10]i
25 — 92
_ [26] —[-2)d
25 — 92
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Al 26 + 21

Zy 25— 9(—1)

Zy 2642

También se puede multiplicar el numerador y el denominador por la
conjugaday aplicar la propiedad distributiva.

Zi (4+2) (5-3i)

Zy  (5+3i) (5— 30)

[(4 x5) — (4 x 3i) 4+ (26 x 5) — (2¢ x 3i)]
(54 37)(5 — 3¢)

20 — 12 + 10i — 6i2]  [20 — 124 + 107 — 6(—1)]

52 — (34)2] B [25 — 3242]

C[20-2i+6] 26— 2

25 —9(—1)]  [25+9]
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Utilizando la siguiente escena interactiva, disefnada por Maria José
Garcia Cebrian puedes comprobar los resultados de los
procedimientos explicados en los dos ejemplos anteriores. Si deseas,
puedes plantear nuevos ejercicios en la escena interactiva y realizarlos
en tu cuaderno, confronta tus conocimientos. jAnimo!

[ zl
O
Cociente de complejos

Para dividir dos nimeros complejos, al igual que con los nimeros reales, se multiplica el numeradar
por el inverso del denominador. Coma regla practica multiplicaremos numeradar y denominador por
el conjugado de este dltimo.

2, a+hi  (a+hi)a,-b,) aatbb, +hlaz-a1bz ; ¥ L)

z, athi (a+h,i)@,-bi)  a b2 a,?+h,? 2 ¥
2 _B+6i (B+6iN1-2i)_ 8-1+8-2i-6i-1-6-217_ 204100 _, .,
Z, 1 +27 (=1 + 2i)}-1- 2|} 1-4j2 5

Realiza los siguientes ejercicios de cociente de complejos y comprueba
la respuesta en la escena interactiva anterior.

1.2, =(4+4+2i) y Zy = (—1+ 29).
2.7 = (2420) y Zo = (—2+ 20).
321 =3+1) y Zy = (2 — 2i).
4.7y =(6—1) y Zy = (3 — 2i).
5.2, = (144) y Zo = (1 — 2).
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4.1.3 Descomposicion de un polinomio en
factores por el método de evaluacion

(x — a) es un factor de un polinomio P(z), siy sélosi
al evaluar P(a) =0

Si P(x)=2z%+2*—13z+6 , como el primer término del
polinomio es diferente de 1, los ceros racionales de P son de la forma
de descomposicion de factores.

Posible cero racional de:

(Factores del término constante)

P = . El término constante

(Factores del coeficiente principal)
es 6 y el coeficiente principal es 2, por lo tanto, posible cero racional de
(Factores de 6)

(Factores de 2)°

Ahora, los factoresde 6 son 6 : +£1,+2, 43, 46y los factores de 2 son

+1,4+2. Asi los posibles ceros racionales de P son:

1 2 3 6 1 2 3 6
£,k TR T £, E

1 3
Resumiendo, nos queda -1, +2, +3, +6, ii, i§°

Para comprobar los posibles ceros de P(z), reemplazamos cada uno
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de los factores anteriores para ver cual hace P(x) = 0.

P(1)=2(13+(1)?-13(1)+6=2+1-13+6=4, no es un
cerode P(x).

P(—1)=2(-12+ (=12 -13(-1) +6 = -2+ 1+ 13+ 6 = 18,
no es un cero de P(z).

P(2)=2(203+(2)2-13(2) +6=16+4—-26+6=0, es un
cerode P(z).

(x — 2) es el primer factor de P(x). Ahora resolvemos en la misma
forma que se hizo con la divisién sintética.

2 1 -13 6
2 4 10 -6
2 5 -3 0

El cociente Q(z), seria 222 + 5z — 3y conresiduo R(z) = 0

Ahora factorizamos el trinomio de la forma az? + bz + ¢, quedando
finalmente los factores de P(x) de la siguiente forma:

Plz)=223+2>—13z+6=(z —2)(2z — 1)(z + 3)

En las siguientes escenas interactivas, disefiadas por Miguel Angel
Cabezén Ochoa®, podras analizar los ejemplos propuestos sobre
factores de un polinomio.

9 . . o« s
3 Miguel Angel Cabezdén Ochoa, es un autor de la red Descartes, que publicd la escena
interactiva "Descomposicién en factores".
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P(x)=x*+5x +x2-21%x-18

Probando la regla de Ruffini (con
drvisores de 18)., encontramos
g

que -1 ¥ son raices de este

polinom io

Como complemento a la explicacion y al a la escena interactiva
anterior, puedes analizar el siguiente video de Julio Alberto Rios Rios
Gallego, donde se explica el paso a paso para la solucion de una
factorizacion por el método de evaluacion.

FACTORIZAR POR EVALUACION (CON DIVISION SINTET!C})

actor/zaCIon

x3 —5x°“+2x+8
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4.1.4 Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Cuando se resuelven ecuaciones que tienen expresiones
exponenciales, con variables en los exponentes, es usual utilizar los
logaritmos a cada lado de la ecuaciéon y convertirlas en factores, que
facilitan su solucién. Los logaritmos tienen aplicacién en todos los
campos del saber, especialmente en la quimica, la biologia, la fisicay la
ingenieria.

Los logaritmos con base b = 10 se llaman logaritmos en base 10 o
comunes Yy los logaritmos en base b = e se llaman logaritmos
naturales o neperianos.

Se acostumbra escribir el logaritmo natural como:

Log.x = Inx '
Logp P = E,para toda base B > 0,B =/ '

Donde: B = Base, P = Potenciay E = Exponente.

Podemos convertir logaritmos en potencias de la siguiente forma:

Logaritmos Potencias
LoggP =E BE=p

Log1(100 = 2,si y sélo sil0® = 100
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Observen que, en el ejemplo, el logaritmo en base 10 de 100 es 2, siy
solo sila B = 10, elevada al exponente E = 2, es igual a la potencia
P =100.

Ejemplos de logaritmos

Convertir los logaritmos en potencias.

1. 10910:13 =2
Si lo expresamos en forma de potencia, nos quedaria:
10° =z
100 =z '
2. logax =4
Silo expresamos en forma de potencia, nos quedaria:
2t = ¢
16 =«

3. 1l0g32187 =y
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Silo expresamos en forma de potencia, nos quedaria:

3Y = 2187

3¥ =37

La igualdad se cumple, si y solo si y = 7, dado que las bases de ambos
lados de la igualdad son iguales a 3.

Propiedades de los logaritmos
Paratodabaseb > 0,b = 1, paralos nimeros positivosm A n

1. logy (m - n) = logym + logyn
m
2. logy (z) = logym — logyn

3. logym* = k - logyn, para cualquier nimero real k.
4. logpyb =1

Ejemplos con propiedades de logaritmos

1. logazc?’\/g
Para su solucién, se aplican las propiedades de las potencias,
radicales y logaritmos.
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N |

logaz>\/y = logax® + logay

1
=3 log,x + §logay

1
logaz®\/y = 3 - logax + 3 " l0gay

2. loga—.
09a 3

23

loge— = logaz® — log, 2
z

=3-log,x — 2 -log,z

23
loga— = 3 -logex — 2 - log,z
z

Yy
loga ;2/_ = 10gox> + 10gar/Y — 10ga2”
= log,z> + logay% — log,z*

x
log, 2= 3 log,x + % -log,y — 2 - log,z
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1
4, 3 log, (2 — 1) — logay — 4 - log, 2

1
=log, (22 — 1)° — (logay + log.z*)

1
= log, (a:2 — 1) — logayz4

W=

(z* — 1)

= log, 2

1
= log, (2 — 1) — logay — 4 - logez =

(z* — 1)
logoa————
Yz

Wl

Las ecuaciones exponenciales, tienen multiples aplicaciones en la vida
cotidiana, desde determinar el tamano poblacional hasta los
fendmenos fisicos como la aceleracion, velocidad y densidad.

Como ejemplos de su utilizacion, se pueden mencionar el crecimiento
de la cantidad de personas infectadas con determinada bacteria, la
disminucion de la carga de un condensador, la escala de Ritcher, la
magnitud de un terremoto, entre otras.

Las funciones logaritmicas, como inversas las exponenciales son
utilizadas para comparara fendmenos inversos a las ecuaciones
exponenciales. Como ejemplos de aplicacion se pueden tener en
cuenta su utilizacion en la economia, para determinar el valor
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futuro de un depdsito en un banco después de determinado tiempo y a
una tasa de interés determinada, en investigaciones policiales para
determinar el tiempo estimado de muerte de una persona, al medir la
temperatura del cuerpo, del ambiente, de la habitaciéon donde fue
hallado, en la medicina para determinar el contenido de una
determinada sustancia en el cuerpo, después de "t" tiempo de haberla
ingerido.

Para resolver ecuaciones exponenciales y logaritmicas, se recomienda:
e Reescriba una expresidon exponencial como expresion logaritmica.
e Reescriba una expresion logaritmica como expresién exponencial..

e Uselas propiedades uno aunode b® ylogy..

e Para las ecuaciones de la forma ai = b3 , donde a = b, obtenga el

logaritmo natural de ambos lados de la igualdad y simplifique usando
las leyes de los logaritmos.

A continuacién se resolveran algunos ejemplos de ecuaciones
exponenciales y logaritmicas, para que te familiarices con los
procedimientos que se deben realizar en su solucién, utilizando las
propiedades de las potencias y los logaritmos.

Ejemplos de ecuaciones exponenciales y
logaritmicas

Recuerden que, para los logaritmos decimales la base es 10 y por lo
general se omite, mientras que, para los logaritmos naturales o

neperianos, la base es e nimero Euler e.
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1. Para k,e'%* =71.

Aplicamos logaritmos a lado y lado de la igualdad, y como la base

es "e", se infiere que se trata de logaritmos neperianos.
In.e'% = in,7
10k - In.e = In,7

Recordemos que el log1g10 =1 Aln.e = 1, se pueden omitir
sus bases, ya que se entiende que si es In, la base e y si es log, la
base es 10.

10k (1) = In7

2. Resuelva logaxz = 5.

Logaritmos Condicién Potencia
logp P =FE Si y sélo si P =P
Entonces 2° = z, por lo que z = 32

3. 2773 =gl

Para solucionar la ecuacidon es conveniente convertir 81 en
base 2, de |la siguiente forma:
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223 — (23)“1, aplicando la propiedad de potencia de una potencia,

22=3 — 23243 ahora; si las bases son iguales, los exponentes tienen

qgue ser iguales.

2 = 2,entonces x — 3 = 3x + 3. Despejando la x, nos queda:

z—3xr=3+3

—2xr =06

x=—3

ECUACIONES EXPONENCIALES - Fiercicio 3 = [ ] i
B G5SoRee Eponenciates

(8x+2)(49—6) =16 ¢

MEIHI en IR Youube e

Para que profundices en
tus conocimientos,
observa con
detenimiento el siguiente
video realizado por Julio
Alberto Rios Gallego
"Julio Profe" #4° en el
cual se explicala solucion
de una ecuacion
exponencial, paso a paso,
tal como se hizo en los
ejemplos anteriores.

40 julio Alberto Rios Gallego "Julio Profe" es un autor de la red YouTube, que publicé el video

"Ecuaciones exponenciales - Ejercicio 3".
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Si lo resolvemos aplicando logaritmos a ambos lados de la igualdad, nos

quedaria:

21,‘—3 — 23:134—3

(x —3)log2 = (3z + 3) log2

Si,log 2 = log 2, entonces,

zT—3=3z+3

ECUACIONES EXPONEN I::l.-’-"LEf'"EijEn::in:ic 4 o

uaciones Exponenciates &4

1257 % = 4%

M!lal en IR Youube e

Para que profundices en
tus conocimientos,
observa con
detenimiento el siguiente
video realizado por Julio
Alberto Rios Gallego
"Julio Profe" #4! en el
cual se explica la solucion
de una ecuacion
exponencial, paso a paso,
tal como se hizo en los
ejemplos anteriores.

41 Julio Alberto Rios Gallego "Julio Profe" es un autor de la red YouTube, que publicé el video

"Ecuaciones exponenciales - Ejercicio 4",
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4. Resolver para"E" apartir de la ecuacién equivalente b = P

Se saca logaritmo en ambos lados de la igualdad.

E -logb = logP
logP
E="7
logb
. log, P
Como F = logy, P, podemos concluir que logg P = Tog.b

Lo anterior es lo que se conoce como "Teorema del cambio de
base".

5% — 5%
5.Resuelva la ecuacién T =3
5 —5 % =6
5% L 6
5z

Recuerda que puedes resolver la diferencia de fraccionarios, de la
siguiente forma:
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(5%)* — 1
5:6

(5°)" —1=6- (5%

(5°) —6-(5°) —1=0

Es un trinomio de la forma ax? + bz + ¢, lo resolvemos por la formula
general.

5

. 0 E (6’ -4 (1) (-1
) 2- ()
_ 6x£436+4
B 2
6440
SLESLY
B 6++v22-10

2
6 + 24/10
- 2

Se simplifica.

5* =3 ++10
Se toma como solucion 3 + /10 porque 3 — v10 < 0OAH* >0

Aplicamos logaritmo a cada lado de la igualdad.

log5® = log (3 + v/10)
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- logh = log (3 + v/10)

Se despejala .

log (3 + /10
_ log( \ﬁ)xl.ls

T

logh

6. Resuelvalaecuacion para .

In2+In(4x — 1) =In (22 + 5)
Observen el lado izquierdo de la igualdad es una suma de
logaritmos y por propiedad, es el logaritmo del producto.

In[2-(4z —1)] = In (22 + 5)
Ahora, siln = ln, entonces:
2 (42 — 1)] = (22 + 5)
Resolvemos:
8 —2=2x+5
8r —2x =5+ 2

6 =17
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7
In2+1In(de —1)=In(2x +5),z = 5

7.Resuelva para .

e2m — 33:—4

Como la base es ¢, utilizamos In en ambos lados de la igualdad,
Ine*® = in3>™*
2z -lne = (z —4) - In3
2z = (x — 4) - lne

Recuerdaqueln.e =1

2c =x-In3 —4-In3

2¢ —x-In3 = —4-In3
Sacamos factor comun z

z(2—1In3) =—4-In3

Despejamos x
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8.Circuito eléctrico: Un
diagrama de un circuito

eléctrico sencillo formado R

por un resistor y un e
inductor se muestra en la t,'\-
siguiente figura. La v ——

corriente I en el tiempo ¢
esta dada por la formula
I = 20e 2L donde Res L
la resistencia y L es la

inductancia. De esta
ecuacion despeje t.

Solucién:
I =20e F/*

Despejaremos t aplicando logaritmos, pero antes pasamos el 20 a
dividir.

I Rt
R I
20 °
I Rt
- — -1
ln20 Ine
l I B Rtl
n20— 7 ne

Sabemos queln.e = 1
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%= "T
Rt I
T~ "y

Despejamos t.

8. Enfriamiento de un pastel: Se saca un pastel del horno, cuya
temperatura era de 350 °F, y se lo coloca en una cocina donde la
temperatura ambiente es de 75 °F. Un minuto después, se mide la
temperatura del pastel y resulta de 300 °F. Suponga que la
temperatura del pastel en la cocina esta dada por la ley de
Newton de calentamiento/enfriamiento:

T, =T, + (Ty —T),) - ",k <0
e ;Cuadl es latemperatura del pastel 6 minutos después?
e ;Encuanto tiempo latemperatura del pastel sera de 80 °F?
Solucién:

e ;Cudl eslatemperaturadel pastel 6 minutos después?
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Dado que:

To = 350° F
T, =T5"F
Ty = 300" F

ReemplazamosenT; = Tp, + (To — Tr) - €M

Sabemos que la temperatura en un minuto es:
T = 300° F
300 = 75 + (350 — 75) - €*

300 — 75 = (350 — 75) - €

225 = 275 . ¢*
225
975 €

Simplificamos, ya que la fraccién es divisible por 25.
9
- — ek
11
Utilizamos logaritmos para despejar la k en cada lado de la igualdad.

I g—l k
nll— ne
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9
In— =k~ —0.2
nll 0.2007

Como conocemos el valor aproximado de k£ y sabemos que:
T (t) = 75 + 275¢e*, hallaremos T (6)
T (6) = 75 + 275¢% (02007
(6) © T(6) ~ 157.5°F
T (6) = 75 + 275e 1204

e ,Encuanto tiempo latemperatura del pastel sera de 80 °F?

Sabemos que:

T (t) =80°F Ak = —0.2007 80 — 75 — 975 0-2007¢
T (t) = 75 + 275eM 5 o0
275

80 = 75 4 275¢~ 2™
Despejamos t, utilizando

logaritmos.

1

o ~0.2007¢ -
In FE lne In 55

- 0.2007 t

t ~ 19.97seg '

1
— = -0.2 .
ln55 0.2007t - lne
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4.1.5 Sistemas de ecuaciones lineales 2x2 y 3x3

De acuerdo con el numero de soluciones los sistemas de ecuaciones
pueden ser:

Compatibles: Con solucion.
Compatible determinado: Solucién unica.

Compatible indeterminado: Mas de una solucién lo que equivale a
infinitas soluciones.

Incompatibles: Sin solucion.

En la siguiente escena interactiva disenada por Maria José Garcia
Cebrian*?, podras observar algunos ejemplos propuestos, donde se
explica cada uno de los sistemas de ecuaciones, de acuerdo con el
numero de soluciones.

A
Ejemplos E

Sistema compatible indeterminado,

x=0 y=1 z=-2 esuna solucion, pero X-2y-3z=4

tambiénloesx=0 y=0 z=-4/3. 2x+ 3y+4z= 5
Los coeficientes y el término independiente 2%x-4y-62=8
de la 1* y 3* ecuacion son proporcionales. Otro ejemplo ‘

Existen varios métodos para solucionar ecuaciones lineales 2x2 y 3x3,
a continuacion se explican cada uno de ellos.

42 . . . . C . .
Maria José Garcia Cebrian, es autora de la Red Descartes, que publicé el libro interactivo
"Matrices, Determinantes y Sistemas de ecuaciones".
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P Sistemas de ecuaciones lineales 2x2

Ejemplo de solucion de ecuaciones lineales
2x2-Método Grafico

A un parqueadero ingresan 9 vehiculos, entre bicicletas y triciclos, si se
sabe que la suma las llantas es 21. Cuantas bicicletas y triciclos hay en
el parqueadero?.

1. Método grafico

Consiste en representar graficamente las ecuaciones de las rectas y el
punto de intercepcion sera la solucion.

Lo primero que se debe hacer es definir las variables para las
incégnitas del problema que se plantea.

x =Cantidad de bicicletas y =Cantidad de triciclos
Ahora se plantean las ecuaciones, de laformaax + by = ¢

zc+y=9 2¢ + 3y = 21
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Se debe hacer una tabla de valores para x A y, preferiblemente hallar
los cortes con los ejes coordenados y se unen los puntos.

Ecuacion 1. Ecuacion 2.
T Y 0y Yy
0 9 0 7
9 0 21 0
2

Una vez se tenga la tabla de valores para x A y, se procede a realizar la

grafica y el punto de intercepcion es la solucién del sistema de
ecuaciones lineales 2x2.

Sila grafica se hizo correctamente, se debe obtener lo siguiente:

Observa que la solucién es el punto de intercepcion £ = (6, 3)
En la siguiente escena interactiva, puedes reemplazar los valores de la

tabla de las ecuaciones 1y 2 para confrontar el resultado. No olvides
dar enter al ingresar cada par ordenado.
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Los puntos Ay B pertenecen a la primera ecuacién, Cy D pertenecen a
la segunda y los debes reemplazar en la parte derecha de la escena
interactiva, donde dice "Definicion:".

Si después de dar "enter", para cada punto, la escena conserva los
puntos anteriores, basta con hacer clic izquierdo sostenido y mover un
poco la escena.

| &~ L OO AN % E

: = i3 : T@h Basoo EEX Ev
SOLUCION GRAFICA DE ECUACIONESINEALES 2x7 / Cua la
N i Min 27 57482

Para que puedas confrontar los resultados obtenidos y con el animo de
facilitar el proceso de aprendizaje, una vez tengas definidas las
ecuaciones de la forma ax + by = c en el planteamiento del problema
o en la busqueda de soluciéon a un sistema de ecuaciones, puedes

reemplazar los coeficientes en la siguiente escena interactiva para
obtener el resultado.
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ngresae los cosficientes de lasecuaciones y el drming
indapandsanie con SUS BGNos

x-3 y5 €0

ly =2 Jr+by =0

Solucién : (5, 3)

SOLUCION DE ECUACIONES LINE
METODO GRAFI

A continuacion se presentan 7 ejercicios de sistemas de ecuaciones
lineales 2x2, para que las soluciones y luego confrontes los resultados
en la escena interactiva anterior.

2o+ 3y =12 1.1 ¢
3z +2y =13 5. 13 3
—+—-—=12
Se —y=7 r Y
6 2

3x+y=>5 3_""_ _
3. ¢ B 5 3y =15

x—2y=11

T—y

, {§+3y:1 - {2(:z:y)+—3 =3z -1
. z+2y=1 T—y=3
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Para solucionar el punto 5, te sugiero hacer un cambio de variable, es
1
decir, a = — ANb= —. Cuando tengas los resultados de a Ab,

z Y
reemplazas en el cambio de variable anterior, para obtener x A y

2. Por Sustitucion

Como su nombre lo indica, se trata de sustituir la variable de una
ecuacion en la otra.

Pasos para solucionar ecuaciones 2x2 por SUSTISUCION

Se despeja una variable en la ecuacién (1).
Se reemplaza la variable despejada en la ecuacion (2).

Se realizan las operaciones para encontrar una variable.

N

. Se reemplaza la variable encontrada en la ecuacion (1),
despejada.

Ejemplo de solucidon de ecuaciones lineales
2x2-Sustitucion

Cudl es el area de un rectangulo sabiendo que su perimetro mide 16
cmy que su base es el triple de la altura?
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Sea:
y = Laaltura
x = Labase

En la siguiente figura, se muestra el planteamiento del problema.

F

y

i

——x =3y ——

Ahora se plantea |la ecuaciones.

2z 4+ 2y = 16 (1)

x =3y (2)

Como se sabe que x = 3y, se reemplazaenla(1)
2(3y) +2y =16
6y + 2y = 16
8y = 16
y=2
Ahora se reemplaza el valor de”’y” enla (2)

z=3(2),z=06
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3. Por Igualacion

Como su nombre lo indica, se trata de igualar las variables de ambas
ecuaciones.

Pasos para solucionar ecuaciones 2x2 por IGUALACION

Se despeja una variable en la ecuacién (1).
Se despeja la misma variable en la ecuacion (2).

Se realizan las operaciones para encontrar la otra variable.

S

. Se reemplaza la variable encontrada en la ecuacion (1) o (2),
despejada.

Ejemplo de solucién de ecuaciones lineales
2x2-lgualacion

Con dos camiones cuyas capacidades de carga son de 3 y 4 toneladas
respectivamente, se hicieron en total 23 viajes para transportar 80
toneladas de madera. ;Cuantos viajes realizé cada camién?

Lo primero que se debe hacer es plantear el sistema de ecuaciones.
Sea:
x = Viajes del Camién 1.

y = Viajes del Camion 2.
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Luego:
T+ y=23) (1)
3x + 4y = 80) (2)
Se despeja x en la ecuacion (1), pudo haberse elegido la y.
rT=23—1y
Se despeja la misma variable x en la ecuacién (2)

80 —4y
E

Z

Seigualan las dos variables despejadas en las ecuaciones 1y 2.

80 — 4y
3

23 —y =

Se realizan las operaciones para hallar el valor de y.
3(23 —y) =80 — 4y
69 — 3y = 80 — 4y
4y — 3y = 80 — 69
y=11

Por simple analogia, se puede concluir que los viajes del camién 1 son
12, ya que entre los dos realizaron 23 viajes, o simplemente se

reemplaza el valor encontrado en una de las dos ecuaciones
despejadas; esto es:
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Respuesta: Realizaron 12y 11 viajes respectivamente.
4. Por Reduccion o eliminacion

Como su nombre lo indica, se trata de reducir o eliminar una de las
variables.

Pasos para solucionar ecuaciones 2x2 por REDUCCION

1. Se multiplica una o ambas ecuaciones por el factor que las haga
iguales, pero con signo contrario para que al sumarlas, se
eliminen.

2. Serealizalasumade las dos ecuaciones.
3. Sedespejalavariable que queda.

4. Por simple analogia, se determina la otra variable, o
simplemente se reemplaza en una de las dos ecuaciones.

Ejemplo de solucion de ecuaciones lineales
2x2-Reduccidn

En una fabrica tienen maquinas de tipo A y maquinas de tipo B. La

semana pasada se dio mantenimiento a 5 maquinas de tipo Ay a 4 del
tipo B por un costo de $3405.
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La semana anterior se pagd $3135 por dar mantenimiento a 3
maquinas de tipo A y 5 de tipo B. Suponiendo que el costo de
mantenimiento no ha variado, ;Cual es el costo de mantenimiento de
las maquinas de cada tipo?

Solucion
Sea:

x = Costo del mantenimiento de la maquina tipo A

y = Costo del mantenimiento de la maquina tipo B

Se plantean las ecuaciones.
S5z + 4y = 3405 (1)
3x + 5y = 3135 (2)

Se elige cual de las dos variables se desea eliminar, para el ejemplo
elegiremos la z, por lo que se tiene que multiplicar la primera ecuacion

por (—3) y la segunda por (5).

(—3)...... 5z + dy = 3405. ... =15z — 12y = —10215
(5)...... 3z + 5y = 3135...... T5e+ 25y = 15675
13y = 5460
5460
T
y = 420

254



Reemplazamos la variable "y" en la ecuacién 1 o 2, para el ejemplo lo
haremos enla 1.

5z + 4(420) = 3405

5z = 3405 — 1680

bhr = 1725
. 1725
5
x = 345

Respuesta: El mantenimiento de las maquina tipo "A" es de $345 y la
tipo "B" es de $420 cada una.

Con la siguiente escena interactiva, disenada por Maria José Garcia
Cebrian, podras recordar lo visto hasta el momento sobre solucién de
ecuaciones 2x2 por los métodos de sustitucion, igualacién y reduccion.

. A
Ejemplos ! (] |

Tr+3y=5 (1)

Resolver el sistema, pg reduccion { 5 :
: -Xty=- (2)

=-5 Multiplico la primera ecuacion por -1
v=-.15 Mulipiico la segunda ecuacion por 3

=20-10x=20 Puedes eliminar la x

Sustituyo en la ecuacionpiimera © 7(2) +3y=5

Solucion: {

E=cena adaptada de ed@id - Sistemas de ecuatione 3 ESO
|

_ . Dtro sistema. |
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5. Por Cramer o determinantes

Pasos para solucionar ecuaciones 2x2 por CRAMER

=

Se halla el determinante del sistema Dy
2. Sehalladeterminantede «,D,

X
3. Seencuentra = —

D
4. Se halladeterminantedey, D,
D
5°S t ==
eencuentra y D,

Ejemplo de solucidon de ecuaciones lineales
2x2-Por Cramer o determinantes

El perimetro de un rectangulo es de 40 metros. Si se duplica el largo del
rectangulo y se aumenta en 6 metros el ancho, el perimetro queda en
76 metros. ;Cuales son las medidas originales del rectangulo y cuéles
las medidas del rectangulo agrandado?

T |
o
4 . .
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Sea:
x = Largo

y = Ancho
Se plantean la ecuaciones.

2z 4 2y = 40 (1)
2(2z) +2(y +6) =76
4o +2y +12 =76
4o + 2y = 64 (2)

El determinante del sistema (D,), se obtiene del producto de la
diagonal principal N\, (Ciz) - (C2y), que va en el primer paréntesis y el
producto de la diagonal secundaria 7, (Cs,) - (C1y), que va en el
segundo paréntesis como se muestra en la siguiente matriz. Recuerda

la matriz la conforman los coeficientes de las variables del sistema de
ecuaciones.

Ci. C
DSZ[C;: C;z]:( )_( )

En lo posible reducir las ecuaciones, para este ejemplo en particular,
ambas ecuaciones son divisibles por dos (2), esto es:

2¢ 2y 40

2= 2
2+2 2 2)
z+y=20 (1)
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dr 2y 64
727 2)
2z +y = 32 (2)

En la matriz, obtendremos los siguiente:

D, =-1

NO olvides que debes incluir los signos de los coeficientes en la matriz,
y de igual forma realizar las operaciones de los signos en el producto.

Para hallar el determinante de x (D;), en la fila de los coeficientes de
las x se ubican los términos independientes.

Tir Chiy,

D, = [T2I CZy] - ( ) - ( )

El procedimiento es el mismo anterior.

20 1
D, = —12
R d ===
ecuerdaquex DS
D, —12
€r = = —
Ds _].
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r =12

Conociendo el valor de x, puedes reemplazar en alguna de las dos
ecuaciones, para hallar la otra variable, esto es:

2(12) 4 2y = 40

2y =40 — 24
2y =16
16
)
y=2~8

Como practica, terminaremos el ejemplo por el método de
determinantes, para lo cual hallaremos el determinante de y. Recuerda
que el término independiente, ocupa la columna de los coeficientes de
la variable y.

1 20
.D;L-:_S
D
R d ==
ecuerdaquey Ds
D, -8
Y= D, T 1
y=28
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Con la escena interactiva se pretende que aprendas a formar las
matrices para la solucién de sistemas de ecuaciones lineales 2x2, en
ella encontraras una cantidad de %, que iras convirtiendo en ¥ en la
medida que vayas avanzando en la solucion.

Puedes verificar las respuestas obtenidas, solucionando los ejercicios
por los métodos que se explicaron en las paginas anteriores.

Resuelva el sistema
Solucion:

Se encuentra el dete
CI

-6 *x .8
D.‘. =

10 * 10

Se encuentra el dete

D,

Solucion de ecuaciones lineales 2x2 - DETERMINANTES

{5 r—3y==28
3x+Ty="T

rminante de los coeficientes

de las incognitas (D )

*® * * ¥

=(60 [-(-80 =20
rminante respectoay (D, )

¥ * -

= (-36 )=(80 )=-116

%

Otro Ejercicio

Se encuentra el determinante respecto a X (Dx |

T

8 .8 x* » x *
D, = =(g0 )-(-48 )=128
6 [x10 [¥
Por regla de Cramer se obtiene
D, 128 Ry _ D, 116 % 32
PED e s oD &

Con lo que aprendiste en esta escena interactiva, puedes solucionar en
tu cuaderno los ejemplos propuesto en la siguiente escena interactiva,
disenada por Maria José Garcia Cebrian, en la cual podras observar

diferentes ejemplos propuestos sobre solucién de ecuaciones 2x2 por
el método de determinantes o Cramer. jInténtalo!
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. A
—— Ejemplos |El |
X + 3y + 3z=0

-X -2y - 42=86 En forma matricial: =

2% + 4y + 62=-6

BoRoW
o b W

N e
o oo

e - 4

paso -

P Sistemas de ecuaciones lineales 3x3

Se utilizan los mismos métodos estudiados para resolver ecuaciones
2x2, pero no se recomienda el grafico, por ser en tres dimensiones (tres
variables). Para explicar los métodos de solucién de ecuaciones 3x3,
plantearemos los siguientes ejemplos.

1. Por Sustitucion

Ejemplo de solucion de ecuaciones lineales
3x3-Por Sustitucion

261


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/objeto1_JS/3_4/escena25.html

Hay un niumero de tres cifras que suman 15. El nimero de centenas
mas el de unidades, es el doble de las decenas y el numero original mas

594, invierte las cifras del nimero.

Como no sabemos los valores que pueden tomar los nameros, los

[lamaremos:

x = Centenas
y = Decenas
z = Unidades
Ahora se plantean las ecuaciones.
T+y+z=15
T+z=2y
100z + 10y + z + 594 = = + 10y + 100z
Se organiza la ecuacion (3) y se divide por 99.

99z — 99z = —594

Se divide por 99
99 99 B 594
99"~ 99"~ 99
r—z=—0

(3)
(3)

Se despeja una variable en la ecuacion (1), en este caso se despejara la

Z.
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r=156—-y—=z
Se reemplaza en la ecuacion (2), para obtener la ecuacion (4)
T+z=2y
(15 —y—2)+2z=2y

15—y—2+2=2y

15 —y=2y
15 =3y
15
V=3
y=2>5

Se reemplaza en la ecuacion (3), para obtener la ecuacion (5)
r—2z=—6
(Ib—y—2)—z=—6
15—y—2—2=-6
—y—2z=-6-15
—y — 2z =-21

Se multiplica por menos uno (-1).
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y+ 2z =21 (5)

En este momento se tendran las ecuaciones (4) y (5) en dos variables
(2x2). Se haria el mismo proceso, se despeja en una ecuacion y se
reemplaza en la otra, pero dado que en la ecuacién (4), ya se obtuvo el
valor de la variable y, simplemente se reemplaza en la ecuacién (5).

(5) +2z=21
22 =21-5

2z = 16

Por simple deduccién, se puede determinar el valor de la variable
restante, ya que en el planteamiento del problema, dice que los tres

nuameros suman 15, luego, si ya conocemos que y = 5,z = 8, "z" tiene
que valer 2.

x =15 — (13)
Tr =2

Para comprobarlo, puedes reemplazar los valores de las variables
encontradas, en la ecuacion (1)

r+y+z=15 (1)

z+ (5)+(8) =15
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Ejemplo de solucion de ecuaciones lineales
3x3-Por Igualacion

En la figura se muestra el diagrama de un circuito eléctrico que
contiene tres resistores, una bateria de 6 volts y una bateria de 12
volts. Se puede demostrar, usando las leyes de Kirchhoff, que las tres
corrientes, Ii,1I5 e I3 son soluciones del siguiente sistema de

ecuaciones:

L —I,+1I3=0

RiI; + RyI, =6

Roly, + R3l3 = 12
Encuentre las tres corrientes si:
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® R1:R2:R3:3ohms.
Solucién

Inicialmente se debe reemplazar los valores de R en las ecuaciones (2)
y (3).

L-L+I,=0 (1)
(3)1 +(3) I, =6 (2)
(3) I, + (3) I3 = 12 (3)

Se pueden simplificar las ecuaciones (2) y (3)

11—12+I3:0 (1)
L+1b =2 (2)
L+13=4 (3)

Despejamos una variable en ecuaciéon (1), despejamos la misma
variable en la ecuacion (2) y la reemplazamos en la ecuacion (2).

L —L+I=0 (1)
L=I-1I
L+ =2 (2)
L=2-1

Se igualan las variable despejadas en las ecuaciones (1) y (2), para
obtener la ecuacion (4).
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L-L=2-1
2L, — I; = 2 (4)

Despejamos la misma variable despejada en ecuacién (1) , en la
ecuacion (3) , igualamos la variable despejada en las ecuaciones (1) y
(3) para obtener la ecuacion (5). Dado que la ecuacion (3) yaes de 2x2 y
en las mismas variables de la ecuacidn (4), se tomara como la ecuacién

(5):
L +13; =4 (5)

Despejamos la misma variable en las ecuaciones (5) y (5) e igualamos.
Para el ejemplo que se esta solucionando es mas facil despejar I3.

2L, — I = 2 (4)
I, =2I, — 2
L+ =4 (5)
L=4-1,

Igualamos

Reemplazamos en la ecuacion (4) o (5), despejada.

I =(2)(2) -2

267



I, =2
Se reemplazan los valores encontrados, en la ecuacion (1) despejada.
L =1, — I3
L =2-2
I =0

3. Por Reduccion o eliminacion

Ejemplo de solucidon de ecuaciones lineales
3x3-Por Reduccidn

En la figura se muestra el diagrama de un circuito eléctrico que
contiene tres resistores, una bateria de 6 volts y una bateria de 12
volts. Se puede demostrar, usando las leyes de Kirchhoff, que las tres

corrientes, Iy,1I, e I3 son soluciones del siguiente sistema de
ecuaciones:
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IL —I,+13=0

Ril1 + RoIo =6

RoI> + R3I3 = 12
Encuentre las tres corrientes si:

e R, =4ohms, Ry =1o0hms, R3 =4 ohms.
Solucién

Inicialmente se debe reemplazar los valores de R en las ecuaciones (2)
y (3).

ILL—L+I;=0 (1)
(4) L+ (1), =6 (2)
(1) I+ (4) I3 = 12 (3)

Eliminamos una variable en las ecuaciones (1) y (2), para obtener la
ecuacion (4). Como se puede observar, lo mas conveniente es eliminar
I, para que quede 2x2, con las mismas variables de la ecuacién (3).

Para lograrlo, se multiplica la ecuacién (1) por menos 4 (-4).

—4L +41, — 413 =0 (1)
4L + 1 =6 (2)
5I, —4I3 =6 (4)

Como la ecuacion (3), esta en términos de I, e I3, la podemos tomar
como la ecuacién (5) y eliminar I5.
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5I,=4I; = 6 (4)
I—+4I; — 12 (5)
615 =18

I, =3

Conociendo el valor de I, puedes sustituirlo en la ecuacion (4) o (5) y
hallaras I5.

I, +4I; = 12 (5)
344 =12
Al; =9

7 9
T4
Como practica de aprendizaje, eliminaremos I5, multiplicando la

ecuacion (5) por menos 5 (-5),

Bl —4l; = 6 (4)
=51, — 2013 = —60 (5)
—24I; = —54
2413 = 54
-
24
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Conociendo los valores de I, e I3, podemos reemplazar en la ecuacion
(1), para hallar I.

9 12 9
h=3-3=7"1
12 9
=771
3
IlZZ

Ejemplo de solucidon de ecuaciones lineales
3x3-Por Cramer

Hay tres cadenas que pesan 450, 610 y 950 onzas, cada una de ellas
formada por eslabones de tres tamanos diferentes. Cada cadena tiene
10 eslabones pequenos y también tienen 20, 30 y 40 eslabones de
tamano mediano, asi como 30, 40 y 70 eslabones grandes,
respectivamente. Encuentre los pesos de los eslabones pequenos,
medianos y grandes.

Solucioén: Se deben definir las variables.
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P = Eslabon pequeno
M = Eslabén mediano
G = Eslabon grande

Se plantean las ecuaciones

10P + 20M + 30G = 450 (1)
10P + 30M + 40G = 610 (2)
10P + 40M + 70G = 950 (3)

Para facilitar las operaciones, se pueden simplificar todas las
ecuaciones dividiendo por diez (10)

P +2M + 3G = 45 (1)
P +3M + 4G = 61 (2)
P +4M 4+ 7G = 95 (3)

El determinante del sistema (D,), se obtiene de los productos de las
diagonales principales \, que va en el primer paréntesis y los
productos de las diagonales secundarias *, que va en el segundo

paréntesis como se muestra en la siguiente matriz. Recuerda la matriz
la conforman los coeficientes de las variables del sistema de
ecuaciones.

Para el caso de los determinantes de un sistema de ecuaciones de 3x3,
se deben multiplicar tres valores, por lo que se hace necesario ampliar
la matriz. Cuando se habla de ampliar la matriz, se puede hacer de
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forma horizontal (como se muestra a continuacion) o vertical,
repitiendo las dos primeras columnas o las dos primeras filas (en caso
gue se opte por la vertical).

Diagonales principales:

[ Cl:c Cly Clz Cl:c C’1y—|
Ds = l CZ:L‘ C2y CZz C2m CZyJ = ( ) - ( )
C3ac C3y C3z C3:c C3y
Diagonales secundarias:

[ Cla: Cly Clz Clx Cly-l
Dg = l Coe (O C2 Co C2yJ =( )= )
033: C3y CSz C3m C3y

Teniendo en cuenta lo anterior podemos construir el determinante del
sistema

Diagonales principales:

[1 2 3 1 2]

DS:ll 3 4 1 3J:(21+8—|—12)—( )
1 4 7 1 4

Diagonales secundarias:

[1 2 3 1 2]
DS:ll 3 4 1 3J:( ) —(9+ 16 + 14)
1 4 7 1 4
Para una mayor comprension, se realizaron las operaciones de las

diagonales principales y secundarias por separado, pero se deben
hacer en la misma matriz.

273



= (21 + 8 +12) — (9 + 16 + 14)

)

I

— -
e
[IOSUE \V]
N b~ W
e
=W N
— —

D = (41) - (39)
Dg =2

Para hallar el determinante de las x, el espacio de los coeficientes de
las z, C,. lo ocupan los términos independientes y se procede de igual
forma que en el procedimiento anterior.

Diagonales principales:

| Tn Ciy Ci. Tn Cy
D, = | Tro Cy Cop Ty Coyy=( )—( )
Tz Csy Cs, T3 Csy
Diagonales secundarias:

|Th €, C.. Tn Cy
D, = | T Oy Cy, Tio C2yJ = )—( )
Trs Csy Cs. T3 Csy

|45 2 3 45 2]
P:[Gl 3 4 61 3J:(945+760+732)—(855+720+
95 4 7 95 4

854)
Dp = (2437) — (2429)

Dp =28
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Recuerdaque: P = —

P

Para hallar el determinante de las y, el espacio de los coeficientes de
las y, C, lo ocupan los términos independientes y se procede de igual
forma que en el procedimiento anterior.

Diagonales principales:

| C.. Tnn Ci.. Ciu Tnl
D, = l Co T Cy Oy TI2J =( )= )
Cs: T3 Cs. Csp Ti3
Diagonales secundarias:

[Cio Tn Ci. Cin Tn
Dy =1 Coy Tro Oy (Coy TI2J = ( ) — ( )
Csp T3 Cs, Csp Trs

|1 45 3 1 45]
DM:ll 61 4 1 61J:(427+180+285)—(183+
1 95 7 1 95
380 + 315)
Dy = (892) — (878)

Dy = 14
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Recuerdaque: M = —

M =

Para hallar el determinante de las z, el espacio de los coeficientes de
las z, C, lo ocupan los términos independientes y se procede de igual
forma que en el procedimiento anterior.

Diagonales principales:

[ Cl:c Cly TIl Cla: C’ly-l
D, = l Coy C2y T, O C2yJ - ( ) - ( )
Cse C3y T3 C3: Cyy
Diagonales secundarias:

| C.e Cyy Tn Cin Oy
D,=Cy Co T Cp C'zyJ =( )—C )
Cse C3y T3 C3 Cyy

[1 2 45 1 2

Dgzll 3 61 1 3J:(285+122+180)—(135+244+
1 4 95 1 4

190)

D¢ = (587) — (569)

Do = 18
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Recuerda que: = —

NOTA: Cuando se resuelven problemas de ecuaciones, se puede
utilizar cualquiera de los métodos o su combinacién. En el ejemplo
anterior, al hallar dos incognitas se podia haber reemplazado los
valores hallados, en las ecuaciones originales para evitar el proceso del

ultimo determinante.

A continuacion se presentan 7 ejercicios de sistemas de ecuaciones

lineales 3x3, para que las soluciones por el método adecuado.

z+y—2=0
T—y+z=2
2 +y—4z = -8

2¢ + 6y +2z=—2
3z +4y —z =2
Sz —2y —22=0

x—2y—3z=-1
2c+y+2=6
x+3y—2z=13

x+y+z=414
20 —y+ 22z =11
dx + 3y — 62z = —18

1 1 1
— _ = R
T Yy =z
2 1 4
5. —+—-—-=-1
T Yy =z
3 1 1
—+—-+-==
T y =z 2

S+ 2y —z = —T7

l
{

y+2z2=17

zT—5y+z2=0
10z +y+32=0
dr 4+ 2y — 5z =10



4.1.6 Sistemas de ecuaciones NO lineales 2x2 con
ecuaciones cuadraticas

Son aquellos sistemas de ecuaciones, donde una o ambas nos son
lineales (de primer grado) presentan al menos una de un grado
superior.

Generalmente se resuelven por el método de sustitucién, en algunos
casos, cuando ambas sean cuadraticas es posible que sea mas sencillo
utilizar el método de igualacion o reduccion.

Podemos encontrar los siguientes casos:
» Caso 1: Una ecuacion lineal y otra NO lineal.

En este caso se utilizara el método de sustitucion, realizando el
procedimiento que se indicé anteriormente.

Ejemplo de solucion de una ecuacion lineal y
otra NO lineal

z—y+3=0

r?+y? =5
Lo primero es organizar las ecuaciones, si es el caso.
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r—y=—3 (1)
z'+y =5 (2)

Despejamos una variable en la ecuacién lineal, la que consideres mas
facil

rT=y—3

Reemplazamos en la ecuacion (2)

(y—3) +y =5
Solucionamos el cuadrado de un binomio que se nos presenta al lado
derecho de laigualdad y realizamos las operaciones e igualamos a cero
para factorizar.
Recordemos que (a — b)* = a? — 2ab + b°

v —6y+9+y*=5
2y — 6y +4 =0

Dividimos por 2y simplificamos

202 6y 4 0
YW, 2
2 2 2 2
v —3y+2=0

En caso de que sea posible, se factoriza o si no se utiliza la féormula
general

(y—2)-(y—1)=0
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Igualamos cada factor a cero para obtener:

Y1 =2
{
Y2 =1

Reemplazamos cada valor en la ecuacion (1) despejada x =y — 3,
para obtener:

3 3 e
r° Ty =0
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P Caso 2: Ambas ecuaciones son NO lineales.

Podemos utilizar el método de reduccién, en caso de que ambas
ecuaciones sean cuadraticas.

Ejemplo de solucion de ambas ecuaciones
son NO lineales.

{azz +y? =41
2 —y? =9
Si utilizamos el método de reduccién, podemos eliminar y2
z? + % =41 (1)
2’ — P =9 (2)
22 = 50
z? = 25
T = 1+Vv25
T — 5
{
Lo = -5
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Ahora eliminemos z2, multiplicando la ecuacién (2) por -1

4yt =41 (1)
—2%+ 9" = -9 (2)
2y? = 32
y? =16
Yy = +/16

» Caso 3: Una ecuacion lineal y unairracional.

Podemos utilizar el método que mas se facilite.
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Ejemplo de soluciéon de una ecuacion lineal y
unairracional.

{2-\/ﬁ:y+1
2z — 3y =1

NOTA: Eliminar el radical en la ecuacion (1) y luego utilizar el método
adecuado. Se debe tener en cuenta que, al tratarse de un radical, se

obtienen dos respuestas, una negativa y otra positiva. En el ejemplo se
plantea la respuesta positiva, sigho que precede la raiz.

2V +1=y+1 (1)
vz +1) = (y+1)
4(z+1) =y +2y+1
dr+4=9"+2y+1

Yy’ —4x+2y=3 (1)

Ahora podemos eliminar la nueva ecuacién (1) con la (2), multiplicando
la segunda por 2.

Y2+ e+ 2y =3 (1)
—dg — Gy = 2 (2)
y2 —4y =15
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Igualamos a cero para tratar de factorizar
v —4y—5=0
Factorizamos
(y—5)-(y+1)=0

y1 =95
U
Yo = —1

Despejamos la x en la ecuacién (2) y reemplazamos y1, ya que y2 no
aplica para este ejemplo

2¢ —3y =1 (2)
14 3y1
L1 — 9
1+3-(5)
Ir1 — 9
1+15
L1 — 9
16
5131:?
Ir1 =
I
{
Y1 =29
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B
4
2
'z/fy
2

A continuacion se presentan 7 ejercicios de sistemas de ecuaciones
NO lineales, para que las soluciones por cualquier de los métodos

vistos anteriormente.

y = x? — 4x

1 5
y=—z°+8

xy = 16

2.
{y =20 — 2?2

222 4 Ty? =7

22 +2(10%) —3 =0

{m—my:o
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7.

SO

v =z+2
3logx + logy = 2
S5logx + 2logy = 1
{x2—2:c—|—y2:0
2 —2y+y> =0
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Practiquemos

En las siguientes escenas interactivas, adaptadas de Juan Guillermo
Rivera, podras resolver los ejercicios planteados sobre factorizacion y
ecuaciones, para pongas a prueba tus conocimientos.

En cada escena interactiva dispones de 60 minutos para realizar los
ejercicios e ir eligiendo la respuesta correcta en el cuestionario. Al
finalizar tendras la posibilidad de ingresar tu nombre y enviar las
respuestas a tu docente ingresando su correo en el espacio destinado
paraello.

Al solucionar los ejercicios propuestos en las escenas interactivas,
estaras en capacidad de resolver los ejercicios propuestos para el
capitulo 3.

[ 7I|
Prueba tus conocimientos en 5 preguntas en 60 minutos 0segundos O
FACTORIZACION Y ECUACIONES

Responde con la mejor opcion.

Opcion 1. Factorizacion y ecuaciones.
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Prueba tus conocimientos en 5 preguntas en 60 minutos 0 segundos
FACTORIZACION Y ECUACIONES

Responde con la mejor opcion.

® Comenzar

Opcion 2. Factorizacion y ecuaciones.

Prueba tus conocimientos en 5 preguntas en 60 minutos 0 segundos
FACTORIZACION Y ECUACIONES

Responde con la mejor opcién.

® Comenzar

Opcion 3. Factorizacion y ecuaciones.
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4.1.7 Ejercicios y respuestas seccion 4.1.

Ejercicios seccion 4.1

En los ejercicios 1 al 10, use el método de
evaluacion para obtener los ceros de los siguientes
polinomios.

1 2% — a2t — T2® — Tz? + 22z + 24

2. 62 + 19z* — 59z° — 160z* — 4z + 48
3. 2% —3x% — 4z + 12

4. z% —11z? — 18z — 8

5. a® — 32a* + 18a® + 247a*> — 162a — 360

6. a’ — 20a” — 2a* + 64a® + 40a® — 128
7.zt — 4 +3x® +4x — 4

8. x* —2x% — 1322 + 14z + 24

P

<) \= §.=) Respuestas
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4.2 Fracciones parciales

Cuando se suman dos fracciones algebraicas propias, es decir, que el
gradode P(z) < Q(x), tales que:

Con Q(z) A S(x), diferentes de cero, al sumarlas se combinan sus
términos por medio del comin denominador.

En algunos procedimientos del estudio de calculo integral, se requiere
invertir este proceso y volver a las expresiones racionales iniciales.

Este proceso se conoce como fracciones parciales.

P(z) R(x)
Q) " S()

se denomina descomposicion en

El proceso de obtener
P(z) - S(z) + Q(z) - R(z)
Q(z) - S(x) ’

fracciones parciales.

a partir de

Para facilitar su comprension, analizaremos el siguiente ejemplo:

3 4

:1:+2+a7—3
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Cuando se realiza la suma de los polinomios, se obtiene:

3 4 3(x—3)+4(z+2)
:1:+2+x—3: (z+2)(xz—3)
3z —9+4x+ 8
T 22—z 6
Tz —1
22—z —6

En el ejemplo anterior se sumaron fraccionarios para llegar a una
expresion racional, hay ocasiones donde es necesario invertir el
proceso de sumar fraccionarios. Para ver cémo funciona en general el
método de fracciones parciales, trabajaremos sobre una funcion
racional.

P(z)

f(z) = 0@ Donde P(z) A Q(x) son polinomios.

T
Vamos a descomponer el resultado del ejemplo en sus fracciones
parciales, para ello, inicialmente se factoriza el denominador.

Tx — 1 Tx — 1
22—z—6 (z +2) (z — 3)
A B
_£B+2+CB—3
_ A(z—-3)+ B(z+2)
B (x+2)(x —3)

Se han incluido las variables A A B, para separar el numerador en
fracciones parciales. Esta ecuacion es valida para todo valor de x
exceptoparax = —2Ax =3
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Luego, se puede observar que:

Tx—1  A(z—-3)+B(z+2)
2 —x—6 (x+2)(z —3)

Lo que implica que:
Tt—1=A(z—3)+ B(z+2)

Se aplica la propiedad distributiva en el término de la derecha y se
agrupan saca factor comun, donde sea necesario.

Tr — 1= Ax —3A+ Bx + 2B
=z(A+B)—-(3A—-2B)

ITgual
) )
7x—1=(A+ B)x — (34 — 2B)
T Igual T
Quiere decir que:
A+B=17 (1)
3A—-2B =1 (2)

Se solucidn el sistema de ecuaciones 2x2 por uno de los métodos que
se vieron anteriormente. En este caso se utilizara el método de
eliminacion, dado que la variable B esta positiva en la ecuacién (1) y

negativaenla(2).
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2A4+2B =14

3A-—2B =1
54 =15
15
A==
5
A=3

Conociendo el valor de A, podemos reemplazar en la ecuacion (1) o (2).
A+B=7 (1)
3)+B=T7

B=7-3
B =4
Reemplazamos en:

T — 1 A B

a:2—x—6_:1:—|—2+a:—3

3 4
_ac—|—2+m—3

De esta forma se ha llegado a la suma inicial de polinomios racionales
del ejemplo planteado.

Existen cuatro casos de fracciones parciales, los cuales dependen de
los factores resultantes de factorizar el denominador.
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4.2.1Caso 1.

Todos los factores de Q(x) son lineales y ninguno se repite.

En este caso se escribe:

P(ZI}) Al A2 An

Ejemplos de fracciones parciales - Caso 1.

422 + 13z — 3
" a3 4222 — 3z

. se debe hacer es factorizar el denominador.

42 + 13z —9 4224+ 13z -9
23 + 222 — 3z z (22 + 2z — 3)
4z% 4+ 13z — 9
z(z+3)(x—1)
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Como los factores del denominador son lineales y ninguno se repite es
caso 1. Se escribe la fraccién parcial de la siguiente forma:

4:1:2+13:1:—9_A+ B N C
3 +2c2 -3z =z (z+3) (z—1)

Se realiza la suma de fraccionarios del lado derecho de la ecuacion.

42° +13z -9 (¢+3)(z—1)A+z(z—1)B+x(z+3)C
r3 4 222 — 3z z(r+3)(z—1)

422 + 13z -9=(z+3)(z -1 A+z(z—1)B+z(z+3)C
Esta ecuacién es valida para todos los valores de x. Se aplica la
propiedad distributiva al lado derecho de la ecuacion.

422 + 132 — 9 = (22 + 22 — 3) A+ (2> —2) B+ (22 + 32)C

Se aplica nuevamente la propiedad distributiva, agrupan términos
semejantes, se saca factor comun y se comparan los términos de la
igualdad.

Az? + 132 — 9 = Ax®> + 24z — 3A + 2’B — 2B + 2°C + 3Cz
=2?(A+B+C)+z(2A—-B+3C)-34

Tgual
) 1 Igual

! !
4z24+13z—9= (A+ B+ C)z2+ (2A—-B+3C)z— 34

T Igual T
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A+B+C=4 (1)
24— B+3C =13 2)
34=9 (3)

Se tiene un sistema de ecuaciones 3x3, en el que la ecuacién (3) nos
muestraque A = 3.

Se reemplazara este valor en las ecuaciones (1) y (2) para obtener las
ecuaciones (4) y (5).

A+B+C=4 (1)
24— B+3C =13 2)
3+B+C=4

B+C=1 (4)

2(3) — B +3C =13
6 —B+3C =13
~B+3C="7 (5)

Se puede eliminar la B en las ecuaciones (5) y (6), ya que una es
positivay la otra es negativa.

B+C=1
B+3C="7
4C =8
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A=

| 0o

C=2

Conociendo las variables A A C, se reemplazan en la ecuacion (4) o (5),
para obtener el valor de B.

B+C=1 (4)
B+2=1
B=-1
Ahora se reemplaza en:
472+ 13z -9 A B C

x3+2x2—3w:;+ (CL'—I-3)+(33—1)

472 + 132 —9 3 —1 2

P +22 -3z 7 (2+3) (@—1)

422 + 132 —9 3 1 2

235 +222 — 3z z (CL‘—I-3)+ (x —1)

Como la ecuacion,

422 + 132 —9=(z+3)(z—1)A+z(zx—1)B+z(z+3)C,es
valida para todos los valores de = y sabiendo que el denominador del
ejemplo inicial, luego de ser factorizado es:z (z + 3) (x — 1), hay una
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forma alternativa para hallar A, B A C, en lugar de igualar los

coeficientes y usar un sistema de ecuaciones 3x3, se utilizan los valores
criticosx = 0, = —3 A « = 1 parasimplificar la solucién.

Paraxz = 0, seeliminaB A C

4(0°+13(0)—9=(0+3)(0—-1)A
9= -34

A=3

Paraxz = —3, seeliminaAAC

4(-3)°+13(-3)—-9=+(-3)(-3—-1)B
36-39—-9=-3(—4)B

—12 =128

B=-1

Paraz =1, seeliminaA A B

4(1° +13(1)—9=1(1+3)C
4413-9=1(4)C

8 = 4C

C=2

2¢ +1
x2+2x —3
Se factoriza el denominador.

20 +1 20 +1

2+2x—-3 (z—1)(z+3)
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Como los factores del denominador son lineales y ninguno se repite es
caso 1.

Se escribe la fraccion parcial de la siguiente forma:

2z + 1 A B

x4+ 22 —3 (x—1)+(x—|—3)

Se realiza la suma de fraccionarios del lado derecho de |la ecuacion, se
aplica la propiedad distributiva y se hacen las operaciones de términos
semejantes.

2c+1  A(z+3)+B(z—1)
2+2x—-3  (z—1)(z+3)
Az +3A+Bz—B
 (z—1)(z+3)
(A+B)z+ (34— B)
(x — 1) (z + 3)

La ecuacion 2z +1 = (A + B)z + (3A — B), es valida para todos
los valores de .

Se comparan los coeficientes y el término independiente para hallar las
ecuaciones.

A+B=2

{3A—B:1

3
Al sumar las ecuaciones se deduce que 44 = 3, luego, A = 1 y
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B0
T4

2z + 1 A B

Reemplazando en 2 1973 = (a: — 1) + (w n 3),se obtiene:

Puedes comprobar el resultado, realizando las operaciones del lado
derecho de la ecuacion.

4.2.2 Caso 2.

Todos los factores de Q(z) son lineales y algunos se repiten.
Se tiene (azx + b)" como factor Q(z), entonces se dice que
(az + b) es un factor n-multiple de Q(x), y a este factor le
correspondera la suma de n fracciones parciales.

En este caso se escribe:
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Ejemplos de fracciones parciales - Caso 2.

2 + 10z — 36
3 — 622 + 3z

, se factoriza el denominador.

z? + 10z — 36 z? + 10z — 36

23 — 622 + 3z z (2 — 6z +9)

z2 4+ 10z — 36
z(z —3)°

Podemos ver que el término es lineal pero esta repetido dos veces, por
lo cual corresponde a una fraccion parcial del caso 2, para resolverlo
primero se coloca el término lineal x, luego el término repetido
elevado a la potencia uno y luego elevado al cuadrado. La
descomposicion en fracciones se escribe de la siguiente forma:

w2+10x—36_A B C

:c3—6w2+31:_;+(:c—3)+(m_3)2

Se realiza la suma de fraccionarios del lado derecho de la ecuacion.

2?4+ 102 -36  A(z—3)"+ Bz (z—3)+Cx
z3 — 6z + 3z z (z — 3)°

La ecuacion, z2+ 10z —36 = A (z —3)° + Bz (z —3) + Cz es
valida para todos los valores de .
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Paraxz = 0, seeliminaB A C Paraxz = 3, seeliminaA A B

(0)2 +10(0) — 36 = (3)2 +10(3) — 36 = C(3)
A(0—3)’ 9+ 30 — 36 = 3C

—36 =94 3=3C

A=—4 C=1

Para encontrar la B, es necesario hacer uso de las ecuaciones, y para
ello se tienen que resolver el lado derecho de la ecuacién

2> +10z — 36 = A(z —3)* + Bz (z —3) + Cz 22 + 10z — 36 =
A(x® —6x+9)+ Bz — 3Bz + Cx z? + 10z — 36 =
Az? — 6Az +9A + Bx? — 3Bz + Cx

Se saca factor comun por agrupacion de términos.

2+ 10z — 36 = (A+ B)z? + (-64—-3B+C)z + 94

Igual
{ } Igual
) )
12°+10z—36= (A+ B)z* + (—6A - 3B + C)z + 94
T Igqual T
Ecuaciones:

A+B=1
—6A—-3B+C =10
94 = —36
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A+ B = 1,sereemplazael valorde A

-4+ B=1
B=5
2 +10z—36 A B C
Ahora se reemplaza en: = —+ i >
2 —6x2+3z =z (z-3) (z-—23)
:c2+10:1:—36_—4 5 1

23 — 622+ 3z z +(w—3)+(w_3)2

6x — 1
© 2zt — g3
Solucién:
6r—1 = 6z—1
24 — 3 23 (2z — 1)
6 — 1 (1)
S (2 — 1)

Se separa en fracciones parciales.

Caso 2 Caso 1
6z—1 A B C D ,
2m4—w3_x+a:2+:c3+(2:1;—1) 2)

Se suma el lado derecho de la ecuacién (2).
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6z — 1 A B (C D
W — 3 2 B (21
Az? (22 — 1)+ Bz (2z — 1)+ C (2z — 1) + Dx?
- z3 (22 — 1)

6z — 1= Az? 2z — 1) + Bz 2z — 1) + C (22 — 1) + Dz?

(3)

Se aplica la propiedad distributiva.
6x — 1 = 2Ax> — Ax? + 2Bx* — Bz + 2Cz — C + Dz?
Se saca factor comun por agrupaciéon de términos.

6x—1=(2A+D)z*+ (-A+2B)z* + (-B+2C)z - C

(4)

Se puede observar que los ceros de los factores del denominador en la

1
ecuacion (1),sonz =0V z = > aligualar z® (2z — 1) a cero.

32z —1)=0
Reemplazamos estos valores en la ecuacion (3).

Parax = 0,secancelala A, B A D, quedando:

0—1=C(-1)
1=-C
C=1
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1
Paraz = > se cancelala A, B A\ C, quedando:

1 13
6(;) —1=D(3)

3_1-2
-8

2_D
8

D =16

Como el denominador de la ecuacion (1), sélo tiene dos ceros distintos,
para encontrar A N\ B igualamos los coeficientes correspondientes a

22 A x% enla ecuacion (4), para hallar:

{2A +D =0
—A+2B=0
reemplazamos el valor de D, hallado anteriormente.
2A+16=0
2A = —16
A=-8

Conociendo el valor de A, se reemplaza en la segunda ecuacion de la
llave.
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—(~8)+2B=0
8+2B =0
2B = -8

B=-4

Reemplazamos los valores obtenidos A= -8, B=—-4,C=1A

D = 16, enlaecuacién (2) del presente ejemplo.

Caso 2 Caso1
6z — 1 —,A+B+ ‘+' D
2z — 3 x  x?2  2d (2z-1)
6x — 1 —8 —4+ 1 16
w2 o 2B (2z — 1)

(2)

En la siguiente escena interactiva disenada por Juan Guillermo Rivera

y _José Roman Galo*} podras practicar solucionando los ejercicios
propuestos y tendras la posibilidad de ampliar tus conocimiento con un

lenguaje amigable.

43 . . , , .
Juan Guillermo Riveray José Roman Galo, son autores de la red Descartes, que publicaron el

libro interactivo "Integrando con Paco".
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2
Caso 1. Fraccién propia con factores lineales E

Este caso es aquel donde tienes en el denominador factores de la forma (x - ).

For ejemplo, la fraccion \'I( , ¢.que tipo de denominador tiene?

E=-xX-0
—Cuadratico profe

; ; ; oo Txl :
Es cierlo, pero si lo factorizas te guedaria asi {3‘71} iFactores lineales!
X-3)(x+42]
El método de descomposicion parte del supuesto de gue la expresion tuve su origen en

suma de fracciones simples o parciales cuyos denominadores son (x—3)y (x + 2). Es d

Tx-1 -l
EE-0 0 (X-3HE+2)

A B
%3 w42

Donde A y B son dos numeros reales. Si logramos encontrar esos numeradores, resolve
el problema. Si sumamaos las dos fracciones de la derecha, obtendriamos:

Ta-1 . A_{_}g+2}+_ﬂ{ _.\;—3_1.

(x-3Nx+42) {x-3Hx+2)

Sabemos que en ambos miembros de esta ecuacion los denominadores son iguales, po
gue los numeradores ha de serlo: 7x -1 = A(x + 2} + B(x — 3)
Hay dos metodos de encontrar estos dos numeros;

Método 1 il Método 2

4.2.3 Caso 3.

Todos los factores de @Q(z) son lineales, cuadraticos y
ninguno se repite.

Al factor cuadratico az? + bz + ¢ del denominador le corresponde la
fraccion parcial de la forma:
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P(CB) AlﬂjBl A2$B2

+ +
Q(z) ax’?+biz+c  asx® +box+co

Ejemplos de fracciones parciales - Caso 3.

4 + 5x2

T ox3 4 4x
Se factoriza el denominador.

4 + 5z° B 4 + 5z°
3 +4x  x (2 +4)

Como los factores del denominador son uno lineal y otro
cuadratico y ninguno se repite es el caso 1y caso 3. Se escribe la
fraccion parcial de la siguiente forma:

Caso 1 Caso 3
$%\color{blackN\beginfaligned}  \cfrac{4+5x"2}{x"3+4x} &=

\overbrace\cfrac{A}{x}+\overbrace\cfrac{Bx}
{\left(x*2+4\right)\tag{1\\ \end{aligned}$$
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Se realiza la suma de fraccionarios del lado derecho de la ecuacion

4 + 5x? B A(z*+4)+ Bz ()
3+ 4 z (22 + 4)

4+ 52> = A(2® +4) + Bz (x) (2)

La ecuacion (2) es valida para todos los valores de z. Se aplica la
propiedad distributiva al lado derecho.

4+ 52° = Az® + 4A + Bx?
Se saca factor comun y se comparan los términos de la igualdad.

4+ 52> =2>(A+ B) +44A

Igual
+ 3
5224+4= (A + B) z2+4A
0 Igual 1
A+B=5
{4A —4

Despejando la A, se obtieneque A =1AB =4
Sereemplaza A A B enlaecuacion (1)

4+5x2 A Bz
e Py )
2 +4x = (22+4)
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4x

2.
x4 4+ 223 + 422 + 2+ 3

Solucién

Se factoriza el denominador.

4z 4z
2 1 22° {422 + 22 +3 a0+ 22% 1 322 + 22 1 22 + 3
4x
- 2?2 (2?2 +22+3)+ 22 +2x+3
4x

(22 +2z+3) (22 + 1)

4z 4z
rt+22% +422 + 22 +3 (22 + 1) (22 + 2z + 3)

En este caso los factores del denominador son cuadraticos y ninguno
se repite es el caso 3. Se escribe la fraccion parcial de la siguiente
forma:

Az _Aa:—i—B+ Czx+ D
i+ 223 + 422 + 22 +3  (22+1) (22 +2z+3)
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Se realiza la suma de fraccionarios del lado derecho de la ecuacion (1)

(Az + B) (z® + 2z + 3) + (Cz + D) (z® + 1)
(2 +1) (z2 + 2z + 3)

Luego:
4z = (Az + B) (z* + 2z + 3) + (Cz + D) (z* + 1)
Se aplica la propiedad distributiva

Ay = Ax3 + 2Ax% + 3Ax + Bx> + 2Bz + 3B + Cx3 + Czx +
Dx*> + D
Ordenando la expresiéon de mayor a menor, se obtiene:

Ay = Ax3 + Cx® + 2A2% + Bx? + Da? + 34z + 2Bx + Cx +
3B+ D

Se saca factor comun y se comparan los coeficientes y el término
independiente, para obtener las ecuaciones.

4z=(A+C)z*+ (2A+B+D)z>+3(3A+2B+C)z +
(3B+ D)

A+C=0

2A+B+D=0

t3A+2B+C:4

3B+D=0

Despejando "A" en la primera ecuacién y "D" en la cuarta ecuacion, se
obtiene:
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A=-C
D=-3B

Reemplazando en la tercera y cuarta ecuacion respectivamente, se
obtiene:

{—20 —2B =0
—-2C +2B =4
Al eliminar B en las ecuaciones anteriores, se obtiene C = —1

Conociendo C, se obtiene A =1, con A A C, se obtiene B=1vy
recuerdaque D = —3B,luego D = —3

Resumiendo:

A=1
B=1
‘C =-1

D=-3
Para hallar la solucién final, se reemplazan estos valores en la ecuacion
(1)

4 Az + B Czx+ D
2+ 22% + 422 + 22+ 3 (x2+1)+ (2% 4+ 2z + 3)

4z B (1)x+(1)+ (—1)z+ (—3)
zt 4+ 223 + 422 +22+3 (224 1) (% + 2z + 3)
(x+1) (z+3)

T (@®+1) (22 +2z+3)
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4 _ (=+1) (x+3)
zd+ 223 +4x2 +22+3 (22 +1) (22 + 22+ 3)

En el video realizado por
cctmexico #4,  vas a
repasar los conceptos de
los tres casos de
descomposicion en
fracciones parciales
explicados
anteriormente y podras
ver la utilidad en la
Miar e @B solucién de integrales.

4.2.4Caso4.

Todos los factores de Q(z) son lineales y cuadraticos y
algunos se repiten. Si ax? + bz + ¢ es un factor cuadratico
de multiplicidad ,, de Q(x).

n
Entonces el factor (az? 4 bz +c)" le corresponde la suma de las
siguientes ,, fracciones parciales:

44 . . . . .
cctmexico son autores de la red YouTube, que publicaron el video "Ejemplos de Fracciones

Parciales".
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P(.’IZ) Az + B Asx + Bo

= +
Q(z) azx’®+br+c (az?+bz+c)
A,z + B,

(ax? + bz + )"

Ejemplos de fracciones parciales - Caso 4.

3 — Ax

1.
4t +2x2 +1
Solucién:

3 — 4z x3 — 4z
et +222+ 1 (22 4+1)

En este caso los factores del denominador son lineales y cuadraticos y
algunos se repiten, es el caso 4. Se escribe la fraccidon parcial de la
siguiente forma:

z® — 4z B Aa:+B+ Cx+ D
rd+ 222 +1 (22 +1) (z2 +1)*

(1)

Se suman los fraccionarios de la parte derecha de la ecuacion (1).

z°—4z  (Az+ B)(2*+ 1)+ (Cz + D)
i+ 222 +1 (22 + 1)
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Se aplica la propiedad distributiva al numerador de la parte derecha de
la ecuacion anterior.
z® — 4z Az3 + Az + B2? + B+Cx+ D
iy 22 1 (2 +1)
Am3+Bw2—|—Aw—|—Cw—i—(B—|—D)
(22 +1)°
Aa:3—|—Ba:2—|—(A—|—C):L'—|—(B—|—D)
(22 +1)°

2® — 4z = A2’ + Ba* + (A+C)z + (B + D)
Se arman las ecuaciones.

A=1
B=0
‘ A+C=-
B+D=0
Solucionando las ecuaciones se tiene que:

A=1
B:0

10 T
=0
Se reemplazan los valores anteriores en la ecuacion (1)
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z® — 4z B Aaz+B+ Cx+ D
zd+ 222 +1 (22 +1) (x2 4 1)

® —dr (1)a:—l—0+ (=5)z+0
i+ 222 +1 (22 +1) (z2 + 1)

3 — 4z T B

2t 222 +1 (mz—l—l)_(x2+1)2

w2

2. ———
(22 +4)

Solucioén:

Los factores del denominador son cuadraticos y se repiten, es el
caso 4. Se escribe la fraccién parcial de la siguiente forma:

x? Az + B Cx+ D

(22 + 4)° = (22 + 4) + (2% 1 4)° (1)

Se suman los fraccionarios de la parte derecha de la ecuacion (1).

2 (Az + B) (z®> +4) + (Cz + D)

(a2 +4)° (22 +4)°

Se aplica la propiedad distributiva al numerador de la parte
derecha de la ecuacion anterior.
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z? B Az® +4Ax + Bz> +4B+Cz+ D
(x? +4)° (2? +4)°
Az + Ba? + 4Ax + Cx + (4B + D)
(2? + 4)°
A2’ + B2+ (4A+C)z+ (4B+ D)
(22 +4)°

z?> = Az’ + Bx* + (4A+C)z + (4B + D)

Se arman las ecuaciones.

A=0
B=1

‘ 4A+C =0
4B+ D =0

Solucionando las ecuaciones se tiene que:

A=0
B=1

tC:O
D=-4

Se reemplazan los valores anteriores en la ecuacion (1)

x? _A:L'-l-B+ Cz+ D
(z2 +4)° (@ +4) (22 +4)
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113‘2

0)z+1 (0)z+ (—4)

(z2 +4)°

CE2

(z2 +4) (22 +4)°

1 4x

Practiquemos

(% + 4)2 - (2 4 4) B (x% + 4)2

A continuacién encontraras 10 ejercicios propuestos con su respectiva
respuesta, para que confrontes tus resultados.

e

iSABIAS QUE...7

Se atribuye a Gauss las primeras
demostraciones del "Teorema
Fundamental del algebra", presentada en
su tesis doctoral (1799) y que dicho
trabajo presenté algunos errores muy
controversiales, siendo motivo de
discusion por mucho tiempo. Sabias que
muchos matemadticos, entre ellos:
D’Alembert, Lagrange, Laplace, Euler, etc.,
trataron de justificar dicho resultado?. Fue
hasta 1814, cuando el matematico sueco,
de padres franceses, Jean Robert Argand,
tuvo la dicha de celebrar el
reconocimiento general por presentar una
demostracion correcta de dicho teorema.
P(2)=ap2" +ap, 12" 1 +... +

a1z + ag
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4.2.5 Ejercicios y respuestas seccion 4.2

™
Ejercicios seccion 4.2
Resuelva los ejercicios propuestos por el método
adecuado.
2 —4 6
1. — 6. ZH_ 5
z(dx — 1) (2 —2)" (z—1)
5 —d5x + 18 . 3r—1
"z’ + 2z — 63 Czd(z— 1) (z+3)
3 2z° — o 6> — Tz +11
(z+1)(z+2)(z+3) * T -1)(22+9)
4 10z —5 Sx® — 3x* +Tx — 3
. 25:132 —1 9. (:1:2 4 1)2
2 _ _
5. 27 25m7 22 Lo Azt 5z 15
(@ =T) C 3 — 422 - 5z v

P

“\,~: Respuestas
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4.3 Inecuaciones

En la recta numérica (seccion 1.11), se definio las relaciones de orden
como “mayor que” y “menor que”, “mayor o igual que” y “menor o igual
que” y vimos como interpretarlas en la recta de los nUmeros reales. Es

el momento de solucionar sistemas de inecuaciones.

4.3.1 Inecuaciones lineales

Para resolver inecuaciones lineales, se procede como en las ecuaciones
pero se tiene en cuenta que al multiplicar por —1, cambio el signo de la
desigualdad.

Si una desigualdad se multiplica por un nimero negativo, la
direccion de la desigualdad se invierte.

En el video realizado por
Julio Alberto Rios
g Ssallego ,Jul|o Profe" 1 #
L1E , podrads aprender a
solucionar inecuaciones
= 3| lineales en el cual se
explica el proceso para

3(2x —1) > 4 + 5(x — 1) | ©plica el proceso p
solucionar inecuaciones
lineales, que sera utilidad

€n la solucion de

ejercicios posteriores.

Pésigualdades

> Julio Profe es un autor de lared YouTube, que publicé el video "Desigualdades lineales".
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Ejemplos de inecuaciones lineales

1. 8x+4<16+ bz
Como se trata de despejar el valor de la x, las pasamos al lado
izquierdo de la desigualad.

8xr —bxr <16 — 4
3r < 12
Dividimos por 3y simplificamos.

3x 12
R < R
3 3

r <4
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2
—r < =

Como la x quedo negativa, es necesario multiplicar toda la desigualdad
por menos 1y no olvidar cambiar el signo de la desigualdad.

(D<)
- 2
Y=73

En ocasiones se presentan inecuaciones simultaneas, es decir, que la
variable z, se encuentra en medio de dos signos de desigualdad.

En estos casos se procede de la siguiente manera:

3. - 7T<2x+1<19
Como se trata de una inecuacién simultanea, se debe dejar la
variable en medio de las desigualdades, teniendo en cuenta pasar
los términos a cada lado de las desigualdades, haciendo el cambio
de signo.

—7T-1<2x<19-1
—8 < 2x <18

Como el 2 estd multiplicando a la x, dividimos toda la desigualdad
por 2.
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2:13<18
2 "2

—4<zr<9 '

Recordemos que el resultado lo podemos expresar en forma de
desigualdad y en forma de intervalo.

<

Do | Co

En forma de intervalo seria: [—4,9)

-5 4 -3 -2 -1 0 1 2 2 3 4 5 6 7 8 8 10

3. Alasefiora Johnson se le pagan $15.000 al aflo mas una comision

de 8% sobre sus ventas. ;Qué ventas anuales corresponderian a
un ingreso anual entre $23.000 y $27.000?

Solucion: Sea x=Ventasy 8%= ——
v Y%= 100

Sabemos que le pagan $15.000 al afilo mas una comision de 8%,
como el ingreso anual esta entre $23.000 y $27.000, se debe
expresar de la siguiente forma:

8
2 <1 —x < 2
3000 < 15000 + 100% = 7000

Pasamos el 15000 a cada lado de la desigualdad, con signo
contrario.
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8
23000 — 15000 < Tz < 27000 — 15000
8000 < —° 2 < 12000
= 71000 =

8
Para eliminar el factor 100 se debe multiplicar por su inverso, es decir,

100
.

100 100 8 100
(—) - 8000 < (—) - ——z < 12000 - (—)
8 8 100 8

Se simplifica.

100000 < z < 150000 '

Las ventas anuales deben estar entre $100.000 y $150.000, para que
las ventas mensuales, mas las comisiones se mantengan entre $23.000

y $27.000

4.3.2 Inecuaciones con valor absoluto

En la solucién, se deben tener en cuenta sus propiedades.
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Si a denota un numero real positivo, entonces:

|z| = asiy soélosi V

En la siguiente tabla se resumen los diferentes casos para la solucion
de inecuaciones con valor absoluto.

CASO MODELO SOLUCION
1 la| << b —b<a<bh
2 la| = b —-b=a=b
3 la| = b a<<—bh Ua>=h
4 la| = b a=—b Ua=h

Ejemplos de inecuaciones con valor absoluto

1. |3w — 7| < 1, corresponde al modelo del caso 1.
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-1<3z—-7<1
—14+7<32<1+7

6 <3z <8

(=]
G| o=t

2. |3z — 6] < 12

Es unainecuacion que corresponde al modelo del caso 2.
—12<3x—-6 <12
—1246<3x<12+6

—6 <3z <18
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|
wl o
IN

3. 13+z|>7

Es unainecuacion que corresponde al modelo del caso 3.
3+ <-TU3+z>T7

r< —-T7T—-3Ux>7-—3

r< —-10Uz >4 '

El conjunto solucién es el intervalo abierto (—oo, —10) U (4, 00)
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4.

4 L > 7

Es unainecuacion que corresponde al modelo del caso 4.

Multiplicamos por -1 ambas desigualdades, teniendo en cuenta el
cambio de la direccién de la desigualdad.

r>22 U < —6 '

El conjunto solucién es el intervalo (—oo, —6] U [22, 00)
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En el video realizado por

ﬁég‘;ﬁﬁg‘?d‘a*d ef’ Julio  Alberto  Rios
NET .

Gallego "Julio Profe" |#
46

, podrads aprender a
solucionar inecuaciones

u b
2 < X — 3 < 4 con valor absoluto en el
— cual se explica su proceso
y sera utilidad en la

solucion  de ejerCiCiOS

posteriores.

4.3.3 Inecuaciones racionales

Son inecuaciones donde la variable hace parte del numerador y del
denominador.

Para solucionar un sistema de inecuaciones racionales, se debe:

e Se pasan todos los términos al lado izquierdo de la desigualdad y se
realizan las operaciones.

e Factorizar el numerador y el denominador.

e Buscar los puntos criticos tanto del numerado como del denominar,
igualando a cero los factores obtenidos anteriormente.

e Evaluar los puntos criticos en los intervalos anterior y posterior
para determinar que signo tienen los factores en cada intervalo.

e Determinar el conjunto solucion, de acuerdo al planteamiento de la
inecuacion.

4 Julio Profe es un autor de la red YouTube, que publicé el video "Desigualdades con valor
absoluto".
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Ejemplo de Inecuaciones racionales

T +4

. >3
r—2
4
T+ _3>90
r— 2
Se hace la suma de fraccionarios.
m+4_§>0
r—2 1~
(1) (z+4)—(3)(z—2) 0
r—2 -
r+4—-3x+6
r—2 -
Se suman términos semejantes.
—2x + 10

r—2 =

En este caso no se requiere factorizar el numerador y el
denominador, sélo es necesario encontrar los puntos criticos para

cadauno de ellos.

Numerador (N) : —2x + 10

Puntos criticos { ]
Denominador (D) : x — 2
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Puntos criticos {

(N):x=5
)iz =2

Como se puede observar, los puntos criticos son el 2 para el
denominador el 5 para numerador.

Se ubican los puntos criticos en la recta numérica y se reemplaza la
variable ”x” de la inecuacion, por valores antes y después del punto,

para determinar su signo.

Los puntos criticos en el denominador, significan que son intervalos
abiertos en los mismos.

Paraxz = 1:

—2(1)+10 -14+10 49 (+)
1-2  1-2 -1 (=)

Sélo nos interesa el signo y como el numerador es positivo (+) y el
denominador es negativo (—), el signoes (—) yaque (+) - (=) = (—)

) _
(_)_( )

(+) (+) ; =
a8 HY N
I A IT—\‘ (_:Ij 4 1

Si observamos, la inecuacién nos plantea los valores que hagan que la
fraccion sea > que cero y dado que los numeros negativos son

menores que cero, el intervalo £ < 2 no son solucién para Ia
inecuacion.
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Realizando el procedimiento anterior para los demas intervalos que
estén antes y después del punto criticos se determina que:

Paraz = 3, que es un valor que esta en el intervalo (3, 5).

) _

Como la inecuacién nos plantea los valores que hagan que la fraccién
sea > 0 y dado que los nimeros positivos son mayores que cero, el
intervalo 2 < & < 5 es solucién para la inecuacion.

Parax = 6,que es un valor que esta en el intervalo (5, o).

)

Elintervalo es negativo, por tanto no es solucion para la inecuacién.

El conjunto solucion es el intervalo (—2, 5], es abierto a la izquierda
porque el 2 no se puede incluir, ya que haria el denominador cero vy la
divisién por cero es infinita.

x+4
= > 3, lasoluciones:(—2, 5]

x_

331



Lo primero que se debe hacer es la suma de fraccionarios.

1 2

2<O
1 z+1 =

Elmecmesz - (z + 1).

z-(z+1)+2-(x)—2-(x+1)
z-(x+1) <0

Sumamos términos semejantes.
2+ —2
— <
z-(x+1)

Numerador (N) :z+2=0A2z—-1=0

Puntos criticos { _
Denominador (D) :z =0ANz+1=0

Puntos criticos {

(=)= (=) (+)-(=) V/{-Ji-i (+)-
(

=~ I[ ]

El conjunto solucién es el intervalo:

[—2,—1) U (0,1]
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En el video realizado por
Julio Albgrto Rlo_s
NET . Gallego "Julio Profe" #
47 podras aprender a
solucionar inecuaciones

1 _l_ < 0 racionales en el cual se
explica su proceso y sera

X + 1 X utilidad en la solucién de
ejercicios pOSterioreS'

Pésigiididades

DO

7|

DO
&

4.3.4 Inecuaciones cuadraticas

Son inecuaciones con presencia de trinomios de la forma z? + bz + ¢
o que se solucionan con la utilizacién de la férmula general.

Ejemplo de Inecuaciones cuadraticas

Lo primero que se tiene que identificar son las posibles restricciones
gue se presenten en la inecuacion.

En este caso, obsérvese que la inecuacion tiene que cumplir con 2
condiciones.

Que 42?2 -9z +2>0, ya que la +/Nameros negativos =
Imaginarios (i) y que v4x2 — 9z + 2 > 2z + 1.

47 Julio Profe es un autor de lared YouTube, que publicé el video "Desigualdades racionales".
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1
Valores Criticos: 4z — 1 =0Ax — 2 = 0,porloquez = 1 N x=2

Por lo que tenemos que solucionar las dos restricciones en forma
independiente y luego la solucién sera la interseccion entre las dos
soluciones.

Para la primera restriccion: 422 — 9z +2 > 0
Lo primero es factorizar (dz — 1) - (z — 2) < 0

Ya tenemos 2 factores, ahora lo que sigue es hallar los valores
criticos, igualando a cero y obtener la solucién.

(=):(-) #)-(-)
7 | 1 1 | | f
f T I l r

I
1 2

(=) (+)
El conjunto solucion es el intervalo:

1
Z] U [2700)

Para la primera restriccion: vV4z2 — 9z + 2 < 2z + 1

(_OO,

Es necesario eliminar el radical, elevando al cuadrado cada lado de
la desigualdad.

Vazr? — 9z +2 <2z +1 En el lado izquierdo de Ila
desigualdad, simplemente se saca

del radical y en el lado derecho es
el cuadrado de un binomio.

(v 4z? — 9z + 2)2 < (2z+1)
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47 — 9z + 2 < 4x® + 4z + 1

Llevamos la desigualdad a cero, pasando los términos del lado derecho
al izquierdo.

422 —9x 1+ 2 — 42> — 4z -1 <0
—13z+1<0

Como la = quedd negativa, multiplicamos toda la desigualdad por
menos y cambiamos de signo.

1
1 1,1 = —
3z > 1,luego = 13

1
El conjunto solucién es el intervalo (E’ 0o).La solucion total es la

interseccion entre los resultados de las dos restricciones.

El conjunto solucién es el intervalo:

- U |2
(1_371] [700)
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4.3.5 Ejercicios y respuestas seccion 4.3

™

Ejercicios seccion 4.3
Resolver los siguientes ejercicios por el método
adecuado.
1. 4r—-3<2x+5 7.322+2—-10>0
2. -1<12 -2z <3 8. —3z* > 21z + 30
3. |2¢+3]>9 o Z+2)B-2)
4|22 —T7|<1 (z+1) (2> +1)
5. |z +v2|>1 10 2oy

3r —1 z+3™
6. > 2

=

“\ Respuestas
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4.4 Ejercicios y respuestas - Capitulo 4

Ejercicios - Capitulo 4

propuestos por el método adecuado.

1 20 +y =2
|3z — 2y = —4

5 dr—y+1=0
|z +3y+9=0

(22 + 6y + 2 = —2
3.3z +4y—z2=2

9z — 2y —22=0
(1 1

z oy
2 1
4. { —+ -
T Yy
3 1 5]
-+ -+ -==
Lz Y 2

( ¥ P S PR - -

=3

1
4
s— 1
1

&

En los ejercicios 1 al 16, realice los ejercicios
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Capitulo 5

TRIGONOMETRIA
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5.1 Introduccion

La trigonometria es una subdivisién de las matematicas encargada de
calcular los elementos de los diferentes tridngulos, estudiando la
relacidon entre sus angulos y sus lados.

Segun Zill, Dennis. (2012), “...Los rudimentos de la trigonometria se
remontan al trabajo de matemdticos griegos, egipcios, indios, drabes y
chinos. La palabra trigonometria se deriva de dos vocablos griegos: trigon,
que significa tridngulo, y metro, que significa medida. Por tanto, el nombre
trigonometria hace alusion a las diversas relaciones entre los dngulos de
un tridngulo y sus lados.”

5.2 Angulos

Se forma por dos semirrectas que tienen Lado
un extremo en comun llamado vértice.

Una de las semirrectas sera el lado inicial y Vértice
la otra el lado jcerminal, como se muestra S
en la Figura 2. Angulo (Zill, 3% edicién). inicial

terminal

Cuando el angulo se ubica en el plano
cartesiano y tiene como lado inicial el eje y

positivo de las x, con vértice en el origen, Lado

se dice que el angulo esta en posicion Vedieg | A& teminel
s . o o s : X

normal o estandar. Figura 3. Posicidn Lado

inicial

normal (Zill, 3% edicion).

Los angulos se miden en grados o en radianes, con las siguientes
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equivalencias.

360° =2m — 180° =7 '

Y

'r/‘“‘\' , o
\ | A 3e0¢

Figura 4. Angulo de 360 grados (Zill, 3% edicion).

w‘?\ = "ft

Ejemplos de conversion de angulos

1. Convertir 210° aradianes.
21

— T

210

186 18

2. Convertir 150° aradianes.

150°. — = =
1802 18"
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3. Convertir 225° aradianes.

75 25
2952, —_ — 2p _ 2,
18062 60 20

4. Convertir w radianes a grados.

- 180° _ 180°
bix
5. Convertir 27 radianes a grados.
2K - 180 = 360°
w

360° =27 — 180° =« .

2
6. Convertir gﬂ' radianes a grados.
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x

80°
——=2-(36°

o Do

2
gw radianes = 72°

» Angulos coterminales

Son aquellos angulos en posiciéon normal ¥4
que tienen los mismos lados terminales. =
Por ejemplo, los angulos 0°,0° + 360° A //' —
0° — 360°, los cuales tienen las mismas [ B
razones trigonométricas. /

6 — 360° —-/
Figura 5. Angulos coterminales (Zill, 3¢ R

edicion).

Ejemplos de angulos coterminales

Hallar un angulo coterminal a 30°,37°,45°,53°, A60°, tanto positivo
como negativo.

En la siguiente tabla, se resume la solucién.
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Positivo Negativo
30° + 360° = 390° 30° — 360° = —330°
37° 4+ 360° = 397° 37° — 360° = —323°
45° + 360° = 305° 45° — 360° = —315°
53° + 360° = 413° 53° — 360° = —307°
60° 4+ 360° = 420° 60° — 360° = —300°

» Longitud de arco

Es el recorrido a lo largo de la curva formada desde la parte final del
lado inicial de un angulo, hasta la parte final de su lado terminal.

Cuando se realice el calculo de la longitud de arco, se debe tener en
cuenta que el angulo este en radianes, es decir, si se presenta en
grados, se debe hacer la conversion.

L /TN
L L
L=0-r,0=—r1r=—
T 6
» Circulo unitario
El circulo unitario se encuentra centrado ~ CIReuLoUNITARIO

-

en el origen, r = 1. La ecuacion de la _ J
. . 2 2 2 . Angulo: 45° | e ot
circunferenciaz” + y° = r“ daorigenala C

ecuacion del circulo unitario, dado que TR L | oo

r = 1, luego dicha ecuacioén sera: _ K /
x* 4 y: =1 o
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2 + 9y =1

La ecuacioén anterior es de gran utilidad cuando se desea determinar si
un punto P (P,, P,), pertenece al circulo unitario.

Ejemplos circulo unitario

3 V6 ]
1. Demuestre que el punto P(?, T)’ pertenece al circulo

unitario.

Las coordenadas de un punto en el plano cartesiano, estan
determinadas por el par ordenado P (z, y).

Para que el punto P (z,y), pertenezca al circulo unitario tiene
que cumplir con la ecuacién del circulo unitario 2% + y? = 1,
luego:

(ﬁ) +(£) =1

=1

(V3)’ ) V6)’
32 32
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3+6_1
9 9

Observen que ha quedado una suma de fraccionarios homogéneos.

3+6
+—1

I
ot

= Ol ©

I
p—

V3 6

Con el resultado anterior, podemos afirmar que el punto P (?, ?),

pertenece al circulo unitario.

1
2. Sabiendo que punto P(m,i) pertenece al circulo unitario,

encuentre la coordenada faltante.
2

P () =1
¥ 9 =
12
2
—1—(=
2 =1-(3)
1
2
—1- =
v 4
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4 1
2__—_
T T4 1
3

2 —_—
T T
T 4
3
L. V3
Vi

V3
T=Ey

Nota: El signo + indica la existencia de dos puntos que pertenecen al

circulo unitario, P; (7, 5) ubicado en el primer () cuadrante y

V31

P (— BE 5), ubicado en el segundo (Il) cuadrante.

En la siguiente escena interactiva, al utilizar el deslizador "Angulo"
podras podras observar que al desplazarte en una rango comprendido
entre 0° A 360°, el lado terminal del angulo siempre se mantiene sobre

el circulo.
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CIRCULO UNITARIO

Angulo: 62°

1l | \%

Puedes utilizar la calculadora, haciendo clic sobre la imagen \"_1 para
verificar si los siguientes puntos pertenecen al circulo unitario y
determina en que cuadrante se encuentran y que angulo forman

(aproximar con dos decimales).

0.87,0.5)
2.6,1.5)
0.5,0.87)
1.5,2.6)
.05,-0.87)
1,-1.73)
0.71,-0.71)
1.41,-1.41)

1.P(
2.P(
3. P(
4.P(
5.P(
6.P(
7.P(
8.P(
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Para facilitar su comprensién, vamos a determinar, si el punto
P(0.71,0.71) pertenece al circulo unitario.

Recuerda que un punto P(z,
satisface la ecuacion: =2 + y? =

y), pertenece al circulo unitario si
1
Solucion:
z? + y2 =1
(0.71)* 4 (0.71)* =1
0.5+05=1
1=1

Como se puede observar se cumple con la ecuacion, por lo tanto el
punto P(0.71,0.71) pertenece al circulo unitario.

Ahora, si vamos a la escena interactiva y ubicamos el deslizador en
radio 1 y el punto P(0.71,0.71) (haciendo uso del deslizador

"Angulo"), se puede encontrar el valor del dngulo y el cuadrante al cual
pertenece.

Haciendo lo anterior en la escena interactiva, te daras cuenta que:
e Setratadeuncirculoder =1

e Corresponde aun angulo de 45°

e Elangulo pertenece al primer cuadrante.

En la siguiente imagen, obtenida de la escena interactiva se aprecian
los resultados.
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""" cRCULO UNITARIO

Determinar si el punto P(1.41,1.41) pertenece al circulo unitario.
Solucién:
4+t =1
(1.41)° + (141 =1
1.98+1.98=1
3.98=1

Como se puede observar NO se cumple con la ecuacidn, por lo tanto el
punto P(1.41,1.41) NO pertenece al circulo unitario.

Lo que si se puede inferir es que es un circulo cuyo radio r ~ 2.
» Angulos complementarios

Son aquellos que sumados son iguales al valor del angulo de 90°, es

decir; el angulo complementario de 30°, serd el de 60°, dado que:
90° — 30° = 60°
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Angulo complementario.

90° — 6

» Angulos suplementarios
Son aquellos que sumados son iguales son iguales al angulo llano

(180°), es decir; el angulo suplementario de 135°, sera el de 45°, dado
que: 180° — 135° = 45°

Angulo suplementario.

180° — 0

Con la ayuda de la siguiente escena interactiva, calcula los angulos
complementarios y suplementarios que se solicitan a continuacion.

Angulos complementarios de: Angulos suplementarios de:
1. 17° 1. 30°
2. 27° 2. T8°
3. 53° 3. 120°
4. 78° 4. 135°
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s Angulos complementarios

Angulo dado: 45° Complementario: 90° — 46° = 44

| 74

Anguios suplementarios

/ Anguio dado: 71° Suplementario: 180° — 71° = 109

P __=L = 3 o

En el video realizado por

José Maria Martin
Rizaldos #48 en el cual
se explica el proceso para
el calculo de angulos
complementarios y
suplementarios, podras
aprender a realizar
_ diferentes ejercicios que
T e seran de utilidad
posteriormente.

8 José Maria Martin Rizaldos es un autor de la red YouTube, que publicé el video "Angulos
complementarios y suplementarios".
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» Angulos de ELEVACION y DEPRESION

Angulo de ELEVACION: Es el angulo desde la horizontal hacia un

objeto que esta en la parte de superior del observador.

Linea horizontal

Angulo de DEPRESION

Angulos de ELEVACION (

Linea horizontal

Angulo de DEPRESION: Es el angulo desde la horizontal hacia un

objeto que esta en la parte de inferior del observador.

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Juan Guillermo Rivera,

podras observar y comprender la definicion de angulo de elevacion,

solo basta con presionar el botén de "Regresar" y "Animar".

™

a es el angulo de depresion del objeto desde la posicidn del observador.

m mn
’ .obiﬂeto

354


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/imagenes/img113.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/trigonometria/index.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/Trigonometr%C3%ADa(2019)/c1p9_escena1.html

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Juan Guillermo Rivera,
aprenderas a calcular el angulo de elevacion con diferentes ejemplos
propuestos.

&7

Para encontrar la medida de a se utiliza arco tangente.

®
observador

a

objeto

5.3 Teorema de Pitagoras

Establece que, en todo triangulo rectangulo, la Hipotenusa
(H) al cuadrado esa igual a la suma de los cuadrados de sus
lados (Cateto opuesto y Cateto adyacente). Para recordar, la
Hipotenusa (H), es el lado del tridngulo ubicado al frente

(opuesto) al angulo recto ( 90°).

Siendo asi:

H? = CO? + CA? '
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En la siguiente escena interactiva, podras analizar la definicion del
teorema de Pitagoras, desplazando el ponto " A", en direccién vertical o

el punto "C" en direccién horizontal, observando el comportamiento

de las areas de los poligonos que rodean el tridngulo rectangulo vy la
definicién propia del teorema.

Teorema de Pitagoras

H?=CO0*+ CA?
32 =16 + 16

En la medida en que interactues con la escena, te daras cuenta que el
teorema de Pitagoras se aplica a triangulos rectangulos y si observas
los angulos internos del triangulo, te daras cuenta que suman 180°

grados.

Los angulos internos de un triangulo suman 180° grados.
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Ejemplos Teorema de Pitagoras

1. Hallar el lado opuesta “y”, del tridngulo rectangulo cuyo lado
adyacente es v/3 y la hipotenusa es 2.

Lo primero que se debe hacer es construir el dibujo de lo que se
plantea en el ejercicio.

Por el teorema de Pitagoras H2 = CO? + C A2, luego:

2=y + (V3

4=19%+3
" 4— 3 =q?
y =11

y==+1 '

2. Hallar la hipotenusa “H”, del tridngulo rectangulo cuyo lado

/./ opuesto 1y el adyacente es 1
i
v
P H?=1+1
Act:%“ H? =2
: H =42
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“_»n

3. Hallar el lado adyacente “z”, del triangulo rectangulo cuyo lado
opuesto 3y la hipotenusa es 5.

52 = 32 + x?

25 =9 + 22

5 3 25 — 9 = 22

/ T =+v2
//‘;;I a=236487" E
r
r =14 '
Practiquemos

A continuacién se proponen algunos ejercicios para que pongas a
prueba tus conocimientos sobre el circulo unitario y el teorema de
Pitagoras.

Demuestre que los puntos pertenecen al circulo unitario y halle las
coordenadas faltantes

Ejercicios | Ejercicios
Lz 4 P(Z> ) Cuadrantell
.(5, 5) : (5, ), Cuadrante
222 12 5.P( ,—0)Cuadrante IV
.(13, 13) P(C 25), uadrante
N 6P(3 ), Cuadrante |
.(%, 2—5) P (5, , Cuadrante
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complete los triangulos rectangulos

Ejercicios | Respuesta

1.H =2

H=?
\3
2.CA=14
5
3
CA=?
3.C0 =1
V2
co=?
1

H=? 4.H — 5
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5.3.1 Ejercicios y respuestas seccion 5.3.

Ejercicios seccion 5.3

Utiliza el método adecuado para resolver los siguientes ejercicios.

1. Calcular la hipotenusa de un tréngulo rectangulo cuyos lados miden 3 v centimetros.

2. Calcular los angulos internos del trangulo del ejercicios anterior.

3. Calcular la altura que podemos alcanzar con una escalera de 4 metros apovada sobre |a pared si la parte inferior la
situamos a 20 centimetros de ésta.

4. Al atardecer. un arbol proyecta una sombra de 5 metros de longitud. Si la distancia desde la parte mas alta del arbol al
extremo mas alejado de la sombra es de 7 metros, ;cual es la altura del drbol?

7 metros

5. Un parque de diversiones quiere construir una nueva atraccion que consiste en una tirclesa que parte desde la base
superior de una columna confarma cilindrica. 5i el radio de la columna es R=2 metros y el area de su lateral es de 120
metros cuadrados, calcular |a longitud del cable de la tirolesa para que alcance el suelo a 40 metros de distancia de la
columna,

Tirolesa

40m
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5.4 Razones trigonométricas

Se definen comunmente como el cociente entre los lados del triangulo
o el cociente entre sus lados y la hipotenusa, asociados al angulo que
forman.

Las razones trigonométricas del seno, coseno y tangente, asi como sus
inversa, se definen en triangulos rectangulos, es decir que tienen un
angulo recto 90° en los cuales se puede aplicar el teorema de
Pitagoras para obtener magnitudes de lados desconocidos.

En la imagen, podras observar
la relacion existente entre los
catetos y la hipotenusa de cada

una de las razones g
trigonométricas, siendo:

O = Cateto Opuesto

gEgaqs

A = Cateto Adyacente

H = Hipotenusa

Los lados (catetos) de los tridngulos rectangulos cambian de nombre,
dependiendo del dngulo agudo que se considere. En el siguiente escena
interactiva se muestra el cambio, dependiendo del angulo en que
concentres la atencion.

En la siguiente escena interactiva disenada por Juan Guillermo
Rivera®’, podras aprender a identificar los lados de un triangulo

49 . . . ol
Juan Guillermo Rivera, es un autor de la red Descartes, que publicé "Discursos de
trigonometria”.
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rectangulo, cambiando de angulo para que observes el nombre de los
lados, seguin el angulo que se elija.

[ zl
O
¢En cuél de los angulos agudos quieres fijar tu atencion?

S o
beta 3

Teniendo como referencia al angulo "a" de la escena interactiva

S+ CT+

anterior y utilizando la sigla
trigonométricas seran:

SUsS razones

Cateto Opuesto a o

Se =
n() Hipotenusa
Cateto Adyacente a o
Cos (o) = ,
Hipotenusa
Cateto Opuesto a o
Tan (o) =

~ Cateto Adyacente a o

Con la siguiente escena interactiva, podras interactuar y familiarizarte
con los lados de los tridngulos rectangulos, dependiendo del angulo
agudo que se elija.
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Ubicando los lados de un triangulo rectangulo

Selecciona el angulo que deseas analizar

Ingresa en las casillas los lados correspondientes (en mayuscula) |, siendo
CO = Cateto Opuesto

CA = Caleto Adyacente

H = Hipotenusa

| =alpha [ ]ebeta

ntenta de nuevo ntenta de nuevo ntenta de nuavo ntenta de nuevo

nienta de Nuevo ntenta de nueveo

» Razones trigonométricas de angulos cuadrantales

Son aquellos angulos que su lado terminal coincide con los ejes
coordenados. Recordemos que un par ordenado tiene componentes en
los ejes zey(z,y), y que los dangulos cuadrantales son
0°,90°,180°,270° y 360°, asi como todos los que se formen sobre los
ejes al girar n-vueltas.

Haciendo uso de la escena interactiva del "circulo unitario"
analizaremos las razones trigonométricas de los angulos cuadrantales.

Como puedes observar, al llevar el deslizador a cada uno de los angulos
cuadrantales, las razones trigonométricas coinciden con el punto P de

coordenadas (z, y). Observa la siguiente imagen.
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¥ T
EH}”,—

x=Cosf
1j(0.1) Jr' =Sen @

L

180% 7 (=1,0)/ \1,0 0°,360° 2

=1l(0,~1)

3=
2707, -

En la escena interactiva, ingresa los angulos 0°, 90°, 180°, 270° y 360°
en la casilla "Angulo" de laimagen superior y verifica los resultados.

67

s

- u CIRCULO UNITARIO

2 =
Anguio 45° @l
Senu:Q:I; luega : ¥y = Sen «
" H r
Cosnz%:?;luego: x = Cos (x

= !_- luego : Tan o =
x
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De laimageny de la escena interactiva, podemos deducir que:

Razdn \r Razdn v

trigonométrica trigonométrica
Sen0° = 0 Csc0° = oo
Cos 0° = 1 Sec0° = 1
Tan 0% = 0 Cot 0° = o

Las razones trigonométricas C'sc 0° y Cot 0°, son oo, dado que

Csc0° = —vy(Cot 0° = ———— por lo que la divisidon por cero
Sen 0° y Tan 0° P q P
es infinito.

Como actividad de trabajo individual, con la ayuda de la escena

Sici‘ri
interactiva y de la sigla = #H T A " pueden calcular las razones
trigonométricas de los demas angulos cuadrantales.

» Signos de las razones trigonométricas

Siempre que se hable de Coseno, pensemos en la coordenada (abscisa)
”2”,yaque z = Cos o y cuando se hable de Seno, se piensa en la
coordenada (ordenada) ”’y” , debidoaque y = Sen a.

W

Teniendo en cuenta lo anterior, ©.1)
podemos tomar como referencia la TN x=cose
siguiente grafica,yaquela“z”yla*“ JsEeimos | tooos \ [ AT
y” son positivas (+) en el primer (:—1,_01): L {1:0) N
cuadrante, por tanto, las razones \Tantes | cosas /
trigonométricas de todos los o, |G

©,-1)
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angulos que se encuentren en este cuadrante, también lo seran. Asi
mismo, en el segundo cuadrante sélo el eje “y”, es positivo (+) y como ya
se dijo, la “y = Sen ", por tanta la razén Sen «, es la Unica positiva,
las demas son negativas. De la misma manera se puede analizar los
signos de las funciones trigonométricas en el tercer y cuarto
cuadrante, sien do la tangente positiva (+) en el tercer (lll) cuadrante y
el coseno positivo (+) en el cuarto (V).

» Angulo de referencia

Es el angulo agudo que representa un angulo de cualquier medida, con
los signos del cuadrante correspondiente.

En la siguiente escena interactiva "Angulos equivalentes y signos de las
razones trigonométricas", podra encontrar los angulos equivalentes
para los angulos agudos que ingrese en la casilla de entrada a.

&7

Angulos equivalentes y signos de las razones tngonometncas

ad45* ~®

Il ' | :

| 2=
Sen(180° — 45°) = Sen135 _ o .
= Sen 45° ey e : (&N
= 0.71 :

Sends” =071

Sen(180° +457) = Sen 225 | ' /' Sen(360° - 45%) = Sen 315°

—Sen 45°

= =Bl |9

—Sen 45
=071

Y
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Nota: Se recomienda que se tome como referente el angulo que se
forme con el eje de las abscisas (z).

Ejemplos de angulo de referencia vy
equivalentes.

1. Con la ayuda de la escena interactiva anterior, hallar el Seno,
Coseno y Tangente para los siguientes angulos:

a.30°
b. 135°
c. 240°
d. 330°
Solucion:

Para a:

Observa que el angulo de 30° se encuentra en el primer (l)
cuadrante, se ingresa el angulo en la casilla de entrada o de la

escena interactiva y se toman los valores del punto P (z,y),
teniendo encuentaquez = Cos a A y = Sen a.Siendo asi:

1
Sen 30° 1 Tan 30° Sen 30° 2
[ J _ — [ —= —
o 2 o Cos 30° /3
3 -
o Cos30° = — 2
2 V3
Tan 300 = ?
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Parab.

Como se trata de un angulo de 135°, lo primero es ubicar en que
cuadrante se encuentra y cual es su angulo de referencia en el primer
cuadrante. No se debe olvidar que son las mismas razones
trigonométricas, pero con los signos del cuadrante al cual pertenece.

Observa que 135° esta en el segundo cuadrante, lo que quiere decir
que su angulo de referencia es 180° — 135° = 45°, luego:

V2

Sen 1350 — V2 Tan 1350 — 26M 185" 9
* wen N 2\/§ * Lan -~ Cos135° /2
o (Cos135° = —— 2
2 Tan 135° = —1
Para d.

Como se trata de un angulo de 240°, se encuentra en el tercer
cuadrante y su angulo de referencia en el primer cuadrante es 240° —
180° = 60°, porque sobrepasa el eje de las . No olvidar los signos,
luego:

V3

Sen 240° = v3 Tan 2400 — 2240 _ "o
* oen T 12 * Lan ~ Cos 240° 1
o Cos 240° = —— 2
2 Tan 240° =
Parac.

Como se trata de un angulo de 330°, se encuentra en el cuarto
cuadrante y su dngulo de referencia en el primer cuadrante es 360° —
330° = 30°, porque esta por debajo del eje de las x del giro completo.
No olvidar los signos.
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| =

o Sen 330° = —

o Cos 330° =

N’|$w

Si ingresaste en la escena
interactiva o = 30°, te
diste cuenta que las razones
trigonométricas de 30° A
330°, sélo cambia el signo
del seno, por estar en el
cuarto cuadrante vy alli, la "y
" es negativa. Observa la
siguiente imagen, tomada
de la escenainteractiva.

1

o Tan 330° — Sen 330° _ )
Cos 330° V3
2

Tan 330° = —?

x = Cos o

y

2. Hallar los angulos de referencia de 135°, 240° A 330°

a. 135° estad en el segundo cuadrante, lo que quiere decir que
se toma como referente el angulo llano (180°).

180° — 135° = 45°, el angulo de referencia para el primer

()  cuadrante es

45°, significa que las

razones

trigonométricas de 135° son las mismas del angulo de 45°,
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pero con los signos del segundo (ll) cuadrante.

b. 240°esta en el tercer (1) cuadrante, observa que esta después
del angulo llano (180°), por lo tanto, para hallar el angulo de
referencia para el primer () cuadrante, se le debe restar (180°)

al angulo dado.

240° — 180° = 60°

c. 330° esta en el tercer (V) cuadrante, observa que esta antes
del angulo de giro (360°), por lo tanto, para hallar el dangulo de
referencia para el primer (I) cuadrante, se le debe restar a
(360°) el angulo dado.

360° — 330° = 60°

NOTA: No pueden olvidar que se buscan las razones trigonométricas
del angulo de referencia, pero con los signos del cuadrante al que
corresponde al dangulo que dieron inicialmente.

» Razones trigonométricas del triangulo rectangulo

Mirar en B VouTube

Praf.

| Esteban Ortege Lung

En el video realizado por
Abel Esteban Ortega
Luna #3% en el cual se
explica el proceso para el
cdlculo de las razones
trigonométricas en
triangulos rectangulos.

%0 Abel Esteban Ortega Luna es un autor de la red YouTube, que publicé el video "Razones
trigonométricas en tridngulo rectangulo”.
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podras aprender a realizar diferentes ejercicios que seran de utilidad
para la solucion de problemas en contexto.

En la siguiente escena interactiva encontrards las razones
trigonométricas del seno, coseno y tangente para que visualices los
cambios en la medida que desplaces el lado terminal (punto rojo) del
triangulo rectangulo, pasando por todo el circulo unitario.

RAZONES TRIGONOMETRICAS

. 0.7
'\ Sen 44.11° = T 0.7

L5 ' \ r AA 119 0‘72 N7
b i LU LL — —_ - — U.T4
.u 1
Tan 4411"—;7-097
[~ o2

» Angulos notables

En la siguiente escena interactiva disenada por Juan Guillermo
Rivera®!, podras aprender a identificar los lados de un tridngulo
rectangulo, cambiando de angulo para que observes el nombre de los
lados, seglin el angulo que se elija.

51 . . N
Juan Guillermo Rivera, es un autor de la red Descartes, que publicé "Discursos de
trigonometria”.
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cos(0)=cos(2m)=1 sen(0)=sen(21m)=0

Angulos multiplos de | pild ~

En la siguiente escena interactiva, podras aprender a calcular las
razones trigonométricas de los angulos notables "con la mano", numera
los dedos desde el dedo menique, iniciando en cero, hasta el dedo
pulgar que seria el 4 y representa 90°. El seno lo calculas en el sentido
de las manecillas del reloj, es decir, desde el dedo pulgar hacia el
menique, siempre sacando raiz cuadrada al nimero que le corresponde
a cada dedo y dividiendo por 2. Para el coseno, haces lo mismo pero en
sentido anti horario, partiendo del dedo menique hacia el dedo pulgar
y los numeras de mayor a menor, es decir 4, 3, 2, 1.
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ANGULOS NOTABLES CON LA MANO

La escena interactiva disefiada por phet.colorado.edu’?, te permitira
hacer un recorrido por las graficas del seno, coseno y tangente y

encontraras las razones trigonométricas de los angulos cuadrantales y
los angulos notables.

z]
B Valores | ¥ D

) cos

sin
) = {1.000, 0.000) =
() tan
Angulo = 0.0° E
" [ Anguios especiaies

[0 Cuszdricula
@& Grados

) Radianas

®

cosf = ; = 1.000 / x 0 Etiquetas

A W T T
S R

Tour trigonométrico

52 . . .
phet.colorado.edu, son autores de la red Descartes que publicaron la escena interactiva
"Tour trigonométrico".
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Ejemplos de aplicacion con triangulos
rectangulos

1. Una persona vive en un apartamento en un segundo piso y
olvida sus llaves, si la altura del piso de la base del edificio a la
ventana es de 3 metros y se ubica a una distancia de 4 de la base,
formando un angulo de 36.87° de elevacién, ;cuanto debe medir

la escalera para poder subir por las llaves?

Solucion.
En la grafica siguiente plantea la situacién problema.

Para solucionar ejercicios de este tipo, puedes utilizar el teorema
de Pitagoras o las razones trigonométricas.

Por Pitagoras: Debes recordar el Teorema de Pitagoras

= CO? + CA?
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H2:32+42

=9+ 16
= 25
H=+v25
= 45
H = +5

Para efectos de la respuesta, sélo es valida la respuesta positiva (),
ya que la escalera no esta en direccion bajo tierra.

Por razones trigonométricas: Podemos utilizar alguna de las razones
trigonométricas que involucren la hipotenusa (H).

co 3

Sen (36870) = ? = E

3
Sen (36.87°) = T

(H) Sen (36.87°) = 3

3
H =
Sen (36.87°)

-
0.6
H=5



2. Una persona de aproximadamente 1/3 metros de estatura, mira
la parte superior de un edificio, con un dngulo de elevacion de 30°
y si se acerca 8 metros a la base del edificio y mira la parte

superior de una bandera que se encuentra sobre el edificio, el
angulo de elevacién sera de 60°. Si se sabe que la asta de la

bandera mide 8\/§ metros, Determinar:
a. Ladistanciainicial entre la personay la base del edificio.

b. La alturadel edificio.

Solucién: Lo primero y bien importante, es hacer una grafica de lo que
nos estan planteando.

Se deben plantear ecuaciones que involucren los lados que nos estan
pidiendo, por lo que la mas conveniente es laT'an 30° y T'an 60°

H
Tan 30° = — (1)

Tan 60° = H+—8\/§ (2)
z—8
Ahora reemplazamos los
valores que se puedan, por el
momento la tangente de los
angulos. Se recomienda dejar
los valores indicados.

« »

Despejamos la “z” o la “H” en las ecuaciones (1) y (2), en este ejemplo

es mas conveniente despejar la “x” e igualamos las variables

376


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/imagenes/img129.png

despejadas.

En la ecuacion (1):

r=+3-H (3)
En la ecuacion (2).

V3 H+8V3
1 -8

H+8V/3
T 8= — """
V3

H+8/3
x:T+8 (4)

Ahora igualamos las ecuaciones (3) y (4)

H + 843
V3. H="—"""/1,38
V3

3SH = H +8V3 +8V3
2H = 16V/3

H=8V3

Conociendo la “H”, podemos encontrar la “x”, reemplazando en la
ecuacion (3) o (4)
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r=+3-H (3)

Distanciainicial a la base del edificio= 24 metros

La altura total del edificio es igual a la suma de la estatura de la
persona, mas la “H” encontrada.

Altura Edificio = v/3 + 8V/3

Altura Edificio= 9+/3

El video realizado por
Julio Alberto Rios
Gallego "Julio Profe" #
33 te servird para facilitar
el entendimiento de la
aplicacion de las razones
trigonométricas, en |la
solucion de problemas en
contexto.

SRECTA “ad

Fam Hlema jeTru};NanR"‘F?Tg‘ ItangUl@S mﬂlI.vFE

40

N——— i

- L 200m J
Mirar en I YouTube

33 njulio Profe" es un autor de la red YouTube, que publicé el video "Problema 3 de
trigonometria en tridngulos rectangulos".
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5.4.1 Ejercicios y respuestas seccion 5.4.

Ejercicios seccion 5.4

Utiliza el método adecuado para resolver los
siguientes ejercicios.

1. Un topdgrafo observa que en un punto A, situado al
nivel del suelo a una distancia de 25.0 pies de |la base
B de un asta de bandera, el angulo entre el suelo y el
extremo superior del poste es de 30°. Calcule la

altura h del poste al décimo de pie mas cercano.

2. Calcular la altura de una antena de radio si su
sombra mide 100 m cuando los rayos del Sol forman
un angulo de 30° con la horizontal

3. Determinar la distancia v la altura de un castillo que ¥

\ m@ Respuestas

=
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5.5 Triangulos oblicuangulos

Son aquellos tridngulos en los que ninguno de sus angulos es recto, por
lo que no se pueden resolver utilizando las identidades Pitagoricas y
las identidades trigonométricas.

Para la soluciéon de tridangulos oblicuangulos en ejercicios propuestos

en este contexto, se debe hacer uso de la Ley del seno y de la Ley del
Coseno.

» Leydelseno

Esta ley, establece la relacion existente entre un angulo determinado y
su lado opuesto.

b

Como los angulos a, 8 A 6, no son rectos; es necesarios tratar de
obtener angulos rectos en el tridangulo ABC. Par ello, se trazara una
linea imaginaria desde el vértice B a la intersecciéon de la

perpendicular con el lado "b" y lo lamaremos "y".
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El Sen o = g, si se despeja la "y" nos queda:
c

y=c-Sena« (1)

El Sen 0 = E, si se despeja la "y" nos queda:
a

y=a-Senb (2)
Ahora igualamos las ecuaciones (1) y (2)
c-Sena=a-Senf

Reescribiendo de forma equivalente, nos queda:

a
Sena Sen
G a c ded b
= ,se deduce que
| Sena Sen 6 veeq Sen [

En conclusion la ley del seno queda de la siguiente forma:

a b C

Sena Senﬁz Sen 6

Se recomienda utilizar esta férmula cuando los interrogantes sean los
lados, ya que es mas facil para despejar las incégnitas.

De forma equivalente, se puede escribir |la ley del seno como:
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Sena_ S’enﬁ_ Sen 0

a b G

Se recomienda utilizar esta férmula cuando los interrogantes sean los
angulos, ya que es mas facil para despejarlos.

» Leydel Coseno

Establece la relacion entre los lados que conforman al angulo y su lado
opuesto.

Utilizando el Teorema de Pitagoras:
¢ =2° + ¢ (1)
o’ =y + (b—x)° (2)

. . . 2 .
Resolviendo el cuadrado de un binomio en (b — z)” en la ecuacién (2),
nos queda:
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a® = y? + b* — 2bx +
o =a2? + 9% + b% — 2bx
Reemplazamos el valor de (x2 + y2) de la ecuacion (1), enla(2).
a® =b? + c* — 2bx (3)

Ahora,

T
Cosa= — (4)
c
Despejando la x en la ecuacién (4) y reemplazando el la (3), se obtiene:
r=c-Cos a

=0+ —2b-c-Cos a

a2 =02+ c2 —2bc-Cos a '

Se puede observar que:

“ _»n

e Elladoopuesto al angulo o, es “a” y lo conforman los lados b A ¢
e Ellado opuesto al angulo 6, es “c” y lo conforman los lados a A b.
e Ellado opuesto al angulo 3, es“b”y lo conforman los lados a A c.

Si queremos hallar b?, observen que los lados que conforman el dngulo
B,sona A ¢, por lo tanto:
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b* = a® + > — 2ac- Cos S8

Si queremos hallar "c?" observen que los lados que conforman el

angulo ,sona A b, por lo tanto:

c2=a%2+b>—2ab-Cos b .

Para concluir, la ley del coseno se resume en:

Ley del Coseno:
a’> =b +c® — 2bc- Cos a

b’ =a’+c? —2ac- Cos f8

c=a’>+b —2ab-Cos 6

Ejemplos de laley del Seno y la le del Coseno

1. Un obrero debe subir y bajar con una carretilla por una rampa
gue tiene una inclinacién al subir de 30° y al bajar de 37°. Si se
sabe que la base de la rampa mide 30 metros, Calcular el
recorrido total del obrero.
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Solucién:

Hacer una grafica del problema

Recordar que los angulos
internos de un triangulo,

X

30 =|

suman 180°, por loque & = 180° — 30° — 37°
0 =113°

Sabiendo que 6 = 113°, se procede aplicar la ley del Seno.

Despejamos a: 30 a
Sen 113° ~ Sen 37°
Y 30Sen 37°
Sen 113°
Despejamos b: a=19.6
30 b
Sen113°  Sen 30°
_ 30S5en 30°
Sen 113°
b=16.3

El recorrido totales: 19.6 + 16.3 = 35.9 '
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2. En un momento determinado cuando un avion volé sobre un

camino recto que une a dos ciudades pequenas, los angulos de
depresién de ambas fueron de 10.2° y 8.7°.

Determine:

e Las distancias rectas desde el avién a cada una de las ciudades
en ese momento si la separacién entre ambas es de 8.45 Km.

e Laalturadel avion.
6 = 180° — 10.2° — 8.7°
6 =161.1°

Sabiendo que 6 = 161.1°, se procede aplicar la ley del Seno.

Despejamos a: 8.5 B a
Sen 161.1°  Sen 8.7°
_ 85-5en 8.7°
Sen 161.1°
a=3.97

La distanciaaunade
las ciudades es:
a = 3.97 Km.
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Ahora:

8.5 B b
Sen 161.1°  Sen 10.2°

Despejamos b:

B 8.5-Sen 10.2°
~ Sen 161.1°

b =4.65

Ladistanciaalaotraciudades: b = 4.65 Km. '

Para hallar la altura (h) del avion, podemos utilizar las razones
trigonométricas.

S 87°—h
en 8. =%

h

Sen 8.7 = ——
4.65

h =4.65-Sen 8.7°
h =0.70 Km

Laalturaes: h = 0.70 Km. '
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3. Dos ciclistas parten simultdneamente de un mismo punto en
distintas direcciones, con una velocidad constante.

El ciclista A, parte en direccién noreste a una velocidad de 50K—,Z”

El ciclista B, parte en direccion sureste a una velocidad de 4OK—,Z"

Si se sabe que el angulo que los separa es de 60°, al cabo de 2.5
horas que distancia los separa?.

Solucién:

-2

Luego de tener la grafica de que
nos plantean en el ejercicio, es
importante analizar los datos.

El ciclista “A” parte a una
velocidad constante de 50 K—}Z”

quiere decir que en 2.5 horas a
recorrido 125 Km (50 x 2.5).

El ciclista “B” parte a una velocidad constante de 40 KT’" quiere decir
que en 2.5 horas a recorrido 100Km (40 x 2.5). Como se solicita la
distancia entre los ciclistas al cabo de 2.5 horas, con un angulo de
separacion de 60°, es necesario aplicar la ley del coseno.
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Debes recordar que a? = b + ¢ — 2bc - Cos a.

Reemplazamos los datos que se indican en la grafica.
D? = 1252 4+ 100% — 2 (125) (100) - Coos 60°

1
= 25.625 —25:000.- ¢

2

= 25.625 — 12.500
= 13.125

D = ++/13.125
— +114,56

Para la respuesta sélo se toma la parte positiva.

La distancia que los separa es de 114.56Kildmetros. '

En la siguiente escena interactiva, puedes ingresar la informacion
suministrada en el problema, para que verifiques el resultado.

APLICACION DE LA LEY DEL COSEND

Anguio=0* -
b=1 —
-7 -1

= ML d e Conn

o=y T 1= L) Cos 0
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4. Encontrar los angulos a,8 A6 en el siguiente triangulo

oblicuangulo.

. a
=
e '1 f 4

85 —r‘

Dado que se tienen los lados, es
necesario utilizar la ley del
coseno, al menos para
encontrar uno de los angulos

Debes recordar que a? = b + ¢ — 2bc - Cos a.

4.65% = 3.97% + 8.52 — 2(3.97) (8.5) - Cos «

21.62 = 15.76 + 72.25 — 67.49 - Cos «

21.62 = 88.01 — 67.49 - Cos «
Despejamos Cos «

67.49 - Cos o = 88.01 — 21.62

67.49 - Cos o = 66.39

o B 66.39
0% A= 6749
Cos a = 0.9837

a = Cos1(0.984)

a = 10.26
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Como ya se conoce el angulo a, podemos utilizar la ley del seno para
hallar el angulo 6.

Sen .  Sena
3.97  4.65
Reemplazamos a y despejamos Sen 3
3.97-8
Sen § en (a)
4.65
3.97-8 10.26
Sen B = en )
4.65
Sen B = 0.152

B = Sen~!(0.152)

B = 8.74
Teniendo a A By recordando que los angulos internos de un triangulo
suman 180°, podemos encontrar 6.

6 = 180° — 10.26° — 8.74°

6 = 161°

Los angulos o, B8 A 0 ,son: 10.23°,8.74° A 161°
respectivamente.
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En la siguiente escena interactiva se presentan cinco ejercicios de la
ley del coseno, donde debes calcular la distancia recorrida por el
ciclista en cada uno de los casos. Ingresa la informacién suministrada y
verifica los resultados.

&7

EJERCICIOS PROPUESTO LEY DEL COSENO

Po a212.59°
* b7.71 Encuentraia distancia entre
los puntos B ¥ C. para los
™ c4.24 P . P

siguientes valores

. v
||
1 5. b=Y08 c=3T0 p a=134
r@ 1 ; =
el : | —
a : !
¥ _Jfri’\f_b}_.i-wﬂft - Cos212.59° — \/(7.71)" + (4.24)° — 2(7.71)(4.24) Cos 212.59°
gy a= 1151
27 |
(o} .
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5.5.1 Ejercicios y respuestas seccion 5.5.

Ejercicios seccidon 5.5

Utiliza la ley del seno o ley del coseno, para
resolver los siguientes ejercicios.

1. Calcular la distancia que debe recorrer un obrero
para subir y bajar una carretilla por una rampa. Si
sabemos que la base mide 30 metros y tiene una
inclinacion de 30° en la subiday 45° en la bajada.

2. Dos observadores desde puntos distintos, ven dos
globos, que estan en el mismo plano vertical en el
cual estan ellos. La distancia entre los observadores
es de 1 Km como lo muestra la figura. Hallar la

i n

distancia“z" entre los dos globos.

2 Anaiila de enlnen | a dictanria del tee al green da1in ¥

o Lk

> Respuestas
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5.6 Identidades trigonométricas especiales

Retomamos lo aprendido con el circulo unitario y el teorema de
Pitagoras.

CIRCULD UNITAI0 Recordemos que la ecuacion del circulo
unitario es z° +y2 =1, de la cual

sacamos conclusiones importantes como:

a, =45
-

Angulo: 45‘/‘ S o

] = ET

Yy , .
Sena=—= I__ Yy, en la que se concluyd que siempre que se
T

mencionen valores en "y", se relacionan con el Seno.

T T
Cosa=—= T: z, en la que se concluyé que siempre que se
mencionen valores en "x" se relacionan con el Coseno.

y Sena
Tano = == ——

z Cosa

» Identidades Pitagoricas
Con lo anterior y conociendo que la ecuacién del circulo unitario es

z? + y2 = 1, podemos reemplazar las "z" por el coseno y las "y" por el
seno.
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oy =1 (1)
Reemplazando en la ecuacion (1), se obtiene:
(Cos a)® + (Sen a)* =1

Por lo general esta identidad trigonométrica se encuentra como:

Sen? a+ Cos® a =1 '

Si se divide la ecuacion (1), por 22, se obtiene:
2’ +yt =1 (1)
}2\+ 1> 1
22 2 2

Teniendo en cuenta que T'an a = y y que Cos a = z, de la que se
x

puede concluir que — = Sec «, que es la inversa del Coseno, se
x

obtiene:

Sen? o 1

Cos2a Cos?«a

1+ Tan? a = Sec® o '

Si se divide la ecuacion (1), por y2, se obtiene:

1+
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o+t =1 (1)

x? 2 1
2

N
RO
< |
o
<

. Y T

Teniendo en cuenta que T'an a = —, entonces — = Cot a, que es la
Z Y

inversade laTan ay que Sen a = vy, de la que se puede concluir que

1
— = (Csc a, que es lainversa del Seno, se obtiene:

Yy
z? *g\ 1
IR
Cos? oz+ 1
Sen? a - Sen? a

1+ Cot? a = Csc? o '

» Identidades trigonométricas de angulos sumay resta

En la siguiente escena interactiva, podras analizar el paso a paso de la
demostracion de las identidades trigonométricas de angulos suma y
resta.

Para ello debes identificar el tridngulo de color naranja y

encontrar las razones trigonométricas de seno y coseno. Debes
realizar el mismo procedimiento para el tridngulo ABOC de color
Azuly el tridngulo A BOC de color rojo.
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—

Luego de analizar la escena, podras concluir que:

Sen (a+pB) = Sena-Cos B+ Cos a- Sen
Cos (¢ +B) =Cos a-Cos B F Sen a- Sen 3

A partir de estas dos identidades trigonométricas, se puede calcular
Tan (a=£B)

En este caso debed reemplazar:

Sen (a+ B)

Cos (a =+ B)
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Sen (a+ B)

Tan (a+p) = Cos (o L )

B Sen a-Cos £+ Cos a-Sen 8
~ Cosa-Cos BT Sen a-Sen 3

Sen a-Cos £+ Cos a-Sen 8
B Cos a-Cos f3
~ Cosa-Cos BF Sena-Sen 3
Cos a-Cos f

Sen o 73‘?73\@ Cous-e.- Sen 3

Cosaw Cos-a.-Cos (3
~ Cusa-Cosf Sena-Senf

%&-M:F Cos a-Cos 3

_ TanaxTanp
 1FTano-Tan B

T +T
Tan (o f) an o an B

1FTan a-Tan B

» Identidades trigonométricas de angulos dobles
Para encontrar la formula de Sen 2a, en la formula Sen (a + ) =

Sen a - Cos B+ Cos a - Sen 3, haremos o = 3. Reemplazando nos
queda:
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Sen (a+a) = Sen a-Cos a+ Cos a - Sen a.

Sen (2a) =2 -Sen a-Cos a

Para encontrar la formula de Cos (2a), en la formula
Cos (a+ ) =Cosa-Cos f— Sen a- Sen B, haremos a = §.
Reemplazando nos queda:

Cos (o +a) =Cos a-Cos a— Sen a - Sen a.

Cos (2a) = Cos® a — Sen?

Para encontrar la formula de Tan (2a), se reemplaza
Sen (2a) ,Cos (2a) y se divide por Cos?’a. Reemplazando y
dividiendo, nos queda:

S 2
Tan (2 a) = o 2 (20)
Cos (2a)
2.Sena-Cos o
_ Cos’a
Cos? a — Sen? o
Cos?a
2. Sen a-Cos-ea.
_ Cosa
Cos%a.  Sen? a

Tos2a. Cosla
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» Identidades trigonométricas de angulos medios

En la férmula Cos (2a) = Cos®* a — Sen? a, expresaremos
Cos (2a) en términos de Sen a, haciendo uso de la identidad
pitagérica Sen? a + Cos? a = 1, despejamos Cos? a.

Cos’a=1— Sen® o
Reemplazamos en,
Cos (2a) = Cos® o — Sen® a
—1— Sen® a — Sen? a
—1-2Sen® «

Despejamos Sen «

2Sen* a =1— Cos (2a)

Sen? o — 1—Cos (2a)
2

/1 —=Cos (2a)
Sena—\/ 5

. . 84
Hacemos un cambio de variable, a = 5 y reemplazamos.
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En la férmula Cos (2a) = Cos* o — Sen? a, expresaremos
Sen (2a) en términos de Cos a, haciendo uso de la identidad
pitagérica Sen? a + Cos? a = 1,despejamos Cos? a.

Sen? a=1— Cos® a
Reemplazamos en,
Cos (2a) = Cos® o — Sen® o
= Cos’> a — (1 — Cos? a)
= 2C0s®> a— 1

Despejamos Cos «

2C0s*> =1+ Cos (20)

Cos? o — 1+ Cos (2a)
N 2
Cosa_\/1+003 (2a)
N 2

o'
Hacemos un cambio de variable, a = 5 y reemplazamos.
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Con base en las identidades de seno y coseno de angulos medios,

hallamos la T'an (%).

(87

Sen (2)
Tan (=) = 2

Cos (%)

/1—Cos «
2

\/1+Cosa
2

Utilizando las propiedades de las potencias, se puedes expresar con un
solo radical.

1—-Cos a

Tan(%) = —§

1+ Cos «

B /11— Cos a
- V14 Cosa
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Qa 1—Cos «
T —) =4/ —
an(2) \/1—|—Cosa

En la siguiente escena interactiva, se presenta un resumen de los
angulos notables y cuadrantales, con la ayuda de la entrada angulo "o"

o utilizando podras ingresar el valor para el angulo que desees analizar,
ademas puedes seleccionar las casillas de control, para que recuerdes
las formulas vistas en el capitulo y que seran de utilidad en la solucién
de identidades y ecuaciones trigonométricas.

Recuerda en un punto P (z,y), las "z" corresponden a las razones
trigonométricas del coseno y las "y" corresponden a las razones
trigonométricas del seno.

"| RESUMEN Y FORMULAS DE TRIGONOMETRM
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5.7 Demostracion de identidades
trigonométricas

Para realizar la demostracién de una identidad trigonométrica, puedes
hacer lo siguiente:

e Convertir el primer término (derecha) en el segundo término
(izquierda).

e Convertir el segundo término (izquierda) en el primer término
(derecha).

e Convertir los dos términos a la par, hasta llegar a unaigualdad.

Siguiendo los siguiente criterios:

1. Empezar con un miembro. Elija un lado de la ecuaciény trate de
transformarlo en el otro. Se recomienda comenzar con el lado
mas complicado.

2. Aplicar identidades conocidas. Use el dlgebra y las identidades

gue conozca. Obtenga comun denominador, factorice y aplique
las identidades fundamentales para simplificar las expresiones.

3. Convertir en senos y cosenos. Si encuentra dificil continuar, es

util volver a escribir todas las funciones en términos de senos y de
COSeNos.

En los siguientes ejemplos, se aplican las identidades trigonométricas
para realizar las demostracion de las identidades trigonométricas
propuestas.
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Ejemplos demostracion de identidades

Comprobar las siguientes identidades.

1—Sena  Cosa
Cosa 1+ Sena
Multiplicamos por la conjugada del numerador.

1.

1—Sena_ Cos «
Cosa 1+ Sena

1—Sena 1+ Sen «
Cos « 1+ Sena

12 — Sen’a

Cos?a - (1+ Sen a)

Se utiliza la identidad trigonométrica Pitagorica $Cos\;*{2\alpha
+Cos\;*{2Nalpha=1$, se despeja $Cos\;*{2N\alpha$ y se reemplaza

$$Cos\;*{2Nalpha=1-Cos\;*{2N\alpha$$
Cos“a Cos «

Cos-a- (14 Sen a) "1+ Sena
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Cos « B Cos a
1+Sena 1+ Sena

2. (Sen a+ Cos a)® + (Sen a — Cos a)® = 2

Se resuelven los dos cuadrados de un binomio.
(Sen o+ Cos )’ + (Sen a — Cos o) =2

( Sen’a +2Sena—Cos.a + Cos® o)
(+Sen’a —2Sena~Cos.a + Cos® a)

2Sen’a + 2C0s? a

2Sen’a + 2Cos* a = 2
2 (Sen*a + Cos® a) =
2(1) =

2=2

Cos z+ Sen x 1

=1
Sen x +Tcm:1:

Para solucionar esta identidad, lo mas conveniente es separar el
denominador para cada término de la suma que se tiene en el
numerador.
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Cosz+ Sen x

=1
Sen x +
Cosa:JrB'm_
Senx Senw
Cotx+1=
—+1=1+4
Tana:

Tan x

Tan x

ES TRIGONOMETRICAS - Bj..

fsy DEMOST 10M DE IDENTID ool
Bertidades Trigonometricasle ;

L

4Sen?aCos’a = 1 — Cos?2a

MEIHI en IR Youube ey

Observa y analiza
detenidamente el video
realizado por  Julio
Alberto Rios Gallego
"Julio Profe" #34 en el
cual se explica |la
demostracion de
identidades

trigonomeétricas, paso a
paso, que te ayudara a
fortalecer los
conocimientos.

adquiridos en los ejemplos anteriores y que seran la base para resolver

los ejercicios propuestos a continuacion.

> julio Profe" es un autor de la red YouTube, que publicé el video "Demostracién de

identidades trigonométricas - ejercicio 3".
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5.7.1 Ejercicios y respuestas seccion 5.7

Ejercicios seccion 5.7
Ejercicios 1 al 10. Demuestre las identidades trigonométricas propuestas.

Lsen® 8 (1+eot’ 0) =1
2tant +cot 8 = secB-cocd

Jdan - ﬂ gee
1+ senf

l+sena 1-sena
o ————— = d.-tana - sec a
L —sena 1+sena

S.sen B cscfl — sen 8) = cos’ 0

b.5en’ {1+ cot® 6) =1

seri 3 cosd
‘csc B sec 8

sec g

“tan A+ cot 3 seifi

tan 4 +eot 3 sect A
“tan 3 - eot 3 tan 3 -1
1~ tant @
1+tand

10.1 — 2sen’ d =

s Respuestas
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5.8 Ecuaciones trigonométricas

Es una ecuacién que tiene expresiones trigonométricas. Si una
ecuacion trigonométrica no es identidad, con frecuencia hallamos
soluciones mediante el uso de técnicas semejantes a las empleadas
para ecuaciones algebraicas. La principal diferencia es que, de la
ecuacion trigonométrica primero despejamos Sen x, Cos u, etcétera

y luego hallamos valores de  VV u que satisfagan la ecuacion.

1
Lo que significa que si Sen 30° = > en caso de tener una ecuacién

1
Sen z = > para encontrar el valor de x se debe calcular:

1
Sen ! (5) =z

30°
Ir — T

6

Para dar la respuesta final, se deben buscar todos los angulos que
cumplan esta condicion, lo que quiere decir que si no se limita un
rango, es necesario girar infinitas veces sobre el vértice del angulo,
siendo NV=Numero de vueltas o giros. Esto es:

T
30° + NV (360°) = &+ NV (2m)

5%
150° + NV (360°) = F—'_ NV (27)
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Observa y analiza detenidamente el video “Ecuaciones
trigonométricas - ejercicio 3 (parte 1 de 2)”, realizado por Julio Alberto
Rios Gallego "Julio Profe" #, en el cual presenta la solucién, paso a
paso una ecuacién trigonométrica, que te servird de base para
entender los siguientes ejemplos propuestos.

Tan’x + CE8*x —3 =0+

Parte 1
_—

Ejemplos de ecuaciones trigonométricas

Para facilitar las respuestas y si se trata de angulos notables o
cuadrantales, te recomiendo utilizar la siguiente escena interactiva
que te presenta un resumen de las féormulas y los resultados de los
angulos en los diferentes cuadrantes, con sus signos respectivos. Esta
escena es la misma utilizada en la seccién anterior.
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RESUMEN Y FORMULAS DE TRIGONOMETRA o | P

1. V/3-Senz+Cosxz=1

Lo primero que debes hacer es buscar el tridngulo rectangulo,
cuyo uno de sus lados sea v/3. Puedes hacer uso de la escena
interactiva.

Se trata del tridngulo rectangulo de 30°.

Sen 30° =

N | =

3
1 Cos 30° = %

Conociendo esto, podemos dividir
toda la ecuacién por dos (2) y
reescribir la ecuacion como:
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V3 - Sen x C’os:c_ 1

2 T 2

V3 1 1
T-Sena:—i—E-C’os:c—ﬁ
V3 1

Reemplazamos Ty Bl por su equivalencia en el tridngulo rectangulo.

1
Cos 30° - Sen z + Sen 30° - Cos x = B

Observen que se tiene la identidad de trigonométricas de angulos
sumay resta.

Sen (a+pB)=Sen a-Cos B+ Cos a-Sen

Reemplazamos.
1
Sen (30° + x) = Sen 30° - Cos « + Cos 30° - Sen x = 3
1
Sen (30° +z) = 3

Podemos hacer un cambio de variable,seaa = 30° + x.

Reescribimos:

Sen (a) =

N | =
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1
_ -1
a = Sen (2)

a = 30°

El seno es positivo y a = 30°, esto significa que el angulo estd en el
primer (I) cuadrante y su equivalente a = 150° esta en el segundo (Il)
cuadrante.

30°

@= A5

Luego:

300 { )
1500

Para el angulo de 30°:
30° + x = 30°
z = 30° — 30°
z =0V 360°
Para el angulo de 150°:
30° + =z = 150°
z = 150° — 30°

x = 120°
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0° + NV (360°),360° + NV (360°)

r—= |0+ NV (27m),2n + NV (27)

2
120° + NV (360°) = ?ﬂ + NV (2n)

2. Sen2x = Sen x

Utilizamos la férmula de dngulos dobles:
Sen (2a)=2-Sen a-Cos «

28en x - Cos x = Sen «
2Senz-Cosx — Senxz =0
Sacamos factor comun
Sen z(2Cosx —1) =0
Se iguala cada factor acero
Senx =0
z = Sen ' (0)

0° + NV (360°) = 0+ NV (2)
Tr —=
360° + NV (360°) = 27 + NV (2n)
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2C0sz—1=0

Cosw:§
—C —11
x = Cos (2)

T
60° + NV (360°) = §+ NV (2r)
= 5%

300° + NV (360°) = ?+ NV (2m)

La respuesta final seria:

(0° + NV (360°) = 0 + NV (2n)

T
| 60° + NV (360°) = 5+ NV (2m)

Tr =

5%
300° + NV (360°) = EY + NV (2m)

*360° + NV (360°) = 21 + NV (27)

3. sen(2z +60°) + sen(x +30°) =0

Observa que 2z + 60° , es el doble de x + 30°. Se puede sacar
factor comun entre 2z + 60° A = + 30°.

Para mayor facilidad se hace un cambio de variable,sea a = = +
30°. Se reescribe la ecuacion:
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sen (2a) + sen (a) =0

Se utiliza la formula de dngulos dobles.

Sen (2a) =2 -Sen a-Cos «

28ena-Cosa+ sena =0
Se saca factor comun vy se iguala cada factor a cero.

Sena(2-Cosa+1)=0
Para Sen a = 0:

Sena =0
a = Sen"' (0)

0° + NV (360°) = 0+ NV (2m)

a =
'360° + NV (360°) = 27 + NV (2m)

Para 2-Cosa+1=0:

Cos o= ——
oS & 9

1
_ -1, =
a=Cos " ( 2)
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2

120° + NV (360°) = o + NV (2m)
1

240° + NV (360°) = o + NV (2n)

Ahora se hace el cambio de variable, para cada uno de los valores de
a=x+ 30°.

Paraa = 0°: Paraa = 120°:
0° ==z + 30° 120° = = + 30°
x = —30° x = 90°
Paraa = 360°: Paraa = 240°:
360° =z + 30° 240° = = + 30°
z = 330° x = 210°

La respuesta final seria:

f T
~30° + NV (360°) = — ¢ + NV (21)

T
190° + NV (360°) = 5+ NV (2m)

7T
210° + NV (360°) = ?—i— NV (27)

1
330° + NV (360°) = —~+ NV (2n)
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5.8.1 Ejercicios y respuestas seccion 5.8.

Ejercicios seccion 5.8

Resuelva las ecuaciones trigonométricas vy
exprese la solucion en grados o radianes.

AN

0 o N

10.

Tan?z —4Tanz+3 =0

Sen(2x + 60°) + sen(xz +30°) =0
Sen’z +Cos2x—1=0

6Cos?’z +Cos2xr—1=0

2Sen’r — senz —1 =10

4Cos*z — 4Cosz +1 =10
Tanzx - Senz 4+ Senz =0
Cosxz-Senxz —2Cosz =0
Sec x (2cosz — v/2) =0
Cosz(2Senx+1)=0

“\/~»" Respuestas
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Practiquemos

En las siguientes escenas interactivas, adaptadas de Juan Guillermo
Rivera, podras resolver los ejercicios planteados sobre inecuaciones y
problemas de trigonometria, para pongas a prueba tus conocimientos.

En cada escena interactiva dispones de 45 minutos para realizar los
ejercicios e ir eligiendo la respuesta correcta en el cuestionario. Al
finalizar tendras la posibilidad de ingresar tu nombre y enviar las
respuestas a tu docente ingresando su correo en el espacio destinado
para ello.

Al solucionar los ejercicios propuestos en las escenas interactivas,
estaras en capacidad de resolver los ejercicios propuestos para el
capitulo 5.

[ 7I|
Prueba tus conocimientos en 4 preguntas en 45 minutos 0segundos O
INECUACIONES Y TRIGONOMETRIA

Responde con la mejor opcion.

Opciodn 1. Inecuaciones y trigonometria.
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Prueba tus conocimientos en 4 preguntas en 45 minutos 0segundos
INECUACIONES Y TRIGONOMETRIA

Responde con la mejor opcion.

® Comenzar

=

Opcion 2. Inecuaciones y trigonometria.

Prueba tus conocimientos en 4 preguntas en 45 minutos 0 segundos
INECUACIONES Y TRIGONOMETRIA

Responde con la mejor opcién.

® Comenzar

o]

Opcion 3. Inecuaciones y trigonometria.
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5.9 Ejercicios y respuestas - Capitulo 5.1.

Ejercicios - Capitulo 5

En los ejercicios 1 al 8, grafique el angulo indicado,
encuentre su correspondiente complementario,
suplementario y cotrerminal. Ademas convierta
grados en radianes o radianes en grados.

1. 30° 6 3Tm
9. 45° 180
3. 60° ; ?_78?
4. 120°

En los ejercicios 9 al 16. Demuestre que los puntos
pertenecen al circulo unitario, halle las
coordenadas faltantes o complete los triangulos

!;-._,,‘_
- S

“\ " Respuestas
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Lista de escenas interactivas.

1. Representacion de racionales en la recta numérica
2. ldentificaciéon de numeros en los conjuntos numéricos
3.Sumas y restas de niumeros enteros.
4. operaciones con nimeros enteros.

5. Descomposicion factorial de un nameros.

6. Ejercicios de aplicacion de minimo comun multiplo (mcm) y de

maximo comun divisor (MCD).

7. Fracciones propias e impropias.
8.Sumay resta de fracciones homogéneas.
9.Sumay resta de fracciones.
10. Ejercicios de suma de fracciones con procedimiento.
11. Intervalos abiertos y cerrados 1.

12. Intervalos abiertos y cerrados 2.

13. Identificacion de intervalos abiertos y cerrados. ...

14. Familiarizacién con launiény la interseccion. .................

15. Fraccion, decimal y porcentaje.

16. Observa distintas maneras de representar porcentajes.

17. Problemas propuestos con porcentajes 1.
18. Problemas propuestos con porcentajes 2.
19. Operaciones con fraccionarios opcion 1.
20. Operaciones con fraccionarios opcion 2.
21. Operaciones con fraccionarios opcion 3.

22. Potencia de nimeros enteros.
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15
19
24
25
29

37
39
43
44
51
51
52
55
67
69
70
70
71
72
72
78



23. Propiedades de las potencias con exponente entero. ... 79

24.Potenciasy exponentes(80). . 80
25. Arrastra las flechas a |la pestana correspondiente. ... 86
26. Prueba tus conocimientos sobre potencias. ... 87
27.Expresar potenciasenradicales. ... 90
28.Laradicacion. 92
29.Ejemplodesumayrestaderadicales. ... . 95
30.Sumayrestaderadicales. ... 95
31. Descomposicion factorialdeunndmero. 97
32.Simplificaelradical. . 100
33.Escribe unradical equivalente. 101
34. Racionalizaciéon de denominadores con monomios y binomios. 102
35. Racionalizacién de denominadores con monomios y binomios 102
2.

36. Prueba tus conocimientos sobre radicacién. ... 105
37.Adivinaconpolinomios. . 114
38. Explicacién adivina con polinomios. ... 114
39. Aplicacionde los polinomios 1. . . 115
40. Aplicaciénde los polinomios 2. . 115
41. Aplicaciéndelos polinomios 3. .. 115
42.PSumayrestade polinomios. . 119
43.Sumay resta de expresiones algebraicas. ... 121
44, Célculo algebraicodel cuadradodeunasuma. .. 124
45, Célculo algebraico del cuadrado de una diferencia(125). ... 125
46. Producto de binomios conjugados (suma por diferencia). . 126
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47.Cubo de Un BiNOMIO. ...t een 130
48. Productos notables. ... e 133
49. Cuadrado de un binOmMIO. ..ot 133
50. Division largade polinomios. .. oo 139
51. Método de Ruffini-Division sintética. ............ccoooiioeeeeeeeeeeeeee. 142
52. Operaciones algebraicas y productos notables, opcion 1. ... 143
53. Operaciones algebraicas y productos notables, opcion 2. .................. 144
54. Operaciones algebraicas y productos notables, opcion 3. ... 144
55. PFactor COMUN. . e 148
56. Practicando con el factorcomun. ... 149
57.Diferenciade cuadradOs. ... 151
58. Trinomio de la forma 2 + B + C. oeemeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 154
59. Trinomio de laforma @z? + B + C.oereeeermeeeeeeemeeeee e 159
60. Trinomio cuadrado perfecto. ... ... 162
61. Trinomio cuadrado perfecto por adicién y sustraccion. ... 165
62.Sumaydiferenciade cubos. ... ..., 167

63. Prueba tus conocimientos sobre operaciones con polinomios ... 168
(factorizacion).

64. Productos notables y factorizaCion. ... ... 169
65. Simplificacion de expresiones algebraicas. ... 179
66. Ejercicios sobre operaciones con polinomios. ... 180
67.RacionalizaCion. ... e 181
68. Del lenguaje verbal al matematico. ... o 187
69. Puzle Rhushour, sacael cocherojo. ... 187
70. Prueba tus conocimientos plantando problemas. ... 188
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71. Factorizacién de polinomios. 189

72. Arrastralas piezasy armalaimagen. ... oeeeecoreeeeeeeeeeeee e 190
73.Ecuacidondelarectadelaformay = ma + b. oeerercreeecrcreeererecenene 199
74. El conjugado y el opuesto de un nimero complejo. ... 214
75.Sumay resta de NUMeros Complejos. ..., 216
76. Producto de nimeros complejos. ..........uceueeeeeeeeueeeeereeeeeeeses e esaeens 217
77.Producto de numeros complejos para resolver ejercicios. .................. 217
78. Cociente de NUMeros COMPIEJOS. ..........ooovcuereuereenemremsnessesesesenesseseesnsens 223
79. Descomposicion en factores-Método de evaluacion. ..., 226

80. Sistemas de ecuaciones compatibles, incompatibles e.....244
indeterminados.

81. Solucién grafica de ecuaciones lineales 2x2 (dados dos puntos). 247

82. Solucidn grafica de ecuaciones lineales 2x2-Método grafico. ............ 248

83. PSolucién de ecuaciones lineales 2x2-Reduccidn, sustitucién o ...... 255
igualacion.

84. Solucién de ecuaciones lineales 2x2-Determinantes o Cramer. 260

85. Solucion de ecuaciones lineales 3x3-Determinantes (Forma ... 261
matricial).

86. Prueba tus conocimientos en factorizacién y ecuaciones,......286
opcion 1.

87. Prueba tus conocimientos en factorizaciéon y ecuaciones, ...... 287
opcion 2.
88. Prueba tus conocimientos en factorizaciéon y ecuaciones,...... 287
opcion 3.
89. FracCioN€S PArCIalEs. ... eee e eeeeeeeeeeneesaneaseerennanns 306
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90. Circulo unitario. 349

91. Angulos complementarios y suplementarios. ..., 353
92. ANGUIO A€ EIEVACION. ... eeseeeeeeeeeseeeseseeseeeeeesessessesssereneensen 354
93. Para encontrar la medida de « se utiliza arco tangente. ...................... 355
94. Teorema de PItAgOras. ............coeeoeeeeeeeeseessesseessesses s sssssssssssssssnees 356
95. Hipotenusa, cateto opuesto y cateto adyacente. ... oo 362
96. Ubicando los lados de un triangulo rectangulo. _......ooooeoooeei 363
97.Circulounitarioy = Sen QY T = COS Q. weroreerereeresreressessssessesessessesenes 364
98. Angulos equivalentes y signos de las razones trigonométricas. ......... 366
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