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En 1988, los lectores de la revista The Mathematical Intelligencer votaron la férmula de
Euler como «la mds bella formula matemadtica de la historia». En total, Euler fue el
responsable de tres de las cinco primeras formulas del resultado de la encuesta.

The Mathematical Intelligencer es una revista matemadtica cuyo objetivo es disertar
sobre matemadticas en un tono coloquial y diddctico, alejado del tono técnico y
especializado mds comun entre este tipo de revistas. Fue fundada por los matemdticos
Bruce Chandler y Harold Edwards Jr. Empezé a publicarse en 1979.
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:Hay belleza en las matematicas?

“Cada cosa tiene su belleza, pero no todos pueden verla"!

Este libro es un recorrido por el siglo mas brillante de las matematicas,
desde la publicaciéon de la primera tabla de logaritmos por Napier en
1614, hasta la “Introductio in analysin infinitorum” de Euler en 1745, donde
aparece por primera vez la identidad que da titulo a este libro. La
identidad, tal como la escribié Euler por primera vez, tenia este aspecto:

eVTiT = 1

Euler, 45 anos mas tarde, emplea i como simbolo de la unidad imaginariay
la expresion queda de esta forma:

Hoy en dia, esta identidad se acostumbra a expresar tal como lo hemos
hecho en la portada, para hacer aparecer el O y el 1, los elementos
neutros de la sumay la multiplicacion y de esta forma reunir en una Unica
expresion cinco de los nimeros mas relevantes de las matematicas.

e®™+1=0

La unidad imaginaria i establece un puente entre la geometria,
representada por m, el analisis, representado por e y las operaciones
aritméticas mas basicas, representadas por el O y el 1. Antes de su
descubrimiento no se sospechaba una relaciéon tan sencilla entre todos
ellos.

1 Célebre frase atribuida a Confucio



La belleza que se atribuye a esta formula no se fundamenta en los
simbolos que intervienen, ni en su grafismo que ha ido variando en el
tiempo. Es una forma de belleza que no estamos acostumbrados a
reconocer y valorar, pero que nos descubre la profunda armonia de las
matematicas con la naturaleza.

“La naturaleza esta escrita en ese gran libro que siempre esta delante de
nuestros o0jos pero que no podemos entender sino aprendemos antes el
lenguaje y comprendemos los simbolos en los que esta escrito.”

Las tablas de logaritmos son, hoy en dia, algo verdaderamente anticuado
pero sin ellos no existiria la “Spira mirabilis”, la espiral maravillosa,
omnipresente en la naturaleza. ;No son bellos los logaritmos?

Si Newton descubre las leyes que nos explican el movimiento de los
planetas y de las estrellas, ;podemos decir que sus féormulas son tan
bellas como el cielo que describen?

Describir el lenguaje de las cosas y alcanzar la comprension de sus
simbolos fue el empeno de los personajes de nuestro libro y, gracias a su
prodigiosa intuicién, la belleza esta hoy mas cerca de nuestro alcance.

2 Galileo. Discorsi e demostrazioni matematiche, intorno a due nuove science.(1636)
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Capitulo 1

Introduccion
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1.1 El siglo de oro de las matematicas

El siglo XVII en Europa es un siglo de pestes y guerras que provocaron
grandes hambrunas y un gran retroceso de la poblacién. En este contexto
de profunda crisis social y econdmica, el siglo nos dejara en herencia el
arte barroco y lo que hoy reconocemos como el primer gran estilo
musical europeo, con musicos como Johan Sebastian Bach, Georg
Friedrich Handel, o Antonio Vivaldi.

El siglo XVII es también el siglo de oro de las matematicas, que avanzan
en estos 100 anos, pese a las circunstancias sociales adversas, mas de lo
gue los griegos habian producido en un milenio. Esto se explica, en parte,
por la difusion de la educacién en Europa y por el intercambio de
informacién entre los matematicos de Inglaterra, Francia Alemania,
[talia... que estimularon nuevos esfuerzos, pero también, y sobre todo por
la aparicion de personalidades geniales e irrepetibles.

Los principales matematicos del siglo son muy conocidos. Citados por
orden cronoldgico, Descartes (René Descartes, 1596-1650 ) es el
primero de ellos. Contemporaneo suyo es Fermat (Pierre de Fermat,
1607-1665), Principe de las Matematicas. A ambos se debe Ia
introduccién del algebra para la resolucién de problemas geométricos, lo
que dara lugar a lo que hoy llamamos geometria analitica.

La figura cumbre de esta época es sin duda Newton (Isaac Newton,1643-
1727). Sus aportaciones a la fisica y a la matematica han sido la base
sobre la que se ha construido la ciencia hasta el siglo XX. La invencién,
independiente y practicamente simultanea, del célculo diferencial e
integral por Newton y Leibniz (Gottfried Leibniz, 1646-1716) es la
aportacién mas importante a las matematicas de este siglo.
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1.2 ;Quién es Euler?

Euler (Leonhard Paul Euler,1707-1783)
nacioé al inicio del siglo XVIII. La musica
de su tiempo es la de Johan Emanuel
Bach, hijo de Johan Sebastian Bach,
porque es seguro que no llego a
escuchar a Mozart, cincuenta afnos mas
joven.

En Espanfia, la muerte en 1700 sin descendencia de Carlos Il es el final del
largo declive de los Austrias y el preludio de la guerra de sucesion.
Francia se convierte en la potencia dominante en Europa. Es el siglo de la
ilustracion y de la enciclopedia de Voltaire, que acabara tragicamente con
el cataclismo de la revolucién Francesay las guerras Napolednicas.

Euler es sin duda el matematico mas original de su siglo y el mas prolifico
de todos los tiempos, que pertenece a la generacidon de matematicos que
se ocuparon del desarrollo del Calculo, pues aunque Newton y Leibniz
habian puesto las bases, quedaba mucho por hacer. Junto con Euler,
destacan en esta labor diferentes miembros de la saga Bernoulli, un caso
singular en la historia de matematicos de primer nivel pertenecientes
todos ellos a la misma familia. Euler fue discipulo de Johan y companero
de clase y amigo de Jean y Daniel Bernoulli.

La productividad matematica de Euler es increible. Sus principales
campos de interés fueron el calculo infinitesimal, las ecuaciones
diferenciales, la geometria analitica de curvas y superficies, la teoria de
numeros, las series y el calculo de variaciones aplicando todo ello a los
problemas de la fisica en los que se ocupd. Dificilmente podemos
encontrar una materia alejada de sus intereses cientificos.
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En particular, aqui resaltamos su labor de sistematizacién y divulgacion
del Célculo infinitesimal recién “inventado”. Sus libros “Introductio in
analysin infinitorum” (1745), de calculo diferencial “Institutiones Calculi
Differentialis “(1765) y de calculo integral, “Institutiones Calculi Integralis”
(1768-1770) son los primeros que dan forma a lo que hoy entendemos
como matemadticas “clasicas” y se convierten en los libros de referencia
para la divulgacion y el aprendizaje de lo que, desde entonces, se llamara
analisis.

"Euler cogio el cdlculo diferencial y el método de fluxiones y los integré en una
rama mds general de la matematica que ha recibido desde entonces el nombre
de andlisis, es decir, el estudio de los procesos infinitos." 3

1.3 El camino hacia el descubrimiento de e

La identidad de Euler establece una relacion entre cinco nimeros. El “0”
el “1” y otros tres representados por letras m,1y €. La eleccion de estas

letras para designar estos niumeros “especiales” se debe a Euler que las
fue incorporando progresivamente a la notacion de sus escritos.

La geometria clasica conocia perfectamente que el resultado de la
division de la longitud de una circunferencia y su diametro, o del area de
un circulo y el cuadrado de su radio, era una constante
“inconmensurable”, es decir, no podia expresarse mediante una fraccion,
porgue no existe una unidad de medida comun para la longitud de la
circunferencia y su radio. En consecuencia, el resultado de esta divisién
se desarrolla en un nimero infinito de nimeros decimales. La letra 7 para
designar abreviadamente esta constante, la usa por primera vez, en 1706,
William Jones (1675-1749), pero cuando Euler la utiliza en la
“Introductio” se generaliza su uso a partir de 1748.

El caso de 1 es muy diferente. Aparece, bajo la forma de /—1, en Italia, al
intentar Rafael Bombelli resolver, en 1572, ecuaciones de tercer grado.

3 Historia de la matematica, Carl B. Boyer. Ciencia y tecnologia, Alianza editoria. Pag. 558
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Dado que se pueden aplicar a v/—1 las reglas del algebra, v/—1 es
aceptado como numero, con una componente de misterio, puesto que no
se alcanza a entender su significado. Euler en una fecha tardia, para
simplificar la notacion, llama 1 a este nimero cuyo cuadrado es -1. El

nimero 1 esta al margen de los niimeros reales y no sera identificado como
la “unidad imaginaria” hasta la definicion por Gauss, en 1831, de los
ndmeros complejos.

Como vemos, tanto T como 1, tienen una historia que merece ser
protagonista de un libro como este, pero en nuestro caso nos vamos a
centrar en la historia del nUmero €.

El nimero €, es un perfecto desconocido a principios de siglo XVII y se
convierte, a partir de su descubrimiento, en el nUmero mas omnipresente
de las matematicas. Decimos “descubrimiento” porque € no fue buscado
activamente, su aparicién es en cierto modo una sorpresa. Una sorpresa,

como la del caminante que llega inesperadamente a un cruce de caminos
gue no esta en el mapa.

El mapa de las matematicas del siglo XVII puede recorrerse en varias
direcciones. Una de las direcciones principales es el camino hacia la
progresiva definicién del concepto de funcion.

Alinicio de este periodo el concepto de funcién no estaba identificado en el
campo matematico. La palabra “funciéon” aparece publicada por primera
vez en un articulo de Leibniz de 1692 en la que da también la primera
definicién del concepto.

Las curvas algebraicas de Descartes, definidas como el lugar geométrico de
los puntos del plano que satisfacen una ecuacion de dos variables, son la
primera aproximacion de lo que acabara siendo una funcién.

Newton, requiere de las matematicas para sustentar su descripcion del
movimiento no uniformey su teoria de la gravitacion universal y en general
para la descripcion de la naturaleza.
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Para describir la naturaleza Newton tiene la certera intuicién de que las
leyes de la fisica no solo dependen de magnitudes “fluentes”, es decir, que
varian en funcién de otras, sino también de sus “fluxiones” que son sus
variaciones “instantaneas”. De esta manera establece un vinculo entre la
evolucion del concepto de funciény la invencién del calculo.

La invencion del calculo es el segundo eje que define el avance de las
matematicas del siglo con la introduccién de los infinitesimales y de las
series infinitas que recurren a razonamientos basados en el infinito , ya
sea por la division de los problemas en elementos “infinitamente
pequefos” o por obtener resultados finitos de “sumas infinitas”, lo que en
principio parece algo dificil de ejecutar, o al menos de acabar de ejecutar,
en un tiempo finito.

Cuando Newton publica el teorema del binomio, generalizacién del
procedimiento que empleamos para multiplicar binomios de exponentes
enteros, para los casos de exponente negativo o fraccionario, obtiene una
expresion algebraica que se desarrolla en infinitos términos. Por este
camino, aparecen en el mapa las funciones trigonométricas definidas
mediante series infinitas. El teorema del binomio pasa a ocupar un lugar
central en la definicion de nuevas funciones. Leibniz llama a estas
funciones, de infinitos términos, trascendentes.

En la “Introductio”, Euler estudia la funcidon exponencial y su relaciéon con
la logaritmica y obtiene el desarrollo en una serie infinita de ambas
funciones, completando asi el catdlogo de funciones trascendentes
elementales.

Como hemos dicho € es un cruce de caminos: la funcién exponencial en
base €, y = e*, adquiere la propiedad especial de ser igual a su derivada.

Los logaritmos en base e resultan ser los logaritmos naturales, que se
obtienen integrando la hipérbola x - y=1.

Y entonces, en el capitulo siguiente de la “Introductio”, se precipita el final
de nuestra historia.
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Euler partiendo de las formulas conocidas por la geometria clasica para el
seno y el coseno de la suma de angulos, es capaz de ver que las relaciones

trigonométricas de la antigiiedad y el recién descubierto nimero € se
entrelazan en una expresiéon sencilla, insospechada. El nimero oculto
durante siglos de historia aparece sin hacer ruido y trae de la mano la
formula mas bella. Nada de esto estaba en la hoja de ruta. La ciencia no
solo avanza con esfuerzo e imaginacién, también con fortuna.

1.4 Estructura de la obra

Vamos a exponer nuestro historia desde el punto de vista de los
protagonistas, intentando resaltar sus grandes dosis de intuicion e
imaginacion, asociadas a una capacidad de cdlculo asombrosa, si tenemos
en cuenta los medios de los que disponian. Al situarnos en este punto de
vista subjetivo podemos decir que nuestra narracion se asemeja en parte
aunanovela.

El orden cronolégico del texto produce una falsa apariencia de
objetividad, porque es muy dificil establecer la prioridad de muchas
aportaciones clave. La atribucién de los avances es, en cierta medida, una
convencion, que la perspectiva histérica ha ido consolidando. Hay que
tener en cuenta que en la época la difusién de los avances era muy lentay
en gran parte basada en correspondencia privada entre los protagonistas.
El ejemplo mas extremo de esto lo tenemos en el caso de Fermat, cuyas
escritos se publicaron por su hijo después de su muerte.

Ademas de ser cronolégico y en cierta medida subjetivo, nuestro relato
no tiene la pretensidén de ser histéricamente exhaustivo. No podemos
describir todos los avances de esta época, sino que nos centramos en las
contribuciones que llevan a la formula que da titulo al libro.

En conclusion, nuestro libro no es un libro de texto. Nuestro objetivo es
una presentacién intuitiva de los problemas y hacerlos comprensibles
para lectores con conocimientos matematicos basicos.

16



Para conseguir este objetivo de claridad nos ayudamos de las
ilustraciones dindmicas de GeoGebra, que nos dan la oportunidad de
visualizar las funciones y los conceptos. Nuestra ventaja es que gran
parte del contenido se refiere a funciones que pueden ser representadas
como curvas en el plano.

En los libros de texto el orden de la exposicién esta subordinado a la
definicion progresiva y rigurosa de los conceptos y no coincide con la
cronolégica que nosotros seguimos. Para ayudar a relacionar ambas
visiones, intercalamos en el texto notas que exponen conocimientos
anteriores a la época o nos orientan hacia el futuro, lo que nos permite
apreciar en cada caso la relevancia de las aportaciones que describimos.

La formacion y evolucidon del concepto de funcion lo desarrollamos al
margen del texto principal en cinco apuntes que se corresponden con la
progresiva aproximacion al concepto actual.

Una advertencia final. Sécrates le decia a Agatén en el banquete:

Estaria bien, Agaton, que la sabiduria fuera cosa de tal naturaleza que, al
ponernos en contacto unos con otros, fluyera desde el mds sabio al mds
ignorante de nosotros, como fluye el agua en las copas, a través de un hilo de
lana, de la mds llena a la mds vacia.

Viendo como otro pinta no nos haremos pintores, solo nos podremos
contagiar de su pasién creativa, de la ilusion por adquirir su habilidad.

Del mismo modo, para el aprendizaje de las matematicas, es una gran
error creer que leyendo un texto y su primera comprensién podemos
prescindir del esfuerzo personal imprescindible para dominar la materia.
Nuestra intencion es introducir al lector y al estudiante en lo que se
consideran, a nuestro juicio injustamente, asuntos de dificil comprension,
pero el resultado, si se quiere dominar la materia, sera siempre
insuficiente, si no se apoya en el esfuerzo personal y en la practica.

17
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Capitulo 2

Dos chispas de genialidad
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Al inicio del siglo XVII dos matematicos, Napier y Descartes, con la
publicacion de una sola obra cada uno de ellos, impulsan decisivamente el
desarrollo de las matematicas de su tiempo. Son dos obras de diferente
calado, pero igualmente innovadoras, porque introducen ideas originales
gue abren caminos inexplorados hasta la fecha. Mientras que la invencién
de los logaritmos es un idea practica, de utilidad inmediata, la propuesta de
Descartes es la propuesta de un filosofo y se dirige al fundamento mismo
de las matemadticas provocando un verdadero cataclismo. Dos chispas de
genialidad que inician la explosiéon de nuevas ideas que vendran detras.

John Napier publica en 1614 “Mirifici
logarithmorum canonis descriptio” (descripcion
del maravilloso canon de los logaritmos), la
primera tabla de logaritmos, a cuyo calculo
consagro veinte anos de su vida. Los logaritmos
nacen como una tabla de multiplicar para
ayudar en los calculos astrondmicos y se
convertiran, en un corto espacio de tiempo, en
una de las funciones centrales de las
matematicas.

La segunda chispa genial es “La
Géométrie” de René Descartes de
1637, que es uno de los apéndices de
su obra filoséfica "El discurso del
Método” (Discours de la méthode pour
bien conduire la raison, et chercher la
vérité dans les sciences). Descartes
propone en “La Géométrie” la resolucion
de los problemas geométricos
mediante el algebra y la identificacién
de las curvas con las ecuaciones algebraicas que las describen. Asistimos al
nacimiento de la Geometria Algebraica, es decir, el enfoque mediante el
algebra de los problemas geométricos.

21



Descartes desencadena una verdadera revolucion al establecer el algebra
como la disciplina matematica principal por encima de la geometria, que
desde Euclides, era el ejemplo de método cientifico, construido sobre
axiomas, postulados y demostraciones. El dlgebra carece en ese momento
de la solidez necesaria para soportar este rol y en consecuencia la
revolucion algebraica socava esta tradicién milenaria de rigor, en el
momento en que la matematicas se ven obligadas a avanzar y ser utiles
para responder a los requerimientos de las ciencias y en particular de la
fisica. Como consecuencia de esto:

"La construccion rigurosa de los nuevos avances se resiente, dando paso a la
induccion a partir de casos particulares e ideas intuitivas, a evidencias
geométricas y a razonamientos fisicos. Como la demostracion deductiva habia
sido el rasgo distintivo de las matemadticas, los matematicos estaban, pues,
abandonando el sello de su campo de actividad” 4

Este es el encanto del siglo de oro de las matematicas. Su espiritu contrasta
con la manera como se nos presentan hoy académicamente, en su versién
“corregida”, que se alcanzard mas de un siglo después de la mano de
Cauchy (Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857), Kart Weierstrass (1815-
1897), y Bernhard Riemann (1826-1866), entre otros muchos, que se
ocuparan de la formulacién rigurosa de los avances que vamos a describir.

* Historia de la matematica, Carl B. Boyer. Ciencia y tecnologia, Alianza editorial. Pag 519
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2.1 Las tablas de logaritmos, una idea practica
La aritmética elemental nos ensena que:

a¥™ =a*. a¥

y esta propiedad de la multiplicacién de potencias de un nimero establece
una correspondencia entre la serie aritmética de los exponentes y la serie
geométrica de los valores de las potencias de a.

Si tenemos un numero cualquiera N podemos calcular la x para que
a® = N.Lomismo para$§, obtenemosunvalora* = S.

Luego sustituyendo:
Y =a"-a¥=N-S§

Veamos un ejemplo:

Hagamos una tabla con una columna para cada una de las o )
series, parael casoenelquea = 2 1 .
Para multiplicar dos nimeros de la primera columna, 2 )L
buscamos su correspondiente en la segunda y los 4 2
sumamos. Buscando en la segunda columna el ndmero 8 3
suma, obtenemos el resultado de la multiplicacién en la ” P
primera columna.

32 | 5
Si tenemos una tabla de dos columnas ya calculada de los 64 | 6
valores de N = a*, con N en la primera columna y el valor 128 | 7
de x en la segunda, para multiplicar N -S hacemos como en 256 | 8
el ejemplo anterior, buscamos en la primera columna el 2| o
nimero N y obtenemos x. Buscamos el nimero S vy
obtenemos y. Sumamos x+y y buscamos en la segunda n

columna hasta encontrar en la primera columna el
resultadode S -N.
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Hemos reducido una multiplicacién a una suma, pero nos queda calcular
todos los valores de la tabla. Si queremos ofrecer una tabla en la que los
numeros estén representados y espaciados entre si de forma uniforme
para conseguir el resultado deseado, necesitamos recurrir a exponentes
racionales y extender la operacion definida para nidmeros naturales a un
espectro de nimeros mas amplio o a elegir una base muy proxima a 1.

Las reglas del algebra permiten la generalizacion a exponentes
. . 1

fraccionarios puesto que sabemos que an = \“/5. Para exponentes

negativos resulta a " = a%, puesto que a"a " = a" a—ln =1=

a’.

No existe, en este momento, una definicibn para ndmeros
irracionales de infinitos decimales, aunque se puede suponer que
podemos acotar su valor entre dos niumeros racionales préoximos.

El interés en los logaritmos obedece a un objetivo practico concreto,
simplificar los calculos, especialmente la multiplicacién y la division.

Su aparicién es anterior a las primeras aproximaciones al concepto de
funcioén, por lo que los esfuerzos de sus inventores se orientan hacia la
obtencidén de tablas cada vez mas precisas, sin atender a su estudio como
funciéon ni a su relacién con la exponencial, a pesar de que ambas se
relacionan directamente como operaciones inversas.

Nada parece sefalar que van a convertirse, como veremos a lo largo de
nuestro relato, en funciones estrechamente vinculadas a la invencién y
evolucioén del calculo.
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Desde su introduccién, las tablas de logaritmos han sido
extraordinariamente utiles hasta fechas muy cercanas.

En el siglo XIX los ingenieros de la revolucién industrial utilizaron un
instrumento que se conoce como regla de calculo, que consiste en
una regla graduada con una escala logaritmica, para ejecutar cdlculos
rutinarios.

lg  SUIIIITeT P g
AU UL e R R WML L A L e A sl T

o
08 1 - 3 4 5 6 78910 ‘2 3 4 5 6 7 1‘0%)0 12
(0 0 o 00 s o 1
o8 1 2 LA e A R i | 4 7 100 12

5 6
10 9 8 J 6 S 4 T3 2 16 14 13
\‘\‘HHMHHIHHH'IH\H i Tobn )\HMH st T /\HH 3 \é linly Mgulul\mhulu

7l g i
1H\HH\H\*MH\l‘l\l\‘\M\HHlHH\W"‘IM
7 8 10 n

=)
i1 R
(LN O L

s cos
s ctg

Regla de calculo FABER CASTELL 67/54r Addiator de 1957

Al final del siglo XX, las calculadoras de sobremesa y los ordenadores
se han encargado de hacer el trabajo de forma rapiday segura
dejando obsoletas las reglas de calculo.

2000 Nigel Tout

Texas Instruments fue pionera en los circuitos integrados para
calculadoras y suministré el conjunto de chips para Canon
Pocketronic de 1970, una de las primeras calculadoras portatiles.

\_ J
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2.1.1 Logaritmos Neperianos

Napier es el primero en ponerse manos a la obra y (1—107)x
publica la primera tabla de logaritmos. También es el

X

inventor de la palabra logaritmo, componiendo las ! 0
palabras griegas logos (razén) y arithmos (nimero). 0,9999999 | 1
0,9999998 | 2
La tabla de logaritmos de Napier tuvo un éxito s || &
inmediato y, junto con otras tablas semejantes,
empezo a usarse de forma generalizada, para ayudar a 0.99999%6 | 4
los astrénomos en sus farragosos calculos y a los 0,9999995 | 5
marinos a situarse en alta mar. 0,9999994 | 6
0,9999993 | 7

Napier propuso para sus tablas una base un poco
inferiora1,iguala: | | ™

1\ o oenaanna
(1 — 1—07) = 0,9999999

para que los valores calculados con exponentes
sucesivos, resultaran préoximos. El calculo de sus
tablas consiste, por tanto, en multiplicar

repetidamente 0, 9999999 por si mismo.

03678794 | 107

Napier multiplica el resultado por 107 para eliminar los decimales, con lo
que finalmente sus logaritmos responden a la expresion

7 1 \% .
107(1 — 1—07) ,donde x es el logaritmo de y.

El logaritmo de 107 es 0,y el de 107 (1 — %) = 9.999.999, es 1.

La diferencia mas notable entre los logaritmos de Napier y los “actuales”
consiste en que, al multiplicar los logaritmos por 107, la férmula habitual
para la multiplicacién resulta alterada.
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Si:
Li=logN; & N; = 107(1 _ 10—7)L1
Ly =logNy; < Ny =107(1 —10"7)tz,
Resulta que:
N; - Ny = 107.107(1 — 10~ 7)(La+L2)

y por tanto la suma de los logaritmos no sera el logaritmo de N; - N3 sino

Ni1-No
elde o7
. log N"
Analogamentesi, L = log N, entonces, n- L = 187g(n_1).

Estas diferencias no son demasiado importantes pues solo suponen el
corrimiento de la coma decimal, segun los casos.

2.1.2 Logaritmos decimales

John Briggs (1617) se da cuenta de las ventajas de utilizar como base de
los Logaritmos el nimero 10 porque era uno de los impulsores de la
notacion decimal que, en esos anos, muchos matematicos estan
proponiendo, para unificar la escritura de los nimeros enteros y de los
fraccionarios y también para unificar el sistema de pesos y medidas. El
uso de la coma, que hoy nos parece natural para separar las potencias de
10 positivas y negativas, en la época representd un gran avance practico,
generalizando para los numeros racionales los procedimientos de calculo
de las operaciones basicas.

El sistema decimal para las unidades fisicas de longitud, superficie y
volumen tardara aun en imponerse, hasta la famosa adopcion del metro
en Paris, por 17 paises en 1875.
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base 10).

potencia de 10 correspondiente.

el logig12 sera: 1,07918

y el de logip120 sera: 2,07918

Briggs calcula su tabla empezando por la raiz
1

cuadrada de 10, (102 = 3,162277), es decir,

obtiene el nimero cuyo logaritmo es %

En el siguiente paso, calcula la raiz cuadrada del
numero anterior,

N =

3,162277% = (102)? = 107 = 1,77828

y por lo tanto, % esellog,,de 1,77828.

Por este procedimiento obtiene una primera tabla,

Por ejemplo, si hemos calculado, logig 1,2 = 0,07918,

En base 10, al mover la coma decimal de un nimero a izquierda o
derecha, el logaritmo de ese nimero disminuye o aumenta en la
unidad. (Multiplicar por diez es sumar al log N el log 10, que es 1 en

Calculando logaritmos para los nimeros entre 1y 10,( log,, 1=0 a
log,, 10=1) tenemos toda la tabla completa sumando al logaritmo la

logip 12 = logyp(1,2 - 10) = logyp1,2 + log;o10 = logye1,2 + 1

loglo 120 = 10g10(12 S ]_0) = 10g1012 + 10g1010 = 10g1012 -+ 1

X

10g10X

3,16227766

0,5

1,77827941

0,25

1,3335214

0,125

1,15478198

0,0625

1,07460782

0,03125

extrayendo

sucesivamente la raiz cuadrada del resultado anterior. Una vez calculada
esta primera tabla de numeros decrecientes, puede obtener los
logaritmos que corresponden a sus potencias. De esta manera obtiene el
logaritmo de nuevos nimeros, completando la tabla para valores entre O

y 10. Este proceso puede seguirse en la figura 2.1
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Figura 2.1. Cdlculo de logaritmos en base 10

En el primer paso obtenemos el logaritmo de 0,5 calculando la raiz cuadrada de 10 y obtenemos
3,1623.... En el siguiente paso, calculamos la raiz cuadrada del niimero anterior, y su logyo serd por
tanto 3,16277%° = (10%5)%° = 10%% =1,77828. Luego Logiz1,77828 = 0,25

Al obtener los logaritmos de un numero por el procedimiento anterior, podemos calcular
seguidamente los logaritmos de sus potencias, puesto que al multiplicar un nimero por si mismo
sucesivamente, el logaritmo del producto es un multiplo de su logaritmo.

En el paso n= 2, obteniendo el nimero que corresponde a log 0,25, podemos obtener fdcilmente el
correspondiente a los logaritmos 0,5y 0,75.

En el paso 3, obteniendo el nimero que corresponde a log 0,125, podemos obtener fdcilmente el
correspondiente a los logaritmos 0,125, 0,250, 0,375, 0,5, 0,625, 0,750, 0,875.

“« _n

Mover el deslizador “n” para a cada paso, extraer la raiz cuadrada de un nimero mds préximoa 1y
su logaritmo que en cada paso se reduce a la mitad. Moviendo a cada paso el deslizador “r’
obtenemos los logaritmos de las potencias de la tltima raiz cuadrada obtenida .

z
n=4 O |
15 -
raiz 4 = ¥10 = 1.1548
1 | o
— = (L0625 = logypl.15:
16

T=3

.

1.1548" = 1.5399

oa logipl. 5399 = 3 x logipl.1548

3 % 0625 = |0.1875

-1 0 1 2 3 4 £ ] 7 B a 10 11 12 13 14 15

v/ | mostrar funcion log

ra
L Ld
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4 )

Figura 2.2. Cambio de base de logaritmos

Se expresa la férmula de conversion de logaritmos de diferente base. Podemos comprobar que
log, b = 1 para cualquier base. También comprobamos que el cociente entre los logaritmos de un
numero cualquiera en dos base diferentes es una constante.

log,x _x

logpx
Con estas dos propiedades de la funcién podemos escribir:

logax

log,b

logyx logyb 0%
Y por lo tanto:

logax = logpx.log,b

Que es la férmula que nos permite obtener el logaritmo de un nimero en cualquier base conociendo
su logaritmo en otra.

&7

ra
La

Base: loga=7.8 E
3 —_— I loga(B)/logb (B) = K =1.235/1.9 =0.65
Bose log bE:S,B E
o) | 1 loga(a)=logb(b) =1
25 : i
2 ' i
15 ; .
_____ 1_________________'_________._____ " - -
05 : .
0 2 P! 6 8 10 2 14 16 18
u a a
- i i
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~

Figura 2.3. Producto de dos ntiimeros

Se expresa la propiedad base de los logaritmos para multiplicar nimeros sumando sus logaritmos.
Podemos comprobar deslizando sobre los puntos A 'y B la propiedad fundamental de los logaritmos
log (A-B) = log A + log B

Base de logaritmo =53 Move o

-2

A=3l7
|0g5_3(A) = 0.78
B—7.43 |
Iog5_3(B) =2

logs 3(A * B) = logs5(27.5) = 1.2+ 0.78 = 1,99
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Escalas logaritmicas

Los logaritmos nos ofrecen la oportunidad de representar grdficamente ntiimeros que
cubren una gama muy grande de valores, mediante lo que se conoce como una “escala
logaritmica”, que utiliza el logaritmo de un niimero en lugar de su magnitud. Por ejemplo,
la sucesion 10, 100, 1000, 10000, ... esta formada por elementos de un rango de
magnitud muy diferente, aunque entre ellos existe una relacion muy simple, pues forman
una progresion geométrica. En una escala logaritmica de base 10 resultan equidistantes,
pues su logaritmo se diferencia en una unidad.

60

20

5 / Eje con Escala Lineal

2 320 780 1.500 4900

OM 2000 3000 4000 5000 60
2 5 20 80 320 78] 1.500 4.900
1 10 100 1000 10000
Eje con Escala Logaritmica

Las grdficas que utilizan escalas logaritmicas son de dos tipos. Las semi-logaritmicas, en
las que solo se utiliza la escala logaritmica para uno de los ejes y las graficas de escalas
logaritmicas para ambos ejes.

Si representamos una funcién exponencial en una escala logaritmica o semi-logaritmica
obtenemos una recta.

500 1000 —28
600 7
r
D S
o

. 24t ;-

.4 . Lny=Lnx=4Ln X
y=Xx . 4 [l [

D 4essssane | 1e

20 1.0 20 30 40 50 10 30
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Observando detenidamente el grafico resultante, a escala logaritmica y semi-
logaritmica, podemos apreciar la diferente distribucién de los valores de la funcion
tomados a intervalos uniformes de x, lo que nos orienta sobre la conveniencia de una
escala u otra seguin la muestra de datos a representar.

A titulo ilustrativo adjuntamos un grafico de la evolucion de la poblacion mundial en
escala logaritmica, tanto para representar el tiempo como el nimero de habitantes, para
un intervalo de 10 000 anos y desde 3 M de habitantes hasta 7 000M.

10000M
o
—~ 1000M

J‘W 100M

population
{log scale)

10M

8000 1000 1900 1990 2000
(-10000 years) (-1000 years) {-100 years) (-10 years)
5M 310m 1650M 5260M B070M

time (log scale)

Figura 2.4. Evolucion de la poblacién mundial en los tltimos 10 milenios

Las escalas logaritmicas se utilizan con frecuencia para la medicién de fenémenos fisicos.
Por ejemplo, la escala de decibelios, que es la unidad de medida de la intensidad sonora,
es una escala basada en logaritmos en base 10. También la escala sismica de Richter es
una escala logaritmica de base diez.
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El origen de las funciones trigonométricas

Las relaciones trigonométricas tienen su origen en la geometria cldsica. Los griegos, para
el estudio de la circunferencia y de los poligonos inscritos en ella, definen la cuerda y la
flecha que corresponden a un determinado arco de circunferencia. La medida del arco es
la del dngulo central de circunferencia que lo abarca.

Cuerdas y flechas también aparecen al estudiar las proporciones del tridngulo, lo que hoy
llamamos trigonometria. Por razones prdcticas en trigonometria en lugar de trabajar con
la cuerda completa se utiliza la “semicuerda del arco ” que es lo que hoy llamamos seno.
¢De donde viene este nombre? pues parece, que viene de las traducciones latinas de los
textos griegos. La cuerda de un circulo, se denomina en latin “inscripta corda” o
simplemente “inscripta”. La mitad de dicha cuerda se llama “semis inscriptae”. Su
abreviatura era “s. ins.” , que terminé simplificada como sins. Para asemejarla a una
palabra conocida del latin se la denomind sinus y de ahi nuestro seno.

La relacién entre la cuerda de un arco y el seno de un dngulo es pues muy sencilla. El seno
es la semicuerda del dngulo doble.

seno oo = (Cuerda 2 a)/2

Podemos ver con ayuda de un circulo que el seno de uno de los dngulos no rectos de un
tridngulo rectdngulo es la relacion entre el lado opuesto al dngulo y la hipotenusa del
tridngulo. El coseno es la proporcion entre el lado contiguo y la hipotenusa. Se llama
tangente del dngulo al cociente del lado opuesto entre el lado contiguo. Para el circulo de
radio unidad, al ser la hipotenusa igual al radio y por tanto = 1, seno y coseno coinciden
con las coordenadas del punto sobre el circulo que define el semi-arco.

Las funciones trigonométricas se relacionan entre si de manera que pueden obtenerse
todas ellas a partir del seno o del coseno. Las relaciones entre las funciones
trigonométricas se llaman “identidades trigonométricas”. La mds conocida es la que
relaciona seno y coseno, que resulta evidente aplicando el teorema de Pitdgoras al
tridngulo rectdngulo que hemos construido sobre el circulo unidad.

sen’x + cos?x = 1

También es fdcil deducir que la tangente de un dngulo es igual al cociente entre su seno 'y
su coseno.
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El nimero mr

La geometria del circulo es perfectamente conocida por los griegos y en los “Elementos”,
Euclides (325 a.C.) afirma y demuestra que la proporcion entre el drea de un circulo y el
cuadrado de su radio es una constante. Desde los primeros intentos para calcular su
valor los gedmetras griegos se dieron cuenta que estaban ante un numero
“inconmensurable’, es decir, para el que no podian establecer una unidad de medida
exacta. No podian expresarlo como una fraccion.

Una de las primeras aproximaciones al valor de m la da Arquimedes, (287 a.C.),
inscribiendo en el circulo un poligono regular y calculando su longitud. El valor de 1
queda establecido entre 3,1408450704 y 3,1428571142.

310< <31
71 TS 07

Este procedimiento de cdlculo fue llevado al extremo por Ludolph van Ceulen que calculo
el valor de m con 35 decimales exactas en 1610, utilizando un poligono de 262 1ados.

Dedicé toda su vida a ello y, en reconocimiento a su esfuerzo, en su tumba figura el valor
de 11 con 35 decimales exactos.

Newton abandonara el método tradicional de cdlculo de 11y se planteard aproximar su
valor mediante series infinitas, con el objetivo de buscar aproximaciones mucho mds
precisas, que requieran un esfuerzo de cdlculo menor.

La obtenciéon de m mediante una suma infinita implica su definicion como ntiimero
irracional, pero la demostracién matematica definitiva es de Adrien Marie Legendre
(1752-1833) en 1794.

En 1882, el matemadtico Ferdinand Lindeman demostré que el nimero 1t es un tipo de
numero irracional especial, que no es algebraico, es decir, no puede obtenerse con un
numero finito de pasos a partir de niimeros enteros y las cinco operaciones permitidas,
(suma, resta, multiplicacion, division y extraccion de raiz cuadrada ). A ese tipo de
numeros se les llama nimeros trascendentes.
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Las tablas trigonométricas

Astrolabio.

Suspendido de su anilla se mantiene vertical por su propio peso. El circulo graduado
nos da la altura sobre el horizonte de una estrella.
Sus divisiones son de 5 minutos de grado.

\§ J

Las razones trigonométricas son de aplicacién en muchos campos. En la construccion, el
trazado de caminos y levantamientos topogrdficos etc.... También, en un campo tan
diferente como la astronomia, las razones trigonométricas son esenciales. Las aparatos
para la medicion de dngulos se “graduan” dividiendo el circulo completo en 360 partes o
grados sexagesimales.

Para obtener los valores de las funciones trigonométricas en grados no habia mds
remedio que medir sobre las figuras geométricas y calcular tablas con sus valores para
diferentes dngulos, lo que es un método de escasa precision. Otra manera de calcular
tablas es a partir de valores conocidos que corresponden a dngulos particulares y a partir
de ellos ir interpolando el resto de la tabla, basdndose en las férmulas trigonométricas
deducidas grdficamente por los matemdticos griegos, para los valores de seno y coseno
de la suma de dos dngulos.

sen (a+b) =senacos b +sen b cosa
cos (a+b) =cosacosb-senasenb

Que se convierten, haciendo a = b, para el dngulo doble, en:
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sen2a =2 (senacosa)

cos 2a =cos?a - sena

cos{a+p)

OA=cosf3
AB = senf3

OA’'=0A cosa
=cosfBcosa

A'B'=MA=AB sen«x

= sen3 senc

cos(a+ B) = 0B’
=0A — A'B’

ra
La

Partiendo de los valores conocidos para determinados casos particulares, por ejemplo
seno de 45° =V/2/2 , podemos obtener el seno de 22,5°. Por diferencias entre el de 45° y
el de 30° podemos obtener el de 15°y con la férmula del seno del dngulo doble el seno de
7,5° Procediendo de esta manera Ptolomeo (100 d.C.), es el primero en tabular las
cuerdas de los arcos de circunferencia, lo que a nuestros efectos es una tabla de senos.
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2.2 Las coordenadas cartesianas

2.2.1 El discurso del método

En 1637 Descartes publica “El discurso del método“ (Discours de la
méthode pour bien conduire la raison, et chercher la vérité dans les sciences )
gue es una de las primeras obras de la filosofia moderna. "El discurso del
método" es un libro de una ambiciéon singular porque rebasa el
planteamiento filoséfico y Descartes intenta desarrollar la aplicacion

practica de sus ideas en tres apéndices, “Geometrie”, “Dioptrique” y “les
Meteores”.

Descartes propone para la filosofia, para el estudio de la naturaleza y para
la fisica, el método de las matematicas que consiste, segun él, en seguir
unas reglas claras.

e No aceptar como verdadero nada que no esté en la mente de forma
claray distinta, que excluya cualquier duda.

e Dividir las dificultades en otras menores, para facilitar la
comprensiéon de un problema.

e Proceder de lo simple a lo complejo, como por otra parte no puede
ser de otra forma.

e Revisar y completar cada paso de un razonamiento de la forma mas
completa, antes de proseguir al siguiente paso.

En definitiva, desde nuestro punto de vista, sus propuestas son de lo mas
sensatas, es dificil de entender que en su época causaran revuelo. Pero la
traduccion de sus ideas a principios filoséficos representan un cataclismo
en la filosofia occidental dominada por los escolasticos, de tradicién
Aristotélica.
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“los silogismos son de utilidad para la comunicacion de lo que ya sabemos, o
incluso para hablar sin juicio de las cosas que ignoramos, pero no para
investigar lo desconocido”

El punto de partida de cualquier construcciéon filoséfica, para excluir
cualquier duda de acuerdo con el primer principio, es “Cogito ergo sum’,
pienso luego existo. Es superior la certeza de las ideas que la que
podemos depositar en la realidad. Descartes esta en el origen de las
corrientes filosoficas “idealistas” que defienden la prioridad de las ideas
sobre la experiencia de los sentidos y las matematicas como ideas divinas
gue se aplican al mundo real.

El discurso del Método fue, en sus sucesivas reediciones, publicado sin
sus apéndices, que tuvieron un éxito desigual. La “Dioptrique” sobre la
reflexion y refracciéon de la luz y “les Meteores” sobre el medio natural,
fueron rapidamente superados por el avance de la ciencia empirica y
olvidados. El dedicado a la geometria adquirié vida independiente y se
convirtié pronto en uno de los libros mas influyentes de las matematicas

2.2.2 La Geometrie

La “Geometrie” es la aplicacion del método cientifico cartesiano a las
matematicas. El sujeto escogido es la geometria clasica que era entonces
la disciplina matematica central cuya solidez interna estaba fuera de
dudas. Sin embargo, para Descartes era un ejemplo de los métodos
antiguos que habia que renovar.

Las etapas centrales del método cartesiano, que hemos citado antes son:

e Dividir las dificultades en otras menores, para facilitar la
comprension de un problema.

e Proceder de lo simple a lo complejo. Revisar y completar cada paso
de un razonamiento de la forma mas completa, antes de proseguir al
siguiente paso.
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La primera etapa se corresponde con lo que los matematicos de la época
llamaban “andlisis” y la segunda con lo que entendian como “Sintesis”

Descartes divide el analisis para la Geometria en dos pasos:
e Enprimer lugar dibujar el problema como si estuviera resuelto.

e Una vez dibujado, definir las lineas conocidas y las que queremos
calcular, es decir, los datos y las incégnitas e identificar sus
magnitudes con letras. En esta momento debemos definir con
claridad el resultado que queremos obtener.

A partir de aqui hay que efectuar la sintesis y para ello utilizamos un
lenguaje simbdlico que nos permite detallar la relacion entre los datos y
las incognitas y expresarla en ecuaciones. Descartes confia en “mecanizar
el razonamiento” y definir un lenguaje matematico universal.

Planteadas las ecuaciones, la sintesis consiste en:

e Resolver las ecuaciones para obtener la magnitud que buscamos o el
lugar geométrico de los puntos que cumplen con los criterios
establecidos.

e Construir 6 dibujar la solucion. Como estamos planteando
problemas geométricos, la solucién también serd geométrica.

El algebra es el instrumento intermediario que permite manipular los
datos obtenidos de la geometria y obtener la solucion que debera
traducirse nuevamente en una figura geométrica.

Las ecuaciones algebraicas son “el esqueleto” de la sintesis que deja a
descubierto como se ha obtenido la solucién. Este detalle es esencial
porque define la nueva geometria.
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Descartes critica a los gedmetras clasicos precisamente por exponer sus
resultados ocultando el proceso de sintesis. Los clasicos construyen caso a
caso y las soluciones aparecen por la intuicién o la genialidad del gedmetra
gue no revela sus “trucos”. La nueva geometria no obliga a esfuerzos de la
imaginacion sino a aplicar formulas mecanicamente.

La “Geometrie” establece la relaciéon entre la construccion de figuras
geométricas y sus ecuaciones algebraicas y el éxito en este empefno ha
difuminado el limite entre ambas materias, geometria y dlgebra. Asistimos
al nacimiento de la Geometria algebraica, fusion de dos ramas de las
matematicas, pero no podemos perder de vista que detras de ello
Descartes establece la supremacia del andlisis y, en consecuencia, el
algebra pasara a ser la disciplina matematica principal.

2.2.3 La equivalencia entre la geometriay el algebra

A cada segmento se le asigna una magnitud, por comparacion con la unidad
de medida definida para cada ocasion. Esta premisa es frontalmente
contraria a la geometria clasica que no aceptaba identificar la longitud de
las lineas con numeros ya que algunas magnitudes se consideraban
“‘inconmensurables”, no eran divisibles por ninguna unidad de medida, o lo
gue es lo mismo, no pueden expresarse como una fraccién de nimeros
enteros.

Descartes ignora este problema al asignar a “todos” lo segmentos una
magnitud, lo que implica aceptar la existencia de los “inconmensurables”
como numeros. En la imagen hoy corriente, segun la cual suponemos todos
los nimeros ordenados sobre una recta de menor a mayor, los
“inconmensurables” no son un corte o discontinuidad, a estos nimeros les
corresponde un punto de la recta real. Descartes no se detiene en este
problema, pero acierta pasandolo por alto y aceptando lo que unos anos
mas tarde seran los nimeros “irracionales” de infinitas nimeros decimales.
Por otra parte, resulta curioso que para Descartes los nimeros negativos
fueran “falsos”, por la incapacidad de imaginar segmentos de longitud
negativa.
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Figura 2.5. Resolucion grdfica de ecuaciones de segundo grado
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Esta construccion es la que aparece en la “geometrie” como demostracion de que las operaciones
algebraicas pueden traducirse grdficamente.

En este caso se trata de la conocida férmula para las raices de una ecuacién de segundo grado. Al no
considerar magnitudes negativas Descartes se ve obligado a ejecutar diferentes construcciones
segtin el signo de los coeficientes de la ecuacion. )

La suma y su inversa, la resta, la multiplicacion y la division, la
exponencial, como un caso particular de multiplicacion y la extracciéon de
raices, son las operaciones del algebra. Descartes demuestra que estas
operaciones pueden efectuarse y son equivalentes a construcciones
geométricas, donde los nimeros son sustituidos por segmentos.
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2.2.4 La notacion

Descartes introduce para las operaciones simbolos abstractos
semejantes a los actuales, salvo para el signo “igual”, para el que utiliza el

simbolo "oo".

A cada segmento se le asigna, como nombre o identificador, una letra
minuscula si se trata de una magnitud conocida y una letra del final del
abecedario (... X, y, z) si es desconocida.

En el dlgebra geométrica clasica, multiplicando una magnitud por otra se
obtiene un area (un cuadrado en el caso de dos magnitudes iguales) y en
el caso de tres obtenemos un volumen (un cubo en el caso de tres
magnitudes iguales). Para Descartes las sucesivas potencias de una
magnitud son a su vez magnitudes de la misma naturaleza. De esta
manera se aceptan en la geometria potencias de orden superior a tres
que carecian de sentido para los clasicos y se abandona el principio de
homogeneidad, que obligaba a tratar separadamente las magnitudes
segun fueran lineas, superficies o volimenes. Para Descartes todas las
magnitudes son de la misma naturaleza y se expresan segun la longitud
del segmento que las representa. Este criterio es un punto esencial de
ruptura con la tradicion del dlgebra geométrica clasica.

2.2.5 Las curvas

Para Descartes las curvas se definen por el movimiento de un punto
sobre el plano y clasifica las curvas segun la exactitud con la que puede
ser definido ese movimiento.

‘consideraremos geométrico todo aquello que sea preciso y exacto, y mecdnico,
lo que no lo sea™

> La Geometrie, editada en Francés por Gutenberg.org, pag. 11
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No hay motivo para excluir de la geometria las curvas mas complejas si
pueden imaginarse descritas por un movimiento continuo o de varios
movimientos sucesivos, siempre que cada uno de ellos venga
determinado por los precedentes y nos permita un conocimiento exacto
de su medida. Las curvas que cumplen esta condicién son las curvas
algebraicas, es decir, que se definen mediante una ecuacién en la que
intervienen las operaciones definidas en el algebra.

Propone también, abandonar la premisa de la geometria clasica sobre la
obligacion de usar Unicamente regla y compas para el dibujo de curvas:

“pues si decimos que es a causa de que hay necesidad de ciertas mdquinas para
describirlas, habria que rechazar por la misma regla las rectas y los circulos, ya
que los dibujamos en el papel con ayuda de regla y compas, que podemos
considerar también como mdquinas” ¢

2.2.6 Las coordenadas

Cuando a una expresion algebraica se le anade una segunda variable,
obtenemos una curva como lugar geométrico de los puntos cuyas
referencias a dos rectas predefinidas cumplen con esa expresion. La
magnitud de esas “referencias” son las coordenadas del punto. En
definitiva una curva plana queda descrita por una ecuacién algebraica de
dos variables, con independencia del grado con el que figuren sus
variables.

“No encuentro nada mejor que decir que todos los puntos de las lineas que
llamamos geométricas, tienen necesariamente una referencia a todos los
puntos de una linea recta, que puede expresarse por una ecuacion”’

6 La Geometrie, editada en Francés por Gutenberg.org, pag 11

7 La Geometrie, editada en Francés por Gutenberg.org, pag. 13
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Figura 2.6. Regla trazadora de Descartes
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Mediante esta regla deslizante, Descartes muestra como las curvas algebraicas pueden obtenerse a
partir de otras mds simples. En este caso la curva resultante del movimiento de la regla es un grado
superior a la curva que se utiliza de base.

Descartes clasifica las curvas en “clases” segtin el grado de la ecuacién que las describe

J

Hoy llamamos “coordenadas Cartesianas” a los sistemas de referencia
basados en ejes ortogonales, aunque Descartes no impone este requisito
a las rectas de referencia y utiliza en cada caso las que considera mas
adecuadas. La direccion para las coordenadas crecientes tampoco es en
todos los casos hacia la derecha y hacia arriba como estamos
acostumbrados a ver hoy.
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En consecuencia a su rechazo a los nimeros negativos, sus coordenadas
son siempre positivas y por la tanto no existe el tramo negativo de los ejes
de coordenadas.

La adopcidon de un sistema de ejes ortogonales como referencia se
impuso rapidamente. En las obras de Newton aparecen los ejes X e Y en
mayusculas, tal como los conocemos hoy, con su parte positiva y negativa
a partir del punto de cruce de ambos que recibe el nombre de origen de
coordenadas.

Los sistemas de referencia se multiplicaron, de manera que Newton llegd
a identificar siete maneras de referenciar un punto en el plano.
Coordenadas oblicuas, diferentes tipos de coordenadas polares e incluso
sistemas basados en la distancia a dos puntos fijos en el plano, etc...

Pero finalmente el sistema de referencia por excelencia se basa en ejes
ortogonales, y en reconocimiento a Descartes, las coordenadas y las
ecuaciones referidas a ellas se denominan Cartesianas.
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Figura 2.7. Trazado de tangentes por el metodo del circulo
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Descartes es el primero en proponer un método algebraico para obtener la tangente a una curva. Su
método consiste en trazar una circunferencia con centro en el eje x, y calculando algebraicamente la
interseccion de esta circunferencia con la curva propuesta, resolviendo el sistema de ecuaciones
formado por la ecuacion de la curva y de la circunferencia. Se obtienen asi dos puntos de interseccion
que corresponden a las raices del sistema. Descartes razona que en el caso de que la circunferencia
sea tangente a la curva, ambos puntos de corte coincidirdn y por tanto la ecuacion planteada tendrd
unicamente una raiz doble y serd de la forma A(x-xl)z. Igualando ambas ecuaciones obtiene la
solucién buscada.

El método de Descartes es correcto pero bastante poco eficiente para el caso mds general, por lo que
fue superado inmediatamente. j

-
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Los problemas del dlgebra en la época de Descartes

La prioridad del digebra sobre la geometria era para los contempordneos de Descartes
muy dificil de aceptar. La geometria era un ejemplo de rigor, construida sobre la base de
postulados y teoremas que le daban una coherencia extraordinaria. El dlgebra, por el
contrario, tenia pendiente de resolver muchas dificultades para encajar el resultado de
las cuatro operaciones bdsicas dentro del perimetro de los ntiimeros conocidos.

El resultado de la suma de niimeros naturales es siempre otro nimero natural. Pero si
contemplamos la resta, nos encontramos con que el resultado de una resta de nimeros
naturales puede no ser otro nimero natural. Es posible que resulte un nimero negativo.
Aunque parezca extrano muchos matematicos se opusieron a la extensién de la idea de
numero para incluir entre ellos a los negativos.

Consecuente con su criterio de correspondencia entre nimeros y segmentos Descartes
rechaza los nimeros negativos, por la imposibilidad de imaginar longitudes, dreas o
voliimenes negativos. No se puede hacer intervenir en las construcciones geométricas
segmentos de magnitud negativa. En consecuencia, a-b es diferente a a+b, puesto que
solo considera valores de a y b positivos y las dos expresiones se corresponden con dos
construcciones geométricas diferentes, suma y resta, a tratar separadamente. (Si
aceptamos ntimeros negativos, a+b, puede ser a+(-b) y segtin las reglas del dlgebra se
convierte en a-b). Para Descartes,

“ciertas expresiones algebraicas no tienen solucion mds que en nuestra imaginacién” las
raices negativas de una ecuacion algebraica son “raices falsas”

Si incluimos la divisién de nimeros naturales, nos vemos obligados también a ampliar
nuevamente el concepto de ntiimero a los que resultan de expresiones fraccionarias. Las
fracciones se usaban desde la antigliedad pero se manejaban independientemente de los
enteros y naturales al no estar integrados en el sistema de notacién decimal. ( Se decia
por ejemplo 1y % enlugarde 1,5 ).

Simon Stevin, en 1585 publica “De Thiende” (El décimo), donde explica “como efectuar
con una facilidad insospechada, los cdlculos necesarios en la vida diaria por medio de
enteros sin fracciones”. En su “Rhabdologia" de 1617, Napier se refiere a la aritmética
decimal de Stevin y propone el punto o una coma como signo de separacién decimal.

A partir del momento que se impuso la expresion de los nimeros mediante fracciones
decimales y se generalizé el empleo de la coma para separar la parte entera de la
decimal, estos numeros pasaron a ser los “ntimeros racionales” que se suman a los
naturales y los enteros.
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Mientras los numeros enteros representan magnitudes discontinuas, los racionales
forman un continuo, de manera que entre dos numeros racionales siempre podemos
encontrar otro de valor intermedio.

Como este proceso se puede repetir, intuimos que entre dos niimeros racionales hay
infinitos ntimeros racionales. Si lo expresamos en notacion decimal, los nimeros
racionales pueden tener un numero infinito de decimales, pero el desarrollo decimal de
cualquier nimero racional (expresion de la division de dos ntimeros enteros) siempre
presenta un bloque de ntiimeros que se repite.

La geometria cldsica griega sabia que la relacién entre el didmetro y el perimetro de una
circunferencia era constante y que no existe una unidad comun que nos permita medir
tanto la circunferencia como su didmetro. Otros ejemplos sencillos de niimeros que
presentan esta dificultad son v 2, que es la longitud de la diagonal de un cuadrado de
lado 1 0V 3, que es la diagonal del cubo de lado 1.

Los griegos llamaron a estos niimeros “inconmensurables” y hoy los llamamos niimeros
irracionales, porque en contraposicion a los racionales, se desarrollan en un nimero
infinito de cifras decimales sin pautas de repeticion.

Todos estos ntimeros pueden obtenerse grdficamente con regla y compas, la diagonal del
cuadrado o del cubo, incluso el niimero dureo, pero no se les puede asignar, un nimero
“exacto’. Esta falta de correspondencia entre segmentos y niimeros, era una sefal de la
superioridad de la geometria sobre el digebra.

Los ntiimeros con un nuimero infinito de decimales con periodo de repeticion (racionales),
junto con los que teniendo un ntimero infinito de decimales no presentan esta pauta
(irracionales) forman el conjunto de los niimeros reales.

Los ntimeros reales se representan formando parte de una recta, la recta real. La recta
real contiene todos los niimeros reales que a su vez contienen como un caso particular
los racionales, los enteros y los naturales. Cada una de las generalizaciones del concepto
de nimero ha respetado las categorias precedentes formando una unidad coherente.
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La formacion del concepto de funcion

Al iniciarse el siglo XVII, el concepto de funcién aun no esta
identificado y se va a ir perfilando en paralelo al desarrollo del calculo
infinitesimal, pero el concepto moderno de funcién tardara un siglo
mas en concretarse.

Estad claro que en el periodo que nos ocupa solo nos corresponde
describir el primer capitulo de esta historia, desde la aparicion del
concepto hasta su definiciéon por Euler en la “Introductio”, tratado
“fundacional” del andlisis.

Curvas o funciones

La primera aproximacién al concepto de funcion se produce fuera del
campo de las matematicas y tiene su origen en las observaciones del
movimiento, al estudiar las trayectorias de los sélidos “en funcién” del
tiempo. Galileo expresa este concepto, para los cuerpos en caida libre
o para la trayectoria de las balas de candn, pero sin incorporar el
lenguaje simbdlico del algebra.

En el campo matematico, las curvas algebraicas de Descartes,
definidas como el lugar geométrico de los puntos del plano que
satisfacen una ecuacion de dos variables, son la primera aproximacion
a una funciéon. Descartes imagina las curvas generadas por el
movimiento “preciso y exacto” de un punto. Para Fermat “las
expresiones algebraicas de dos variables representan una curva en el
plano”.

Solo se conciben como objeto matematico las curvas definidas
mediante una expresién algebraica. Muchas otras curvas conocidas
eran consideradas mecanicas, “expulsadas” de la geometria por la
incapacidad de describirlas mediante una formula.

g y,
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En este apartado entran curvas estudiadas por desde antiguo, como
las espirales, las cicloides, la cuadratriz, etc... que también se
interpretan a partir de un movimiento, pero que involucran angulos y
longitudes de arco. El problema radica que en ese momento, las
funciones trigonométricas no son mas que valores tabulados, con mas
o menos decimales, que no pueden considerarse valores “exactos”.

No podemos identificar el concepto de curva y el de funcién, porque
no todas las curvas son funciones validas, como veremos mas
adelante, pero en sentido contrario si es cierto que la grafica de una
funcion que relaciona dos variables puede representarse en el plano
como una curva.

Continuar con: laformacion del concepto de funcion-[I-

\
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Capitulo 3

Los precursores del Calculo
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A principio del siglo XVII, no existia una organizacion matematica de tipo
profesional que soportase la difusidon de los avances cientificos. Durante
la primera mitad de este periodo hubo un personaje que, a titulo
individual, sirvié de central de informaciéon matematica gracias a sus
amplios contactos por correspondencia. Se trata del fraile Marin de
Mersenne (1588-1648). Descartes, Fermat, Roverbal, Torricelli, y otros
muchos mantenian habitualmente correspondencia con Mersenne que se
encargaba de la difusion de las novedades entre ellos.

La aplicacién del algebra a la geometria, como consecuencia del impulso
de Descartes, se orienta a la busqueda de soluciones a cuatro tipos de
problemas que se plantean en ese momento como independientes. El
primero es la “rectificacion de curvas” que consiste esencialmente en la
obtencion de la longitud de una curva y sus tangentes. Por otra parte, la
“cuadratura de curvas”, que consiste en calcular el drea encerrada por una
curva, entre las rectas verticales que pasan por dos puntosay by el eje X.
El tercer problema es lo que hoy conocemos como la obtencién de los
maximos y minimos relativos de una curva y por ultimo, el cuarto
problema, el estudio del movimiento de velocidad no uniforme.

Los cuatro problemas enunciados se estudian independientemente, sin
sospechar que todos ellos estan relacionados.

En conjunto, esta generacidén de matematicos establece las bases para el
posterior desarrollo del cdlculo diferencial y obtienen pruebas sobre la
naturaleza inversa del problema de la tangente y de la cuadratura para
determinadas curvas, pero no las valoran adecuadamente ni toman
conciencia de la generalidad de los resultados que van obteniendo para
problemas particulares.
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3.1 La geometria analitica de Fermat

Descartes fue probablemente el pensador mas importante de su época,
pero sus aportaciones a la matematica no son mas que un episodio de su
vida dedicada a la filosofia y a la ciencia en general, que le dieron una gran
difusiony el reconocimiento general.

Fermat es una personalidad opuesta.
Estudié derecho en Toulouse, ejercié como
abogado ocupando diferentes cargos
publicos y cultivaba la matematica en su
tiempo libre. Contemporaneo y rival de
Descartes, su obra se conoce mediante la
difusion de su correspondencia a través
Mersenne, incluso antes de que se
publicara la Geometrie, pero la publicacién
de su "Varia opera matemdtica" no llega
hasta 1679, después de su muerte. Este
retraso favorecié la impresion general de
que la geometria analitica habia sido
Unicamente atribuible a Descartes,
privandole del merecido reconocimiento en este campo.

Pero el interés de Fermat por las matematicas es muy amplio y con
aportaciones muy significativas en muchos ambitos, por lo que su figura
es valorada como la de uno de los grandes matematicos de la historia. Su
nombre se asocia hoy a la teoria de nimeros y al “Ultimo teorema de
Fermat”.

Fermat poseia una edicién de la Arithmetica de Diofanto y escribioé un
comentario, de hecho, un acertijo, en el margen de cada problema. Uno
por uno han sido resueltos por personalidades como Leibniz, Newton,
etc.
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Solo quedé sin resolver el acertijo que propuso debajo del problema VIlI,
gue trata sobre escribir un nimero cuadrado como suma de dos
cuadrados (es decir, encontrar ternas pitagoricas). Ahi, Fermat escribio:

“Es imposible descomponer un cubo en dos cubos, un bicuadrado en dos
bicuadrados, y en general, una potencia cualquiera, aparte del cuadrado, en
dos potencias del mismo exponente. He encontrado una demostracion
realmente admirable, pero el margen del libro es muy pequeno para ponerla.”

El intento por resolver su teorema ha movilizado grandes esfuerzos
desde entonces. Su enunciado ha figurado entre los grandes problemas
matematicos sin resolver, hasta que en 1995 fue resuelto por Andrew
Wiles.

3.1.1 Latangente aunacurva

Aunque Descartes ya habia planteado un método de obtencion de la
tangente a una curva de forma analitica, Fermat es el primero que enfoca
el problema introduciendo “magnitudes infinitamente pequenas”. Su
planteamiento es innovador porque se adelanta 50 afios a Newton en el
tratamiento de las cantidades “infinitesimales” que utiliza en su
razonamiento.

Infinitesimal, nUmero infinitamente pequeno pero diferente de cero.

La pendiente de una recta, se mide por la tangente del angulo que forma
con la horizontal. En geometria elemental la tangente de un angulo se
define como la relacién entre el lado opuesto y el contiguo de uno de los
angulos no rectos de un triangulo rectangulo.

Dada una curva de la que queramos hallar la tangente en un punto,
Fermat establece la semejanza de dos triangulos rectangulos, el que la
tangente de la curva forma con el eje horizontal y el tridangulo formado
por el punto en el que queremos hallar la tangente, un punto de la curva
distante Ax y la horizontal en el punto de tangencia.
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Figura 3.1. La tangente de Fermat
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Definimos dos tridngulos rectdngulos. El primero de base TQ, esta formado por la tangente a la
curva, el eje X'y su perpendicular que pasa por el punto A donde queremos obtener la tangente. La
hipotenusa del segundo tridngulo es un tramo de la tangente a partir de A y sus catetos son Ax y
f(x+Ax)-f(x). Fermat observa que al disminuir Ax los dos tridngulos tienden a hacerse semejantes y
podemos plantear:

TQ AX
f(x) f(x+ Ax) — f(x)
5 Ax f(x)
V= Tt a0 — ()
Ax x2
TQ= f(x + Ax) — x2
Ax x*
TQ

T X FAC + 2xAX — X2

Simplificando, dividiendo arriba y abajo por Ax, resulta si hacemos Ax=0:
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4 3 )

El mismo razonamiento para exponentes mayores le lleva a la férmula general para la pendiente de
funciones del tipoy = x", resultando ser:

n X(n—l)

- J

N

Para las funciones y=x", la pendiente de la tangente en un punto x, es:

n Xln_l

3.1.2 Maximos y minimos

El mismo procedimiento utilizado para obtener la tangente, le sirve a
Fermat para identificar los maximos y minimos de una funcién. En el
entorno de un maximo o de un minimo de la funcién dos puntos, a un lado
y otro del punto que buscamos, separados por Ax, tienen la misma
ordenada, es decir, f(a+A x)- f(a)= 0 y por tanto la tangente, en el punto en
el que la funcidn es maxima o minima, es horizontal (pendiente O).

3.1.3 Las cuadraturas

Fermat para las cuadraturas vuelve a ser el primero en proponer un
procedimiento analitico para funciones exponenciales y = x". Divide el
area bajo la curva hasta la abscisa x, en pequenas rebanadas Ax que

resultan de dividir x por k, siendo k un nimero que haremos crecer para
qgue las rebanadas sean cada vez mas delgadas.
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X
]
w1

CB=y=(3Az)"

1%

.

Area (para k =5) = 57600

Enlaimagen, paray = x3, dividimos la distancia x=20 en 5 rebanadas de
4 unidades de ancho.

El area de la primera rebanada bajo y = x3 sera % (2740)3 El area de la
segunda sera 2—50 (% )3 y asi sucesivamente hasta la rebanada 5.

En el cuadro calculamos la suma del area de las 5 rebanadas.

Rebanada Ax=x/5 k Ax f(k Ax) Area
1 4 4 64 256
2 4 8 512 2.048
3 4 12 1.728 6.912
4 4 16 4.096 16.389
5 4 20 8.000 32.000
Total 57.600
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X X X  2X X  3x X 4x., X 5X
kG T G e G+ g () ()" = 57600

El resultado obtenido es superior al area bajo la funcién, pero podemos
observar en la figura, que incrementando k el resultado disminuye

progresivamente. Si generalizamos para k rebanadas la expresion
anterior resulta:

X X X 2X X 3x x kx
PACURE S A A

gue podemos poner de la forma:

X
(142" +3"+... +k") (E)n+1
L4243+ 4K
kn+1

Para sumar la serie de potencias de enteros, establecemos la siguiente
desigualdad:

n+1
> 142" +3"+ . 4 (k—1)"
n

1+2"4+3"+...+k" >
Con lo gue se puede acotar el valor del coeficiente de x(m1) 5

142" 43+ 4k 1 14243 4.4 (k1)

knJrl 1+n — kll+1
Para valores de k cada vez mas grandes, el cociente de la suma de
potencias dividido por k™! se aproxima cada vez méas a F Obtiene asi

la cuadratura del area bajo las curvas de ecuacion 'y = x".

n+1
[ Para las funcionesy = x", el drea bajo lacurva,deOax,es: a1 J
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La intuicion de Fermat le lleva a proponer para la diferenciaciéon vy la
integracién una aproximacion totalmente correcta aunque limitada a las

funciones del tipo y = X". Sorprende que obteniendo resultados tan
simétricos en ambos problemas no se planteara la relacion entre ambos.

Si calculamos la suma de n términos de la serie:

1+2"4+3"+ ...+ k"
kn+1

para n=4y n=9,y para valores de k =10 y k=60, es decir, una divisiéon
entre 10 y 60 intervalos, podemos ver que la aproximacién a 1/n+1
es bastante lenta y que solo a partir de dividir en 60 rectangulos,
obtenemos dos decimales correctos.

n=4 k=10 k=20 k=30 k=40 k=50 k=60

0,2533 | 0,2258 | 0,2170 | 0,2127 | 0,2101 | 0,2084

n=9 k=10 k=20 k=30 k=40 k=50 k=60

0,1574 | 0,1269 | 0,1175 | 0,1130 | 0,1103 | 0,1085
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3.2 Grégoire de Saint Vincent

Grégoire de Saint Vincent (Opus geometricum, 1647) estudiando la
cuadratura de la hipérbola equilateray - x =1 llega a la conclusién de que
si tomamos a lo largo del eje X puntos, de manera que los intervalos que
determinan van creciendo en progresion geométrica, las areas definidas
bajo la hipérbola por dos puntos consecutivos son iguales. Segun crece la
abscisa geométricamente, el drea contenida crece aritmeticamente.

Si a partir de x=1, tomamos puntos A, B, C, -, tales que las areas
delimitadas entre ellos y la hipérbola sean iguales, se cumple :

Area 1-B=2 Area 1-A

Area 1-C =3 Area 1-A

Area 1-N =n Area 1-A

Y comprobamos que los puntos que hemos seleccionado estan en una
progresion geometrica en base A:

B=A% C=A3. ..., N=A"
y por lo tanto, podemos poner:
logB=2logA, logC=3logA, .. logN=nlogA

En definitiva el logaritmo de un nimero N es proporcional al drea bajo la
hipérbola desde 1 aN.

El descubrimiento de esta relacién entre la funcidon logaritmica y la
hipérbola equilatera es una aportacién temprana al problema de las
cuadraturas, pero Saint Vincent no supo ponerla en un contexto mas
general.
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Figura 3.2. Areas bajo la hipérbola
A partir de un punto A situamos los puntos B, C y D de modo que sus abscisas estén en progresion
geométrica de razén=r.

Trazando rectas verticales que pasan por los puntos definidos podemos observar que cortan a la
curva logaritmica definiendo los puntos A, B;, C, y D, sobre el eje Y, separados por una distancia

igual para todos ellos.
[ 7||
| a

Area roja = Area verde = Area Azul = 1.4

A1B) = BiC, = C1D;

Podemos comprobar que quedan definidas bajo la hipérbola, entre los puntos seleccionados, dreas
iguales. Estas dreas no varian de magnitud al modificar la base de la funcién logaritmica,(moviendo
el deslizador b).

Situando el punto A en 1, movemos el deslizador “r”, para posicionar el punto B. Moviendo el
deslizador de la base de la funcion logaritmica para que y(B,)=1. Podemos comprobar que la base
obtenida es igual a x(B), como corresponde por la propiedad de la funcién logaritmica, ya que log, b =
1, para todo b.

¢Podemos situar B de tal forma que el drea bajo la hipérbola sea igual a 1? En esta base, resulta que
Kel coeficiente de proporcionalidad entre dreas y logaritmos es 1. )
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3.3 Nikolaus Mercator

Nikolaus Mercator (Logarithmo-technica -1668) es capaz de obtener, de la
relacion entre la hipérbola equilatera y los logaritmos, observada por de
Saint Vincent, resultados sorprendentes.

La hipérbola equilatera % = 1, se hace infinita en x=0. Para evitar esta
singularidad, Mercator desplaza la hipérbola en una unidad, sustituyendo

x por x+1y convirtiendo su ecuacibneny = %JFX .

Aplicando el método de la division larga a ﬁ obtenemos como

resultado

1
1+x

=1—x+x - 4xt -

Que continua indefinidamente alternando el signo de los términos pares
e impares. Esta es la primera transformacién de una funcién en una serie
de potencias, lo que luego llamaremos desarrollo en serie.

Siguiendo la idea de Saint Vincent de que la curva logaritmica es
proporcional a la cuadratura de la hipérbola, aplica la formula de la
cuadratura, conocida para las potencias de x, a cada término de la serie,
para obtener una nueva serie que identifica como log (x+1). Esta serie se
conoce como serie de Mercator:

X2 X3 4

log(1 + x) + ~

o i

sUTH ER T Ty Ty

Para estos logaritmos el coeficiente de proporcionalidad entre las dreas y
los logaritmos es 1, por lo que Mercator llama a sus logaritmos
"logaritmos hiperbdlicos".
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En algebra, la division larga de polinomios es un algoritmo que
permite dividir un polinomio entre otro polinomio que no sea nulo,
generalizando el procedimiento que utilizamos habitualmente para
la division entre dos nimeros.

Figura 3.3. Divisién larga de 1/1+x

1 | 1+x
14+a! P B
|
—x g2 |
22
2 =+ x 3
g8
—€ — X :
| | 1M1+x
P a=11
\/' 1/1+x (division por exponentes negativos) e

r
[

Podemos ver, moviendo el deslizador, como vamos ejecutando la division larga de 1 entre 1+x.

Del mismo modo, podemos empezar la division de 1 entre 1+x por x L, que multiplicado por 1+x

nosdal + x' . en este caso el siguiente término es —x2 , ¥ la serie completa resultaria ser x 1 —

x24x 3 x4t que también es un desarrollo en serie vdlido para %

Por el mismo procedimiento podemos abordar la divisién larga de 1/1+x? con el resultado de 1 —
x2 +x* —x8 +x8 — ... o, alternativamente,x 2 — x4 +x 6 —...- y
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-

&

Figura 3.4. Serie de Mercator

Hiperbola
k,=21

h
Ky = 2.1

desarrollo en serie impar

|:| desarrollo en serie par
Serie integrada
k,=0.2

_

2.1/(2.1 4%)

|
=2,1 (0|48 - 0.482 x +

La serie de Mercator es una aproximacion de los logaritmos en un entorno centrado en el origen de
coordenadas que no puede dar ninguna explicacion de por qué los resultados solo son vdlidos para
valores entre-1y 1.

0.48°x2-0.48" 3+ 0.48° X' - 0.48°%° + 0.48" x°

~

1 - -5 -4 3

mostrar funcion logaritmica

a=164  log1.64(2.1+x)

L2

-1 ]

-2

-3

Integral de la Hiperbola=0.2 + (0.48 x - 0.4}8 X2 /2 +0.48° x3

1
1+x

Hacemos clic en “Mostrar hipérbola”

1

/3-0.48'x'/4 +0.

8" x° [ 5-0.48°x°/ 6 + 0.4¢

ra
[

No mover los deslizadores ka, kb, kc de los valores iniciales 1, 1, O. La funcién 1/x toma valor infinito
en Oy nos es imposible desarrollarla en este punto.

Mercator trabaja con la serie 1/(1+x), como equivalente a 1/x, sustituyendo x por x+1, es deci,
desplazando la funcién de manera que para x=0 tome el valor 1.

La funcién y=1/(1+x) es una hipérbola equildtera de asintotas el eje x y la recta x=-1.

El cambio de variable permite dividir el numerador 1 entre el denominador 1+x , operando como
hemos explicado anteriormente, por division “larga, obteniendo asi la serie:

=1-x+x2-x3+xt+--.

J
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\

Hacer clic en “desarrollo en serie”

En la hoja de trabajo podemos observar que para x=1 la serie toma alternativamente valor 1 y O,
segun sea el exponente del tltimo término del desarrollo par o impar. El valor de la funcion en ese
puntoes 1/1+1=1/2, luego el desarrollo en serie fracasa para los valores de x fuera del entorno (-1,
1), no siendo vdlida ni para 1 ni para -1.

Hacer clic en “serie integrada”
Aplicamos término a término, a la serie obtenida las formulas para la cuadratura de Fermat y
obtenemos las dreas bajo la hipérbola que identificamos con Log (1+x),

L 1 X
og(x+1)=x— 5 + 5 oo

Para obtener el valor la base de la funcion logaritmica obtenida, hacemos clic en “mostrar funcion
logaritmica” y ajustamos el valor de a su valor con el deslizador. El valor de a que obtenemos es
aproximadamente 2,72.

Movimiento del deslizador k,

a

Moviendo k, , desarrollamos la funciény = 1 y obtenemos una serie integrada de valor:

X x* xt

1 1 kix——+———+..
og(1 + x) (x 2+3 4+)

Para obtener el valor de la base de la funcién logaritmica debemos ajustar el deslizador a. Por
ejemplo para k,=1,4, la funcién logaritmica integral serd:

2 3

logy(1+x) = 1,4(x — — + = X

4
5 T3 Z+"')

Movimiento del deslizador k,

Si movemos k,, el efecto obtenido es una traslacion de la hipérbola segtn el eje x.

Ka
kb +x-

La ecuacién de la hipérbola pasa a sery =

Podemos observar dos consecuencias

1- La ampliacién del entorno de validez de la serie obtenida que pasa a ser — K, < X < k.

2- Modificando k, ajustamos el desarrollo de la serie integrada a la funcion logaritmica que se
desplaza manteniendo la base obtenida para k,=1 )
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Mercator se adelanta al desarrollo del Calculo y a la justificacién de las
propiedades de estos logaritmos por Euler, que lo hara 50 anos mas tarde.
También adelanta, para un caso particular, la metodologia que llevara al
desarrollo en serie de funciones. Para ello asume como valido identificar
una funcién con su desarrollo en serie de potencias y supone que se
puede obtener la cuadratura de una funcién mediante la cuadratura
término a término de su desarrollo en serie.

Es un claro ejemplo claro de intuicién, que obtiene resultados correctos,
dificilmente interpretables con los conocimientos de su tiempo,
adelantados a la construccion teérica que los sustenta.
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3.4 La escuela de los indivisibles

La cuadratura de curvas también se aborda, durante la primera mitad de
este siglo, desde una perspectiva en continuidad con la tradiciéon
geométrica clasica.

Kepler, cuando compraba vino para la celebracién de la boda con su
segunda esposa, se sorprendié al observar el método del bodeguero para
medir el volumen de vino que consistia en introducir una vara por la boca
central del tonel hasta el extremo inferior de una de sus tapas circulares.

Kepler se pregunta como una sola medida
lineal puede dar resultados exactos para
calcular un volumen y a partir de sus
reflexiones sobre este incidente, publica
en 1615 un libro, titulado "Nova
Stereometria doliorum vinariorum"
("Nueva estereometria, 6 calculo de
volimenes, de barriles de vino"), con los
resultados de su estudio. (jKepler no solo

se ocupaba de los planetas!).

Kepler se propone calcular el volumen de los toneles asimilando su forma
a la que se obtiene por la rotacién de rectas o de segmentos de curvas
conicas (Circulos, elipses, parabolas e hipérbolas) alrededor de un eje.
Procede al céalculo mediante la descomposiciéon del volumen en
rebanadas cilindricas cada vez mas finas, reinterpretando el método de
exhaucién clasico.

Kepler también traté de determinar las mejores proporciones de estos
solidos de cara a maximizar su volumen y esto le llevé a considerar varios
problemas de optimizacién que resultaron ser contribuciones muy
interesantes al desarrollo del calculo diferencial. Su método de
aproximacion fue absolutamente numeérico, calculando los valores para
las diferentes proporciones y tabulando los resultados.
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Asi, llegd a la conclusion de que, para valores proximos al valor maximo,
las desviaciones en el volumen eran pequenas. Para tranquilidad de los
consumidores, las mediciones de los toneleros eran suficientemente
exactas para barriles austriacos, donde se construian manteniendo
determinadas proporciones, aunque no era aplicable a Renania, la zona
del Rhin de donde era Kepler, donde los barriles se construian mucho mas
alargados.

El libro de Kepler anterior a la algebraizacién de la geometria y anterior a
las aproximaciones de Fermat al estudio de los problemas de maximos y
minimos, tuvo una gran difusion y puso el foco sobre el tipo de problemas
en los que se ocuparian, 30 anos mas tarde, los “indivisibilistas”.

El método de exhaucion de Eudoxo de Cnido

El método de exhaucién o de agotamiento (Termino no aceptado por
la academia, que deriva de la raiz “exhausto”, de la que también deriva
exhaustivo, que si es aceptado) es un procedimiento ideado por
Eudoxo (337 a.C.), discipulo de Platén, para aproximar superficies o
voliumenes a partir de la comparacién con una figura conocida
previamente, descomponiendo ambas figuras en elementos que se
relacionan uno a uno. Al repetir el calculo, en cada paso tomando
elementos mas pequenos, se pueden comparar los resultados
obtenidos hasta alcanzar la exactitud requerida.

Eudoxo por este procedimiento obtuvo el volumen de piramides y
conos, demostrando que se corresponden a un tercio del prisma o
cilindro de su misma altura. Arquimedes (287 a.C.) utilizd este
método para aproximar la longitud de la circunferencia inscribiendo
en ella un poligono regular, incrementado el nimero de lados en cada
paso del calculo. También obtuvo el volumen de la esfera por
comparacién con el volumen del cilindro de base igual al circulo
mayor de la esferay altura igual a su diametro.
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Bonaventura Cavalieri, (1598-1647), Discipulo de Galileo, publica en
1645 “Geometria indivisibilibus Continuorum” donde descompone las
figuras planas en lineas paralelas y los volimenes en rebanadas planas.
Los indivisibilistas mantienen que, una linea esta hecha de puntos, un
plano esta hecho de lineas y un solido puede descomponerse en areas
planas como hojas de un libro.

Cavalieri llega mediante su razonamiento geométrico a un resultado

correcto para obtener la cuadratura de las funciones del tipo y = x".
(Para valores de n enteros e inferiores a 9)

Mediante razonamientos sobre indivisibles Cavalieri logra otros
resultados relevantes, como por ejemplo, la trasformacién de la parabola
x? = ay en la espiral de Arquimedes de radio proporcional al giro.

Hoy, a Cavalieri, lo recordamos basicamente por su teorema sobre el
volumen de dos sélidos.

“Si dos solidos tienen igual altura y si las secciones por planos
paralelos a las bases a la misma distancia de ellas estan siempre en
una razoén dada, el volumen de los dos sélidos también esta en esta
relacion”.

Gilles de Roberval (1602-1675) en 1634, dibujando la trayectoria de un
punto sobre una circunferencia que rueda sin deslizar sobre una recta,
obtiene el area bajo la cicloide, dibuja por primera vez la funcién seno y
obtiene su area.
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Figura 3.5. La féormula de Cavalieri

=
1
IS

f@) ==
Area ABCD = f(x) x = x2*t}

I:I Mostrar area verde 05

- A R 1 ; 1|
Area verde = Area AFED =—— f(x) xz=—=x
441 b

ra
La

Representando la funcién'y = X" podemos dibujar en azul el rectdngulo de base x y altura X" por lo

. n+1 z Q oz . .
tanto de drea X" . El drea bajo la funcién podemos ‘cuadrarla” en el rectdngulo marrén y
comprobamos la relacién de ambas superficies al variar n con el deslizador.

Paran =1,

x2
quedan definidos dos tridngulos y la superficie del tridngulo inferior es evidentemente ?
Para n=2,

la curva es una pardbolay = x> y la relacion entre las superficies es 1/3.
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Figura 3.6. La primera representacion grdfica dela funcién seno

=z

| area doble [ ] Tangente

-
| Traza
A, | Borrar

° Y

Los valores del seno se obtienen légicamente en funcion del arco de la
circunferencia generatriz de la cicloide. La representacion del seno como
una curva, es un pequeno paso que prepara el camino para su
incorporacion al catalogo de funciones.

A pesar de estos esfuerzos y éxitos parciales, la aproximacién geométrica
a los problemas de los indivisibles se demostré incapaz de seguir el ritmo
del avance mediante el enfoque algebraico. Sus resultados, orientados a
resolver problemas de cuadraturas, nos parecen anecdéticos desde la
perspectiva actual.
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La formacion del concepto de funcion (1)
Nuevas curvas

Mientras las curvas mecanicas quedan arrinconadas en la geometria,
los “indivisibilistas” aportan dos curvas que van a dar lugar a
funciones centrales en las matematicas.

Hemos visto como Roberval dibuja la curva trigonométrica del seno
en funcién del arco de la circunferencia generatriz de la cicloide.

También la relacion de los logaritmos con la cuadratura de la
hipérbola equilatera, lleva a representar como una curva lo que eran
tablas de valores orientadas al calculo.

Tenemos pues nuevas curvas, con una gran precision en cuanto a
nimero de decimales, pero definidas por puntos, es decir, sin una
expresion analitica para su representacion. Evidentemente, ya
sabemos que no existe para estas curvas una expresién algebraicay la
expresion en forma de serie infinita de Mercator para los logaritmos
tampoco es muy satisfactoria, pues sus resultados solo son correctos
paravaloresde xentre-1vy 1.

En nuestra historia la representacion grafica de estas funciones
aportan un avance fundamental, acercando la trigonometria y los
logaritmos a un enfoque funcional, al dotarles de una representacion
grafica. Este salto convierte unas tablas numéricas, Uutiles
exclusivamente para la ejecucion de calculos, en candidatas a
funciones matematicas, en espera de su mayoria de edad.

Continuar con: la formacion del concepto de funcion -111-

k Volver a —I)
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Capitulo 4

A hombros de gigantes
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4.1 Lainvencion del calculo

La frase “enanos de pie sobre los hombros de gigantes” se deriva de la
mitologia griega: El gigante ciego Oriodn, llevd a su sirviente Cedalién
sobre sus hombros para que fuera como sus ojos y le guiara al encuentro
de Helio, el sol, para curarse. Actualmente, esta frase se atribuye
mayoritariamente a Newton, que en una carta de 1675 a Robert Hooke
dice: "Si he visto mds lejos, es poniéndome sobre los hombros de Gigantes".

El sentido de esta metafora es bastante
evidente y se puede entender como el
reconocimiento de Newton a los
matematicos que se ocuparon de los
problemas de tangentes y de areas antes
que él 'y que, indudablemente,
contribuyeron a la invencion del calculo.
Morris Kline lo expresa magistralmente:

“Los grandes avances en las matemadticas y en las ciencias se construyen casi
siempre sobre el trabajo de muchos hombres que aportan sus contribuciones
poco a poco. De vez en cuando un hombre da el paso definitivo.

Lo suficientemente lucido para distinguir las ideas valiosas de la confusion de
las sugerencias y pronunciamientos.

Lo suficientemente imaginativo para encajar las piezas en una nueva
explicacion.

Lo suficientemente audaz para construir un plan maestro

En el caso del cdlculo ese fue Isaac Newton” 8

8E| pensamiento matematico, de la antigliedad a nuestros dias. Morris Kline. Alianza editorial,
1992.pag.471
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Newton, entre 1666y 1669 desarrolla las ideas fundamentales y expone
por primera vez una visiéon completa del Célculo infinitesimal en el
“Método de las fluxiones y series infinitas” (Methodus fluxionum et
serierum infinitorum), escrito en 1671, y no publicado hasta 1736, nueve
anos después de su muerte.

Leibniz descubrié el calculo unos afios mas tarde que Newton, entre
1675 y 1676, pero publicé sus descubrimientos antes, entre 1684 y
16861°.

Los escritos de Leibniz, de dificil lectura,
encontraron en los hermanos Bernoulli
unos interpretes extraordinariamente
competentes y entusiastas, gracias a los
cuales, el céalculo de Leibniz se impuso
mayoritariamente en Europa continental,
mientras que los matematicos ingleses
defendieron la prioridad de Newton en la
invencion. Hoy en dia se tiene como cierto,
que ambos trabajaron de forma
independiente y sus contribuciones a la creaciéon de esta nueva rama de
las matematicas, vistas con perspectiva histérica, se complementan.

Newton habla de la fluxién de una cantidad variable a lo que hoy
llamamos diferencial de esa variable. El calculo de la “razén ultima” entre
la fluxiéon de dos variables es lo que hoy [lamamos calcular su derivada y
calculo diferencial el procedimiento para obtenerla.

? Newton en Methodus fluxionorum et serierum infinitarum (1671), proporciona su explicacion
mas extensa sobre el calculo de fluxiones que ya habia esbozado en “De analysi per aequationes
ndmero terminorum infinitas” de 1669, (Sobre el andlisis por medio de ecuaciones con un
ndmero infinito de términos) donde publica por primera vez sus resultados.

10| a primera exposicion del calculo diferencial de Leibniz de 1684 en su obra “Nova methodus pro
maximis et minimis, itemque tangentibus, qua nec irrationales quantitates moratur” (Un nuevo
método para maximos y minimos, también para tangentes, que no se ve obstruido por las
cantidades fraccionarias ni irracionales)

80



4.2 El teorema del binomio

El teorema del binomio es la aportacién mas temprana de Newton al
célculo.

“Fue anunciado por primera vez en una carta de 1667, cuyo destinatario final
era Leibniz y fue publicado por’WaIlis, con el reconocimiento de su autoria, en su
Algebra de 1685.” 1

Newton no aporta ninguna demostracion al teorema del Binomio porque
probablemente no lo considera necesario. Para Newton se trata de un
ejercicio de interpolacion, desarrollado en la época que comenzaba sus
estudios de matematicas, para extender las reglas conocidas del algebra
para (a + b)", al caso de n negativo y racional.

Desarrollar (a + b)" es un problema sencillo de algebra si n es un nimero
entero. Por ejemplo para n=2 tenemos el desarrollo que todos conocemos:

a? 4+ x? + 2a x. Para obtener el desarrollo de (a + b)" siendo n un nimero
entero positivo, basta repetir la operacién y agrupar los términos de la
misma potencia de x. Si desarrollamos (1 4 x)", paran= 3y n=4, resulta:

1
1+x
1+ 2x + x2
1+ 3x+3x? +x3
1+ 4x + 6x* + 4x3 + 1x*

Comprobamos que los coeficientes se ordenan segun el tridngulo de
Pascal, una regla mnemotécnica que nos permite obtener facilmente los
coeficientes para los sucesivos valores de (1 + x)".

g pensamiento matematico, de la antigliedad a nuestros dias. Morris Kline. Alianza editorial,
1992. pag. 495
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Figura 4.1. Desarrollos en serie por la férmula del binomio

' =t ' =) 4
Numero 1 | x| W=
exponente -1 | x| |
3
2
P -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Ly
y = (1 +X2}71 — 1B Xt XT+E X0 X124 4 8
L5
ra
Ld

Podemos calcular los diez primeros términos del desarrollo del binomio (a + X)Il para cualquier
valordeay n.

Para coeficientes n enteros, la serie obtenida es evidentemente finita, pero para exponentes
fraccionarios y negativos se hace infinita, porque el numerador de los coeficientes nunca se anula.

Activando las casillas correspondientes tenemos los desarrollos para (a + x2)" y (a — x2)" que
se obtienen sustituyendo x por X2 0 —x2 en el desarrollo anterior

. . . . . 1
Por ejemplo, la ecuacién de una circunferencia x2 + y2 = r2, se convierteeny = (r2 —x2 ) 2 que
podemos desarrollar por el binomio ( a = r2, n= %) y sustituir en el desarrollo x por -x.
También la funcién y =1/(1+x) , que representa una hipérbola equildtera, se puede escribir y =

(1+ X)_l y desarrollar por el binomio(a=1, n=-1).

N\ J
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El tridngulo de Pascal se obtiene anadiendo filas, cuyo primer y ultimo
elemento son un 1 y los intermedios se obtienen sumando los dos
elementos mas préximos de la fila anterior.

1

1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Siguiendo esta regla mnemotécnica podemos obtener la fila nimero n sin
calcular todo el desarrollo. La fila n, esta formada por la sucesion:

nn—1) nn—1)(n—2) nn—1)(n—2)(n-23)

1-2 7 1-2-3 ’ 1-2-3-4 T

n(n—1)(n—2)(n—3)...(n—(m—1))
(m+1)!

n n n
como (m) y se leen, "n sobrem

]-a n,

Los términos , se escriben actualmente

G) :n( —1)
Eﬁgngzw
3 1-2-3
i
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Luego podemos escribir el desarrollo que se obtiene para la fila n de la
piramide de Pascal:

n_ _n n n—1 n n—-2_2 n n
(a+x) =a +(1>a x+(2)a X +...+(n)x

Esta expresion nos lleva a los resultados conocidos para n positivo pero
para n negativo o racional nos conduce a una serie de infinitos términos.
Este “pequerio detalle” no preocupa a Newton que opera con las series
resultantes como si se tratara de un polinomio finito y opera con ellos
segun las reglas aritméticas habituales para suma, resta, multiplicacién y
divisién. Una vez deducida la férmula para elevar un binomio, a una
potencia negativa o racional, su validez se basa en que los resultados
obtenidos son consistentes y correctos en los casos en los que se emplea.

El teorema del binomio va a tener un papel protagonista en el desarrollo
del calculo. Newton adquiere la certeza de que el anélisis mediante series
infinitas tiene la misma consistencia interna que el dlgebra de cantidades
finitas y que esta regido por las mismas leyes generales. Las series infinitas
se convierten de este modo, para Newton, en una forma alternativa de
representar una funcion.
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Figura 4.2. Multiplicacion de series

Multiplicando 2+0%-433+ 057 +0.33333 x* + 03¢ - 0.04444 x5 + 07 + 0.00317 3¢ + 0 %7 + 0 X
2 0 -4 0 03333 0 0044 0 0.0031 0 0
Multiplicador 140X +0 % +0.33333 X* + 0 x°- 0.04444 3° + 0" +0.00317 35+ 0 + 0 X
1 0 -1 0 03333 0 -0.044 0 0.0031 0 0
Resultado Multiplicacion 2+0x-637+0%*+5x*+0x7- 1.8 %%+ 0x +0.34285 " + 0 - 0.0455 x
5
4
3
7\
-4 —fmf2 3w -5mi2 2w -3m/2 - - 0 2 m ami2 2w 5mi2 3m Tmi2 4m

ra
L La

Podemos comprobar que el desarrollo por el binomio de 1+x para n=-1 coincide con el obtenido por
1
divisién larga por Mercator. Para el caso y = (1 — x2)§ ,que es la la ecuacion de una
semicircunferencia de radio 1 se obtiene:
1, 14 L s

y:1—§x _§X _EX = o000

Si multiplicamos esta serie por si misma, obtenemos (1 — x)?

\§ ' J
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Figura 4.3. Division de series

Numerador desarrollo h 1+0x+0+0:+0x* + 0+ 0xF+ 07 + 0 x® + 0 + 0 x™
1 0 0 0 0 0 0 0
Denominador desamollo f 1+0x-4x7+0x+ 033333 x* + 0 x°- 004444 * + 0" + 000317 > + 0 x* + O x™
1 0 4 0 03333 0 -0.044 0
Resultado division 1+0x+4x*+0x° + 15.660667 x* + 0 X+ 6137778 x° + 0 37 + 240.46349 3 + 0 3

]

5

/i

Imi2 3w -5mi2 2w 3w T o-mi2 0 e E ™| 3/

&

ra
La

4.2.1 La aplicacion del teorema del binomio al calculo de i

Newton se basa en en teorema del binomio, recién descubierto, para
desarrollar la ecuacién de la circunferencia en una serie infinita e
integrarla término a término, como habia hecho Mercator para la funcién

logaritmica.

Podemos interpretar este desarrollo de Newton como un ejercicio de
comprobacién de las bases del Célculo y de la validez de las series de

potencias para aproximar funciones.
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é )

Figura 4.4. Desarrollo del cdlculo de it

™

1 298 — 0.5 218 — 0.125 o5 — 0.0625 27° — 0.03090625 #*% — 0.02734375 =5 — 0.0205078125 % — 0.0161132813 =75 — 0.01309:

Desarrollo de la eduacién de la circunferencia

Area trniangulo ABC = 0 0541265878

7w = 24(0.0767731062 + 0.0541265878) = 3.1415926551

ra
La

Newton parte de la ecuacion de la circunferencia de radio 1/2 con centro en x=1/2. El drea del sector
2
=

circular con dngulo central de 60°, es 1/6 de la del circulo y por tanto igual a: % = 9%

Este drea se compone del drea del tridngulo ABC y de la integral de la circunferencia desde O a 1/4 ya
que 1/4 es la x del punto B, al ser el dngulo central del sector 60°.

Area del tridngulo ABC:
11 1, 172 1,33 32
2 2
2107 =5l =x o
Area de la circunferencia:
La ecuacion de la circunferenciaes: (x — 3)? +y? = 1

1 1
que despejando resulta: 'y = x2 (1 — x)2

87


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/la_formula_mas_bella/GeoGebra5/4-2calculopi.html

4 N . )
Desarrollamos por el binomio (1 — X) 2 y multiplicamos la serie obtenida por X 2 y obtenemos:
y =x?(1—0,5x — 0,125x> — 0,05625x° — 0,039062x"
—0,02734x> — 0,0205x° — - - )

e integramos término a término:
3 2 5 9 7 9 9 9 11

% & ) £ - e
y = §x2 — 3(0, 5)x2 — ?0, 125x2 — §0,05625X2 — HO’ 039062x 2 — - .-

Para los 5 primeros términos, para un valor de x=1/4 obtenemos
y =0,0767737720 (2)

Sustituyendo los valores obtenidos en (1) y (2) para obtener la expresion del drea del sector circular
cuyo valor sabemos es 11/24

1

T 32
— = — +40,0767737720
24 32
Despejando i
31
2
n=24(-=+0,0767737720) = 3,1416074

32

Con solo cinco términos de la serie, Newton obtiene 3 decimales exactas y una diferencia con el valor
der (3,141592654 . .. ..) de 0,000014751 . .. )
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4.3 El calculo de fluxiones

Si la inspiracion de los primeros trabajos sobre el calculo fue geométrica,
para Newton el estimulo viene de la fisica. Cuando un punto A se mueve a
lo largo de una curva, su abscisa x, o su ordenada y, o cualquier otra
cantidad variable relativa a la curva, aumenta o disminuye, cambia: fluye.
A estas cantidades que fluyen las llamé “fluentes” y a sus velocidades de
cambio, a sus variaciones instantaneas con respecto al tiempo, las llamé
“fluxiones”. De esta manera el calculo de “fluxiones” esta fundamentado
en un concepto natural como es el del cambio y el objeto del mismo es
obtener las tasas de ese cambio, intuyendo que las leyes que rigen la
fisica pueden formularse a partir de ellas.

Newton parte de una funcion del tipo y=f(t), que representa la distancia
recorrida por una particula en funcién del tiempo transcurrido. La fluxion
de y es el espacio recorrido en un instante y la razén de las fluxiones de
f(t) y de t es equivalente a hablar de la velocidad de la particula en ese
instante.

De forma general una particula no se mueve con velocidad uniforme, por
lo que es facil averiguar cual es la velocidad media en un intervalo, pero lo
que buscamos es calcular la velocidad en cada instante de ese intervalo.
Si dividimos el intervalo considerado en pequenos periodos de tiempo el
espacio recorrido es diferente en cada uno de ellos y su velocidad media
en el intervalo también.

Veamos por ejemplo la funcion y = t3 , en metros y segundos, y
analicemos como se comporta en el intervalo de tiempo entre O y 5
segundos. Su velocidad media en los 5 segundos es de 25 m/s. Hacemos
una tabla con la velocidades medias en intervalos de un segundo:
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L velocidad en el
Intervalo y al inicio y al final y -
t=1segundo m m Yy
(f)=m/s
0-1 0 1 1 1
1-2 1 8 7 7
2-3 8 27 19 19
3-4 27 64 37 37
4-5 64 125 71 71

Queda claro que la velocidad en cada intervalo, el cociente entre la
variacion (fluxion) del espacio y la variacion (fluxiéon) del tiempo, cambia
desde valores inferiores a la velocidad media en el conjunto del intervalo
hasta finalizar en 71m/s, casi el triple del valor medio. (125/5 =25m/s).
Pero si hacemos la misma tabla para valores de la fluxiéon de y para
intervalos mas pequenos, por ejemplo de una décima de segundo, entre el
segundo 4y el 5 obtenemos:

Intervalo y al inicio y al final y Ve'ﬁé:ﬁiﬁ? el
t=0,1 segundo m m (%) _ m/s
4,0-4,1 64,000 68,921 4,921 4921
4,1-4.2 68,921 74,088 5,167 51,67
42-43 74,088 79,507 5419 54,19
43-44 79,507 85,184 5,677 56,77
44-45 85,184 91,125 5,941 59,41
45-4.6 91,125 97,336 6,211 62,11
4,6-47 97,336 103,823 6,487 64,87
4,7-4,8 103,823 110,792 6,769 67,69
48-4,9 110,792 117,649 7,057 70,57
49-50 117,649 125,000 7,351 73,51

La fluxién dey es igual a:

y = f(ti +t) — f(t)
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Figura 4.5. Cdlculo de la fluxion dey = X

h=278

300

100

y(D) = velocidad instantanea = 47.66

S !

Reproducimos grdficamente los cdlculos que hemos hecho para las tablas de la velocidad media e
instantdnea.

La funcién que hemos escogido f(t), y = x5 crece muy rdpido por lo que hemos deformado la

cuadricula que representa en el eje x los segundos transcurridos y en el eje y la distancia recorrida.

Tomamos un punto A y otro B separado de A por el intervalo h que controlamos con el deslizador y
trazamos la recta que los une. Su pendiente nos sefiala la velocidad media entre A y B. Al mover el
deslizador, disminuyendo h, B se acerca a A y la recta que los une se convierte en la tangenteen A'y
su pendiente es la velocidad instantdnea en ese instante.

Podemos mover el punto A sobre la curva e ir obteniendo los resultados de las tablas numéricas que
hemos calculado para el intervalo entre el segundo 4y 5.

Si construimos una curva con los valores de la tangente en cada punto obtenemos la derivada de
y = x3 quees la pardbolay = 3x2 entrazo negro. )
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Podemos ver que la fluxién de y en el instante 4,9 es de 7,351 m para un
valor de la fluxién de t de 0,1 s. La relacién entre la fluxién de y respecto
de t (la velocidad media entre 4,9 y 5 s) ha pasado de ser 71m/s a 73,51
m/s.

Y si dividimos nuevamente el intervalo de la décima de segundo entre las
centésimas 4,9 y 5, rehaciendo los calculos tenemos:

L. velocidad en el
Intervalo y al inicio y al final . T —_——
t=0,01 segundo m m y vy
(4) = m/s

4,90-4,91 117,649 118,370771 0,721771 72,1771
4,91-4,92 118,370771 119,095488 0,724717 72,4717
4,92-4,93 119,095488 119,823157 0,727669 72,7669
4,93-4,94 119,823157 120,553784 0,730627 73,0627
4,94 -495 120,553784 121,287375 0,733591 73,3591
4,95-4,96 121,287375 122,023936 0,736561 73,6561
4,96 -4,97 122,023936 122,763473 0,739537 73,9537
4,97-4,98 122,763473 123,505992 0,742519 74,2519
4,98 -4,99 123,505992 124,251499 0,745507 74,5507
4,99 - 5,00 124,251499 125,000000 0,748501 74,8501

Ahoralavelocidad en 5 yaes de 74,8501 m/s.

Cada vez que disminuimos el intervalo, el valor calculado de la velocidad
en el segundo 5 aumenta. ;Hasta que valor?

La velocidad en cada instante es igual al cociente de la fluxién de "y"
respecto de la de "t" por lo que obtenemos:

-3
t4+1t)" —1t3
V:%

(B+32(+3t6 +(°)—13
t

v = — 322 4 3ti4+1t"
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y como t es cada vez mas pequeno, acercandose a O, despreciamos los

términos segundo y tercero que van a resultar cada vez mas pequenos y
obtenemos

v = 3t

Particularizando para t=5 seg el resultado exacto es 75 m/seg, que es la
velocidad instantanea al final del tramo.

La interpretacién cinematica de la fluxion del espacio recorrido por una
particula en relacién al tiempo, es la velocidad instantanea en ese punto.
La aguja del tablero del coche que indica la velocidad, nos da el valor de la
razon de cambio entre las fluxiones en cada instante, la velocidad
instantanea. La velocidad media es el resultado de agregar la velocidad
instantanea de cada uno de los puntos de un recorrido.

Pero, ;existe la velocidad instantanea? o mas bien, la velocidad
instantanea es un concepto tedrico. Cualquier medicién de velocidad que
hagamos se referird a un intervalo de tiempo, por pequeno que sea, y
nunca obtendremos una velocidad instantanea mediante una medicion.

La velocidad instantanea no es una velocidad en el sentido que nos define
la fisica. Hemos dado un paso que tiene todo el aspecto de haber sido
POCO riguroso.

4.3.1 Derivada de una funcion

Hemos estudiado el caso de una funcién y=f(t). Podemos aplicar el calculo
de fluxiones al caso de una curva de ecuacién f(x, y)= 0. Si ponemos la
curva en forma paramétrica en funcién de t, de acuerdo con la visién de
Newton imaginamos la curva como un punto en movimiento:
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y calculamos para cada funcion la razén del cambio respecto de t:

y %
t t

Segun lo que hemos visto anteriormente, los cocientes nos definen la
velocidad instantanea en la direccion de cada eje de coordenadas.

Puesto que nos referimos al mismo instante, t tiene el mismo valor en
ambos casos y podemos simplificar la fraccién:

y
X

. ,’><|e—r|’~<

Una vez tenemos el cociente de fluxiones, hay que calcular la "razén
ultima" entre ellas. Newton explica asi el proceso de célculo:

“Los cocientes de ultimos en los que las cantidades se anulan no son
estrictamente hablando , razones de cantidades ultimas, sino limites a los que
se acercan las razones de estas cantidades , al decrecer sin limite, las cuales
aunque pueden hacerse mds proximos a sus limites que cualquier diferencia
dada y no pueden sobrepasarlos ni alcanzarlos antes de que las cantidades

hayan decrecido indefinidamente".12

La razén entre las fluxiones es el cambio relativo de una variable con
respecto a otra. Cuando la variable independiente era el tiempo, el
cambio relativo del espacio respecto del tiempo nos daba la velocidad
instantanea. En el caso de una curva, una funcién f(x y)= 0, el cambio

relativo nos proporciona el valor de la pendiente en ese punto de la
tangente alacurva.

12 Cita de los principia de Newton, pag 482 Morris Kline
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Figura 4.6. Interpretacion geométrica de la derivada

Podemos observar como construimos la representacion de la funcion derivada a partir de la secante
que pasa por dos puntos A y B distantes entre si Ax, y trasladamos el valor de la pendiente de la
secante, obteniendo un “escalén” horizontal de ancho Ax. Al disminuir Ax, la funcién derivada se
dibuja con mds precision. Es la vision de Leibniz que interpreta una funcién como una sucesion de
escalones de ancho dx y de altura dy, que al hacerse dx cada vez mds pequeiio se suaviza y se
convierte en una linea continua.

También podemos observar que la relacién entre una funcion y su derivada sigue unas determinada
reglas.

Por ejemplo. Cuando la funcién pasa por un mdximo, la derivada se hace O. Geométricamente
podemos decir que la tangente en ese punto es horizontal. Antes de un mdximo, la funcion es
creciente y la pendiente de su tangente es positiva. Rebasado el mdximo la pendiente se vuelve
negativa y la funcion decrece.

El mismo razonamiento, en sentido contrario, se puede hacer para los puntos en que la funcién sea

minima.
J
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4.3.2 Fluxiones o diferenciales

Lo que Newton llama “fluxiones”, para Leibniz son diferenciales o
infinitesimales. El calculo de Leibniz obtiene sus resultados mediante la
manipulacion de estos infinitesimales.

Una curva es una sucesion de tramos rectos, “infinitamente pequenos”,
peguenos tramos que se corresponden con la hipotenusa del triangulo de

diferenciales. Esto permite identificar la derivada, que es el cociente de

. . d .
diferenciales, %, como la pendiente de la recta tangente en el punto en

el que calculamos la derivada. Es exactamente el razonamiento que
hemos visto en Fermat, con diferente notaciéon. Como vemos, la derivada
tiene una interpretaciéon geométrica sencilla, que es muy util para
plantear y resolver problemas.

Leibniz utilizaba el simbolo A para expresar la diferencia de las variables
para puntos proximos. El cociente de incrementos Ay/Ax, siendo Ax la
variacion de x. La variacion de y es, Ay = f(x+ Ax)-f(x), y resulta:

Ay f(x+ Ax) —f(x)

AX AX

Ay y Ax se transforman en dy y dx cuando Ax se hace “infinitamente
pequeno”, sin ser O, pero "mas pequefo que cualquier nimero real
positivo".
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Asi, dy y dx se corresponden con lo que Newton escribia como y o X. La
notacion de Leibniz se ha impuesto como la estandar del calculo, porque
tiene la ventaja de ser mas expresiva y resumir el proceso del célculo
como cociente de diferenciales y probablemente también, porque es
tipograficamente mas clara, evitando erratas de impresion.

Newton y Leibniz llegan al mismo punto, que intuitivamente es muy claro
y que da resultados practicos, pero no lo demuestran con rigor porque un
cociente de diferenciales o de fluxiones no es unicamente una division de
incrementos. Falta explicar cdmo podemos ir obteniendo valores finitos
de la funcién, al dividir por una cantidad que decimos que es cada vez mas
pequena. Si el dx = Ax se hace 0 en el denominador, obtenemos 0/0 que es
un valor indeterminado. Luego estamos ante una formula que funciona
para valores tan pequefos como queramos de Ax, pero no parece que sea
asi para Ax =0.

A pesar de este comportamiento especial de los diferenciales, el Calculo
opera con ellos como si fueran nimeros ordinarios. No es de extranar que
para los contemporaneos de Newton y Leibniz los diferenciales tuvieran
un aire magico.

¢Que son las fluxiones? Las velocidades de incrementos evanescentes. Y,
¢Que son estos mismos incrementos evanescentes?  Ellos no son ni
cantidades finitas, ni cantidades infinitamente pequenas, ni nada. ;No las
podriamos llamar fantasmas de cantidades que han desaparecido? 13

La critica a la fundamentacioén del calculo estaba justificada en parte y se
nutrié de la incapacidad de Newton y Leibniz de clarificar sus conceptos
basicos. En realidad, estaban introduciendo conceptos radicalmente
nuevos que requerian de unos cimientos propios que tardaran mas de un
sigloen llegar.

13 Conocida cita de George Berkeley. (1656-1753) “Analyst, or A Discourse Addresed to an Infidel
Mathematician”

97



Infinito actual e infinito potencial

En la Metafisica de Aristételes los entes pueden estar en acto, es decir,
existir, estar completos en presente, o en potencia, que requieren
completarse para devenir actuales. Asi, cuando cualificamos una entidad
como infinita, nos podemos referir a un “infinito actual” o a un “infinito
potencial”. Un nimero potencialmente infinito es el que tiene la capacidad de
crecer indefinidamente para convertirse en infinito.

Los infinitésimos de los inventores del calculo son infinitésimos actuales
porque son numeros que son mas pequenos que cualquier nimero, pero no
son O y siendo numeros reales, siguen las reglas del algebra. Aceptar un
infinito actual, incluso imaginarlo es dificil. Para Aristételes el infinito actual
es un atributo divino.

Leibniz, ante las dificultades de definicién, admite que los infinitesimales no
son “magnitudes ordinarias”, sino objetos ideales que resultan utiles porque
permiten obtener resultados correctos.

Hemos visto como Newton, en uno de sus intentos para explicar el
procedimiento para obtener lo que llama razones ultimas, utiliza un lenguaje
en el camino de describir un infinito potencial.

4.3.3 Derivadas sucesivas de orden superior

La derivacién o diferenciacion es una nueva operacion que se aplica a
funciones mediante la cual se obtiene una funcién “derivada” de la funcion
“primitiva”. Esta operacion podemos repetirla sobre la funcion derivada y
obtenemos la segunda derivada de la funcién primitiva.
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La derivada de una funcién f se indica como f’ y su valor en x, f'(x).

Analogamente la derivada segunda se indica como:

dy’
n_ gl _
(%) = 4

y asi sucesivamente las de orden superior. Para las derivadas de orden
superior a tres, la notacién mas habitual es escribir £, siendo n, entre
paréntesis, el orden de |la derivada.

Si consideramos la velocidad instantanea obtenida en el anterior cdlculo
como “fluente”, es decir, magnitud sujeta a variacién, también podemos
obtener la fluxién de la velocidad instantanea con el tiempo, en este caso
seria la aceleracion instantanea (en el caso de un movimiento rectilineo),
de modo que constatamos que podemos aplicar el calculo de fluxiones a
una funcién y obtener sucesivamente fluxiones de primer orden, segundo
orden, etc.

En el caso de que obtengamos una constante, como resultado en alguno de
los sucesivos calculos, el proceso se detiene, puesto que un cantidad
constante no puede considerarse fluyente y su fluxién es O.

Queda por discutir que condiciones debe cumplir una funcién para ser
derivable, es decir, si la derivacién es posible para todas las funciones y
para todos sus puntos.

Si nos atenemos a la interpretacién geométrica de la derivada, para que
exista la derivada de una funcién en un punto, debe ser posible trazar una
tangente a la curva en ese punto. Determinadas funciones presentan
puntos singulares en los que no es posible trazar una tangente. Si seguimos
con la interpretacién grafica, las funciones derivables son aquellas que se
llaman “localmente lineales” concepto que expresa que si ampliamos la
grafica de la funcién en el entorno de un punto, su grafica se suaviza y se
aproxima cada vez mas a la tangente.
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Esto no se da cuando estamos en un punto “anguloso’, que sigue
apreciandose al ampliar la grafica de la funcién.

Otros puntos en el que tampoco es derivable una funcién son los de
tangente vertical, en los que la pendiente se hace infinita.

Este analisis, sobre los requisitos de una funcién para ser derivable,
requiere una maduracién del concepto de funcién que no se da en la
época. Las propiedades de las funciones se asociaban a ellas globalmente
y no existia el andlisis de sus propiedades locales, es decir, de las que se
refieren a sus puntos singulares.

4.3.4 El teorema fundamental del calculo

Una vez resuelta, mediante |a derivacion, la obtencién de la tasa de
cambio entre las variables de una funcién, se plantea el problema inverso
que consiste en obtener, si es posible, una funcién de la que se conoce su
derivada.

Seguimos con el ejemplo sobre la velocidad de una particula que se
mueve de acuerdo con la ecuacién y = f(t) = t, siendo y el espacio
recorrido y t el tiempo. Hemos obtenido la derivada de esta funcion,
y = 3 t2, que geométricamente se interpreta como la pendiente de la
tangente de la funcién y = t® y cinematicamente es el valor de lo que
hemos llamado velocidad instantanea.

De forma semejante a como hicimos para la derivada, podemos construir
el siguiente cuadro de valores de la funcion derivada, refiriéndonos a
periodos de 1 segundo en el intervalo de 0 a 5 segundos vy calcular el
espacio recorrido a esta velocidad en el periodo.
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Si nos atenemos a la interpretacion fisica, multiplicando una velocidad,
suponiendo constante la velocidad instantanea en ese intervalo, por el
tiempo en el que se mantiene obtenemos el espacio recorrido.

Si

Intervalo y al inicio y al final Espacio recorrido
t=1segundo m m inicial y final
0-1 0 3 0 3
1-2 3 12 3 12
2-3 12 27 12 27
3-4 27 48 27 48
4-5 48 75 48 75
Area0-5 90 165

repetimos el

calculo para

intervalos de tiempo mas cortos

obtendremos los resultados que resumimos en el cuadro siguiente:

Intervalo Espacio recorrido
en segundos inicial y final
1 90 165
0,1 121,275 128,775
0,01 124,62525 125,3725

El calculo que hacemos es equivalente a obtener una aproximacién del
area bajo la curva y = 3 x* mediante la suma de rectangulos de base el

intervalo de tiempo definido y altura el valor de y = 3 x? al inicio o al final
del intervalo. Podemos ver que el area calculada mediante la suma de
rectangulos nos lleva, al disminuir el intervalo, a un valor que se aproxima
progresivamente al del espacio recorrido en el intervalo, es decir, y=t3,
para t=5 que es 125 metros. El area bajo la derivada de una funcién nos
devuelve la funcién inicial.
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Figura 4.7. Cdlculo de la distancia recorrida
A
_ D]
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. At=0.2 segundos
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Este resultado coincide plenamente con el obtenido analiticamente por
Fermat para la obtencién de la tangente y la cuadratura de curvas

exponenciales. Para curvas del tipo, y = ax", Fermat ha demostrado que
el drea bajo lacurvaes:

a Xn—i—l

n—+1

y =
cuya derivada nos devuelve la funcion original.

Fermat no presta atencién a esta relacion entre ambas férmulas, y
tampoco lo hicieron ninguno de los matematicos que los estudiaron
posteriormente.
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Hemos de comprender que esta conexidn se plantea para una familia de
funciones en particular y las férmulas proceden de la resolucién de
problemas diferentes, la tangente y el area bajo una curva, con
metodologia diferente y esto puede explicar que no se atribuyera una
validez general a la coincidencia de los resultados.

También hemos visto que la relacidon descubierta por Saint Vincent, entre
la hipérbola equilatera y la curva logaritmica, apuntaba a relacionar un
problema con otro, como hizo Mercator, pero en este caso la funcién
logaritmica aun no estaba suficientemente estudiada.

4.3.5 la funcion de areas

Para demostrar la relacion entre el problema del calculo de las areas vy las
fluxiones, Newton plantea construir una curva f(x) de manera que el area
gue encierra con el eje X varia segin A(x), que llamaremos funcién de
areas de f(x).

A partir de la expresién de la variaciéon de la funcion de areas cuando nos
desplazamos de A(x) a un punto préoximo A( x+dx), podemos poner:

A(x) + f(x)dx = A(x + dx)

Que nos conduce directamente al cociente incremental de A(x), cuya
"razon ultima" es lo que hemos llamado A, derivada de A(x).

A(x + dx) — A(x)
dx

f(x) =

Las areas contenidas bajo una curva f(x) pueden obtenerse invirtiendo el
proceso de derivacion, es decir, obteniendo una funciéon A(x) cuya
derivada sea precisamente f(x).

Newton llama a esta operacién, que nos permite obtener una funcién a
partir de su derivada o fluxion el método inverso de las fluxiones.

103



Figura 4.8. La funcion de dreas
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Inicio de la demostracién

Si la funcion de areas A(x) es una funcién exponencial, del tipo a x™, con

exponente m entero o fraccionario, si incrementamos x en dx podemos
establecer laigualdad,

A(x) + f(x)dx = A(x + dx) = a(x + dx)™
Desarrollando por el binomio el segundo término obtenemos:

a (m?* —m)

m—2 2
d
5 X X“ +

A(x) + f(x)dx = ax™+amx""1dx +

y restando a cada lado la funcién inicial:
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a (m? —m)

m—2 2
d
5 X X“ +

f(x) dx = amx™'dx +

Dividiendo por dx, cuando el diferencial se hace igual a O, desaparecen
los términos con dx y obtenemos:

f(x) = amx™*

El resultado nos demuestra que f(x) es precisamente la derivada de A(x),

A(x) = amx™ ! = f(x)

Final de la demostracion

A pesar de tratarse, como en el caso de Fermat, de una demostracién para
un tipo particular de funciones, f(x) y su funcion de areas, se ponen en
relacion directamente en una sola demostracién, cuando en el caso de
Fermat la similitud suponia relacionar resultados obtenidos en diferentes
problemas. El teorema del binomio toma protagonismo convirtiendo
definitivamente las series infinitas en el corazén del calculo.

La formulacién explicita de la conexion entre la funcién de areas y la
derivada de una funcién, tanto por Newton como por Leibniz, seglin
la cual, una funcién es igual a la funcién de areas de su derivada, se
conoce como el primer teorema del cdlculo y se considera su
certificado de nacimiento.

A la operacion inversa a la derivacion, Leibniz le puso el nombre de
Integracion, considerablemente mas practico que “método inverso de las
fluxiones” de Newton. La funcién obtenida por la integracion de f(x), es la
“primitiva” de la funcién, a la que hemos llamado al inicio “funcién de
areas” y que llamaremos en adelante P(x). (Por la P de primitiva).

A diferencia del caso de la derivaciéon donde el resultado de |la operacion
es Unico, para la integracion esto no es asi, porque todas las funciones que

se diferencian solo en un término constante, tienen la misma derivada. Si:
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Figura 4.9. Teorema fundamental del cdlculo

1 I
I |
I |
3 I |
| f(B)!
_________ e B N ________
I
I
2 I
: f(B)-f(A)=H1 56
f(A)|
________ - N o __\N________
F(x)
f(x) A B
= 0 i L 3 1 4 5 6 7
| AreaAB =156
I |
> 1 [
I |
I |
A:L? Bzgﬂ
= ° 1 ° |
I |
I |
I |
I |
-3 1 \ i
I |

Partimos de una funcion y=f(x) dibujada en violeta. Para cada punto obtenemos el valor de la
tangente, que se corresponde al valor de la derivada en ese punto, y construimos la linea verde, que
representa y'= f '(x), es decir, la funcién derivada de f(x).

Moviendo los puntos con el deslizador comprobamos que la construccion es correcta. Cuando la
funcion es creciente la tangente es positiva y se transforma en negativa al decrecer. El mdximo de la
funcién se corresponde con y’=0.

Activando la casilla de anti derivada: Si obtenemos f(x) a partir de f ‘(x), calculando la funcién cuya
derivada se corresponda con la funcién verde y situamos M en el origen, y(M) =0, comprobamos que
el drea verde se corresponde con la ordenada del punto L. Es decir, el drea bajo una curva se puede
obtener calculando su “anti derivada”. Para acotar el drea bajo una curva tenemos que definir un
punto de origen y un punto final. En este caso nuestro origen es el punto M situado en x=0y el drea
verde se calcula desde x=0 a x=x(L).

Si movemos el punto M, el drea se calcula desde x(M) a x(L) y comprobamos que su valor se
corresponde con la diferencia entre las ordenadas de L y M.

Es evidente la propiedad aditiva de las dreas, es decir, el drea entre M y L es igual al drea hasta L
\menos el drea hasta M. )
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y=Px)+C, & vy=P(x)+0=P(x)

La constante C es lo que se llama constante de integracién. Mediante la
integracion de f(x) hemos obtenido una nueva funcién P(x) que nos define
como varia el area bajo ella, salvo en una constante.

Esta indeterminacidn tiene légica. En el caso de la funcion derivada, solo
necesitamos concretar un valor de X, para identificar el punto en el que
gueremos obtener la pendiente de la tangente. Para obtener la magnitud
del area bajo una curva necesitamos especificar un intervalo, es decir, dos
valores de x para la funcién integral. Es lo mismo que decir que, el valor
del drea en un punto depende del punto desde donde empecemos a
contar.

4.3.6 Propiedades de la funcion de areas

El segundo teorema del calculo afirma que, la integral interpretada
como un area, es decir, una magnitud asociada a un intervalo de la
curva, se obtiene como la diferencia de valor de la funcion primitiva
en los puntos extremos del intervalo de calculo. La magnitud
obtenida se [lama Integral definida.

Si P(x) es integrable en el intervalo [a,b], para un punto c que pertenece a
ese intervalo, podemos afirmar que la areas cumplen:

Alc,b)= A(a,b) - A(a,c)

La funcién primitiva se puede diferenciar de la funcién de areas en la
constante de integracién, por lo tanto el area en B y en C la podemos
expresar como: A(a,b) = P(b)+C vy, A(a,c)=P(c)+C. Sustituyendo:

Al(c, b) =P (b)+C - P(c)+C

A (c, b) = P(b) -P(c)
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Es decir, la constante de integraciéon no interviene cuando calculamos el
area bajo una curva entre dos puntos:

Sif (x)= P’(x), el area bajo f (x) entre cy b es P(b)- P(c).
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4.4 La integral definida

Hemos visto como el problema de las areas bajo una curva queda
resuelto segun el teorema general del calculo obteniendo su anti
derivada. Es sin duda la manera mas sencilla de obtener el drea bajo una
curva una vez conocida su ecuacion.

Hemos visto también como Fermat procedia mediante la suma de
rectangulos de base infinitesimal y de altura dada por la ecuacién de la
curva. Tenemos pues dos aproximaciones al calculo del area bajo una
curva. El método “revolucionario” mediante la obtenciéon de la anti
derivada y el método “clasico-geométrico” de obtencién de las sumas de
los rectangulos infinitesimales. Obviamente ambos métodos nos
deberian conducir al mismo resultado y curiosamente en este punto
Newton y Leibniz optan por priorizar aproximaciones diferentes. Leibniz
opta por definir la integral como la suma de areas infinitesimales.

El drea bajo una curva se obtiene dividiendo el intervalo de integraciéon en
pequenos elementos Ax. Para cada uno de estos elementos, la funcién
toma un valor y puede aproximarse el area del rectangulo de base Ax,
tomando un valor de la funcién en el intervalo Ax. La integral definida es
la suma de estas areas, cuando la base de los rectangulos Ax disminuye, y
se confunde con dx. La integral es pues una suma de infinitos términos, lo
gue en principio parece algo dificil de ejecutar, o al menos de acabar de
ejecutar en un tiempo finito. (La suma no esta definida para un nimero
infinito de sumandos).

Esta interpretacion de la integrales es igual a la planteada por Fermat y
recuerda laidea de los indivisibles de Cavalieri y su descomposicién de un
area en lineas de grosor infinitesimal. La imprecisién del concepto de
infinitesimal nos vuelve a llevar a un terreno intuitivamente correcto
pero con una fundamentacién endeble.
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Figura 4.10. Interpretacion de la integral definida
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Si consideramos un incremento de x pequerio (Ax) , podemos calcular el drea de un rectdngulo de
base Ax y altura f(x), o un rectdngulo de base Ax y altura f(x+ At). El drea bajo la curva para A x es
una cantidad entre el primer valor y el segundo. Podemos deducir dos cosas:

e FEl drea bajo la curva entre una x=a y x=b serd la suma de todos los rectdngulos que podamos
formar de base Ax entre a y b y su valor serd intermedio al de la suma superior, cuando
tomamos como valor de la funcién el mayor del intervalo, e inferior, cuando tomamos como
valor de la funcién el menor del intervalo.

o Al disminuir A x las dos sumas superior e inferior se aproximan una a la otra y al valor del drea
bajo la curva.

Podemos comprobar la propiedad aditiva de la integral definida moviendo los limites de integracion
con el deslizador.

Si movemos el limite superior de integracion vamos obteniendo un valor del drea bajo la curva que
trasladamos al punto de color. Al mover el deslizador nuestro punto va describiendo un recorrido que
Krepresenta la funcién integral. )
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4.4.1 La notacion de Leibniz

El simbolo elegido por Leibniz para la integracion, con su forma de S,
quiere expresar el sumatorio de elementos en los que se basa su
concepto de integral, para el calculo de la magnitud del area bajo la curva

en ese intervalo [a,b]:
b
/ f(x) dx

gue segun el teorema general del calculo es igual a P(b)- P(a).

Para designar una primitiva de f(x) emplea:

Lo que esta notacidn nos dice es que la variable x de la funcién primitiva
se corresponde con el extremo del intervalo de integracién, es decir, que
P (x) es el valor del area bajo f (t), desde t = ¢, hasta t = x.

Por esta razén hemos puesto t en lugar de x, diferenciando el valor de la
variable en el intervalo y su valor en el extremo del intervalo de
integracion.

Si suprimimos la concrecion del intervalo de integracion y afiadimos la
constante de integracion nos queda la notacion para una funcién
primitiva:

/f(x) dx = P(x)+C
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A pesar de utilizar el mismo simbolo de la integral definida estas
expresiones tienen un significado muy diferente.

. ff(x) dx, esunafuncion primitiva de f(x).
. f: f(x)dx = P(x), es una primitiva en concreto, aquella
queesOenel puntox=c.

b
° fa f(x) dx, €S un numero, que representa la magnitud del
areadefinida por f(x) entrex=ayx=b

4.4.2 El signo de las areas

El segundo teorema del cdlculo nos define areas de signo positivo y
negativo segun lo sea P(b) - P(a). Si el intervalo de integraciones b > a, las
areas sobre el eje X (y positivas ) son positivas y bajo el eje X negativas. En
caso contrario, es decir, el intervalo de integracion se define de derecha a
izquierda, las areas sobre el eje X (y positivas ) son negativas y las areas
bajo el eje X (y negativas ) son positivas.

Para calcular correctamente el area bajo una curva es necesario tener en
cuenta esta regla sobre los signos, para no sumar algebraicamente areas
positivas y negativas. En el intervalo de integracién la curva no debe
cambiar de signo si queremos obtener un resultado que se corresponda
con la magnitud del area desde el punto de vista geométrico. Por este
motivo el procedimiento habitual para el calculo de dreas comienza con la
obtencion de las raices de la funcidn a integrar, eligiendo estos valores de
x como extremos de los intervalos de integracién, podemos calcular por
separado las areas positivas y negativas del intervalo. Para obtener un
resultado geométricamente correcto sumaremos su valor absoluto.
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4.5 Métodos de integracion numeéricos

Para el calculo de una integral definida solo en casos singulares podemos
obtener una expresiéon de la suma de areas de base Ax que nos permita el
calculo exacto de su valor. Para algunas funciones este procedimiento
puede ser muy laborioso y en algunos casos incluso imposible.

El método alternativo para calcular la integral definida consiste en aplicar
métodos numéricos. La integracion numérica es un procedimiento de
aproximaciones sucesivas, calculando en cada paso una suma de areas,
obteniendo una sucesion de valores que se aproximan progresivamente
al valor de la integral, deteniendo el calculo cuando dos aproximaciones
sucesivas difieran en valor absoluto en una cantidad menor que el error
gue asumimos para la aproximacién. Estamos ante una ejecucién muy
laboriosa y de resultados que pueden ser poco precisos. (hemos visto
antes, al hablar de Fermat, que necesitabamos 60 divisiones para obtener

dos decimales correctasdey = x* ydey = x°.

A pesar de ello, esta aproximacion al calculo de la integral definida es hoy
en dia, con la potencia de calculo de los ordenadores, una estrategia
abordable. El problema se traslada entonces a la busqueda de un
algoritmo para optimizar los calculos que aproximen el resultado final de
forma lo mas rapiday eficiente posible.

El método de Simpson (Thomas Simpson 1710-1761) consiste en dividir
el intervalo a integrar en un niumero par de segmentos y calcular el area
de dos de estos intervalos, sustituyendo la funcién a integrar por una
parabola que pasa por los puntos f(A), f((A+B)/2) y f(B) siendo Ay B los
extremos de los dos segmentos consecutivos.

El método de Simpson es una buena forma de calcular la integral definida,
porque con su aplicacién se requieren menos calculos para la misma
precision, y se obtiene mucho mas rapidamente el resultado.
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Figura 4.11. Cdlculo del drea en el intervalo AB

Para obtener la férmula de Simpson vamos calcular el drea bajo una pardbola a partir del drea del
tridngulo inscrito, con vértices en lo que hemos llamado f(A), f(B) y en el punto medio f((A+B)/2)=f(C).
El drea contenida bajo la pardbola es 4/3 del drea de este tridngulo inscrito segtin un teorema cldsico
de Arquimedes que Kepler conocia perfectamente. El drea del tridngulo se puede calcular
conociendo sus tres lados, (formula de Herén) por lo que el problema queda resuelto haciendo las
operaciones y simplificando. Area = 4/3 Area del tridngulo inscrito+ Area ABED

Area = ABED+4/3 ACB =9.23,+4/3 x 7.47 =14.21

e
_1 4
/f’ -2
A C B =x(C)ly(A)}-y(B)I+x(A) [y(B)-y(C)I+x(B) [y(C-y(A)] = 7.47

34

=1

A B E D =[x(B)-x(A)] x [y(A)+y(B)l/2=9.23

Area del tridngulo inscrito ACB = x(C) [y(A)-y(B)] + x(A)ly(B)-y(C)] + x(B) [y(C)-y(A)]
Area ABED = [x(B)-x(A)] [y(A)+y(B)]/2
Y efectuando las operaciones resulta:

Area = [x(B) - x(A)l[y (A) + 4 y(C) +y (B)] / 6

Podemos comprobar que el resultado resulta vdlido sean cuales sean los tres puntos sobre la

Qarabola. )
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Figura 4.12. La férmula de Simpson
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Por ultimo, podemos comprobar que la formula de Simpson se aproxima al resultado de forma mds
eficiente que el cdlculo mediante rectdngulos. También calculamos una aproximaciéon mediante una
recta en lugar de la pardbola de Simpson. Como era de esperar su resultado, mediante trapecios, es
una media del cdlculo con rectdngulos superiores e inferiores. )

N
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( )
La formacion del concepto de funcion (l11)
las funciones de la fisica

La palabra funcién aparecié publicada por vez primera en un articulo
de Leibniz de 1692. La idea esta ligada, en su nacimiento, al
tratamiento de los problemas geométricos con el lenguaje del Calculo

El acercamiento del Calculo a los problemas de la fisica impulsa una
gran evolucién del concepto de funcién. Para Newton, el concepto de
funcién se independiza de la geometria y en consecuencia se vuelve
mucho mas abstracto

Una funcion expresa la dependencia de unas magnitudes con otras y
el Calculo describe como varian estas magnitudes instantaneamente.

Es facil ver, que el nivel de abstraccion alcanzado permitira
generalizar el concepto, no solo a funciones de tres variables, que
pueden imaginarse en el espacio tridimensional, sino a funciones de n
variables sin posible representacion grafica.

Al identificar la diferenciacion y la integracidon como operaciones que
se aplican a las funciones y que las transforman en otras nuevas se
desvincula finalmente a las funciones de su representaciéon
geomeétrica o fisica. La funciones, ellas mismas, son objetos que se
transforman en otros, mediante las operaciones del Calculo.

Estas operaciones abren la puerta a la definicion y manipulacion de
nuevas funciones. Por ejemplo hemos visto como los logaritmos
pueden definirse como una funcién primitiva de la hipérbola. Del
mismo modo veremos que las funciones trigonométricas se definen a
partir del Calculo mediante integracion del drea bajo el circulo unidad.

Continuar con  la formacion del concepto de funcion -1V-

K Volver a —II)
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Capitulo 5

Las nuevas funciones
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Las herramientas del Calculo son decisivas para la definicién de nuevas
funciones y un gran impulso para el avance del concepto mismo de funcion.

Para iniciar este panorama de nuevas funciones, estudiamos la conversion
de las tablas logaritmicas en una funcién a partir de la relacion descubierta
desde los inicios del calculo entre “la cuadratura” del area bajo la hipérbola

de ecuaciony - x = 1,y los logaritmos.

Entre las primeras funciones en concretarse estdn las funciones
trigonométricas, vinculadas al circulo, mediante la integracién de la
ecuacioén de la circunferencia.

También presentamos las funciones hiperbdlicas, que surgen repitiendo
casi exactamente el procedimiento utilizado para las trigonométricas

sustituyendo la ecuacién de la circunferencia, x? + y? = 1, por la de la

hipérbola equilatera, x* — y? = 1, que se diferencian exclusivamente en
un signo.

5.1 La funcion logaritmica

Si interpretamos, a la luz del teorema fundamental del calculo, el resultado
de Saint Vincent sobre |la proporcionalidad entre el area definida bajo la
hipérbola x - y=1 desde 1 hasta x con los logaritmos, queda establecido que
podemos definir una funcién que llamaremos logaritmica como:

*1
log,x = ka/ ¥dt, parax > 1
1

Para x< 1 el area, segun el teorema fundamental del calculo serd negativa,
por lo que podemos extender la definicién de la funcién para todos x>0,
pero no para x=0, ya que para este valor la funcién se hace infinita. Como
hemos visto al presentar las tablas de logaritmos en el apartado 2.1, los
logaritmos de diferente base mantienen, para todo x>0 , una proporcién
constante:
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log,x

=k 5.1
logyx (5-1)
Este coeficiente de proporcionalidad, es el mismo para todo x y por lo
tanto, podemos calcularlo conociendo el logaritmo en dos bases
diferentes de cualquier valor particular de x.

Esto significa que existe una funcién logaritmica, que llamaremos
logaritmo natural, para la que reservamos la notacién especial In (x), que
nos puede servir como unidad de medida, para comparar funciones
logaritmicas de diferente base.

Los logaritmos naturales son aquellos para los que k=1 y se cumple:
*1
Inx = / Tdt’ parax > 0
1

Las ordenadas de la funcion In se corresponden exactamente con el
area bajo la hipérbola x - y =1, lo que justifica que también se llame a
estos logaritmos hiperbdlicos.

Queda por averiguar cual es la base de estos logaritmos en particular.
Teniendo en cuenta que para los logaritmos siempre se cumple que el

logaritmo de su base es igual a 1, (log,a = 1), la base de los logaritmos

naturales serd igual al valor de x para el que el area bajo la hipérbola sea
igual a 1. Es decir, el valor que buscamos es aquel para el que se cumple:

*1
1= [ L
1t

Si en la expresion (5.1) hacemos:

log,
0ZX _

In x
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Figura 5.1. La funcién logaritmica

(3.25,0)
1.88] de =|2.22
1 5

-

Segtin el convenio de signos para la integral definida, la funcién logaritmica para valores de x>1 es
positiva y para valores de x entre O y 1 es negativa. La funcién no esta definida para x=0. Al
acercarse a O los valores de la funcién logaritmica de cualquier base tienden a —oo. Todas las
\funciones logaritmicas cortan el eje x en x=1, puesto que cualquier niimero elevado a O resulta ser lj

y por lo tanto:

logaa 1

Ina " Ilna

Con lo que la definicién inicial se convierte en:
X

1 1
log, x = — —dt parax >0
Lna J;
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Si hacemos una tabla de las derivadas de |la potencias de x", con
todos los valores posibles de n, vemos que falta una funcién cuya
derivada sea x! para completar la tabla con todos los exponentes
enteros de x. (positivos y negativos)

Funcion Derivada
n n-1
k x knx
k x* k x°
log,x k,x*t
kx? -kx?
knx™ -k nx®Y

Con la derivada de la funcion logaritmica completamos la tabla con el
unico caso en el que la funcién x" no se obtiene como derivada de
otra potencia de x, aunque aun nos queda por determinar el factor de
proporcionalidad k..

A tener en cuenta que al estar definida la funcion logaritmica solo
para valores de x positivos, la integral de la hipérbola solo es valida
para su rama positiva. Esta dificultad se salva asignando como
integral para valores negativos de x, log, |x|.

Consecuencia directa de su definicion como funcién, podemos concluir
gue la derivada de una funcién logaritmica es, para los valores del
dominio definido para la funcién (x>0):

1 1
logix = — — [5.2]

y para los logaritmos naturales:

[5.3]
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Esta definicién de la funcion logaritmica es valida para valores reales de x,
mejorando la definicidn inicial de los logaritmos como operacién inversa de
la exponencial, que solo contemplaba valores de x naturales y racionales.

5.2 De tablas trigonomeétricas a funciones

Hemos visto que expresar las razones trigonométricas en funcién de su
angulo central en grados es una decisiéon basada en su utilidad para
construir aparatos de medicién sencillos, pero totalmente arbitraria desde
el punto de vista matematico. Como en el caso de los logaritmos nos
encontramos con la dificultad adicional de que los grados estan definidos
para valores racionales, por lo que la definicion es insuficiente si queremos
definir funciones validas para todo los niumeros reales.

Para convertir las razones trigonométricas en funciones de variable real, es
conveniente abordar una nueva definicién de la magnitud del angulo
central. Probablemente la utilidad de esta nueva definicién se puso de
manifiesto en los diferentes estudios sobre la cicloide, pero su impulso
definitivo se debe a la aparicion del Célculo que aporta los recursos para
abordar el problema.

Newton y Leibniz, definen la magnitud del angulo en funcién de la longitud
del arco abarcado por el sector circular que se forma trazando una
circunferencia con centro en su vértice.

La conversion de unidades de grados sexagesimales a radianes es por
tanto:

21 x%/360=1mx°%180 =x"

siendo x" la medida del angulo en radianes y x° su medida en grados
sexagesimales. La unidad de medida de la longitud del arco abarcado es el
radio de la circunferencia trazada. El resultado asi obtenido es la medida
del angulo en radianes.
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Figura 5.2. Grados sexagesimales y radianes

-
Funcion coseno

[+ | Funcién seno w2

/ Y, |a=122.967

ra
La

El cambio de grados a radianes, supone modificar la escala del eje X para las funciones
trigonométricas de manera que su periodo pasa de 360 unidades a 2 1 . Es decir, la grdfica de las
funciones sufre una deformacion, haciéndose mucho mds “proporcionada’.

Si situamos un punto A sobre el circulo unidad, seno a'y coseno a coinciden con las coordenadas del
punto A, tomando el dngulo a partir del eje x en sentido contrario a las agujas del reloj.

Moviendo el punto A sobre el circulo de radio unidad, el coseno del dngulo central en grados, se
corresponde con la magnitud del segmento OB y el seno se corresponde con la magnitud del
segmento AB. /

g
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Es obvio ver que la magnitud del angulo, medida en radianes, resulta
independiente del radio de la circunferencia sobre la que se mida, por lo
que a partir de ahora, trabajaremos sobre la circunferencia de radio
unidad.

La ventaja de utilizar radianes, como variable independiente de las
funciones trigonométricas, es que el arco equivale al doble del area del
sector circular de radio r=1 que abarca, (Para el circulo completo, el area
del circulo es 1 y la longitud de la circunferencia es 2 m), y el area del
sector definido podemos calcularla integrando la ecuacién de Ia
circunferencia.

El nombre de radianes para la unidad de medida angular, no empieza
a utilizarse hasta 1873, en una pregunta de examen formulada por
James Thomson en el Queen'’s College de Belfast.
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5.2.1 Definicion de las funciones circulares

Las funciones trigonométricas clasicas son funciones derivadas del circulo y
por ello nos referimos a ellas frecuentemente como funciones circulares.
Una vez adoptada la unidad de medida angular en radianes, podemos definir
con precision las funciones circulares apoyandonos en los instrumentos con
los que el Calculo nos ha dotado. Vamos a ver en detalle el caso de las
funciones coseno y seno, porqgue a partir de ellas quedan definidas todas las
funciones circulares aplicando las identidades trigonométricas.

4 )

Figura 5.3. Definicién de arcocoseno

=7

m

x = cos(A) = OB = —0.58
Arco cos¢no (z)
y = 2 x Area ODA = Arco DA = 2.18

Para el coseno tenemos que para cualquier valor x en radianes del arco abarcado entre O y 11, cos (x) esta
comprendido en [-1,1]. La circunferencia unidad corta al eje X en los extremos de [-1,1], por lo tanto
cualquier punto sobre ese didmetro de la circunferencia corresponde a un valor de cos (x).

Para cada abscisa x, punto B, le asignamos el valor del arco definido entre el punto x=1y el punto A de la
circunferencia unidad, de abscisa igual a x. El punto (x, y=arco(A)) para los valores de x entre -1y 1
describe una funcion que llamamos arco coseno de x. j

&
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Figura 5.4. Cdlculo de arcocoseno

wi2

Area triangulo OAB + integral circulo de B a|D — 1.48+ (—0.24) =1.24

e
=2 -15 k4 —05 0 05 0D 15
(0] '

Para x=cos (arco ODA), el drea del sector circular se puede obtener como suma del tridngulo (OBA) y
del drea bajo el arco de circunferencia (ADB), que obtenemos integrando la circunferencia de x hasta

1.

. V1—x2 !
Area]ODA| = % + / V1 —x%dx

2 Area de (ODA)= arco(ODA) = arcos (x)

La funcion arco coseno queda definida para valores de arco entre O y 11, puesto que hemos utilizado
la funcién que define el semicirculo de ordenadas positivas. La tabla de valores de esta funcion

podemos comprobar que es como sigue:

X arcos (x)

1 0

0 /2
1 i
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Definicion de coseno como funcion inversa del arcocoseno

Funciones inversas

Para el caso de funciones de dos variables que nos ocupa, podemos
decir que dos funciones son inversas una de otra, (f~! inversa de f),
cuando introduciendo en la segunda, el resultado obtenido en la
primera para cualquier valor de x, nos devuelve el valor inicial. Si
f(a)= b, la funcion inversa, evaluada para b, nos retorna a (f~'b = a).
La condicion necesaria para que la funcion f(x) tenga inversa es que
f(a) # f(b), si az#Db. Esta condicion puede interpretarse
graficamente como que ninguna recta horizontal corta a la grafica de
f(x) en mas de un punto.

Las graficas de funciones inversas son simétricas respecto la diagonal
del primer cuadrante, es decir, se obtienen una de otra sustituyendo
lax porlay.

La funcién coseno es la inversa de la funcidén arcocoseno que acabamos
de definir.

y = arccos (x)= arco ODA

coseno (arco ODA) = cos(y)= x

y=arco cos (y)=x
0 1
/2 0
m -1
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La definicion de la funcion sen (x)

Del mismo modo que hemos hecho para el coseno, podemos plantear
para el seno la misma estrategia de calculo y obtendremos en primer
lugar la funcién inversa del seno que llamaremos arcoseno.

4 )

Figura 5.5. Definicién de arcoseno

A
EI]
_ Arcsen(z) x=sen(A) ° op

w2 y =2 x Area sector = 0.52

-2 =5

ra
La

Para cualquier valor x en radianes del arco abarcado entre O y 1, sen (x) esta comprendido en [-1,1].
La circunferencia unidad corta al eje X en los extremos de [-1,1], por lo tanto cualquier punto sobre
ese didmetro de la circunferencia corresponde a un valor de sen (x).

A diferencia del caso del coseno a cada abscisa x, punto B, le asignamos el valor del arco
complementario de a que es 11/2- a

El punto (x, y=arco(A)) para los valores de x entre -1y 1 describe una funcién que llamamos arcoseno
de x

- J
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Figura 5.6. Cdlculo de arcoseno

™

Sector OBI = Sector OCD -
Sector OCD = Integral de O o A — trfiangulo OBA = —0.42 — (—0.2) = —0.23

o
i
{

A

-2 -15 -1 -0

-mi2 ra
La

Para calcular la funcién seno tenemos que calcular el arco abarcado ODC, x= sen (arco ODC). El seno
de ODC es igual, por las propiedades del dngulo complementario a OA y por lo tanto OA = x. El
sector circular ODC es igual al sector OBI, que podemos calcular por la integral del circulo de O a x
restando el drea del tridngulo OAB.

Area[OBI| = /x\/(l —r2)dr — %\/(1 —1?)
0

2 Area (OBI) = arco (ODC) = arcsen (OA) =arcsen (x)

La tabla de valores de la funcién arcoseno es como sigue:

X arcosen (x)
0 0

1 /2

0 m
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Definicidon de seno como funcion inversa de arcoseno

La funcién seno es la inversa de la funcidon arcoseno que acabamos de
definir.

arcsen (x)=arcoODC =y
sen (arco ODC) = sen (y)=x

La tabla de valores de esta funcién es como sigue:

y=arco sen (y)
0 0
/2 1
m 0

5.2.2 Completando la definiciéon de cos x y sen x

Definidas las funciones sen x y cos x para el intervalo entre O y 1, nos
queda definir estas funciones para todos los valores de la recta real.

En primer lugar para el intervalo entre imy 2 m podemos repetir el proceso
con larama negativa de la circunferencia.

Obtenidos los valores entre O y 2 11, las funciones seno y coseno son
periddicas, siendo su valor entre 2kt y 2(k+1)1, para cualquier k entero,
positivo o negativo, igual al de la funciénentre Oy 2 1.

Completado este proceso, quedan definidas las funciones
trigonométricas para todo valor de x.
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5.3 Las funciones hiperbolicas

Las funciones hiperbdlicas se definen asociando a un punto sobre la
hipérbola dos funciones, el seno hiperbdlico y el coseno hiperbdlico, cuyo
valor depende del drea (OAB) comprendida entre, la recta que une el
origen de coordenadas con el punto elegido, el eje x y la hipérbola,
mediante las siguientes ecuaciones.

Para el seno hiperbdlico:
x = 2 Area (OAB)
y=y(A)
senh (2 Area OAB)=y = (x? — 1)(1/2)
Para el coseno hiperbdlico:

x = 2 Area (OAB)
y =x(A)

cosh (2 Area OAB) = x

De esta definicion se deduce directamente, sumando el cuadrado de
ambas definiciones, la ecuaciéon fundamental:

cosh?(2 Area OAB) -senh?(2 Area OAB) =1

Del mismo modo que hemos procedido para las funciones circulares, el
area concernida en la definicion de las funciones hiperbdlicas se puede
obtener mediante calculo integral, como diferencia entre el area del
tridngulo OCAy laintegral de la hipérbola entre B=1y x(A).

Area(OAB) = gv)@ -1 / Vvx? —1dx
1
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Figura 5.7. La definicién de las funciones hiperbdlicas

— =]

a, y =iz(A)]

Podemos observar que la funcion senh x es una funcion impar, continuamente creciente de derivada
siempre positiva. Su valor para x=0 es O, siendo este punto un punto de inflexion

La funcién cosh es una funcién par, simétrica respecto al eje Y. Tiene un minimo en x=0, tomando en
ese punto el valor 1. )

g

135


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/la_formula_mas_bella/GeoGebra5/5-4fhiperbolicas.html

5.4 La derivada de las funciones trigonométricas e
hiperbdlicas

5.4.1 Derivadas de las funciones trigonométricas

Para obtener la derivada de la funcién seno empezamos por calcular el
cociente incremental y obtenemos :

sen(x + Ax) — sen X
Ax

Aplicamos ahora, para sen (x+Ax) la férmula del seno de la suma de angulos
gue hemos visto en el capitula anterior,

sen (a+b) =senacosb + senbcosa
sen (x + Ax) = sen x cos AX + sen Ax cos x

Sustituyendo en la expresion del cociente incremental:

sen X cos AX + sen AX cos X — sen x

AX
sen X cOSAX —senxX  coS X sen Ax
AX AX -
cosx — 1 sen Ax
sen XT + cos X Ax

. —1 .
El término % se hace O al aproximarse Ax a 0, ya que cos O =1, lo que

anula el numerador.

L sen Ax . . iy
El término Ax_ € aproxima a 1, al tender Ax a 0. La razén ultima de la

expresion anterior es:

sen’x = cos x
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Derivada en un punto = pendiente de Ia tan

Funcién derivada: la gue asigna a cada punto la derivadta en el mism)
K]

Figura 5.8. La derivada de la funcién seno

‘]
te en esq purlly’2x + 2.41

10

-5 -5 -4

flz) = sen(x)

N

Borrar

ra
Ld

Parala derivada de coseno procedemos del mismo modo:

Utilizando la formula del coseno de la suma de angulos,

cos(x + Ax) — cos X
Ax

cos (x+Ax)=cos x cos Ax - sen x sen Ax

sustituyendo en el cociente anterior tenemos:

CcOS X cos AxX — sen AX sen X — COS X
AXx
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COS X c0S AX — Ccos X sen X sen Ax

AX AX
cosx — 1 sen Ax
COSX— —senx
AX AX

Como hemos visto antes la primera fraccion tiende a O y la segunda a 1,
con lo que el resultado es:

[ Ccos' X =-senx ]

5.4.2 Derivadas de las funciones hiperbdlicas

Para las funciones hiperbdlicas teniendo en cuenta que las férmulas para
la suma de dngulos es para el senh idéntica a la trigonométrica,

senh (a+b) = senh acosh b + senh b cosh a

podemos deducir facilmente que:

[ senh' x = cosh x ]

Para el coseno hiperbdlico, la formula de la suma de angulos varia en un
signo respecto de su equivalente trigonométrica:

cosh (a+b) = cosh acosh b +senhasenh b

y podemos deducir facilmente que:

[ cosh'x = senh x ]
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5.5 La practica de la derivacion
Hemos visto hasta aqui como obtener la derivada de una funcién. Para
extender el procedimiento de derivaciéon, vamos a ver las reglas para

derivar funciones compuestas por la suma, la diferencia, el producto vy la
division de dos funciones, que llamamos f(x) y g(x).

5.5.1 Derivada de una suma de funciones

La regla para derivar una suma de funciones es muy simple:

[ (f(x)+ g(x) )" = f(x)’ + g(x)’ J

Esta regla es facilmente demostrable aplicando la definicién de derivada:

(f(x + Ax) + g(x + Ax) — (f(x) + g(x))
AX

gue es evidentemente igual a:

(f(x + Ax) — f(x)) | (gx +Ax) — g(x))
AX AX

La demostracion para la diferencia es inmediata, siguiendo los pasos de la
anterior demostracién para la suma de funciones.

5.5.2 Derivada de un producto de funciones

Para el producto de funciones la regla de derivaciéon es también muy
simple y facil de demostrar.

[ (f(x) - g(x))" = f“(x) - g(x)+ f(x) - g “(x) }
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Si aplicamos esta regla al producto de una funcién por una constante
obtenemos que:

(af(x)) =af'(x)

Resumiendo, la derivada se comporta linealmente respecto de la suma de
funciones y a su multiplicacién por una constante.

(af(x)+bg(x)) =af'(x) +bg'(x)

Inicio de la demostracion

Aplicando el prcedimiento de célculo de |la derivada a f(x).g(x) obtenemos:

F(x + AX) - g(x+ Ax) — £(x) - g(x)
AX

sumando y restando g(x)\cdot f(x+Ax)

g(x) flx+ AZ))( — ), F(x + AX)

=g(x) - F'(x) + (%) - g'(x)

lo que confirma la regla de derivacion de un producto.

g(x + Ax) — g(x)
AX

Final de la demostracion

Ejemplos de laregla del producto

Derivada de un producto de polinomios:

d(x*> +1)(x3 - 1)
dx

=2x(x3 — 1) + (x® +1)3x?
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Derivada de un producto de funciones:
y=xsen (x), <y =sen (x)+x cos(x)

y=sen(x) cos(x), <y’ = cos?(x) — sen?(x)

5.5.3 Derivada de un cociente de funciones

La regla parala derivada de un cociente de funciones es la siguiente:

(@), _g(x) - f'(x) —f(x) - g'(x)
g(x)?

Inicio de la demostracion

Aplicando la definicion de derivada a 1/g(x) tenemos el siguiente cociente
de diferencias:

1 1

gx+Ax) g(x) _ (=D(ex+4x) —g(x)) 1 1

AX Ax g(x) g(x + Ax)

Al tender h a cero esta expresion se convierte en:

—g'(x)
g(x)?

Si aplicamos la férmula del producto a (f(x) - 1/g(x))’ obtenemos la
expresion que queremos demostrar.

Final de la demostracion
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Si aplicamos la férmula del cociente a:

sen X
tgx = ( )
COoS X
obtenemos:
, cos? x + sen? x 1
tg X = > = >
C0S? X COS? X

5.5.4 Laregladelacadena

Otra propiedad de las derivadas es la regla de |a cadena que se aplica para
el caso funciones compuestas, es decir,

z=f(g(x))
Donde z=f(y), y=g(x)

La regla de la cadena establece que:

[ 2= F(gx)) - g'(¥ ] [5:4]

La regla de la cadena es un ejemplo excelente para demostrar la utilidad
de la notacién de Leibniz para las derivadas, ya que la expresiéon (5.4)
escrita con la notacion de Leibniz toma la apariencia de una identidad
algebraica trivial.

dz dzdy

dx  dydx
Si se interpreta literalmente, esta expresién sugiere que las derivadas se

comportan como si fueran fracciones, lo que carece de sentido puesto
gue no lo son, aunque su origen sea un cociente de incrementos.

142



A pesar de ello la expresion ilustra la regla de la cadena y muestra como
las tasas de cambio se multiplican en el caso de funciones compuestas.
Operando algebraicamente con los diferenciales estamos aplicando la
regla de la cadena de una forma nemotécnica y automatica.

Ejemplo de aplicacion de laregla de la cadena

El volumen de una esfera aumenta en funcién de su radio. Si
conocemos la variaciéon del radio con el tiempo, la tasa de variacién
del volumen con el tiempo sera el producto de las tasas de variacién
del volumen respecto de su radio y de la variacién del radio en
relacién al tiempo.

v _ v
dt  dr dt
Siendo V el volumen (V = %nr‘”’),
dl — Anr?
5 = 4

Silatasa de variaciéon del Radio es de 3 cm/s, entonces:

dv 9
i 12 r° (cm/s)
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5.5.5 Laderivacion implicita

La derivacion implicita consiste en derivar una ecuaciéon del tipo
f(x, y) = 0, sin necesidad de resolverla en "y" (sin despejar la y),

[{E.)

utilizando la regla de la cadena. Esto supone que tenemos que derivar “y
como lo que es, una funcién de x. La derivada de y es obviamente y’, pero
la derivada de y? es, 2y - y'. Por la misma razon, a los términos en "x - y" se
les aplica la regla del producto, por lo que para x - v, la derivada resulta,
y+X-y.

4 )

Figura 5.9. Derivacién implicita

A
: o)
v+’ =12
2yy +2x=0
15
5
=
Y
z(A) =078 y(A)=0.62
0.78
SR Y5 —126 05 1
-3 -25 -2 -15 05 7z m-zz--1t26 =
-15
= HH

144


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/la_formula_mas_bella/GeoGebra5/5-6derivadaimplicita.html

Figura 5.10. Breve catdlogo de funciones derivadas

y =In(jz]) =

<
|

Funcion

[ ra
La
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Capitulo 6

Sumas infinitas
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Las derivacion nos ha llevado a discutir sobre el valor finito de la “razén
ultima” de diferenciales. Hemos visto las dificultades tedricas que
representa la introducciéon de los infinitesimales. Hemos visto también
como la integracion equivale a la cuadratura de una curva y que para
obtenerla nos encontramos con el reto de obtener una suma de infinitos
sumandos.

Pero no va a detenerse aqui el dialogo de las matematicas con el infinito,
porque las series van a formar una parte inseparable del Calculo con el
gque comparten una fecha de nacimiento comun y plantean los mismos
problemas para su fundamentacion tedrica.

Para Euler, la suma de una serie se obtiene cuando los primeros infinitos
términos nos dan un valor finito y si continuamos sumando infinitos
términos a partir de ese punto, la suma de esos términos adicionales es
un infinitesimal. Es decir, la suma obtenida mediante infinitos términos no
admite crecimiento.

La suma de una serie es esa cantidad a la que se acerca mds y mds cuando mds
términos de la serie sean tomados.

Pero esta definicién de suma no aclara que significa una suma de «
sumandos, ni existe una idea precisa de los requisitos a cumplir por una
serie para ser sumable. Por ejemplo, hemos obtenido por divisién larga:

4_

T+ x :1—X—|—X2—X3—|—X

que para x=1 resulta:

=1-1+1-14+1-1+4...

1+x

Esta serie suma alternativamente 1 o O segln el nimero de términos
considerados. Para Leibniz y para Euler esta serie suma 1/2 porque la
funciéon toma ese valor para x=1, pero esta claro que adjudicar este valor
alasumadelaserie es una arbitrariedad.
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11 1
1+x 141 2

Queda claro que el manejo de series plantea dificultades pero los
resultados de seguir adelante, sin detenerse en casos particulares, llevara
a los inventores del calculo a éxitos espectaculares. La fundamentacion
rigurosa del calculo tiene ain que esperar.

Cuando nos referimos a series tenemos que distinguir si nos referimos a
series numéricas o por el contrario nos referimos a series cuyos términos
son funciones. Nos vamos a centrar en el estudio de un tipo especial de
series de funciones, en la cual sus términos son potencias enteras de x.

La primera serie de este tipo la hemos visto, obtenida por Mercator, para
aproximar la funcioén logaritmica.

Vamos a ver como Newton redefine las funciones trigonométricas
mediante desarrollos en serie de potencias, y como posteriormente,
MacLaurin y Taylor obtienen una férmula general para desarrollar una
funcién, basada en sus derivadas sucesivas. Las series obtenidas se
llaman desarrollos en serie de MacLaurin o de Taylor en su honor

:Qué utilidad tiene el desarrollo de una funcion en serie
de potencias?

Si conseguimos sustituir una funcién por su desarrollo en serie de
potencias podemos obtener ventajas muy importantes.

La primera es aproximar la funcién, de manera que su valor en un punto
se corresponda con la suma de los términos de la serie para ese punto.

Una segunda utilidad, muy importante, es derivar o integrar una funcién
derivando o integrando término a término su desarrollo. Asi, una funcion
dificil de manejar puede derivarse e integrarse facilmente aplicando las
férmulas elementales para las potencias de x.
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6.1 Sucesiones y series

6.1.1 Sucesiones y series numeéricas

Una sucesion es un conjunto de elementos que podemos ordenar segun
la secuencia de los nimeros naturales.

Una sucesion se construye a partir de lo que llamamos término general,
gue es una expresion que incorpora una variable n, que variando a partir
de 1, es laregla para calcular los sucesivos elementos. Esto lo expresamos
llamando al término general a, , sustituyendo n por cualquier nimero
natural, obtenemos el elemento que ocupa el lugar n en la sucesion.

[an]

Por ejemplo si el término general es 1/n, el término que ocupa el lugar 10
en lasucesiones 1/10.

Los términos de una sucesion sin esa regla que le da coherencia podrian
adoptar valores arbitrarios y por lo tanto careceria de sentido y de
utilidad. Dicho de otro modo, toda sucesion se autodefine de manera que
conociendo n-1 términos podemos deducir el término n que le sigue.

Una serie infinita es la suma de una sucesidon de infinitos elementos.
Representamos una serie con un simbolo que llamamos sumatorio 2 y la
serie entonces queda como:

o0

>,

n=1

siendo n es un nimero entero positivo y esta expresion se lee, sumade a,,

parande 1 a~. Este indice nse llama variable muda porque desaparece al
sumar la serie.
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La suma de una serie infinita es el valor que se corresponde con la suma
de sus infinitos términos. Las series cuya suma es finita se llaman
convergentes y en caso contrario divergentes.

Si la suma de infinitos términos debe dar un resultado finito es evidente
qgue el término general, al incrementarse n, debe ser cada vez mas
proximo a O. Si no es asi, la suma de sucesivos términos crecera
indefinidamente. Esta condicién es necesaria, pero no suficiente. Por
ejemplo, podemos comprobar en el grafico siguiente "Suma de series
numéricas”, que la serie,

1
2

cuyo término general tiende a O, es divergente, evidenciando que esta
condicion es necesaria para la convergencia pero no siempre suficiente.

De entre las series, distinguimos entre aquellas en las que todos sus
términos tienen el mismo signo y las que lo alternan. Estas series con
alternancia de signos pueden analizarse en valor absoluto. Una serie es
absolutamente convergente cuando la serie de sus términos en valor
absoluto converge. La convergencia absoluta de una serie implica la
convergencia de la serie original.
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La suma de series numéricas

. . [ 7||
Selecciona una serie: — M .
v | Muestra elementos || Sumas parciale

Entra tu serie v

1

o (n+1) n=iza "

O . ay4 = 0.0017

o
(==}
w

20 25 30 35 40

2

La suma de series numéricas es desde antiguo un “deporte” matemadtico resultado de la
curiosidad de calcular la suma de las diferentes sucesiones que se ponian de moda.
Existen sucesiones que se suman desde la época cldsica y otras que se han planteado
como un desafio y que se ha tardado siglos en resolver.

Por ejemplo, es claro que la suma de la sucesién de los niimeros naturales nos da un valor
infinito. Pero, ;cudl es la suma de la sucesion de los inversos de los nimeros naturales? 1
+ 1/2 + 1/3+1/4+ ....., también es infinita, como lo es la de los inversos de los ntimeros
primos.

La suma de los inversos de las potencias de 2 resulta ser:

I+t 4 st =2
s tytgte=
\. W,
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~

Existen dos tipos de series fdcilmente sumables.

Las series geométricas son aquellas para las que existe un factor constante que
multiplica dos términos consecutivos. Este factor es la razén de la serie geométrica.

n
E ar’
0
Los n primeros términos de una serie geométrica suman:
n r—1
n 1—r1
ar =a———
1—r
0

sir < 1 la serie converge y podemos obtener la suma de todos sus infinitos términos.

o0

Zarn: 1ir

0

Una serie telescopica es aquella cuyas sumas parciales poseen un numero fijo de
términos por cancelacién entre términos sucesivos. Como ejemplo podemos poner la
serie de Mengoli (Pietro Mengoli,1626-1686):

n n

1 11
;n(n—l—l) :Z(H_nﬂ)

1

que podemos comprobar que resulta:

lim (1 —
n—00 n+1

Para el cdlculo del drea por debajo de la grdfica de X™ , hemos visto que el procedimiento
de Fermat lleva a la suma de una serie de potencias de gradon :

1+2"4+3"+4"+ ...+ k"

Las sumas de potencias de cualquier orden fue estudiado y finalmente solucionado por
Jacob Bernoulli en 1690. La férmula general de Bernoulli que involucra lo que se laman
\"numeros de Bernoulli”, es la siguiente: J
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n i=n

1 n+1 +1-i
Shwo= L SRl e

1 i=0

Siendo B; los niimeros de Bernoulli.

Paran=1
= n2 n
S k=1+2+3+..+k=—+
- 2 2
paran=2
1 3 2
YR =242 434K o
1 3 2 6
paran=3
n 4 3 2
B3P+ b= 0
> + 2243t 4=

1

Para saber mds sobre los numeros de Bernoulli podéis consultar esta pdgina de
Wikipedia

El problema de Basilea

Pietro Mengoli, planteé en 1650, el problema de obtener la suma de los inversos de los
cuadrados de los nimeros naturales . Euler lo resolvié en 1735 cuando tenia veintiocho
anos, obteniendo un resultado que sorprende por involucrar a 1.

2 o0
T 1
=
0
Euler residia en esa época en Basilea, de ahi el nombre que se le ha dado desde entonces

al problema, que supuso para Euler el reconocimiento por la elite matematica de su
época.

La demostracion de este resultado , la veremos en detalle en el anexo 3.

W,
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6.1.2 Series de funciones

Las series de funciones son una generalizacion de las series numéricas,
cuando sus elementos son funciones, es decir, su término general

a, = f, (X) es una funcién definida para un conjunto comun de valores

~

de x.
Figura 6.1. Sucesion de funciones
z
EI]
- —& 4 ]
: Recta 1
-2 || Recta2
n 2.5-2 2 ’\/‘ Parabola
Yy=x " =g 3 = y=2u o
'4 n=»5
h

J

Podemos definir del mismo modo que hemos hecho para las sucesiones

en general, las series de funciones como:


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/la_formula_mas_bella/GeoGebra5/6-2sucesiondef.html

6.1.3 Series de potencias

Las series de potencias son un tipo particular de series de funciones,
cuando sus términos son potencias enteras de x.

f(x) = Zanxn =ag + a1X + a,x% + azx® + ...
0

o de unaforma mas general:

o0

f(x) = z:an(x—c)n —ag+ar(x—c) +ax(x —c)® +az(x —c)® + ...

Euler en el capitulo 4 de la “Introductio” considera que la expresion
analitica mas general para expresar una funcién es una serie infinita de
potencias.

“Si alguien tuviera dudas de esto, desaparecerian ante el desarrollo cumplido
de tales funciones.”

Hemos visto dos maneras de obtener una serie como desarrollo de una
funcion. Mediante la divisidon larga y también mediante el teorema del
binomio.

Las series de potencias se manejan con mucha libertad y se asume para
ellas un comportamiento semejante al de un polinomio “muy largo” y se
aplican entre series las operaciones algebraicas de suma, resta,
multiplicacion y division, como si lo fueran.

Hoy sabemos que las serie de potencias tienen un comportamiento mas
“amistoso” que las series de funciones en general y que pueden ser
derivadas e integradas término a término, lo que no es valido, en general,
para cualquier serie de funciones.
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Figura 6.2. Series de potencias
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6.1.4 Series convergentes y divergentes

Un desarrollo en serie de potencias de x, tal como la hemos descrito es
una funciéon de una variable, en este caso la x.

Para cada valor de x la funcién se convierte en una serie numérica. Si la

serie es convergente, el valor de la funcién en ese punto es igual a la suma
de los infinitos términos de la serie en la que se desarrolla.

Al aplicar los criterios de convergencia a una serie de potencias cuyo

término general depende de x, nos podemos encontrar que la serie solo
es convergente para determinado rango de valores de x.
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Figura 6.3. Valor limite del término general de una serie

=l

]

Analizamos diferentes términos generales y su dependencia de x para tender a O, que es el criterio
necesario para su convergencia.

- J

El intervalo de convergencia, para las series mas generales del tipo
>0 ay(x — ¢)" esta siempre centrado en c y se define como [x-c|< r . Este

intervalo, r, en el que la serie converge se llama radio de convergencia de la
serie y puede ser abierto o cerrado segun incluya o no alguno de los valores
extremos del intervalo (-r, r)

6.2 los primeros desarrollos de funciones en series de potencias

El de es una de las primeras funciones para la que se obtiene su

1
1+4x2 )
desarrollo en serie y, como el de Tox S€ consigue mediante division larga.

Este desarrollo se conoce como serie de Gregory.
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Figura 6.4. Desarrollo en serie de 1/(1+x?)

p [ 7||
Serfie = X2+ X0 -X S+ )0y 124 4 _yl8p y18 20 D

Serie =1- %2+ x* - x% + x5 X" + X2 _x™ + x'® z

|:| exp par
exp imp

1-5

=1

=1

1/(1+x3) por divisién larga nos da:
Vi S S D S S e

En la representacion grdfica de la funcién y la serie, podemos observar que la serie solo se ajusta a la
funcién en un radio de |x| < 1.

¢Qué obstdculo impide que deje de converger para |x|>1?

No hay respuesta (de momento...) a este comportamiento, como no la teniamos para 1/(1+x) donde
la funcién se hacia infinita en x=-1.

Si analizamos el valor de la funcidn y de la serie para x=1 vemos, como en el caso de , que

1
para la funcién obtenemos 5 y haciendo x=1 en la serie obtenemos:

y=1-1+1-1+1—1+...

N\
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que toma valor +1 o -1 segun el ntimero de términos que se consideren. En la representacion grdfica
se observa muy bien esta alternancia comparando las grdficas de la serie con nimero par e impar de
términos. Ademds se puede ver en la grdfica como para valores mayores a 1 la serie tiende

alternativamente a mds menos infinito.
Newton propuso para valores “grandes” de x la serie:
y = x 2 —xt4x x84 ..

que se ajusta a la funcion para valores fuera del entorno| x| <1.

1

H Integralde f =1 — z? + z* —af + 2% + ...
\/ Integralde g = > —z *+x *—a7° ?

Integral g + 1 /2

./ Integral q - /2

-2

Desarrollos arctang

Podemos obtener la integral de la funcion ﬁ, mediante el método grdfico que hemos empleado

para ilustrar el significado de la integral definida. La funcion integral que dibujamos es una de las
funciones trigonométricas bdsicas que estudiaremos mds adelante. Ahora lo que nos interesa es ver
como la integracion término a término de la serie para valores “pequefios” y de la serie para valores

“grandes” se ajustan a la integral dibujada para leﬁ

La integral de la serie para valores “grandes” requiere de una constante de integracion diferente para
los valores positivos (11/2 ) y negativos (- /2 ). )

161


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/la_formula_mas_bella/GeoGebra5/6-5desarrollo1x2bis.html

6.3 El desarrollo en serie de seno y coseno

La relacion de las funciones trigonométricas con el circulo unidad, que
hemos descrito en 5.2, da la pista a Newton para su desarrollo en serie. El
procedimiento consiste en calcular en primer lugar el desarrollo de las
funciones inversas, arcocoseno y arcoseno, para posteriormente invertir
las series obtenidas.

6.3.1 Desarrollo en serie de la funcidon arco coseno

é )

Figura 6.5. Desarrollo en serie de la funcién arcocoseno

’
i\/\ 1- Integral (1 - x3)*0.5deDa C =036 EI]
\/ 2- Area triangulo AOD =y = 0.2

\/ 3- Arcocos x =2 X Area sector OAC

- J

Una vez tenemos claro la igualdad que tenemos que calcular (apartado
5.2.1),
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1
arccos(x) = xv1 —x2 + 2fX V1 —x2dx

Solo nos queda ir paso a paso obteniendo cada uno de los términos de la
ecuacion. Desarrollando por el binomio la ecuacién de la circunferencia

(1 — x?)? obtenemos:

y=1-1/2x*—1/8x* —3/48 x5 — 15/384 x® — 105/3840 x'0 —
945/46080 x'? — 135135/10321920 x4 — ...

Integramos término a término obtenemos el area del circulo entre O y x.
Para obtener el drea entre x y 1, restamos la serie obtenida del valor del
areaentre 0Oy 1, que es1/4

y=m/4-(x —1/6x3 — 1/40x° — 3/336 x” — 15/3.456 x? — 105,/42.240 x! —
945/599.040 x13 — 135135,/154.828.800 x15 — --- (1)

Multiplicando por x y dividiendo por 2 la serie del desarrollo por el
binomio de la circunferencia, obtenemos el area del triangulo:

y=1/2x—-1/4x%3-1/16x> —3/96 x" — 15/768 x? — 105/7680 x'! —
945/92.160 x'3 — 135135/20.643.840 x!°> — ... (2)

Para obtener el desarrollo de la funcién arccos (x), sumamos (1) y (2) y
multiplicamos por 2 para pasar del area calculada a la longitud del arco.

y/2=m/4—1/2x+(1/6 —1/4) x> + (1/40 — 1/16) x° + (3/336 —
3/96) x” + (15/3.456 — 17/768) x° + (105/42.240 — 105/7680) x +
(945/599.040 — 945/92.168) x'* + (135135/154.828.800 —
135135/20.643.840) x5 + - .-

Simplificando, obtenemos el desarrollo de arccos (x):

y=mn/2—-x—-1/6x>—3/40x% —1/22,4x" —1/32,91x° — 1/44,7x! —
1/57,63x'3 —1/71,6x% 4 ...
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6.3.2 Desarrollo en serie de la funcidon arcoseno

4 )

Figura 6.6. Desarrollo en serie de la funcién arcoseno

(V] 1- Integral (1 - x90.5 de 0 a C =-0.56

",/" 2- Area triangulo COAy = -0.24

:J 3- Arcosen X = 2 x Area sector QAP

0.5

—1

En este caso debemos calcular:

arcosen(x) = [y /(1 —r2)dr — 3/(1 —1?)

L
Desarrollando por el binomio la ecuacién de la circunferencia (1 — x?) 2
obtenemos:

y=1-1/2x? —1/8x* — 3/48x5 — 15/384x® — 105/3840x'" —
945/46080x'2 — 135135/10321920x'* —
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Integrando término a término obtenemos el area del sector circular entre
Oyx

y = x — 1/6x3 — 1/40x5 — 3/336x7 — 15/3.456x9 — 105/42.240x11 —
945/599.040x13 — 135135,/154.828.800x15 — - - -

Multiplicando el desarrollo de la circunferencia por x y dividiendo por 2,
obtenemos el area del tridngulo:

y =1/2x — 1/4x3 — 1/16x° — 3/96x” — 15/768x — 105/7680x" —
945/92.160x'® — 135135/20.643.840x% — - ..

Para obtener el desarrollo de la funcién arcsen (x), restamos del area del
triangulo el area del sector circular y multiplicamos por 2.

y/2=1/2x+ (1/6 — 1/4)x3 + (1/40 — 1/16)x° + (3/336 — 3/96)x" +
(15/3.456 — 17/768)x® + (105/42.240 — 105/7680)x'! + (945/599.040 —
945/92.168)x'® + (135135/154.828.800 — 135135/20.643.840)x"° + - - -

Simplificando,obtenemos el desarrollo de arcsen (x):

y =x+1/6x3 + 3/40x5 + 1/22,4x" +1/32,91x° + 1/44, 7x! +
1/57,63x"® +1/71,6x" + --- + (2n)! /4" (n!)?(2n + 1) x*>***
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Figura 6.7. Inversion de series

1 0 -0.166 0 00083 0 0000 0 0 0
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Las funciones seno y coseno son la inversa de las funciones obtenidas. Es decir, tenemos una serie:
_ 2 3
y =ap +a1X + a2x” +agx’ +....
y queremos obtener la funcion inversa, es decir,
2 3
X =Ap+ A1y +Ay” + Aszy” + ...

La idea es simple y geométricamente su interpretacion es sencilla, se trata de obtener una funcion
simétrica respecto la recta x=y.

Sustituimos en (1) las x por la expresién (2) y obtenemos:

y = ap +a1(Ag + Aty + Agy? +A23y3 +..)+ )
a2 (Ao + A1y + Apy? + Azy3 +...)" +az(Ag + Ay + Aoy? + Azy® +..)" +

Desarrollamos la expresion e igualamos los coeficientes obtenidos para cada potencia de y con el
Qoeﬁciente correspondiente de (2). /
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6.3.3 Inversion de las series obtenidas

Obtenidos los desarrollos en serie de arcosen (x) y arcocos (x), nos queda
invertir estas series para obtener las de sen x y cos x.

Invertir una serie es teéricamente sencillo, pero algebraicamente es un
trabajo muy engorroso que implica una capacidad de calculo muy grande.
No lo encontraremos en nuestros libros de texto. Nosotros lo resolvemos
en la siguiente hoja de trabajo con la ayuda de una hoja de calculo.
Increiblemente Newton y Leibniz lo afrontaron y nos dieron el resultado
correcto para muchas series, trabajando con lapiz y papel!

Inversion de arco seno para obtener sen x
Invirtiendo la serie del arcoseno obtenemos:
y =x — 0,16666x> + 0,0083333x° — 0,000198413x" + ...

Que se puede poner como:

X %3 X? X7 ( 1 )n+1 x20+1
A TR TR E TE A ™ T

Inversion de arcocoseno para obtener cos x

Podemos seguir la inversién de arcocoseno en la figura 6.8 y obtenemos:
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Figura 6.8. Inversion de arcocoseno

a=051

IS

(]

[¥]

N

-3

¥ =X -0.51) + (x - 0.51F 1 6 - [x - 0.51)° 1120 + (x - 0.51)" / 5040 - ( - 0.51)° / 362680 + (x - 0.51)" /39916800 - (x - 0.51)"* / 6227020800
14

¥ =X+ 16-x*1120 + x7 / 5040 - x* / 362880 + x* | 39916800 - g‘ [/ 6227020800

ra
- La

Hemos obtenido arcocoseno:

y=mn/2—x—1/6x> —3/40x5 — 1/22,4x" —1/32,91x° — 1/44, 7x'! — 1/57,63x'3 —
1/71,6x5 + - .-

Pasamos 11/2 restando de la y, obtenemos la inversion de la serie, sabiendo que la x es ahora la
inversa de y- 11/2, es decir, x- /2. Luego, la serie obtenida esta desplazada seguin el eje x, 11/2 :

y—mn/2=—x+1/3!x3-1/5!x5 +1/71x" — ...

Sustituyendo en el desarrollo, x por x- 11/2, obtenemos haciendo las operaciones:

\_
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6.4 Los desarrollos en serie de las funciones
trigonométricas

Vamos a resumir en una tabla los desarrollos en serie de las funciones
trigonométricas y obtener también los desarrollos de sus funciones
derivadas.

e A partir de los desarrollos de seno y coseno, que ya conocemos,
podemos obtener el desarrollo de la tangente, ya que sabemos
multiplicar seriesy dividirlas (ver figura 4.3y 4.4):

tg x = sen x/cos x=sen x - 1/cos x

e Para obtener arctg x invertimos la serie de tg x, como hemos hecho
con arcoseno y arcocoseno para obtener seno y coseno (ver figura

6.7).

e Los desarrollos para las funciones hiperbélicas de senh y cosh se
corresponden con los desarrollos de las funciones trigonométricas
equivalentes, sen y cos, con la diferencia de que no existe
alternancia de signos al ser la derivada de cosh’ x = senh’ x, diferente
en el signo de la derivada de cos x = - sen x.

Listamos junto a cada funcién trigonométrica su derivada. Obtenemos su
desarrollo en serie simplemente derivando término a término los
desarrollos de la tabla anterior. Podemos con paciencia comprobar que
obtendriamos el mismo resultado calculando su desarrollo directamente.
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e Para la derivada de la tangente, que ya sabemos que es
obtenemos el cuadrado la serie de cos x:
2 1 4 2 1 5

—1—-x24 xt_ = —
COS™X X +3x 45x +315x -+

cos? x’

y dividiendo 1 entre cos? x obtenemos a continuacion:

I S N LN
cos2x 3 45 315

gue resulta ser igual a la serie que se obtiene derivando término a
término la serie de la tangente.

e Para arcoseno y arcocoseno podemos desarrollar por el binomio la

. . . , 1
circunferencia unidad (1 — x?)/2 y calcular después T=x)iz ©on
la misma hoja de calculo que hemos usado anteriormente (Figura
4.3).

e Derivando la serie obtenida para arcotangente obtenemos la de su
derivada, que resulta ser la que hemos obtenido en el apartado 6.2,

c .. 1
por division larga, para T -
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Funcién Desarrollo en el entorno de O Reeloak .
convergencia
sen X _ X ﬁ + i i + w Paratodo x
S TR TR TR ] (2n + 1)!
xX x* xf X (—1)"x" b q
Cos X y_l—ﬁ—i—z—ﬁ—l—a—l—---w ara todo x
1 2 17 62
tgx =x+ =X+ =X+ —x"+ —x" - | (W27/2)
4 3° 715" T 3150 T 2835
e ey Loy Loy 1+1
=x+ x4+ —x"4+ —x"+ ——x"+--. 1+
B 6. 20 "22,4° " 32,01 1+1)
n s 35 1 . 1 4, .
=——-Xx— =X - —x°— x' — X 4l (14
arccosx V=5 6" 40 22,4° 32,01 1+1)
1 1 1 1
arctgx y=X-— §x3 + gx5 7x7 + §x9 + (-1+1)
x x2 XX X x2n+l
inh 2 2 2
sinnx Y=ot tEnt T G
2 4 6 48 20
h e 222
coshx y=lr gt gt e Tt oy
Funcién Derivada Desarrollo en el entorno de O
tgx ! Thx g 2xt g 0oy 9208,
= X4+ =x"+ —=x"+ —=x"+---
- J 3 T4 T 318
1 1 15 7 9 11
S [N I R 6 8 , *1 10
aresenx | o)k [Y TR Tt Tt Tt Tort
1 1 15 7 9 11
S W R 2 4 6 B
arecosx =il 32X T a0 22,4 32010 471
arctg x # =1 -2 +x* x4+ x4
(1+x2) y
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6.5 Los desarrollos en serie de Taylor

Hemos visto como se obtienen desarrollos en serie por dos
procedimientos diferentes pero no disponemos de un método general
para hacerlo. MaclLaurin se da cuenta de que si escribimos la igualdad

entre la funcién y su desarrollo, f(X) = ag + a;x + agx? + agx3 +
podemos calcular los coeficientes derivando la funcién
sucesivamente, y haciendo x=0, obtenemos:

£(0) = ag

f'(x) = a; + 2ayx + 3agx® + - - - luego: '(0) = a,
t"(x) = 2a2 + 6azx + - - - luego: f”(0) = 2a,
f"(x) = 6ag + - - - luego: £ (0) = 6ag

y por tanto sustituyendo los coeficientes, el desarrollo se convierte en:

fll (0) f//l(o)
f(x) = £(0) + ' (0)x + sz + TX?’ NN

Este desarrollo se conoce como serie de MaclLaurin y nos permite
desarrollar en serie una funciéon en el entorno de x=0, siempre que la
funciéon sea sucesivamente derivable. Los desarrollos para x=0 se dice
que son centrados en O.

Con un cambio de variable t = x-a obtenemos el desarrollo centrado en a,
gue es el que se atribuye a Taylor, publicado en 1715. Para a=0 ambos
desarrollos coinciden. También podemos comprobar que los desarrollos
obtenidos por la férmula de Taylor coinciden exactamente con los que
hemos calculado previamente para las funciones trigonométricas
partiendo del desarrollo del binomio.
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Figura 6.9. Desarrollo de taylor de sen x
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Con la casilla de control seleccionamos la funcién que queremos representar y su desarrollo en serie.
Con el deslizador controlamos el punto en el que se centra el desarrollo.

Para calcular el desarrollo de Taylor derivamos n veces la funcion seno y coseno obteniendo para

1 _

senode x: f =cos x, "= -senx, f"’= -cos x, f

1919 1

=sen x volviendo a repetirse la secuencia a partir de f""”.

7 113

Para cos x obtenemos: f’ = -sen x, f”= -cos x, f’=sen x, f"”’= cos x volviendo a repetirse la secuencia a

10

partirde f””.

Resulta por tanto, que para obtener el desarrollo requerimos los valores de sen x y cos x para el punto
en el que se centra el desarrollo.

Cuando las series de Taylor se centran en O coinciden exactamente con las calculadas
analiticamente en el apartado 6.4.

Podemos comprobar como los desarrollos de Taylor de seno y coseno aumentan su entorno de
convergencia al aumentar el numero de términos de la serie y comprobamos por tanto que
\convergen para todos los valores del eje x. )
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6.5.1 El resto en los desarrollos de Taylor

Obtenido el desarrollo en serie de una funcién podemos calcular su valor
para cada x. El procedimiento mas sencillo de hacerlo es sumar un
numero suficiente de términos para obtener una buena aproximacioén a la
funcién en ese punto. Este enfoque nos lleva a la necesidad de medir esa
proximidad al resultado “exacto”, para dar por bueno el resultado o
continuar sumando términos.

Si llamamos al desarrollo de Taylor con n términos como P,,(x),
(Polinomio de n términos centrado en a ), podemos decir que:

f(x) = Ppa(x) + Rya(x)

Es decir, que sumando una cierta cantidad al polinomio de n términos
obtenemos exactamente el valor de la funcién en a. A este valor le
[lamamos “resto”.

Podemos suponer que el resto tenga la forma que corresponderia al
término n+1 del desarrollo en serie, sustituyendo en la derivada n+1 de
f(x) en a, es decir, f™*1)’ (a), por un valor t que haga que el resto tome el
valor que cumple laigualdad anterior.

)n—l—l

£(x) = Paa(x) + 1+ <t>(?n_+1)!

Evidentemente no conocemos cual es el valor de t, pero podemos con un
poco de ingenio acotar el valor del resto para que el error se mantenga
bajo un determinado valor.
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6.5.2 El resto del desarrollo de sen x

Veamos por ejemplo como proceder para el desarrollo de seno x. El
término general del desarrollo de seno x es,

(_1)nxzn+1

(2n+1) Ay A
sen ) o 11

Luego el resto, escogiendo un término par para que sea positivo, vale:
X2n+2

@Cn+2) oy _ >
sen (t) Gn+2)]

Y sabemos que el valor de la derivada de seno siempre sera < 1, puesto
gue lafuncién seno y coseno estan acotadas entre -1y 1. Luego:

X2n+2 X2n+2

(2n+2) < N
jsen™ 5 (1) (2n+2)!| = (2n+2)!

X2n+2

@)’ puede hacerse tan pequefio como queramos para n+2

suficientemente grande (lo grande que tenga que ser depende de x).

Si por ejemplo, queremos calcular seno x, para x=2, con un error menor
de 10~*, podemos utilizar el polinomio de Taylor P3,110(2) + R donde:

22n+2

< _4
Rsnrar =Y

esta desigualdad se cumple para n=5, luego

X X3 X5 X7 X9 X11
R TR TR T TR TR

siendoR <104
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Figura 6.10. Resto de Taylor para €*
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En azul representamos la grdfica de la funcién In x y su desarrollo en serie centrado en el punto
x=x(A). Con el deslizador podemos modificar el niimero de términos del desarrollo desde 1 hasta 10.
Presentamos la grdfica del desarrollo en serie de n términos y en linea discontinua el de orden
inmediatamente inferior, n-1. De este modo podemos ver como se agregan sucesivamente términos,
representados en rojo, al desarrollo de orden n.

Nos interesa sefialar varias cuestiones para evaluar la aproximacion del desarrollo en serie a la
funcién en el punto x=x(C).

En primer lugar, constatamos que el radio de convergencia del desarrollo de Taylor es simétrico
respecto de x=x(A), ya que la funcion no esta definida para x=0, ni para valores negativos de x. El
radio de convergencia lo representamos en color marrén.

En la segunda pantalla grdfica representamos en rojo el valor de los sucesivos términos del desarrollo
para x=x(C), (de 1 a 10) y, en azul, la suma parcial de la serie de Taylor de los términos desde 1 a n. En
azul se seniala el valor de la funcion In x en x=x(C). )
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Podemos observar, que la serie de Taylor converge hacia el valor de la funcién en ese punto si C se
mantiene dentro del radio de convergencia. En ese caso los términos del desarrollo, al crecer n, se
aproximan a O.

Fuera del radio de convergencia, vemos como la serie es divergente y los sucesivos términos, al crecer
n, no disminuyen en valor absoluto. j

6.5.3 Existencia del desarrollo de Taylor de una funcion

Para obtener el desarrollo de Taylor de una funcién, son necesarias dos
condiciones:

e La primera, que la funciéon sea continuamente derivable, para ir
obteniendo los sucesivos términos de la serie.

e Adicionalmente, la serie obtenida debe ser convergente para el
punto en que estamos centrando el desarrollo. Como hemos visto al
estudiar la convergencia de series, una condicién de convergencia
necesaria es que su término general tienda a 0. En este caso como el
término general tiene como numerador la derivada enésima de la
funcién en ese punto dividida por n!, esta condicion general para la
convergencia de series, en el caso de los desarrollos de Taylor, la
podemos expresar diciendo que la derivada enésima es inferior a un
valor dado o dicho de otro modo podemos acotarla por debajo de un
valor determinado. Esta condicién no se cumple cuando la primera
derivada se hace infinita, cuando la tangente a la funcién es vertical
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La formacion del concepto de funcion (IV)
Las funciones trascendentes

Las series infinitas representan otro momento clave para la evolucién
del concepto de funcién. El Calculo, que maneja series de potencias,
no tiene reparos en identificar una serie infinita con una funcion.

La antigua clasificacion entre funciones algebraicas y mecanicas se
transforma, segln la nomenclatura de Leibniz, en algebraicas y
trascendentes que se diferencian porque las segundas se desarrollan
en un numero infinito de términos.

Se da asi, el paso definitivo para interpretar las funciones
trigonométricas como funciones y para la definicion de nuevas
funciones a partir de la integracion, como es el caso de los logaritmos
hiperbdlicos a partir de 1/(1+x).

Por otra parte, al comprobar la posibilidad de desarrollar en serie
cualquier funcién, comprendemos por qué no todas las curvas son
funciones validas. Un desarrollo en serie nos devuelve un Unico valor
de y para cada x, por lo tanto la grafica de una funcién no puede tener
bucles. Una recta vertical puede cortar una curva en varios puntos,
pero solo en uno ala grafica de una funcién.

Una ecuacién de la forma f(x, y)=0 define una curva, pero no siempre
podemos interpretar esta curva como una funcién, puesto que puede
haber mas de un valor de y para algun valor de x.

Un ejemplo de ecuacion implicita es la que define un circulo,
x? 4+ y? = 12. Si despejamos la y obtenemos y = 4+/(1r> — x?) . Es
decir, la ecuacion implicita se descompone en dos ramas y cada una de
ellas corresponde a una funcién diferente.

. y,
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El teorema de la funcién implicita, que se estudia en calculo avanzado,
establece las condiciones suficientes para que una ecuacion implicita
de varias variables pueda definir una funcién de una o varias variables

respecto de las demas.

Continuar con la formacion del concepto de funcion -V-

Volver a -1lI-
J

.
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Capitulo 7

La formula mas bella
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Euler, antes de publicar sus libros sobre calculo diferencial e integral, en
1745, publica la “Introductio in analysin infinitorum”.

Después de haber desarrollado un proyecto para un tratado completo sobre
andlisis infinitesimal, noté que muchas cosas estdn mal colocadas alli, y que no
son mencionadas en ninguna otra parte, por lo que deben ser presentadas de
antemano, y el presente trabajo siguio de estas como precursor al andlisis
infinitesimal.14

La “Introductio” consta de dos voliumenes, el primero dedicado al estudio
de las funciones elementales, y el segundo a la geometria de las curvas.
En el capitulo octavo del primer volumen, aparece por primera vez la
identidad a la que hemos dado el titulo honorifico de “la férmula mas
bella”. Su aparicién en la “Introductio” es la meta a la que encaminamos
nuestra historia.

Como parece desprenderse de la cita de su carta a D’Alambert, Euler ya
tenia preparados sus dos voliumenes sobre el calculo y en la “Introductio’,
probablemente, presenta resultados ya conocidos que desarrolla
utilizando recursos “exclusivamente” algebraicos.

“.. Aunque todos ellas se desarrollan hoy en dia por medio del cdlculo
diferencial, sin embargo, los he presentado aqui usando solamente dlgebra
ordinaria, para que la transicion del andlisis finito al andlisis de los infinitos

pueda hacerse mds fdcil.” 1°

Vamos a ver como Euler obtiene en la "Introductio” los desarrollos en
serie de las funciones exponencial y logaritmica en el capitulo séptimo del
primer volumen. Como él mismo nos advierte, su enfoque es diferente al
habitual del calculo y se basa en el teorema del binomio como una regla
“avanzada” del algebra y en su concepcion de los infinitesimales como
“entes” alos que se aplican las reglas del dlgebra.

14 De una carta de Euler a D'’Alambert

15 De una carta de Euler a D'’Alambert
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Euler presupone una aritmética capaz de operar con numeros
infinitamente pequenos e infinitamente grandes.

Los infinitesimales son “entes” singulares porque, sumados o
multiplicados por una cantidad finita contindan siendo infinitamente
pequenos. Sin embargo, del producto entre un nimero que se hace
grande indefinidamente y un infinitesimal, podemos obtener un nimero
finito.

La divisidon entre infinitésimos puede ser un nimero finito. Sin - 0 =0 para
cualquier n, Euler concluye que n =0/0 es una razén arbitraria, que puede
ser finita.

Un infinitésimo elevado a un exponente natural es un infinitésimo de
orden superior, por tanto se puede igualar a cero.

Todas estas reglas las hemos empleado desde que hemos visto las
primeras demostraciones de Fermat y se han ido aplicando por todos los
creadores del Calculo.

( )
La definicion de funcion en la “Introductio” (V)

‘Aqui todo permanece dentro de los limites del andlisis puro, de tal manera
que en la explicacion de las reglas de este cdlculo no hay necesidad de
ninguna figura geométrica.”

Euler, en los primeros capitulos de la “Introductio”, propone eliminar
toda referencia a la geometria en el analisis. Para lograr este objetivo,
introduce el concepto de cantidad abstracta para definir las variables
y a partir de este concepto, define su nocién de funcion. y
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“Una funcién de una cantidad variable es una expresion analitica
compuesta, de cualquier manera que sea, de esta misma cantidad y de
numeros o de cantidades constantes”

En el prélogo de “Instituciones calculi differentialis” (1755) dice Euler:

«Si unas cantidades dependen de otras, de modo que si las ultimas
cambian, lo hacen también las primeras, se dice que las primeras
cantidades son funciones de las ultimas.»

En la primera definicién nos encontramos con la palabra “analitica’.
Euler tenia en mente que una expresion analitica es una expresion
compuesta de magnitudes relacionadas mediante operaciones
algebraicas (es decir, la adicion, la resta, la multiplicacién, la division, la
exponenciacién y la extraccion de raices ) o trascendentes (como la
exponencial, el logaritmo y ‘otras que aporta el cdlculo integral en
abundancia”). Las funciones se dividen en algebraicas y trascendentes
segln consten de un nuamero finito o infinito de operaciones
elementales. Euler considera que la expresién analitica mas general
para una funcion es una serie infinita y toda funcién es desarrollable
en forma de serie de potencias.

Para Euler, una funcién es continua si se encuentra definida por una
Unica expresién analitica. La continuidad es una propiedad intrinseca
de cada funcién y esto implica que es una propiedad global y no
referida a puntos concretos o a tramos como la definimos hoy. Este
concepto de continuidad, separa a Euler de la moderna concepcién de
funcion.

Euler revisara el concepto de funcién de la "Introductio" unos anos
mas tarde como consecuencia de su participacién y contribuciones en
el debate de |la cuerda vibrante.

Continuar con  la definicion moderna de funcion

K Volver a -IVJ
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7.1 La funcidon exponencial y logaritmica en la
"Introductio”

Euler vuelve al planteamiento original que dio lugar a la invencién de los
logaritmos, es decir, poner en valor la relacién de la funciéon logaritmica y
la exponencial como funciones inversas. A cada funcién logaritmica le
corresponde una funcioén inversa del tipo y= a*, que llamamos funcién
exponencial.

Euler inicia su aproximacion desarrollando directamente en serie la
funcidon exponencial en lugar de partir de la funcién logaritmica, definida
mediante el calculo como integral de la hipérbola.

4 )

Figura 7.1. La grdfica de la funcién exponencial y logaritmica

&7

a=203

v Enciones logaritmicas +/ | Funciones exponenciales
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A diferencia de las funciones logaritmicas, las funciones exponenciales
estan definidas para todo valor de x. También podemos comprobar que
son siempre positivas y crecientes para valores de la base a > 1. Para
valores de la base menores que 1 la funcidon exponencial es decreciente.
En todos los casos la funcion exponencial corta al eje Y en y=1 puesto que
cualquier numero elevado a O resulta ser igual a 1.

7.1.1 La funcion exponencial

Como hemos dicho, Euler se propone obtener una serie infinita para la
funcidon exponencial. Para obtener este desarrollo procede de la siguiente
manera:

Si € es un infinitesimal, a€ es un poco mayor que 1, (a°=1), y se puede
escribir, para algun k>O0:

a®* =1+ ke

Si x es una cantidad finita positiva, que resulta de multiplicar € por un
nuimero N suficientemente grande, podemos poner:

a* =aV = (a)" = (1 +ke)N

Para establecer esta igualdad Euler aplica con una gran destreza los
principios del algebra de los infinitesimales. La originalidad de este
planteamiento supone un alarde de imaginacién y de seguridad en su
razonamiento insuperables.

A partir de aqui, Euler desarrolla esta expresién por el teorema del
binomio y obtiene:

N kx N Kx?  Kx*  k*x* [7.1]
a :(1+ﬁ) =1+kx+ TR TR TR
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Principio de la demostracion

= 14 N(ke) + XD (ey2

N(N — 1)(N — 2) N(N — 1)(N — 2)(N — 3)
* 3! 41

a* = (1+ kc)N

(ke)® + (ke)* + ...

Recordemos que, X = N - ¢, sustituimos:

2= (1+k3)" =1+ (kx)
(N-1)

JN-D) sy (NSDIN=2) g (N DN —2)(N -3)

4. 4
9N 9N 3N 9N 3N4N KX e

Al tender N a = resulta,

(N-1) _
< =1
(N-2) _
< =1
(N —3)

< =1

Simplificando obtenemos el desarrollo anterior.

Final de la demostracion

Euler ha obtenido el desarrollo en serie de a* y de forma simultanea,
tenemos el binomio que ha dado lugar a la serie, y que es una sucesion de
funciones para cada valor de N.

Al definir las sucesiones hemos aceptado que sus términos pueden ser
numéricos o funciones. El término de la sucesion que resulta cuando N se

hace suficientemente grande también define a*.
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7.1.2 La funcion logaritmica

Euler aplica para desarrollar la funcion logaritmica un procedimiento
semejante al de la exponencial. Partiendo del mismo punto,

a¥=1+kw

w =log, (1+k w)

luego, multiplicando por N
N-w =log, (1+k w)N

si hacemos,

(1+k w)N =1+x
tomando logaritmos a ambos lados de la igualdad,

N -w =log, (1+x)

Como tenemos, (1+k w)N =1+x

2l

(1+ko) = (1+x)

Z|~

ko =(1+x)¥ -1
multiplicando por N cada miembro,
N ;
No = =[(1+x)% — 1] = log,(1+x) [7.2]
y con un cambio de variable de x por x+1,
1
loga () = (<N ~ 1)
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1
Desarrollando en serie (1 4+ x) N obtenemos

x2 x* xt

74’3—14—...

Z|=

N(1+x)¥N =N =x—

Inicio de la demostracion

2|~

(1+x)Y¥ =
1 IN-1), ., IN-1)@N-1), , IN-1)N-2)(N-3),
L+ g+ = ® NonaN ) N2N3N4N ()7 oo

Al tender n a « resulta que

(N-1)

1
2N 2
(2N —-1) 2
3N 3
3
4

(3N — 1)
AN

Sustituyendo y multiplicando por N obtenemos:

N(1 %—N x2  2x3  2.3x4
I+x)¥ =N4x—F 455 -7+

Final de la demostracion

y obtenemos el desarrollo en serie de la funcién logaritmica volviendo a la
expresion inicial [7.2]:

Loox X x 7.3
10ga(1+x):E(X_E+?—Z+...) [7.3]
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Figura 7.2. Funciones de Euler

|:| Mostrar desarrollos en serie mostrar funcidénes de Euler
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La funcién exponencial y logaritmica son inversas

Podemos comprobar que la funcion logaritmica es inversa de la
exponencial. Sustituyendo x por y en la expresion de los logaritmos, X =

log, (y), obtenemos:

aX — aloga(Y) — y

Efectuando la misma sustitucion en las expresiones obtenidas para ambas
funciones resulta:

1 N
KN(y~¥ —1
ax:[1+%] =y N =y
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7.2 Laidentificacionde e

Obtenido el desarrollo en serie de la funcién exponencial podemos
observar que la base elegida, no es necesariamente un nimero natural o
entero, sino que la propia definicidon de la funcidon nos conduce a aceptar
como base cualquier numero real. Haciendo x=1 en el desarrollo en serie
obtenido para la funcién exponencial, podemos obtener el valor de a que
corresponde a cada valor de k.

N

=(1+<=) =1+k+ 'k2+

3 4
N) o1 'k—l— k—l—

3! 4!

por ejemplo, paraa = 10, k es un nimero entre 2,3y 2,31. Paraa= 2, k esta
entre0,692vy0,7.

Aplicando un procedimiento inverso, dando valores exactos a Kk,
obtenemos para k=1 un valor de a de aproximadamente 2,72. Euler
bautiza este niumero de infinitas cifras decimales como e:

B Y 1 1 1
=(1+g) =l+l+g TR

e puede obtenerse,;segin resulta de su definicion, de dos maneras
equivalentes, como valor de una suma infinita y como valor limite de una
sucesion, aunque como vemos en el calculo adjunto ambas difieren
bastante en su velocidad para acercarse al valor limite.

Este nimero e, resulta ser también la base de los logaritmos naturales
que, en el estudio de la funcion logaritmica como funcién de areas de la
hipérbola, (apartado 5.1) hemos identificado como el valor de x para que
el drea definida por laintegral sea exactamente 1.

/
].
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Figura 7.3. Diferentes definiciones de e

que identificamos como e.
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Representamos (1+1/n)" para x=n para comprobar que al crecer n la funcién se aproxima a un limite

n (1+1/n)"

1 2,00000

10 2,59374

50 269159
100 2,70481
1000 271692
10.000 2,71815
100.000 2,71827
1000.000 2,71828
10.000.000 2,71828

suma de los primeros doce términos nos da: 2,718281828

Podemos comprobar que es mds eficiente el cdlculo mediante su desarrollo en serie, que a partir de la

J
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Una historia paralela de e

Euler, como discipulo de Bernoulli, conocia el estudio sobre el interés compuesto de
Jacques Bernoulli de 1683 donde aparecia la expresion (1+1/n)".

Si se invierte una Unidad Monetaria (que abreviaremos en lo sucesivo como UM) con
un interés del 100% anual y se pagan los intereses una vez al afio, se obtendrdn 2 UM
al final del ano. Si se pagan los intereses 2 veces al ano, dividiendo el interés entre 2, la
cantidad obtenida es 1 UM multiplicado por 1,5 dos veces, es decir, 1 UM x 1,502 =
2,25 UM. Si dividimos el afio en 4 periodos (trimestres), al igual que la tasa de interés,
se obtienen 1 UM x 1,254 = 2,4414... En caso de pagos mensuales el monto asciende
alUMx=2,61303..UM.

Por tanto, cada vez que se aumenta la cantidad de periodos de pago en un factor de n
y se reduce la tasa de interés en el periodo, en un factor de 1/n, el total de unidades
monetarias obtenidas estard dado por la siguiente expresion: (1+1/n)" y se obtiene un
resultado que se acerca progresivamente a un valor sin llegar a alcanzarlo.

El nimero e esta por tanto presente en las finanzas y aparece en la férmula del interés
continuo, que es el valor limite del interés que se obtiene al disminuir indefinidamente
el periodo de pago.

La féormula del interés continuo es:
Capital final = Capital inicial . e "

Siendo i la tasa de interés para un periodo y n el nimero de periodos que transcurren
en el plazo de la inversion.

Por ejemplo, si sobre mil euros nos ofrecen 12% anual, el capital a final del ano serd 1
120€. Si nos pagan mensualmente los intereses, al 1% mensual, el capital final
resultara ser 1000 e %112 =1 130€ . Atentos pues a como nos aplican los intereses
en nuestro banco, puesto que el periodo de cdlculo afecta al resultado final. En
lenguaje bancario, el 13% es la Tasa Anual Equivalente (TAE) del interés del 12%,
pagado mensualmente.

Con seguridad, Bernoulli no reconocié ninguna conexién entre su trabajo y los
logaritmos. Euler es el primero en establecer esta relacion y utilizar la letra e para
identificar este niimero.
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En efecto, para k=1, el valor de |la base de la funcién exponencial es e, y la
serie obtenida como desarrollo de la funcién logaritmica en [7.3], resulta ser
igual a la serie de Mercator.

NI+ 9b 1) =log (1 +x) = (x— > 4+ 5 -

con lo que podemos afirmar que:

In=log,

En consecuencia, la exponencial €* es la funcién inversa de la funcién
logaritmica natural, lo que la convierte en la funcion exponencial por
excelencia vy justifica que para distinguirla entre las demas funciones del
mismo tipo, se la conozca como exponencial natural.

7.2.1 La relacion de los logaritmos de Napier con los
naturales

Los logaritmos naturales también se suelen llamar neperianos, que es un
reconocimiento a Napier como inventor, pero no implica una
correspondencia exacta entre ellos, aunque podemos ver que si existe una
cierta similitud.

Los logaritmos neperianos se definen como
N =10"(1-10"7)"
HaciendoN; = %yLl = %07 podemos poner,
Ny — [(1 B 10_7)107]L1
siendo (1 — 10°7)" = (0,999999)*" = 0, 3678794..,

casiigual a: % 2 0, 3687969
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L1 = loglNl

€

1_167 - logl (%),es decir: L = 10710gl (%)
© €

Los logaritmos naturales en base 1/e, se corresponden casi exactamente,
con los logaritmos neperianos, si dividimos N por 10’y multiplicamos el
logaritmo obtenido por 10”.

7.2.2 La derivada de las funciones exponenciales

La derivada de las funciones exponenciales, son proporcionales a la
funcién original, como podemos comprobar derivando la serie obtenida

paraa®,

X _ Lioo, Lig g 144
a —1—|—kx—|—§kx —|—§kx —|—Ekx + ...
cuya derivadaes:
xy/ L oaa 1.ogg 1 44 X
(") =k(1+kx+ =k"x" + =k°x* + —k"x" +....) =ka

2! 3! 4]

Como consecuencia de que la funcion exponencial y la logaritmica son
inversas podemos poner:

y =a¥ = o(lna)x
Si derivamos esta expresion obtenemos:

y =Ina (e(ln a)x )=Inaa"

luego, podemos identificar k conIn a.
[ y =(a") =a*lna ]
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Inicio de la demostraciéon aplicando la definicién de derivada

Si aplicamos las reglas para la derivacién a la funciéon exponencial ,
resulta:

X+AX X

a —a
AX
gue esigual a,
ax an . ax
AX
luego,
AX
a 1
X
a*( )
AX

Podemos poner en lugar de Ax, 1/N cuando N tiende a oo, sustituyendo,

1
obtenemos para el paréntesis el valor: N (aﬁ — 1), gue es por definicién
In (a). Luego:

y' = a"In(a)

Fin de la demostracién

La funcion exponencial natural tiene la propiedad de ser igual a su
derivada.

Siy’ =y In(a), para el caso de a=e, obtenemos y’ = ¥, es decir,
y'=y.
La especial propiedad de la funcion exponencial en base e es

observable facilmente, porque obtenemos la serie inicial, si
derivamos el desarrollo en serie de la funcion término a término,
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=1+x+ L + L + — 1 ‘4
= X+ —x2 + —=x3
2! 3! 4
Esta propiedad, convierte a la exponencial natural, en opiniéon de
muchos, en la funcién mas importante en matematicas.

La propiedad de la funcion exponencial, en base e, de ser igual a su
derivada tambien es valida para sus derivadas sucesivas. Esta propiedad
nos permite obtener de forma muy sencilla su desarrollo en serie
siguiendo la féormula de Taylor, porque la funcién y todas sus derivadas
soniguales a 1 para x=0.

fx)=1'(x)=1"(x)=t"(x)=---=1
7.2.3 La derivada de la funcion logaritmica

Al definir la funcién logaritmica como la funcién de areas de la hipérbola
equilatera, hemos visto que la derivada de la funcién es siempre la
hipérbola 1/x. También hemos identificado el coeficiente de esta
proporcién, que hemos llamado k, :

1
Kk =1a

Una vez identificado e como la base de los logaritmos naturales, podemos
redefinir k, como:

k, = logax 1 logae

Inx Ina 1
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y resulta:

Este resultado también podemos obtenerlo aplicando a la funcion
logaritmica la definicion de derivada y ejecutando los calculos tal como
mostramos a continuacion.

Inicio de la demostracion aplicando la definicién de derivada

Aplicando las reglas para la derivaciéon obtenemos:

log, (x + Ax) — log,x
Ax

gue por las propiedades de los logaritmos podemos poner:

loga (x+Ax)

X

AX
Simplificando,
1

AX  Ax
loga (1 + ?)AX

Si multiplicamos el exponente por1 =

|

X

A
lOga(l + _X)XAX
X

X
1 AX  Ax
—log, (1 + —X)AX
X X
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Manejando adecuadamente el resultado obtenido,

X
AX | Ax
1+

es equivalente a:

1 X

A

1+5)"
AX

que podemos poner como (1 + %)n siendon :& .

Cuando Ax se hace pequeno, n aumenta, por lo tanto podemos concluir
que la expresion de laderivada es:

1 1
/__1 1 ~\n
Y—Xoga(‘|n)

para n tendiendo a infinito, resulta segun la definicién obtenidade e:

1_11
y = Jloge

Fin de lademostracién
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Figura 7.6. Derivada de las funciones logaritmica y exponencial

B = (3.9-1:73)

=k, =127
In(b)

y = loga(x) = In(z) X ks = In(xz) x 1.27

1.27
T

ke i
y' =log,(z) = —= =i

Representacién de la funcién exponencial a* y su funcién derivada. Con el deslizador movemos la

base de la funcién y observamos que la funcién y su derivada coincidan cuando el deslizador nos da
el valor dee.

Representacion de la funcién logaritmica y su derivada. Con el deslizador modificamos la base de la
funcién logaritmica.

Se calcula el drea bajo la hipérbola equildtera y = 1/x desde 1 a x igual a la base de la funcién
logaritmica, que es lo mismo que la interseccion con la horizontal de abscisa = 1.

Podemos comprobar que cuando la derivada coincide con la hipérbola y = 1/x, el drea resaltada

: Y,

\iene valor 1y el deslizador nos sefiala e como base de la funcion logaritmica.
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Crecimiento y decrecimiento exponencial

Cuando el numero e aparece en las ecuaciones para describir fenomenos de
crecimiento o decrecimiento decimos que varian exponencialmente. Existen muchos
fenémenos naturales de crecimiento o decrecimiento exponencial, como por ejemplo
la desintegracién del carbono 14 o el crecimiento de poblaciones de bacterias en
ausencia de factores que limiten el crecimiento.

La férmula general de estos fenémenos es:
P(t) = P(0) et

La poblacién en un instante t, se obtiene multiplicando la poblacién en el instante O
por el factor e enel que k se denomina constante de crecimiento.
Si derivamos esta funcién de crecimiento obtenemos:
kt
J = dP(0)e
dt

El crecimiento en el periodo t de la poblacidn es proporcional a la poblacién en ese
momento t

= kP (0) e = ky

Si en laboratorio unas bacterias crecen exponencialmente con una constante de
crecimiento k=0,41 en un periodo de una hora, si la poblacion en el instante O es
1000, a las cinco horas la poblacioén serd:

P (5) = 1000 e**!> = 1000 **° = 7.768

El tiempo que una poblacién tarda en duplicarse:

2P = Pekt
2 = ekt
Luego, el tiempo de duplicacion es:
In2
t= —
k



El carbono 14

El C estd en una proporcion en la atmosfera de R atm = 1012 (ratio en la
atmosfera) respecto del C 1

EI C14 es radioactivo y se desintegra exponencialmente con una k de 0,000121 por

ano. A partir de la fecha en que un organismo vivo deja de respirar, la desintegracion
del C14 hace variar el Ratio del C14 respecto del R atm en la atmosfera original.Si

una muestra tiene con un ratio del 15% del R atm resulta:

—0,000121t __
Ratm c v - Oa 15 Ratm

- 1
o—0,000121t _ 0,15

—0,000121t = In(0, 15)

t=15.700 arios

i, el primer nimero imaginario de la historia

Si cualquier numero real puede expresarse algebraicamente, la afirmacion inversa no es
cierta. De antiguo son conocidas expresiones algebraicas que no tienen su solucién entre
los niimeros conocidos. Para Descartes,

“ni las raices verdaderas ni las falsas son siempre reales; a veces son imaginarias”.

Tal como estdn definidas las operaciones, el cuadrado de un nimero positivo es otro
numero positivo. También el cuadrado de un nimero negativo es un niimero positivo. En
consecuencia al extraer la raiz de un nimero positivo podemos dar por vdlidos dos
resultados, uno positivo y otro negativo, pero no podemos extraer la raiz cuadrada de un
numero negativo, puesto que no hay ningtin nimero real cuyo cuadrado sea negativo.
Las raices de nimeros negativos aparecen al intentar resolver expresiones polinémicas
de segundo grado del tipo a x> + b x + ¢ = 0, cuyas dos soluciones se obtienen por la

conocida férmula:
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X

_ —b=£/(b? —4ac)
- 2a

En el caso de que el discriminante sea negativo, (Se llama discriminante al término
b? — 4ac que esta afectado por la raiz cuadrada), no podemos obtener la raiz cuadrada
de un ntimero negativo, y por lo tanto, un niimero real como solucion. Si dibujamos la
funcioén, una pardbola, podemos observar que, el caso del discriminante negativo se
corresponde con el hecho de que la curva no corta el eje x y por lo tanto, desde un punto
de vista grdfico, se confirma que no existe solucidén en este caso.

En el siglo XVI, en la Italia del renacimiento, surge el interés por la resolucién de las
ecuaciones de tercer y cuarto grado, que se convierten en protagonistas de los duelos
matemdticos que se celebraban entre matemadticos, intercambiando listas de problemas
a resolver por el rival. En uno de estos duelos, Antonio Maria Fior, que conocia soluciones
para algunas cubicas incompletas heredadas de su maestro, Scipione del Ferro (1465-
1526), reta a Nicolo Tartaglia (1500-1557) un matemdtico competente y de gran
prestigio en ese momento, a resolver una lista de problemas basados precisamente en la
resolucion de ecuaciones cubicas.

Tartaglia, resuelve la ecuacion general de tercer grado y comparte su férmula con
Cardano (1501-1576), bajo el solemne juramento de no revelar el secreto hasta su
muerte. Unos anos mds tarde, en 1545, con la escusa de haber tenido acceso a los
documentos de Scipione del Ferro, publica la solucién de la ecuacion ctibica en “Ars
magna”, donde expone ademas la solucién para las cudrticas.

La solucién que desde entonces se conoce como “férmula de Cardano”, transcrita a
notacion moderna es, para la ecuacionx® +px + q = 0:

—q 1 4p3 1 —q 1 4p3 1
= (g @)+ (g gy @5

Como en el caso de las ecuaciones de segundo grado, la expresion bajo la raiz cuadrada
se llama discriminante, que en este caso es:

(9> +4 ﬁ)
27
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p=-6.3
=i 10

q_:-3.4
©—pr—g=2"—632z—-34=0

b2
[~

A= = —25.48

w ],
'_\g =

Soluciéom de Cardano = (—q + Al

bo
——
e
_|_
o |
57
I
k.
—
I
-3

Discriminante

Representando la funcién para los diferentes valores de p y q, podemos ver que la
férmula de Cardano obtiene la raiz de la ecuacién cuando el discriminante es positivo.
Cuando los coeficientes dan un valor negativo al discriminante, la férmula de Cardano
fracasa.

Lo que ocurre para las cubicas es diferente de lo que hemos visto para los polinomios
de segundo grado. En el caso de discriminante negativo, el grdfico de la funcion delata
raices reales y la grdfica de la ecuacion corta el eje x en tres puntos.

Cardano detecta este problema pero no puede entender que sentido tiene su férmula en

este caso. Por ejemplo, si aplicamos la formula al casodex® — 15x —4 =0
11 11
x = (24 (—121)2)3 + (2 — (—121)2)3

y queda la raiz cuadrada de un niimero negativo (-121) que impide obtener una solucion.
Pero por otra parte es fdcil comprobar que existe una raiz de valor x=4.
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La solucién del enigma se debe a Rafael Bombelli que en 1572 realiza estos cdlculos
1 1

sustituyendo —121 2 por suvalor 11 (—1) 2 , resultando:
11

2)3 (1)
y para resolver la raiz cubica, establece una relacion entre el radicando de las dos raices

cubicas, para lo que necesita obtener un par de nimeros, a y una b, que cumplan las
igualdades siguientes,

x=(2+11 (1)% )% + (2—11(-1)

DO | =
DN | =

(a+b(=1)2) =2+11(-1)

N[

(a—b (—1)%)3 =2—11(-1)

1
2

De esta manera, sustituir en la formula de Cardano, el término b (—1)2 se anula con

1
—b (—1)2 yelresultado es 2 a.
Si sabemos que el resultado es 4, entonces a= 2. El tinico valor posible para b es 1
1 1
(2+(-1)2)* =2+ 11(-1)2
podemos sustituir la primera raiz cubica de (1) por

13
(@+(-12))" =2+(-1)

N[

y del mismo modo la segunda raiz cubica por

(2 (-1)2)"° —2- (-1)2

El resultado es:
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Es decir, al sumar los dos radicandos desaparece v/ —1 y el problema es salvable sin
entrar a discutir el significado de /—1 vy siguiendo las reglas del dlgebra para obtener la

solucién. De alguna manera, suponiendo que las raices cuadradas de -1 tienen sentido
obtenemos un resultado correcto.

La solucién de Bombelli no tiene ningtin valor prdctico, puesto que para llegar a la
solucién debemos conocer la raiz previamente, lo cual no es precisamente el caso mds
general. Su manejo de v/—1, es el primer paso para su aceptacién como nimero, aunque
su encaje con los “ntimeros” tradicionales no va a ser inmediata.

La v/—1, permanece en el misterio durante los dos siglos siguientes. Ya hemos visto la
opinién de Descartes sobre las raices "falsas”.

Para Leibniz, los nimeros imaginarios

“son una especie de seres anfibios, a medio camino de la existencia y la no existencia que
recuerdan a este respecto al Espiritu Santo de la teologia cristiana”.

El simbolo i

Euler rescata del olvido a v/—1 en la “Introductio”, donde aparece como una de las
claves para la obtencién de la “férmula mds bella”. Euler es consciente que v/—1, no es
una operacion vdlida, porque la raiz cuadrada solo esta definida para nimeros positivos.
Por este motivo, unos arios mds tarde, prefiere introducir \/—_1 como un nuevo numero,

al que llama i, y que define como 2 =—1.

Hay que esperar hasta el siglo XIX para la definicién por Gauss de una nueva categoria
de niimeros, que se llamardn niimeros complejos, y de los que el nimero i serd la “unidad
imaginaria”. A partir de su introduccién los numeros complejos adquieren el
protagonismo que les corresponde y dardn el salto a las ecuaciones de la fisica,
demostrando que también forman parte del lenguaje de la naturaleza.

La férmula de Cardano, para los casos de discriminante negativo, puede resolverse
operando de acuerdo con el dlgebra de los nimeros complejos, y se obtienen
correctamente las raices de la ecuacion de tercer grado. (Ver la solucion de la ecuacion de
Cardano en el anexo sobre ntimeros complejos, figura 9.11)
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7.3 El final inesperado

En el siguiente capitulo de la "Introductio”, Cantidades trascendentes
derivadas del circulo, Euler aborda la definicién de las funciones
trigonométricas y también aqui opta por un camino original. Euler
observa que laidentidad basica de la trigonometria,

cos’x + sen’x = 1

Puede descomponerse, con la ayuda del nimero i, en factores de la
forma:

(cos x + isen x) (cos x—isenx) = 1

La introduccién de i, tiene para Euler un sentido puramente algebraico,
para aprovechar las propiedades de las potencias sucesivas del nUmero i,

(ix)? = —x?
(ix)? = —x? - ix = —ix®
(ix)* = —ix® - ix = x*
(ix)° =x*-ix = ix’
(ix)% = ix® - ix = —x°
Repitiéndose la secuencia -1, -i, 1, i, -1 ... Indefinidamente al

incrementarse el exponente.

Esta descomposicion en factores, con la inclusién del nimero i, permite
gue la alternancia de signos se corresponda con la propia de las funciones
trigonométricas.

(cosx +isenx)(cosy+iseny) =

cosy cosx—seny senXx—+1(cosy senx+seny cosX)
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Teniendo en cuenta la férmula de la suma de angulos,

COsy cosX — seny senx = cos (y + x)

cosy senx + seny cosX = sen (y + X)
obtiene:

(cosx +isenx)(cosy+iseny) =cos (y+x)+isen (y+ x)
Repitiendo la multiplicacién por un nuevo factor,
(cos (x+y)+isen (x+y))(cosz+isenz)=
cos (y+x+z)+isen (y+x+2z)

y por induccién:

(cos x 41 sen x)" = cos (nx) + i sen (nx),
del mismo modo podemos obtener,

(cos x —1isen x)" = cos (nx) + i sen (nx),

Estas férmulas ya habian sido publicadas por De Moivre en 1707 y eran
conocidas por Euler.

7.3.1 Las formulas de Euler

Sumando y restando las formulas de De Moivre para seno y coseno
obtenemos:

(cosx +isenx)" + (cosx — isenx)"

2

cosnx =

(cosx +isenx)" — (cosx — isenx)"
2

sennx =
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Euler interviene con su habilidad para manejar los infinitesimales y
propone, n - X = z, para n muy grande y X muy pequeno, cuyo producto es
un ndmero finito z . Sustituimos en la férmula n - x por z y simplificando,
teniendo en cuenta que, x= z/n, y que para x muy pequeio podemos
sustituir sen x por x y cos x por 1.

Efectuando las operaciones, resulta:

(1+i2)"+ (1 —i%)"

CcoSz = -
21
1+i%)" — (1 —i2)"
senz:( n) ( n)
21
Puesto que sabemos que:
7 n
V4 — 1 _
e’ = ( —I—n)

Las anteriores expresiones quedan, como:

Este resultado nos viene a decir que las funciones trigonométricas
pueden obtenerse a partir de la funcién exponencial, de una forma

misteriosa, porque no sabemos muy bien que significa €, ya que la

funciéon exponencial no la hemos definido para exponentes imaginarios.
Esta conexion entre las funciones trigonométricas y la exponencial nunca
pudo imaginarse cuando se definieron estas funciones.
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Sumando cos x y sen x, obtenemos:

e™ = cos x +1senx

y restando:

e =cosx—1senx

Esta férmula se conoce como formula de Euler, aunque es un titulo que no
detenta en exclusiva pues existen otras “férmulas de Euler” que compiten
conella.

Estamos ante una férmula cuyo sentido pleno se obtiene aplicada a los
numeros complejos, pero los nUmeros complejos aun tardaran un siglo en
aparecer en la escena matematica. Esta férmula adquirird una gran
importancia en la integracion de determinadas funciones trigonométricas

aprovechando que la integral de €™ es inmediata.

Una vez descubierta la relacién entre las funciones trigonométricas y
la exponencial, advertimos que se podria haber sospechado esta
conexion.

La pista a seguir es |la simetria de la ecuacién de la circunferencia con
la de las hipérbolas que obtenemos sustituyendo en su ecuacion x
por ix o multiplicando por i. De la circunferencia partimos para
obtener integrando las funciones trigonométricas, y podemos
relacionar la hipérbola con la exponencial a través de su inversa, la
funcion logaritmica.
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Figura 7.7. Simetrias

Para obtener las funciones trigonométricas hemos partido de la integral del drea bajo la
circunferencia unidad, y — (1 —x2 )%. Cambiando el signo del paréntesis, o sustituyendo por ix,
obtenemos una hipérbolay = (1 + x2 ) %, simétrica respecto del eje Y, tangente a la
circunferencia de radio 1 en y=1. Multiplicando la ecuacién de la circunferencia por i, obtenemos
otra hipérbola, y = (X2 — 1)% , también tangente al circulo en el punto x=1y simétrica respecto
del eje X.

Por otra parte las funciones logaritmicas las hemos obtenido mediante la integral de la hipérbola
y = @ , que es una hipérbola girada 45° respecto de cualquiera de las anteriores y que coincide

con ellas para In(a) =2. Para este valor la funcién logaritmica tiene por ecuaciéon y = % , Y su

J

B 1 g 2
simétrica, la exponencial y = € = (e*)”.
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7.3.2 las Ildentidades derivadas de la formula de Euler

Una formula es una igualdad que establece una relacién entre constantes
y variables que siempre debe cumplirse. Dando valores particulares a las
variables de una férmula, obtenemos lo que se conoce como una
identidad. Vamos a concretar la formula de Euler para algunos valores
particulares de x.

La primera de ellas, la identidad que estamos persiguiendo desde el inicio
de nuestro libro, a la que nos hemos referido de forma un tanto impropia
como “férmula” de Euler.

Particularizando la expresion e = cos(x)+ i sen(x), para x= 17, se obtiene:

y de ahi la presentacién como:
e™+1=0

“Elegante, concisa y cargada de significado, solo podemos reproducirla e
interrogarnos sin cesar acerca de sus implicaciones. Atrae en la misma medida
al mistico, al cientifico, al filosofo y al matemdtico. Para cada uno de ellos
reviste su propio significado” 16

Un segundo resultado interesante de la formula de Euler es que permite
descubrir la naturaleza de los logaritmos de los nimeros negativos.
Podemos poner la identidad anterior como:

In(—1) =mi

Entonces para cualquier nimero negativo

18 Eduard Kasner y James Newman. Matematics and imagination (Nueva York, Simon and Shuster,
1940)
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In(—a) =Ina+In —1=Ina+mi

Euler demuestra que el logaritmo de un nimero negativo es un nimero
con una componente imaginaria, que en el futuro se llamaran nimeros
complejos. Ademas, como es evidente que se cumple:

el %M — cos (x) + i sen (x)
podemos poner:

In(—a) =Ina+ 2kni

con lo que se demuestra que existen infinitos logaritmos para un mismo
numero negativo.

Por dultimo, la formula de Euler también nos permite obtener otra
identidad interesante. Particularizando e = cos(x)+ i sen(x) para x=11/2,
resulta:

e—in/2 — i
luego:
. i i
i = (e 111/2) _ en/?

Con lo que obtenemos un resultado sorprendente, ya que elevando i a un
namero imaginario obtenemos un nimero real.

7.3.3 Laformula de Euler para las funciones hiperbdlicas

La relacién entre las funciones exponencial y las hiperbdlicas, se puede
deducir de forma similar a como lo hemos hecho para las trigonométricas
y en este caso no involucraran ai.
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Figura 7.8. Simetrias hiperbélicas

X(A)=0.75
i

x(B) = -0.87
fol

y = cosh(x)

— i

y = |genh(z) =

\_

La formula de Euler equivalente para las funciones hiperbdlicas es:
e* = cosh x + senh x
e * = senhx — cosh x

Sumando ambas expresiones tenemos:

et —e* e +e*
coshx = — senhx = ——
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Capitulo 8

Euler no escribia sin sentido
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Al iniciar nuestro relato hemos definido este siglo como el de la rotura de
las reglas de las matematicas antiguas, que avanzaban progresando sobre
la base de demostraciones basadas en esquemas légicos sencillos, como
el silogismo, la induccidn, ...

La explosién de nuevas ideas y conceptos lleva a la necesidad de plantear
una manera de consolidar los avances de una manera completamente
diferente. Ademas de constatar su utilidad para la descripcion de los
fendmenos fisicos y su aplicacién a casos particulares, uno de las
garantias para confirmar un resultado es comprobar su consistencia
cuando se obtiene por diferentes vias.

Si revisamos lo que hemos ido describiendo en una secuencia temporal,
podremos comprobar que existe diversidad de demostraciones que
aportan evidencia de certeza a los resultados.

Esta habilidad para compatibilizar diferentes aproximaciones da
coherencia al universo matematico de Euler y le proporciona la
perspectiva necesaria para ofrecer una nueva vision del Calculo. Asi
interpretamos el objetivo de la “Introductioc” de ofrecer una
sistematizaciéon de desarrollos ya conocidos previamente, sin utilizar los
métodos del calculo diferencial e integral.

La identificacion de e es la pieza clave del puente que Euler establece a
través de la exponencial, entre las funciones trascendentes y las
funciones trigonométricas. El nimero e aparece bajo tres formas

. : - . n
diferentes. La primera como valor limite de la sucesion (1 + %) , la

segunda como desarrollo en serie, y una vez identificados los logaritmos
hiperbdlicos con los logaritmos en base e, mediante la integral definida de

la hipérbola equilatera.
1
—-dx =1
. X

Tres definiciones para un Unico valor de e.
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La definicién de Euler de las funciones exponencial y logaritmica se basa
en su habilidad con el “dlgebra de los infinitesimales” para formular
ambas funciones en forma de binomio, y obtener sus desarrollos en serie.
Euler obtiene una conexién entre, la sucesién de funciones que obtiene al
desarrollar el binomio para valores de n enteros, con los n primeros
términos de su serie de Taylor. Al crecer n hacia valores “grandes”, la serie
de funciones converge a la funcidon exponencial y su serie de Taylor se
hace infinita.

Las expresiones obtenidas para estas funciones confirman su definicién
como funciones inversas.

kx N
X: 1 -
a (1+ N)
N
log,(x) = — (x¥ — 1)

Para las funciones trigonométricas, Euler prescinde en la “Introductio” de
los desarrollos en serie obtenidos por Newton a partir de la integracion
de la ecuacioén de la circunferencia. Su punto de partida son las férmulas
clasicas para el seno y el coseno de la suma de angulos, a partir de las
cuales obtiene la férmula De Moivre y a partir de ella la definicion de e
en funcién de seno y coseno de X, y escribir:

e™ = cos x +1senx
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La obtencion de la identidad de Euler mediante Taylor

Este resultado se hubiera podido obtener igualmente a partir del Calculo,
gue es el procedimiento de demostraciéon habitual hoy en dia. Una vez
establecida la propiedad de €* de que todas sus derivadas son iguales a la
funcioén original, es inmediato obtener su desarrollo de Taylor y observar
su relacién con los desarrollos ya conocidos para sen x y cos x, obtenidos
mediante la integracién de la circunferencia.
N x xX x x* x xf X
e :1+ﬁ+5+§+a+ﬁ+a+ﬁ+m
X x3 x° X

] 3] 5! 71

X
cosx=1 —— + — - — +...

. ix x x* x* ix* ¥ X

T T T TR TR TR T
ix ix3 ix® ix”

senx= 9 T3 twmo Tt
x? x4 x0

cosx=1 —E +E —a—i—

Podemos extraer i en el desarrollo de sen x y resulta:
sen(ix) = isen(x)
Con lo que finalmente:

e™ = cosx + 1 senx
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Obteniendo la féormula de Euler por este procedimiento, mediante la
suma de desarrollos en serie, se observa claramente el papel de i para
alternar, en el sentido adecuado, el signo de los diferentes sumandos.

Descartes tuvo un suefno, Napier una obsesidon, Fermat invento los
infinitesimales, Newton y Leibniz hicieron posible el “invento del siglo”,
pero finalmente, Euler ilumina la escena. Percibimos esta capacidad, solo
al alcance de los grandes, cuando estamos comentando unas pocas
paginas, del conjunto de miles, de su monumental obra.

Euler tenia todo a su alcance para obtener estos resultados mediante el
Calculo, pero su opcién de abrir una nueva via de demostraciéon nos
confirma la superioridad de su punto de vista, que le permitia abordar los
problemas desde diferentes aproximaciones y dotar al Calculo, recién
descubierto, de una gran solidez.

A diferencia de Descartes o Newton antes que él o de Cauchy después de él,
Euler no inicié nuevas ramas de las matematicas, pero nadie fue mds prolifico
ni diestro en utilizarla, nadie llegé a dominar y utilizar los recursos del dlgebra,
la geometria y el andlisis para obtener tantos resultados admirables. 17

17 gl pensamiento matematico, de la antigiedad a nuestros dias. Morris Kline. Alianza editorial,
1992.pag. 536
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8.1 Una ventana al futuro

El progreso de las matematicas no se detiene. Hemos seguido la pista
durante un siglo al nimero e pero, al acabar el relato, queda por explicar
el final para muchos de los hilos de debate que han ido apareciendo y que
quedan abiertos al futuro. Hacemos un inventario de como se fueron
resolviendo en el tiempo, ordenados segin su fecha de resolucion,
referida a la de publicacion de la “Introductio” en 1745, poniendo de
manifiesto indirectamente la genialidad de su formulacién prematura.

+2-1747 - La definicion moderna de funcion

Los matematicos empezaron a aplicar el cdlculo infinitesimal para
resolver problemas de la fisica. Hemos visto que en su origen el calculo se
ocupa de problemas de cuadraturas que quedan resueltos mediante
funciones elementales. La resolucién de problemas mas complicados
lleva a plantear las primeras ecuaciones diferenciales. El problema del
péndulo, la ecuacion de la cuerda flexible suspendida y sometida a su
propio peso, o los primeros estudios sobre elasticidad aplicados a la
deformaciéon de vigas. En la logica evolucion aparecen problemas que
requieren el estudio de ecuaciones de segundo grado y en derivadas
parciales.

Jean Le Rond d’Alambert en 1746, plantea el problema de la cuerda
vibrante “una cuerda tensa que se hace vibrar”, como la de los
instrumentos musicales. Pocos meses después Euler escribe un articulo
“Sobre la oscilacidon de cuerdas” en la que sostiene la conveniencia de
aceptar como soluciones validas configuraciones del estado inicial de la
cuerda lo mas generales posibles, en concreto propone admitir funciones
definidas “a trozos”. En terminologia de Euler funciones discontinuas,
aungue hoy las definimos como continuas con derivadas discontinuas.
Por ejemplo, al tensar una cuerda pulsando un punto intermedio,
podemos imaginar el estado inicial de la curva como la composicion de
dos tramos rectos que se unen en el punto donde pinzamos la cuerda para
hacerla vibrar.
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Euler introduce asi un nuevo tipo de funciones, que superan lo propuesto
por él mismo en la “Introductié” muy poco tiempo antes.

Me parece que la consideracion de este tipo funciones que no estdn sujetas a
ninguna ley de continuidad nos abre un campo completamente nuevo en el
andlisis.

Esta nueva definicidon de funcién se consolidara a partir de los estudios
sobre el calor de Fourier (otra vez la fisica sefialando el camino a los

avances matematicos).

El estado inicial del “calor” de una barra metalica es mas arbitrario que el
de la cuerda vibrante y no requiere de ninguna ley de continuidad.
Fourier consigue desarrollar funciones muy arbitrarias, definidas por
tramos, en series de funciones trigonométricas, y demuestra que por mas
arbitraria que parezca la funcion definida, la serie trigonométrica
obtenida converge a los valores de dicha funcién.

De alli que Fourier exprese una idea verdaderamente revolucionaria:

En general la funcion f(x) representa una sucesion de valores u ordenadas cada
uno de los cuales es arbitrario [...] Nosotros no suponemos que estas ordenadas
estdn sujetas a una ley comun; ellos se suceden unos a otros de cualquier
manera que sea [...] 1

Podemos imaginar una funcién como una «maquina» o caja negra, que
transforma los valores u objetos de «entrada» en los valores u objetos de
«salida». La Unica restriccion para esta caja negra es que para cada valor
de entrada asigne un Unico valor de salida. Los valores de entrada, sobre
los que se aplica la funcion son el “dominio” de la funcion y los valores de
salida la “imagen” de la funcién.

Una funcién puede definirse por varios procedimientos. En general, la
definicion se obtiene por la regla o método que permite calcular la
imagen a partir de los valores de la variable de entrada.

18 Fourier citado por Keisler, 1976
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+76-1821 - El finde los infinitesimales

Durante el siglo XVIII, la buasqueda de fundamento para los
infinitesimales estuvo siempre presente entre los matematicos, pero los
primeros resultados sélidos deben esperar al siglo XIX, a lo que a veces se
llama la “época del rigor”, en la que los matematicos se inclinaron por la
introduccién de la teoria de limites en el andlisis.

A partir de la publicacién por Cauchy en 1821
de su "Curso de andlisis", se precisa el
concepto de funcion, de limite y de
continuidad, tomando el concepto de limite
como punto de partida del andlisis y
eliminando de la idea de funcién toda
referencia a una expresion formal, algebraica
o no, para fundarla sobre la nocién de
correspondencia introducida por Fourier.

Karl Weierstrass (1815 1897), profesor desde 1856 y durante treinta
anos, de la Universidad de Berlin es también considerado el "padre del
analisis moderno". A él se deben las definiciones de continuidad, limite y
derivada de una funcioén, que siguen vigentes en la actualidad.

Con la teoria de limites se logra eliminar las dificultades en el manejo del
infinito por el célculo diferencial e integral de Leibniz y Newton,
definiendo la derivada como limite de un cociente y la integral como
limite de unas sumas parciales. Los infinitésimos, como cantidades
infinitamente pequenas diferentes de O, se abandonan y se sustituyen por
un proceso potencialmente infinito de aproximacién. En definitiva, se
introduce en el andlisis una nueva operacion, que llamamos “paso al
limite”. Esta operacién asociada a la suma, permite sumar infinitos
sumandos y asociada a la divisibn nos permite resolver la
indeterminacion de su resultado cuando el divisor es O.
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La teoria de limites esta muy enraizada en nuestra manera de razonar y en
el lenguaje natural, de manera que es dificil imaginar desde nuestra
perspectiva, la dificultades que los matematicos tuvieron para justificar los
conceptos que dieron inicialmente forma al Célculo.

(" )

El paso al limite

Una sucesién puede definirse para un numero finito de valores de n, o bien puede
entenderse definida para cualquier niimero natural. A estas sucesiones las llamamos
infinitas puesto que, por muy grande que tomemos el valor de n, siempre podremos
concebir uno mayor. El infinito que resulta de esta operacion reiterativa e ilimitada, es
decir, de una recursividad interminable, es lo que se llama “infinito potencial”. Esta
nocion de infinito es a la que se apela para la definicion moderna de limite. Las
sucesiones cuyo término general se aproxima a un valor dado “L” al crecer n hacia
infinito, se dice que tienen por limite ese valor (También se dice que tiende hacia “L” o
convergen hacia “L”) . La definicion de limite que usamos actualmente se expresa asi:

Una sucesion converge hacia L, si para todo € > 0, existe un niimero natural N tal
que, para todo n> N se cumple que: |a,-L| <&

Entonces se dice que la sucesion tiende a L o que tiene el limite L , cuando n tiende a
infinito:

lim a, =L

n—oo
Para definir una aproximacion debemos disponer de una unidad de medida que nos
indique la distancia a ese limite. La unidad de medida que establecemos es ¢. Esta
unidad no necesitamos definirla como sucede con las unidades que se aplican a la
fisica. En la definicion de limite, tenemos libertad para definir € tan pequefo como
queramos, pero sea cual sea su valor, debe existir un nimero N a partir del cual la
distancia al limite sea menor que ¢.

Una sucesién converge si y solo si la diferencia en valor absoluto entre dos términos
cualesquieraa,,y a,, paramy m > N, tiende a O.

1,M—00

\. .
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La derivada como limite. Con la teoria de limites se logra fundamentar el cdlculo
diferencial e integral resolviendo los problemas de justificacion tedrica originales. La
derivada resulta definida utilizando el concepto de limite de la siguiente manera:

La funcién f(x) es diferenciable en “x” si existe el limite:

dy y Ay y f(x + Ax) — f(x)
dx  Ax>0 Ax AxSo dx

Es decir, el cociente de incrementos cuando Ax tiende a O, converge en f'(x)= dy/dx.

Este enfoque evita la discusion sobre la naturaleza de los infinitesimales. Ax es
simplemente una variable respecto de la cual se efectta la operacion de paso al limite.

Las suma de series infinitas. Una serie es la suma de una sucesion de infinitos elementos.
Representamos una serie con un simbolo que llamamos sumatorio 2 y la serie entonces
queda como:

siendo n es un ntimero entero y esta expresion se lee, suma de a,, paran de O a cc.

Como no existe definida una suma de infinitos elementos, podemos considerar la suma de
sus n primeros términos que llamaremos S, De esta manera a partir de la serie obtenemos
una sucesion. Si existe un limite para esa sucesion S,, cuando n tiende a infinito, a ese
limite le lamamos suma de la serie.

S = lim S,

n—oo
Las series para los que existe un limite finito para su suma se dice que convergen hacia ese
valor y en caso contrario se dice que son divergentes. Para que una serie converja debe de
cumplir varias condiciones. La primera condicién es que el término general sea cada vez

mds pequerio, es decir, se aproxime a O al aumentar n. Esta condicién no es sin embargo
suficiente.

Debemos hacer una comprobacién adicional para asegurarnos de la convergencia de una
serie. Existen diferentes maneras de hacerlo, una de ellas es que el cociente del valor
absoluto de los coeficientes de dos términos consecutivos sea menor que 1. Cuando el
limite es 1 no podemos asegurar la convergencia.

Para profundizar el la teoria de limites, consultar el capitulo IV de Cdlculo diferencial e
Kin_tegral Moédulo Il en iCartesiLibri J
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+86 -1831- Los numeros imaginarios

La introduccién el nimero i en las matematicas deja el camino abierto
para la aparicion de una nueva categoria de numeros, que no
sospechabamos.

Gauss (“Theoria residuorum bicuadraticorm’,
1831), define los “nimeros complejos” como
pares ordenados de numeros reales, que
tienen una componente real y otra imaginaria.

“«_n

Un numero complejo “z” es de la forma z=x+iy,

“«_n

es decir, “z” es una pareja de numeros reales,
[{§ » «“ »

siendo “x” la componente real e “y’ la
componente imaginaria.

Hasta la aparicién de los nimeros complejos
todos los numeros estaban alineados en la
recta de los nimeros reales. Caspar Wessel
en 1799 y Jean-Robert Argand en 1806, fueron los primeros en
representar los nimeros complejos en un plano, el plano complejo, con
un eje real y el eje vertical representando la componente imaginaria,
siendo el punto (0,1) del plano la representacion de la unidad imaginaria i.

Gauss también demuestra el teorema general del algebra, segin el cual,
las raices de un polinomio con coeficientes complejos son numeros
complejos. De este modo se cierra la posibilidad de que aparezca un
nuevo tipo de nimeros como habia pasado con los nimeros reales. Los
polinomios con coeficientes reales tienen raices que pueden ser reales o
imaginarias. Los nimeros imaginarios son los nimeros mas “generales”
que existen. Si a los matematicos les fue dificil aceptar numeros
negativos, con infinitos decimales...los nUmeros imaginarios son el ultimo
reto para comprender lo que es un numero. El club de los nimeros no
admite mas socios, naturales, enteros, racionales, irracionales, reales e
imaginarios.
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Podemos interpretar una funcion de variable compleja como una
correspondencia que se representa visualmente utilizando dos planos,

uno para la variable independiente z; = X1 + 1y1, que llamamos plano
“cartesiano” y otro plano zg = us + 1 Vy para la variable dependiente.
Este plano se llama habitualmente plano de Gauss.

La funciéon de variable compleja es una transformacion de las lineas del
plano “cartesiano” en otras figuras en el plano de “Gauss”. La funcién €',
siendo x un nimero real, la parte real la funcion €' es cos (x) y la parte

imaginaria sen (x), por lo que los puntos de la recta real se transforman en
una circunferencia de radio unidad en el plano de Gauss.

Figura 8.1. e* en el plano de Gauss
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Tenemos un punto A sobre el eje y en la primera ventana que podemos mover con el deslizador. En la
segunda ventana vemos la transformacién del punto A en z1 por la funcién €™ sobre el circulo
unidad.

En esta segunda pantalla representamos los puntos con su componente real sobre el eje x y su
componente imaginaria sobre el eje y.

Si activamos la segunda casilla de control obtenemos también el punto z2 que es el transformado de
Apore'®,

Podemos ver el movimiento de los puntos z1 y za simétricamente al eje real.

Activando la casilla de control 3 obtenemos la suma de z1 y Zo como suma de dos vectores.

(Sumando su componente real y su componente imaginaria separadamente). El vector rojo

resultante vemos que solo tiene componente real y comprobamos que se cumple la identidad de
1X —1X

Euler,cosx = ————, trasladando a la primera ventana la mitad del valor obtenido sobre el

J

eje real del plano de Gauss, como valor de y=cos x.

i en las ecuaciones de la fisica

Hay otra manera de entender la funcién e* = cos x + i sen X, al margen
de la representacién habitual de las funciones de variable compleja,
descomponiendo la funcion por una parte en, y = cos X, y por otra en
z = 1sen X. De este modo, podemos representar la funcion en dos planos

perpendiculares, siendo el eje Z, perpendicular a X e Y, el eje de la
componente imaginaria de la funcién.

La composicién de movimientos ondulatorios perpendiculares permite
interpretar diferentes fendmenos fisicos. En las ecuaciones de Maxwell,
qgue describen el electromagnetismo, y en la ecuacién de onda, que
explica el comportamiento de las particulas subatémicas, aparece i. Lo
qgue ha nacido imaginario, como “seres anfibios a medio camino de la
existencia y la no existencia” (Leibniz), resulta estar en lo mas profundo del
comportamiento de la realidad. La fisica de hoy aprovecha la
especulacion matematica 250 anos avanzada a su tiempo.
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Figura 8.2. i en las ecuaciones de la fisica

l l ver plano Y ‘
‘ | ver funcion e M y

®=272

ra
La

Para cada x, podemos dibujar un punto de la componente real y = cos x y otro de la componente
imaginaria z=sen x. El conjunto de estos dos puntos nos dibuja una espiral de generatriz circular que
se proyecta en el plano (y, z) como la circunferencia e'*.

Estamos superponiendo las funciones seno y coseno que ondulan en planos perpendiculares y la
presencia de i es la responsable de este giro de 90°. )

=
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+ 109 -1854- Laintegral de Riemann
La integral de Riemann, creada por
V & Bernhard Riemann en un articulo
‘@ publicado en 1854, fue la primera
s IR definiciéon rigurosa de la integral de
una funcién en unintervalo.

La integral de Riemann de una
funcién de variable real se denota usualmente de la siguiente forma:

/ab f(x)dx

Necesitamos definir cuatro conceptos:

e La particion de un intervalo, [a, b] es un conjunto finito de puntos,
P[(x; = a),Xs,- - (X, = b)] conx; > x;_; paravalores deidesde 1an.

e La norma de una particion es la amplitud del intervalo mayor.
e Para una funcién f en [a, b], tomando una particion P de ese intervalo,

[lamamos suma de Riemann a la suma:

n

S(P,f) = Z f('[k)(Xk — Xk—l) para, Xk-1) < tk < Xk

k=1

e Una funcion f acotada en un intervalo [a, b] se dice que es integrable
Riemann en ese intervalo, si existe un nimero | tal que para todo nimero
real positivo €, existe una 0 positiva tal que, si P es una particiéon de [a, b]
cuya norma es < 9§, entonces:

S(P,f) — I <e
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P .
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Figura 8.3. La integral de Riemann
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En otras palabras, la integral es el limite de la suma de Riemann cuando la
norma de la particion tiende a 0.

Por razones practicas, la particion del intervalo total suele suponerse
compuesta de intervalos de igual magnitud X‘N;X'“ que al tender N a oo,
podemos identificar como dx.

La notacién de Leibniz sobrevive a la introduccion de la definicion de la
integral como limite de sumas de Riemann,

Xi=n

b
/ f(x) dx = lim f(x;)dx;

dx—0
Xj=a
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Originalmente fab f(x)dx representaba la suma del 4rea de rectangulos
infinitesimales y se ha convertido en una abreviatura que asume la
integral como limite de una sucesion de sumas. El calculo de una integral
definida consiste en calcular y obtener el limite de esa sucesion.

Si para la diferenciacion, necesitdbamos ejecutar un “paso al limite”, la
operacioén inversa nos vuelve a llevar a un problema parecido. Para la
derivacion se trata del valor limite de una divisién, aqui estamos ante el
valor limite de una suma de n sumandos, cuando n se hace
suficientemente grande.

236



+ 221 -1966- El analisis no estandar

En 1966, Abraham Robinson publica Non-Standard Andlisis, donde
presenta el andlisis no estdndar como una teoria de los infinitesimales,
gue bien puede considerarse su renacimiento dentro de las matematicas
“rigurosas”.

En su "Prefacio", Robinson dice lo siguiente:

"En el otono de 1960 se me ocurrié que los conceptos y métodos de la Légica
Matemdtica contempordnea son capaces de proveer un marco adecuado para
el desarrollo del Cdlculo Diferencial e Integral por medio de los niimeros
infinitamente grandes e infinitamente pequerios".*

Robinson construye una extensién de los numeros reales, que llama el
campo hiperreal, que incluye los nimeros finitos, los infinitesimales y los
infinitos, y demuestra que para el campo hiperreal son validas todas las
formulas del campo real. Para la recta hiperreal todo nimero real
ordinario finito esta rodeado de los que estan infinitesimalmente
proximos a ély forman el &tomo del nimero real.

Las ideas intuitivas de los creadores del calculo

“pueden ser plenamente reivindicadasy ... conducen a un enfoque novedoso y
fructifero del Andlisis cldsico y de muchas otras ramas de las matemdticas.” 2°

19 Origen destierro y renacimiento de los infinitesimales. Kemel George Gonzalez. Revista
Educacion y Pedagogia.

20 Cita a Abraham Robinson en Wikipedia, “Anélisis no estandar”
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9.1 Problemas resueltos de geometria analitica

9.1.1 Latangente aunacurva

Hallar la tangente a una curva es el problema mas elemental resuelto por
el calculo. Exponemos aqui el caso de una curva de la que no podemos
obtener su ecuacién explicita.

éa )

Figura 9.1. La tangente al folium de descartes
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%Kz'én del folium = X —3xy+y3=0
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Para el folium de Descartes de ecuacién x® +y® = 3xy, derivamos,

aplicando al término 3yX la regla del producto:

3x% + 3y’y’ = 3y + 3xy’
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Despejando y’ obtenemos

2
/ X* =Yy

Y=y

Sustituyendo x e y por las coordenadas del punto obtenemos Ia
pendiente de la tangente en ese punto.

9.1.2 longitud de una curva

La longitud de una curva, también esta a nuestro alcance puesto que
observando el triangulo formado por los diferenciales en un punto,
podemos afirmar que la hipotenusa del tridangulo, es la longitud de la

curva en ese tramo infinitesimal, y por Pitagoras, ds = +/(dx? + dy?).
Dividiendo por dx obtenemos:

ds
- —./1 2
dx Ty

La longitud de la curva es la integral,

b
S:/ v 1+ y?dx

entre los dos puntos que definen el tramo. Obtener la longitud de una
curva supone, por tanto, ejecutar una integral que, frecuentemente, no es
inmediata, ni facil de obtener. En este supuesto, tenemos dos alternativas
amano. La primera desarrollar en serie la funcién a integrar, para integrar
a continuacién término a término y la segunda obtener la integral
definida mediante un método de aproximacién numérica, con la férmula
de Simpson, por ejemplo.
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Figura 9.2. Ejemplos de cdlculo de la longitud de una curva
A
E n,=28 E
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Longitud de la parabola
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. . ‘2 X
Si tenemos una parabola de ecuacién y = o » queremos obtener la

longitud de la curva entre x=0y x=a,

!/
y =X
S:/ V1 + x2dx
0

Esta integral es bastante dificil de ejecutar. Una primitiva de la funcién
resulta ser:

1 1
—Eln(—x +vx2+1)+ EX\/X2 +1
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Para x=0, esta expresioén es O, por lo tanto, la integral definidaentre Oy a
toma el valor:

1
—Eln(—a+ vaz+1)+ %\/32 +1
Longitud de la hipérbola

Hipérbola de ecuacion y = % , desde x=1 a x=a. Su derivada es:

r— 1
y =—%

S:/ V14 x—4dx
1

En este caso la funcion a integrar se hace infinita en 0. Su desarrollo en
serie centrado en O no es viable. Optamos en este caso por el calculo de la
integral definida por métodos numéricos.

Longitud de la funcién logaritmica

Curva logaritmica de ecuacion y= In x , desde x=1 a x=a,cuya derivada es:

/ 1
y =5

S:/ V14 x2dx
1

Es un caso semejante al de la hipérbola por no estar definida la funcién en
0.
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9.1.3 Maximos y minimos

Resolvemos el problema clasico de obtener el rectangulo de area maxima
inscrito en un triangulo, que puede convertirse en obtener el cilindro de
volumen maximo inscrita en un cono. El calculo de tangentes y el de
maximos y minimos son problemas intimamente relacionados. Obtenida
la tangente, una funcién alcanza un maximo o un minimo en los puntos en
los que su tangente es horizontal, de pendiente igual a O.

( )

Figura 9.3. Rectdngulo de drea mdxima inscrito en un tridngulo

x(D) =116
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Area del rectangulo=5.13

Para resolver el problema, obtenemos en primer lugar el drea del rectdngulo inscrito en funcién el
punto de contacto con el tridngulo. Obtenemos el mdximo de esta funcion derivando la expresion
obtenida e igualando a O.

Para distinguir entre un mdximo o un minimo, debemos averiguar si la funcion es creciente o
decreciente en el entorno de el punto obtenido. Para ello obtenemos la segunda derivada en el punto
que investigamos. /
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También resolvemos analiticamente el problema planteado por Kepler
sobre el volumen de los barriles de vino, reducido al calculo del volumen
maximo de un tonel cilindrico, cuya diagonal desde su boca superior

hasta su base sea dada, variando el didmetro de su base circular.

4 )

Figura 9.4. El tonel de Kepler
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"d" es la longitud medida por la vara del comerciante y "r" el radio de la base del cilindro.

Los cilindros de diferente base para una misma longitud de la vara diagonal estdn inscritos en un
circulo de radio igual a "d".

Fijando "d" podemos observar la variacién del volumen en funcion de "r".

Dibujada en rojo la funcién del volumen y superpuesta en linea discontinua su derivada.

J
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9.1.4 Curvaturay radio de curvatura

Hemos obtenido la tangente a una curva en un punto. Nos queda
definida, en ese punto, la recta perpendicular a la tangente que llamamos
normal a la curva. Es posible trazar una circunferencia con centro en un
punto cualquiera de la normal y de radio igual a la distancia del punto
elegido y el punto de tangencia. De este modo podemos ver que hay
muchos circulos tangentes a una curva en un punto.

De entre todas estas circunferencias, con centro sobre la normal a la
curva buscamos identificar una que fue llamada «circulum osculans»
(«circulo que besa») por Leibniz. La inversa del radio de esta
circunferencia lo llamamos curvatura. De acuerdo al concepto intuitivo,
en los puntos de mayor curvatura el circulo “osculador” tiene un radio
menor. Para una recta, la curvatura es O y el circulo “osculador”, de radio
infinito, se confunde con la propia recta.

Para calcular la curvatura en un punto de una curva, ponemos atencién a
la variacion de la pendiente de la tangente, al mover el punto de
tangencia unds sobre la curva.

La curvatura la definimos como:

sza

y podemos poner:

do_dadx _da 1
ds dxds dx ds

dx

Sabemos que tg a =y’ y por lo tanto, a =arctg (y’), por lo que derivando y
aplicando laregla de la cadena:
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Figura 9.5. Ejemplos de evolutas
o
I:l hiperbola !
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Por otra parte sabemos de ds = /dx? + dy? por lo que

d
> _ v/ dx2 4 dy?

dx
Efectuando las operaciones obtenemos la férmula de la curvatura:

d(x_ 1 " 1
& 1+y2 iiye
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Simplificando:

"

ko= Y
Ty

El radio de curvatura es el inverso de la curvatura obtenida.

La obtencion de la curvatura es un calculo que solo requiere obtener la
derivada primeray segunda de la funcion.

9.1.5 Ecuacion del péndulo

La ecuacidn del péndulo simple se debe a Christian Huygens. Hacia el afio
1673, construyé el primer reloj de péndulo, basandose en el isocronismo
de las oscilaciones que sus ecuaciones demostraban, dando el primer
paso importante para la medicion del tiempo con precision.

El isocronismo es una propiedad del movimiento arménico simple, que es
un movimiento periddico de vaivén, en el que un cuerpo oscila de un lado
al otro de su posicion de equilibrio, en una direccién determinada, y en
intervalos de tiempo iguales.

Esta propiedad, en la que se basa el reloj de Huygens, fue observada por
Galileo, hacia el ano 1581 en la catedral de Pisa, cuando la amplitud de las
oscilaciones se iba reduciendo, permanecia sensiblemente constante su
duracién.

Un dia en que asistia, algo distraido sin duda, a una ceremonia religiosa, fijo su
mirada en una ldmpara de bronce, obra maestra de Benvenuto Cellini, que,
suspendida de una larga cuerda, oscilaba con lentitud ante el altar. Quizds, con
los ojos fijos en aquel metrénomo improvisado, unié su voz a la de los
celebrantes; la Idmpara se detuvo poco a poco y, atento Galileo a sus ultimos
movimientos, observé que marcaba siempre el mismo compds.J. Bertrand:
Galileo y sus trabajos
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Un ejemplo es el caso de un cuerpo colgado de un muelle, oscilando
arriba y abajo. El objeto oscila alrededor de la posicion de equilibrio
cuando se le separa de ella y se le deja en libertad. Para el caso de un
objeto suspendido de un muelle podemos poner:

d?x
m—— = —kx
dt2
Siendo m la masa del objeto y k el coeficiente de elasticidad del muelle.
. k .,
Haciendo @2 = m resulta la ecuacion:
d2x )
— = —0°X
dt?
Figura 9.6. Péndulo simple
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Para obtener las ecuaciones del péndulo podemos plantear el equilibrio
de fuerzas que actian sobre él, descomponiendo el peso de la masa
suspendida, en una componente en el sentido del hilo y en otra
perpendicular a ély por tanto tangente al circulo que describe el péndulo.

F; = —mgsen0 =m a;

La aceleracion tangencial del péndulo podemos convertirla en
aceleracién angular, expresada en funcién del dngulo y de la longitud del
péndulo (L).

aa = L0

La ecuacién del movimiento resulta, sustituyendo en la ecuacion de
equilibrio:

—mgsen =mL0O” , 0”7 = %sen@

Esta ecuacién no es la de una funciéon armaénica, por la presencia de sen 6,
en el lugar de 6, en la ecuacion del movimiento, a diferencia de la
ecuacion del cuerpo suspendido del muelle elastico.

La resolucion de esta ecuacién diferencial no esta al nivel de este libro,
pero podemos obtener una solucidon aproximada, transformando la
ecuacion del péndulo en la de un movimiento arménico, considerando
oscilaciones para las que se puede aceptar quesen8=0.

g
0" =—=20
L
Haciendo ®? = % resulta la ecuacion:
0” = —w2 0
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La solucién general de este tipo de ecuaciones es:

0 = A cos (ot) + B sen (ot)
Los coeficientes A y B se determinan a partir de las condiciones iniciales
del movimiento. Habitualmente el péndulo se separa 6 de la posicién de

equilibrioy se suelta, por lo que para t=0, 6, =A.

La velocidad angular sera O en el instante inicial, luego:

do
EG = w(—A sen (ot) + B cos (ot))
Luego para (31—? — (0, resulta B=0, con lo que la ecuacion del movimiento

gueda:

0(t) = 6o cos(\/%t)

El periodo del movimiento, el tiempo que tarda en completar una
oscilacion es:

El periodo del péndulo simple es independiente de la masa suspendida vy,
también, de la amplitud de las oscilaciones, siempre que éstas sean
suficientemente pequenas como para que la aproximacion sen 8 = 8 sea
aceptable. Para amplitudes menores de 10° la correccidon es menor del
0,2%.
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El periodo depende de la longitud del péndulo, de manera que al
aumentar la longitud aumenta el periodo. Por ejemplo el péndulo de
Foucault del museo de la ciencia de Barcelona de 23,9 m de longitud
oscilaen un periodo de casi 10 s.

La ecuacion del movimiento del péndulo general es bastante mas
compleja, y confirma que la amplitud es sinodal para pequefas
oscilaciones pero deja de serlo al aumentar. El periodo no depende de la
masa suspendida pero aumenta al incrementarse la amplitud, de acuerdo
con la expresion:

2

T~T 1+e—
~ To ( 16)

9.1.6 La catenaria

La catenaria es la curva que forma una cadena o una cuerda,
perfectamente flexible, suspendida entre dos puntos sometida
Unicamente a su propio peso.

Suspendemos la cuerda flexible entre dos puntos situados a la misma
altura sobre el eje de coordenadas X. La tensién de la cuerda en cada
punto sigue la direcciéon de la tangente de su deformada. Obtenemos la
ecuacion de la catenaria planteando las ecuaciones de equilibrio. En
primer lugar constatamos que el esfuerzo en direccion vertical es el
mismo en cada punto de fijacion y su magnitud es la mitad del peso de la
cuerda.

Si estudiamos el equilibrio de un elemento , de longitud “s” a partir del
punto central de la cuerda, podemos descomponer el peso del tramo de
cuerda en sentido horizontal, siendo p su peso por unidad de longitud, y
en sentido vertical conociendo el angulo que forma la tangente a la
cuerda con la horizontal en este punto.

Tcosa= Ty y, Tsena= ps
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Dividiendo ambas ecuaciones obtenemos:

d S

o= W (ps)
dx T()

Puesto que el valor de la derivada de la curva es el de la tangente. La
derivada segunda ser3, sustituyendo ds por su valor en relaciéon a dx y dy:

d? ds dy .2
Ey_PS _ Py (&)
dx? Ty dx Ty dx
Sillamamos v a dy/dx, la expresion anterior es:

dv p

— = —+/1+ (dv)?

dx T() +( V)

dv p

—_— X
1+ (dv)>  To

Integrando la ecuacion, desde el punto medio x=a hasta x, teniendo en
cuenta que para x=a, la tangente es horizontal y por tanto dy/dx=0

arc senh v = L(x —a)
0

cuyainversaes:

_dy 1y
V== senh(T—O(x a))

Integrando de nuevo en el intervalo entre a y x cada uno de los términos,
puesto que para x=a, y es igual a -h,

/ ydx =y +h
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y el primer miembro es:

X T T
/ senh (ﬂ(x —a)) = —cosh (ﬂ(x —a)) - =
a To p To p
con lo que resulta la igualdad:
Ty p Ty
+h= —cosh(—(x—a)) — —
y+h=Leosh (- (x ~a) ~ -

Sabemos que para x=0, y =0, por lo que:

T T
h = —2cosh (La) -2
p To p

Sustituyendo queda la ecuacion:

Ty p p
y = ?(cosh (T—O(X —a)) — cosh (T—Oa))

La longitud del cable suspendido es:
2a dy 2a p
= = —Z)2(dx = 2 (x —
L /ds /0 \/ 1+ (dx) dx /0 cosh(TO (x —a))dx

L= 2Esinh(£a)
Y T
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Figura 9.7. La catenaria
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Para definir la catenaria podemos partir de una longitud (L) de cable y una distancia (2a) entre
anclajes, o calcular la longitud de cable necesaria para salvar una distancia, con un valor de
descenso (h) fijado. En el primer caso debemos resolver la ecuacién obtenida para la longitud de la

cuerda que podemos poner en la forma:
Al — sinh( . a)
2Ty To

Cuya solucién podemos obtener grdficamente, haciendo :1% = X, mediante la interseccion de la
recta %X =y, la grdfica de sinh (x a)=y, obteniendo asi
X

Ty = —
p
Una vez obtenida T, podemos completar la ecuacion de la catenaria.

Para el segundo caso podemos seguir una estrategia semejante a partir de la ecuacion obtenida para

h.
- _J
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Figura 9.8. Familias de catenarias
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Con el deslizador podemos controlar la longitud de la cuerda suspendida. Fijada una longitud,
podemos observar que modificando la distancia OA, controlamos el dngulo de la fuerza de traccién
con la horizontal para sostener la cuerda. Esta observacion se corresponde con nuestra experiencia:
si extendemos una cuerda de longitud dada entre dos puntos el esfuerzo horizontal para sostenerla

varia al aumentar la distancia. (la cuerda esta mds tirante).

J
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9.2 Los numeros complejos

Al hablar de Gauss hemos introducido brevemente los numeros
complejos. Vamos a continuacién a desarrollar un poco mas la teoria para
introducir al lector en el estudio de esta materia.

Recomendamos el documento Analisis complejo de Juan Carlos Ponce
Campuzano disponible en este enlace

9.2.1 Operaciones con numeros complejos

La generalizacion del algebra a un nuevo tipo de nimeros obliga a definir
las operaciones, (Suma, multiplicacién... ) de manera que sean
compatibles con esas mismas operaciones definidas para los nimeros
conocidos hasta ahora, es decir, los nimeros reales.

La suma de dos nimeros complejos, z; = X1 +1Y1 Y Za = Xo + 1y2
se define como:

z3 =21+ 2 =X1 + X2 +1(y1 +Y2)

Situados en un plano de ejes X e Y, los tres numeros z1 , zZs ¥ Z3 forman
con el origen de coordenadas un romboide siendo la diagonal del mismo

la linea que une el origen con z3. Vemos que si Z; y Z3 son reales, y; =
0e yo = 0,yportantoz; + zo = X1 + Xs.

Definimos la multiplicacién del siguiente modo,

712y = (X1 +1y1)(Xe +1iy2) = (X1 X2 —y1y2) +1i(y2 X1 +X2¥1)

gue también es una operacién valida para los nimeros reales, resultando
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71 Z9 = X1 -Xg,cuandoyl =0e Yo = 0.

Cuando operamos con nimeros complejos sin componente imaginaria,
z1 = X1 + 01, lo escribimos como z; = X; . Del mismo modo cuando
operamos con numeros imaginarios puros, z; =0+ 1y; =1Y;j.
Cuandoy; = 1 tenemos la unidad imaginaria i. Si aplicamos las reglas de
la multiplicacién a la unidad imaginaria, z = 0 + 1, para multiplicarla por
si misma, obtenemos:

i?=i-i=(0+i1)(0+il) = (0 —1)+i(0+0) = —1

Hemos obtenido una definicién de i sin tener que recurrir a la expresion
con la que aparece por primera vez en la historia v/—1 y que vulnera
claramente las reglas de las operaciones con numeros reales y la
sustituimos por 2 =—1 gue es una expresion valida para nimeros
complejos. (0 +1)* = (=1 +10).

Una manera alternativa de definir los nUmeros complejos es mediante
coordenada polares, es decir, identificando cada punto del plano por su
distancia al origen y el angulo que forma la recta, que pasa por el punto y
el origen de coordenadas, con el eje x. A la distancia se le llama médulo y
al angulo formado con el eje x argumento. En coordenadas polares
podemos interpretar mejor la multiplicacion de dos nimeros complejos
observando que el producto de dos nimeros complejos es otro nimero
complejo que tiene por moddulo el producto de los mddulos y de
argumento la suma de los argumentos de los factores. También podemos
ver que si sumamos 21T al argumento de un nimero complejo volvemos a
obtener el mismo numero, que ocupa en el plano de Gauss el mismo
punto. Paraz = a+ib,

z| = va? +b?
b
arg(z) = arctg— = 0 + 2nk
a
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Figura 9.9. Operaciones con nimeros complejos
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A+B = (a;+by)+((az + bz} = (—2 + 3.46) + {(4 + |1.48) = [1.46,5.48)

Las operaciones con ntimeros complejos se pueden visualizar fdcilmente si utilizamos una notacién
vectorial para designar los puntos z; = x+i y, representando cada punto por su modulo, que es la

distancia entre (0, 0) y (x;, y;), de valor v/ X2 + Vi Zyel dngulo que forma el modulo con el eje x.

La suma de numeros complejos se comporta como la suma de vectores. La multiplicacion de nimeros
complejos resulta ser otro niimero complejo cuyo modulo es el producto de los médulos y su dngulo
con el eje x es la suma de los dngulos de los factores.

J
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9.2.2 Potencias y raices de un nimero complejo

Con la notacién en polares, hemos visto que de la multiplicaciéon de un
numero complejo por otro resulta un nimero complejo, cuyo médulo es
el producto de los moédulos y su argumento la suma de los argumentos de
los factores.
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Figura 9.10. Raices de un nimero complejo
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Moviendo el deslizador obtenemos las raices de orden n del nimero A. Podemos observar la
distribucion de las raices sobre un circulo, de centro en el origen de coordenadas y radio el médulo de

Para elevar un numero complejo a una potencia n, podemos poner:

2" = |z["

arg(z") = narg(z) = nd = n(¢ + 2nk)

J

La operacién inversa, la raiz n de un nimero complejo se obtiene
analogamente.

Vz| =+
z
arg(V/z) = arg— = —

n, n
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Al ser k un nimero entero positivo existe infinitas raices de un nimero

complejo. De entre ellas, las n primeras, con argumento entre -1y +11.

-

~

Figura 9.11. Raices complejas de la ecuacion de tercer grado
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Hemos visto que la férmula de Cardano para resolver ecuaciones cubicas, en el caso de
discriminante negativo, fracasaba en la identificacion de las raices reales, al aparecer en su
resolucién nimeros complejos.

Hemos visto la solucién de Bombelli para el caso particular de la ecuacionx3 — 15x — 4 = 0.

Si aplicamos a los niimeros complejos, que aparecen en el caso de discriminante negativo, las reglas
de las operaciones con nuimeros complejos, obtenemos tres raices reales. Cada una de las raices
ctbicas de la férmula nos da como resultado tres niimeros complejos, que resultan ser conjugados
dos a dos. (Numeros que difieren en el signo de su componente imaginaria). La suma de estos
conjugados nos devuelve las tres raices reales de la ecuacién cubica.

En la figura superponemos la funcién cubica en el plano de Gauss donde hacemos las operaciones
con los nimeros complejos y comprobamos el resultado sobre el eje real, donde nos aparecen las
raices de la ecuacion. )
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9.2.3 Funciones de variable compleja

Si aceptamos como variable independiente de una funcién un nimero
complejo, por el teorema general del dlgebra sabemos que obtendremos
como resultado otro numero complejo, puesto que los numeros
complejos son un conjunto de numeros cerrado. En consecuencia,
podemos descomponer una funcién de variable compleja en dos
funciones, una para la parte real y otra para la parte imaginaria.
Normalmente se escribe, siendo z la variable compleja z = x + 1,

f(z) =u(x,y) +iv(xy)

4 )

Figura 9.12. Representacion en 3D de una funcion de variable compleja
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Es decir, la funciones “parte real” y “parte imaginaria” son funciones de
dos variables independientes, por lo que para representarlas
graficamente debemos recurrir a dibujar cada una de ellas como una
superficie en un espacio de tres dimensiones. A pesar de ello es dificil
interpretar una funcion utilizando estas graficas.

La formula de Euler para variable compleja

Hemos visto como la funcién €™ se puede representar como una
transformacion del plano real al plano imaginario de Gauss.

Podemos generalizar la formula de Euler facilmente si sustituimos la
X (un numero real) por z (un nimero complejo) y aplicamos las
propiedades basicas de la funcién exponencial:

e’ =" =¢* (cosy +iseny) = (e*cosy) + i(e*seny)

Es decir, la funcion nos trasforma un nimero complejoz = x +1yen
Z1 = X; +1y; enelquex; = e*cosy siendo y; = e*seny.
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Figura 9.13. Representacién de €*
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La ventana 1 representa el plano xy cartesiano. La ventana 2 representa el plano de Gauss, con la
componente real segtin el eje x y la componente imaginaria seguin el eje vertical.

Podemos visualizar como la funcién e = * (cosy + iseny), transforma un punto A (xy) en

la primera ventana en un punto, z; en el plano complejo y las lineas rectas de colores se transforman
en diferentes figuras. Moviendo A con el cursor desplazamos las rectas de colores.

Las rectas verticales en rojo se transforman en circunferencias y las rectas horizontales azules se
transforman en rectas que pasan por el origen de coordenadas. Las rectas verdes que pasan por el
origen de coordenadas se transforman en espirales.

Deslizar los puntos C, D y E sobre sus rectas y observar el recorrido sobre las figuras del plano
imaginario del punto transformado

g J
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9.3 El problema de Basilea

Al hablar de la suma de series numéricas hemos explicado que en muchos
casos la dificultad de su calculo supone un verdadero desafio. La
resolucién por Euler del caso de la serie de los inversos de los cuadrados
de los nimeros naturales se aparta de la linea argumental de nuestro
libro, pero la tratamos en este anexo porque es muy ilustrativa de la
libertad con la que Euler maneja las series infinitas y también nos ilustra
sobre la importancia de su obra.

El punto de partida es el desarrollo en serie de sen x :
x3 x> X

senx =X —y—i—g—?

Suponiendo que la funcién, desarrollada en serie, se comporta como un
polinomio podemos establecer su igualdad con el producto de monomios
(x-x:), siendo x; cada una de sus raices. Puesto que sen n.ot = O para todos

los infinitos valoresde n = +1,+2,..., resulta un producto infinito.
senx = Kx(x — @)(x + ) (x — 2m)(x + 27)(x — 3n)(x + 3m)...
Y efectuando el producto de los binomios dos a dos:

senx = Kx(x* — n?)(x* — 4n*)(x* — 9n°)...

X — =+ — — =... = Kx(x* — %) (x* — 4n*)(x* — 9n?)...
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Si dividimos los dos términos de la igualdad anterior por esta ultima:

x2 xt xS x? x2 x2

1=+ 5~ = (1= )= )= 55)--

lgualando los coeficientes del termino en x2.
1 1 1 1 1 1
- @ttt T i w
0

Con lo que obtenemos un resultado en el que interviene
inesperadamente 1.

F]

<1
Ty
1

Esta serie, no puede interpretarse como un procedimiento para calcular
el valor de 1, porque hace falta un nimero muy grande de términos para
obtener una buena aproximacion.

9.3.1 La funcion Z de Riemann

Si la “formula mas bella” nos ha descubierto un puente entre la
exponencial y las funciones trigonométricas, el problema de Basilea
también abre el camino a la conexion entre disciplinas matematicas,
desbordando el analisis para adentrase en la teoria de nimeros. La actual
teoria de los niumeros primos se inicia con la igualdad demostrada por
Euler que vincula un producto, en el que intervienen infinitos niumeros
primos (p), con la serie de las potencias (s>1) de los reciprocos de los
numeros naturales (n).

267



o7l

@ El Producto de Euler y la Funcion ZETA de Riemann 0 d
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Figura 9.14. El producto de Euler y la funcion Zeta

Riemann plantea, en 1859, una generalizacion de la serie de los inversos
de los numeros naturales, considerando como exponentes numeros
complejos.

() =Y

Esta funcion, que se conoce como funcién “Zeta de Riemann”, converge
para exponentes cuya componente real sea estrictamente superiora 1y,
para s=2, coincide con la serie de Basilea.

En el caso de exponentes cuya parte real es inferior a 1, la funcién Z de
Riemann no es la suma de la serie, tal como se entiende habitualmente la
suma de una serie, sino de su “extension analitica”.
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Riemann avanz6 una conjetura sobre las propiedades de la funcion {(s)
cuya demostracion se ha convertido en uno de los "siete problemas
matematicos del milenio" por los que la fundaciéon "Clay Mathematics
Institute" de Massachusetts ofrece un premio de un millon de délares a
quien lo resuelva. La hipétesis de Riemann continta sin demostracion hoy
endia.

9.3.2 Una interpretacion geométrica del problema de
Basilea

En el canal Youtube “3 blue 1 Brown”, canal de divulgacién con muchos
videos interesantes, podemos encontrar ;porqué esta Pi aqui?, donde se
plantea una construccion que justifica geométricamente el resultado de
Euler.

4 . m )
6 a
i Etapa 1
— o 51 o
\\/’ Etapa 2
] triangulo o
\/ Etapa 3 8 o
J Triangulo 2 3
11,1
o7 ON' oM
@ o
5 55 0 3 5 2 3 4
_1 4
\ Figura 9.15. Resolucion grdfica del problema de Basilea )
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4 )

Etapa 1- Situamos sobre el eje Y, un punto de coordenadas A = (0, 2/m) y trazamos una
circunferencia de centro en A, que pase por el origen de coordenadas. En el didmetro de la
circunferencia situamos dos puntos F y G cuya distancia al origen es, aplicando el teorema inverso de
Pitdgoras:

1 1 1

22 5

Siendo h la altura del tridngulo rectdngulo y a, b los catetos. Podemos poner entonces, puesto que la
hipotenusa es igual al didmetro de la circunferencia:
1 1

= = 4+ =
4 a2 b2
Siendo a y b la distancia de F y G al origen de coordenadas.

Etapa 2- Si construimos una circunferencia de didmetro doble, tangente al eje X, trasladamos los
puntos obtenidos en la circunferencia anterior a la nueva, mediante el procedimiento que se puede
seguir en la figura. Sobre la nueva circunferencia los puntos resultan duplicados, pero la suma del
cuadrado de la inversa de sus distancias al origen, de todos ellos resulta inalterada.

Podemos comprobar este resultado aplicando el teorema de Pitdgoras a cada uno de los tridngulos
formados por los nuevos puntos, en el extremo del didmetro de la nueva circunferencia, y el origen de
coordenadas.

Etapa 3- Repetimos proceso para una nueva circunferencia de didmetro doble del anterior.

Al aumentar el didmetro de la circunferencia el nimero de puntos uniformemente distribuidos sobre
el perimetro se incrementa. Podemos continuar indefinidamente la generacion de nuevos puntos
duplicando en cada paso el didmetro de la circunferencia. /
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Una recta es, en el limite, una circunferencia de radio infinito. Si observamos, los puntos sobre la
circunferencia, al crecer su didmetro, se aproximan a los ntiimeros impares, positivos y negativos
situados sobre el eje X. Establecida esta correspondencia entre los nimeros naturales de la recta real
y los de la circunferencia, podemos poner:

®_1, 1
4 12

1 + 1 + 1 + 1 + 1
(—1)? (—3)? (=52
puesto que hemos visto anteriormente que la suma de los inversos del cuadrado de las distancias al
origen de coordenadas se mantiene constante al crecer el didmetro de la circunferencia.

n=4
8
6
e I o
it 4 \\
$ °
! 1
] 1
] ]
i ]
i 2 i
q ¢
X ;
N /
“ g
Ce._ _e’
3 5 4 = 0 2 4 B 8 11
Numero de puntos=8
2
Radio Circunferencia=2.55
-4 e
i

Como solo nos interesa la suma de los enteros impares positivos resulta:

| N 1 N 1 N 1

8 12 32 52 72
Aun no hemos obtenido el resultado final puesto que nos falta el cuadrado de los inversos de los
numeros pares. De la observacion atenta de la construccion podemos concluir que la suma de los
ntimeros pares es 11%/12, cuya mitad (solo de los niimeros pares positivos) es 12/24 . La suma de las
fracciones para los niimeros pares y los impares, es el resultado obtenido Euler. j

271


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/la_formula_mas_bella/GeoGebra5/basilea-2.html

272



Indice de figuras

Capitulo 2 - Chispas de genialidad

Figura2.1
Figura 2.2
Figura2.3
Figura2.4
Figura 2.5
Figura 2.6

Calculo de logaritmos en base 10

Logaritmo del producto de dos nimeros

Cambio de base de logaritmos

Resolucién grafica de ecuaciones de segundo grado
Regla trazadora de Descartes

Trazado de tangentes por el método del circulo

Capitulo 3 - Precursores del calculo

Figura 3.1
Figura 3.2
Figura 3.3
Figura 3.4
Figura 3.5
Figura 3.6

La tangente de Fermat
Areas bajo la hipérbola
Division larga de 1/1+x
Serie de Mercator

La férmula de Cavalieri

La primera representacion grafica de la funcién seno

Capitulo 4 - A hombros de gigantes

Figura4.1
Figura4.2
Figura4.3
Figurad4.4
Figura4.5
Figura4.6
Figura4.7

Desarrollos en serie por la formula del binomio
Multiplicacion de series

Division de series

Desarrollo del calculo de 1m por Newton
Calculo de la fluxién de y=x°

Interpretacion geométrica de la derivada

Célculo de ladistancia recorrida

273



Figura4.8 Lafuncionde areas
Figura4.9 Teorema fundamental del Calculo

Figura4.10 Interpretacionde laintegral definida

Figura4.11 Calculodelareaenelintervalo AB

Figura4.12 Laformulade Simpson

Capitulo 5 - Las nuevas funciones

Figura5.1 Lafuncionlogaritmica

Figura5.2 Gradossexagesimalesy radianes
Figura5.3 Definiciéon de arco coseno

Figura5.4 Calculode arcocoseno

Figura5.5 Definicionde arcoseno

Figura5.6 Calculodearcoseno

Figura5.7 Ladefinicidon de las funciones hiperbdlicas
Figura5.8 Laderivadade lafuncionseno

Figura5.9 Breve catdlogo de funciones derivadas

Figura5.10 Derivacionimplicita

Capitulo 6 - Infinitos sumandos

Figura 6.1
Figura 6.2
Figura 6.3
Figura 6.4
Figura 6.5
Figura 6.6

Sucesién de funciones

Series de potencias

Valor limite del término general de una serie
Desarrollo en serie de 1/1+x2

Desarrollo en serie de la funcién arco coseno

Desarrollo en serie de la funcién arco seno

274



Figura 6.7
Figura 6.8
Figura 6.9

Inversion de series
Inversién de arco coseno

Desarrollo de taylor de sen x

Figura6.10 Restode Taylor de e*

Capitulo 7 - La formula mas bella

Figura7.1
Figura7.2
Figura7.3
Figura7.6
Figura7.7
Figura7.8

La grafica de la funcién exponencial y logaritmica
Funciones de Euler

Diferentes definiciones de e

Derivada de las funciones logaritmica y exponencial
Simetrias

Simetrias hiperbdlicas

Capitulo 8 - Euler no escribia sin sentido

Figura 8.1
Figura 8.2
Figura 8.3

e en el plano de Gauss
i en las ecuaciones de lafisica

Laintegral de Riemann

Capitulo 9 Anexo 1- Problemas resueltos de geometria analitica

Figura 9.1
Figura 9.2
Figura 9.3
Figura9.4
Figura 9.5
Figura 9.6
Figura 9.7
Figura 9.8

La tangente al folium de Descartes

Ejemplos de calculo de longitud de una curva
Rectangulo de area maxima inscrito en un triangulo
El tonel de Kepler

Ejemplos de evolutas

Péndulo simple

La catenaria

Familias de catenarias
275



Capitulo 9 Anexo 2- Los nimeros complejos

Figura 9.9 Operaciones con niumeros complejos

Figura 9.10
Figura9.11
Figura 9.12
Figura 9.13

Raices de un nimero complejo
Raices complejas de la ecuacion de tercer grado
Representacion 3D de una funcion de variable compleja

Representacion de e?

Capitulo 9 Anexo 3- El problema de Basilea

Figura9.14
Figura 9.15

El producto de Euler y la funcién zeta

Resolucion grafica del problema de Basilea

276



277



Bibliografia

e La Geometrie editada en Francés por  Gutenberg.
www.gutenberg.org. Consultaonline

e Introductio in analysin infinitorum. Leonhard Euler (Traduccién al
inglesy original enlatin). Consulta on line

e Una reelectura del Introductio in analysin infinitorum de Euler.
Ricardo Quintero Zazueta. CINVESTAV, IPN. Departamento de
Matematica Educativa, 1999. Consultaonline

e |La obra de Euler. Tricentenario del nacimiento de Leonhard Euler.
Fernando Bombal Gordén. Instituto de Espana, 2009. Consulta online

e Tratado de fluxiones, Tomas Cerda. Real academia de ciencies i arts de
Barcelona, 2015.

Libros de Historia de las matematicas

e Historia de la matematica, Carl B. Boyer. Ciencia y tecnologia, Alianza
editorial.

e El pensamiento matematico, de la antigiiedad a nuestros dias. Morris
Kline. Alianza editorial, 1992. Consultaonline

e Historia de las matematicas en los ultimos 10.000 anos. lan Stewart.
Consulta online

e La proporcioén trascendental, Alfred S. Posamentier/Ingmar Lehman.
Ariel, 2006.

Libros de texto para consulta
e Calculo. Jon Rogawski. Editorial Reverté.2012
e Calculus. Michael Spivak. Editorial Reverté.2012

e Calculus. Tom M. Apostol. Editorial Reverté.2002
278


ftp://198.252.153.71/gutenberg/2/6/4/0/26400/26400-pdf.pdf
http://www.17centurymaths.com/contents/introductiontoanalysisvol1.htm
https://miscelaneamatematica.org/download/tbl_articulos.pdf2.be562e82e09fbab1.7175696e7465726f2e706466.pdf
http://teorica.fis.ucm.es/ft8/Euler.Bombal.pdf
http://www.librosmaravillosos.com/elpensamientomatematico/index.html
http://www.librosmaravillosos.com/historiadelasmatematicasenlosultimos10000anos/pdf/Historia%20de%20las%20matematicas%20-%20Ian%20Stewart.pdf

Libros de texto para consulta en iCartesilLibri

e Calculodiferencial e integral Médulo | Carlos Alberto Rojas Hincapié.

e Calculodiferencial e integral Modulo |l Carlos Alberto Rojas Hincapié.

e |ntegrando con Paco Juan Guillermo Rivera Berrio, y José Roman Galo
Sanchez.

e Curvas ysuperficies Juan Guillermo Rivera Berrio y Josep M? Navarro
Canut.

Figuras Geogebra

e GeoGebra es software libre y multiplataforma y puede descargarse
gratuitamente desde la web Geogebra.org. También pueden descargarse,
con licencia Creative Commons, los trabajos de la comunidad educativa
publicados en la misma web.

e Losoriginales de los dibujos de este libro también estan disponibles en
esta direccion.

279


https://proyectodescartes.org/descartescms/matematicas/icartisilibri/item/4227-calculo-diferencial-e-integral-modulo-i
https://proyectodescartes.org/descartescms/matematicas/icartisilibri/item/4249-calculo-diferencial-e-integral-modulo-ii
https://proyectodescartes.org/descartescms/matematicas/icartisilibri/item/4265-integrando-con-paco
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Curvas_y_Superficies_Parametricas/index.html
https://www.geogebra.org/
https://www.geogebra.org/m/cqdmh3c8

280



NI


http://descartes.matem.unam.mx/

