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Pierre-Simon Laplace (Normandia, Francia, 23 de marzo de 17491 - Paris, 5 de marzo de
1827) fue un astrénomo, fisico y matematico francés, como estadistico sento las bases de
la teoria analitica de la probabilidad (Crédito: Jean-Baptiste Paulin Guérin -
http://www.photo.rmn.fr/, Dominio publico, https://es.wikipedia.org/)



http://www.photo.rmn.fr/
https://es.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_Laplace

Prefacio

Este libro digital interactivo se ha disenado utilizando el editor de
DescartesJS, de tal forma que se pueda leer en ordenadores y
dispositivos moviles sin necesidad de instalar ningln programa o

plugin.

La herramienta Descartes se caracteriza por una innata interactividad,
por permitir realizar representaciones de objetos bi y tridimensionales,
por gestionar expresiones de texto y de férmulas, por integrar objetos
multimedia como imagenes, audios y videos, por tener la posibilidad de
reflejar casos concretos y también potenciar la conceptualizaciéon de
tareas y procedimientos mediante la utilizacion de semillas aleatorias y
controles numéricos, graficos y de texto, y con ellos poder abordar la
evaluacion de manera automatica, tanto la correctiva como la
formativa. Con Descartes es posible el diseno y desarrollo de objetos
educativos que promueven el aprendizaje significativo, posibilitando
esa deseada construccion del conocimiento.!

El libro es una tercera versiéon del publicado por los mismos autores
en el proyecto iCartesiLibri (Estadistica Probabilidad e Inferencia).

No decias que las olas
eran NORMALES?

1 Véase https://proyectodescartes.org/iCartesilLibri/descripcion.htm.
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Estadistica unidimensional

Juan Jesus Canas Escamilla
José R. Galo Sanchez




Francis Galton (Birmingham, 16 de febrero de 1822 - Haslemere, Surrey, 17 de enero de
1911) fue un polimata, antropélogo, gedgrafo, explorador, inventor, meteorélogo,
estadistico, psicélogo y eugenista britanico, creé el concepto estadistico de correlaciony
regresion hacia la media (Crédito: Eveleen Myers - http://www.npg.org.uk/collections/,
Dominio publico, https://es.wikipedia.org/).



http://www.npg.org.uk/collections/search/portrait/mw127193
https://es.wikipedia.org/wiki/Francis_Galton

1.1 Introduccion

Vivimos en un mundo que cambia de forma acelerada. Todos
formamos parte de una monumental gran base de datos a la que
continuamente acceden y utilizan desde los estados y grandes
multinacionales hasta el negocio mas pequefio o el individuo mas
alejado de la ultima aldea de cualquier pais. Ya nada es ajeno a nadie.
Lo que ocurre en cualquier lugar del mundo es presentado por los
medios de comunicacién practicamente en directo en los salones de
las casas o en los teléfonos inteligentes de cada individuo,
estableciéndose asi multitud de interrelaciones que avivan la
interdependencia de todos y todo termina por influir de un modo u
otro en el resto. Esta nueva situacion de aldea global proporciona a la
estadistica un nuevo y mayor protagonismo en practicamente todos
los aspectos de la vida.

Todas las ciencias, animadas por las nuevas posibilidades que
permiten el manejo y la rapida transmision de imponentes bases de
datos utilizan a la estadistica como herramienta basica de su
espectacular desarrollo.

Este nuevo contexto nos sitia en un punto de partida inicial
motivante para iniciar nuestro curso.

Como ya se ha mencionado, el primer contacto que se suele tener con
la Estadistica suele ser a través de los medios de comunicacién. La
lectura rapida de cualquier periédico enfoca nuestra atencion en los
titulares y en la imagen de portada. Es aqui donde se suelen presentar
las tablas y graficos estadisticos que tienen la gran virtud de actuar
como elemento acaparador de atencién, aunando tanto una capacidad
importante de informacién como una gran facilidad y sencillez a la
hora del descifrado de la misma.
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Esta primera idea que todos tenemos puede suponer un aceptable
punto de partida inicial para comenzar nuestro curso.

La palabra Estadistica etimolégicamente deriva de la palabra "status",
gue significa estado o situacion.

Vamos a reflejar algunas pinceladas rapidas sobre la aparicion de la
Estadistica, o algo parecido a ella, en algunos momentos histoéricos.

1.1.1 Un poco de historia

Seguramente para encontrar pistas sobre el origen de la estadistica,
tendriamos que remontarnos a antes del comienzo mismo de la
propia Historia. Restos arqueolégicos y monumentos prehistoricos
contienen signos y muescas que pueden interpretarse como
referencias a posibles anotaciones sobre cantidades, probablemente
de ganado y caza que pueden indicarnos un rudimentario sistema de
control sobre determinados datos.
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En muchos monumentos egipcios se encontraron interesantes
estelas, jeroglificos, en una palabra, "documentos" en los que se
puede interpretar una gran organizacion y administracion estatal en
lo que se refiere a contabilizacién de riqueza agricola, ganadera e
industrial, asi como a movimientos poblacionales, censos, etc.

En la cultura asiria o mesopotamica se conservan tablillas con
inscripciones cuneiformes sobre importantes datos estadisticos
referentes a producciones agricolas, ganaderas, asi como también
datos sobre contabilidad, medicina, astronomia, etc.
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En la Biblia también podemos encontrar referencias estadisticas. Asi
por ejemplo, en uno de los libros del Pentateuco, bajo el nombre de
Numeros, puede leerse lo que podria interpretarse como el censo
gue realizé Moisés después de la salida de Egipto.

“Haz un censo general de toda la asamblea de los hijos de Israel, por
familias y por linajes, describiendo por cabezas los nombres de todos
los varones aptos para el servicio de armas en Israel”.

En China aparecen innumerables documentos con referencias a
poblaciones, censos, recuentos bienes agricolas, ganaderos, de origen
militar. Por ejemplo, en uno de sus clasicos "Shu-King" escrito hacia el
ano 550 a.C., Cunfucio nos narra como el Rey Yao en el ano 2238
mandé hacer una estadistica agricola, industrial y comercial en todos
sus dominios.
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Grecia, la cuna del pensamiento occidental, también tuvo
importantes observaciones estadisticas en lo que refiere a
distribucion de terreno, servicio militar, etc.

Es en Roma donde puede decirse que la Estadistica adquiere un gran
desarrollo. La burocracia romana utiliza la Estadistica como
instrumento de apoyo a la gran capacidad organizativa politica,
juridica y administrativa del imperio. Una muestra es el Census que
se realizaba cada 5 afnos y que tenia por objeto no sélo saber el
nuimero de habitantes, sino también su cantidad de bienes. El propio
origen de la cultura cristiana estd ligado a uno de los censos romanos

La Iglesia, después del Concilio de Trento establecié la obligacion de
la inscripcién de nacimientos, matrimonio y defunciones de la
poblacién cristiana, con lo que se erige como creadora y también
custodia de una impresionante base de datos de los cuales se han
servido posteriormente las ciencias sociales para la elaboracion de
multitud de estudios.
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En la edad moderna se produce un gran desarrollo cientifico-
matematico que enriquece mucho a la Estadistica. Cientificos
importantes de esta época como Copérnico, Galileo, Bacon,
Descartes..., contribuyen al desarrollo de lo que se conoce como el
método cientifico donde |a estadistica tiene un papel fundamental.
Blaise Pascal y Christiaan Huygens, en el siglo XVII, realizan trabajos
con bases de datos relativas a nacimientos y defunciones y la
influencia de causas naturales y sociales en estas variables.

En el siglo XIX |la estadistica entra en una nueva fase de su desarrollo
con el auge y generalizacion del método cientifico en todas las
ciencias, tanto naturales como sociales. Figuras muy relevantes de
esta época serian Francis Galton (1822 - 1911) y Karl Pearson (1857
- 1936), verdaderos pioneros de la estadistica moderna.
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Siguiendo los pasos de Galton, Ronald Fisher (1890 - 1962), en su
publicaciéon Métodos estadisticos para investigadores establece los
fundamentos de la metodologia estadistica actual.

Con la aparicién de los ordenadores, en la segunda mitad del siglo XX,
la estadistica entra en una nueva era en la que metodologia gira hacia
técnicas de computacién rapidas e iterativas que permiten actuar
sobre grandes bases de datos en muy poco tiempo. Los paquetes
estadisticos se popularizan y su aplicaciéon en las distintas ciencias
también.

Asi pues, la estadistica aparece a lo largo de la historia como un
poderoso instrumento utilizado por gobiernos e instituciones asi
como tambien elemento auxiliar de las distintas ciencias, ayudando a
estas a desentranar las grandes preguntas que la curiosidad del ser
humano siempre ha perseguido; es decir: qué variables intervienen
en un fendmeno, que leyes permiten el comportamiento de las
mismas y qué relacién de dependencia hay entre ellas.
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L 2%
* Video

En el siguiente video, elaborado por la UNED, podemos ver una
historia de la Estadistica.

uneo Historiaide la Estadistica
. o

-

Video 1.1. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar

1.1.2 Definicion de Estadistica

La estadistica, en general, es la ciencia que trata de la recopilacion,
organizacién presentacion, andlisis e interpretacién de datos que
intervienen en un fendmeno, con el fin de realizar una perfecta
descripciéony en gran parte inferir resultados o tomar decisiones.
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Dentro de la estadistica se distinguen dos ramas fundamentales,

J Estadistica Descriptiva: Puede decirse que la estadistica
descriptiva trata fundamentalmente la presentacién de datos en
forma de tablas y graficas. El calculo de parametros definidores y
transcriptores de muchas de las caracteristicas de la poblacion
estudiada. Mediante la Estadistica Descriptiva emprendemos
actividades relacionadas con la presentacion y disefio de graficos
que resumen e implementan la informacién pero sin factores

adicionales que vayan mas alla de |la propia descripcion

J Estadistica Inferencial: Teniendo como origen el estudio de las
muestras, la estadistica inferencial trata de deducir a partir de ellas
aspectos generales de la poblacién. Como consecuencia dedicara un
énfasis especial al estudio de los métodos que permitiran la
realizacion de dichas generalizaciones asi como al grado de

fiabilidad de las mismas.

¢, Qué representa la ESTADISTICA?

2013 - El afio de la Estadfstica

Escena 1.1. Escena desarrollada por Héctor Javier Herrera Mejia y John Jairo Garcia Mora.
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En la anterior escena interactiva tienes una introduccion a la
Estadistica.

1.2 Conceptos generales

A continuacién recordamos algunos de los conceptos generales
relacionados con la estadistica.

Es obvio que todo estudio estadistico ha de estar referido a un
conjunto o coleccion de objetos. Este conjunto de personas o cosas es
lo que denominaremos poblacion.

Cada uno de estos objetos que forman parte de la poblacién se
denominan elemento o individuo. En sentido estadistico un
individuo puede ser algo con existencia real, como un automovil o
una casa, o algo mucho mas abstracto como la temperatura, una
opinién, un voto, un sentimiento o un intervalo de tiempo.

A su vez, cada elemento de la poblacién tiene una serie de
caracteristicas que pueden ser objeto del estudio estadistico
(caracter). Asi, por ejemplo, si consideramos como elemento a una
persona, podemos distinguir en ella multitud de caracteres como el
sexo, la edad, estatura, peso, color de pelo, nivel de estudios, etc.

Normalmente en un estudio estadistico hay muchos condicionantes y
de distinta naturaleza que impiden trabajar con todos los elementos
de la poblacion, por tanto, se suele recurrir a un subconjunto de la
misma.

Unamuestra es cualquier subconjunto de una poblacion. Cuando los

elementos que componen la muestra estan escogidos aleatoriamente
y todos los elementos tienen la misma probabilidad de ser elegidos
diremos que lamuestraes aleatoria simple.
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J Variables Cualitativas o Atributos. Los atributos son aquellos
caracteres que no pueden ser descritos numéricamente, (al menos
en principio). Para su descripcion utilizamos la palabra, el
sustantivo, adjetivo y adverbio fundamentalmente. Por ejemplo:
Sexo profesion, estado civil, color de ojos, color de pelo,
nacionalidad, etc.

A su vez se pueden clasificar en:

(®) Ordenables: Aquellas que sugieren una ordenacién o son
susceptibles de ella, por ejemplo la graduacién militar, El nivel
de estudios o grado de satisfaccion.

(® No ordenables: Aquellas que sélo admiten una mera
ordenacion alfabética, pero no establece orden por su
naturaleza, por ejemplo el color de pelo, sexo o estado civil.

J Variables Cuantitativas. Son las que pueden ser descritas por
medio de nimeros.

Dentro de éstas a su vez se pueden destacar:

(®) Cuantitativas discretas. Aquellas a las que se les puede asociar
un ndmero entero, es decir, aquellas que por su naturaleza no
admiten un fraccionamiento de la unidad, por ejemplo
numero de hermanos, paginas de un libro, etc.
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(® Cuantitativas continuas. Aquellas que no se pueden expresar
solamente mediante un nimero entero, es decir, aquellas que
por su naturaleza admiten que entre dos valores cualesquiera
la variable pueda tomar cualquier valor intermedio, por
ejemplo peso, tiempo. etc...

No obstante, en muchos casos el tratamiento estadistico hace
gue variables discretas sean tratadas como si fuesen continuas.
Esto ocurre por ejemplo en casos en los que la variable toma un
gran numero distinto de valores enteros.

CARACTERES

1 1
|cuaLITATIVOS] | cuANTITATIVOS |
|

ICONTINUDSI | DISCRETO‘SI

En las siguientes escenas del subproyecto ED@D (Educacién Digital
con Descartes) de la RED Descartes podras practicar un poco con los
conceptos anteriores.

=]

Identificacion de elementos

-Poblacién

-Muestra paA Sl
-Individuo FeBlaclon <
-Caréacter "._'w'qiwduo.

Elige una opcidén

Escena 1.2. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)
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CUALITATIVA DISCRETA | CONTINUA

Raza de perros

N° dias de vacaciones

N° integrantes familia

Ne dias soleados al mes

N° de parientes vivos

Cantante favorito

Clasifica las siguientes variables haciendo clic sobre el cuadro correspondiente.

COMPROBAR

\_ J
Escena 1.3. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)

1.3 Tabulacion y graficos estadisticos

El paso siguiente a la recogida de datos en un trabajo de campo es
una primera presentaciéon de los mismos de manera que dicha
representacion sea facil de visualizar, sencilla de interpretar y
directa. Estas cualidades se reflejan bastante bien en las tablas
estadisticas. Las listas, boletines y actas de notas, clasificacién de
equipos con puntuaciones, detalles de los goles, todo son en realidad
tabulaciones de datos.

Con bastante frecuencia y como complemento a las tablas se recurre
a los graficos estadisticos. La mayor parte de la informacion que
recibimos hoy en dia proviene fundamentalmente de los medios de
comunicacién de masas.
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En prensa, internet y television fundamentalmente, y también en las
ciencias sociales, se recurre de manera muy habitual a los graficos
estadisticos (pictogramas, climogramas, piramides de poblacion,
diagramas de barras, de sectores) como elementos aglutinadores de
la informacién a la par que faciles de descifrar. Los graficos
estadisticos por tanto, constituyen también una herramienta
fundamental en lo que se refiere a una primera informacién sencillay
rapida de las caracteristicas mas elementales de una distribucién
estadistica.

1696 =1700
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1.3.1 Tabulacion de datos y graficos estadisticos

Cualquier estudio estadistico comienza con la recogida de datos. Esta
recogida puede ser fisica y directa o virtual mediante la importacion
de ficheros procedentes de distintas instituciones u organismos.

El segundo paso es la presentacion de estos datos de forma sencilla,
coherente y a ser posible atractiva para el lector. En este sentido, la
estadistica dispone los datos generalmente en tablas y se ayuda, a su
vez, en muchas ocasiones de graficos que resumen o aclaran aspectos
resenables de la distribucion.

La forma mas sencilla de tabular una variable estadistica es mediante
columnas. En la primera se proponen los distintos valores,
generalmente ordenados, de la variable estadistica o del
correspondiente atributo. En la segunda, la cuantificacion de esos
valores en nuestro estudio, esto es las frecuencias absolutas. De esta
forma efectuamos una tabulacién minima.

Desde el punto de vista didactico, la tabulacion se completa con

varias columnas mas en las que se anotan también las frecuencias
relativas, y las acumuladas, tanto absolutas como relativas.
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Generalmente las tablas que nos encontraremos reuniran la
informacion minima necesaria para la representacion grafica y el
cadlculo de pardmetros estadisticos fundamentales en una
distribucion.

Para el caso de un caracter cualitativo:

= Enlaprimera columna aparecen las distintas modalidades del
caracter.

= Enlasegundalas correspondientes frecuencias absolutas.

=  Puede aparecer una tercera columna reservada para las
frecuencias relativas o si se desea para los porcentajes.

Observa lo anterior en la siguiente imagen:

drama aventura
aventura musical
aventura suspense
comedia aven:ur:;" N
aventura musical :1.‘ . " -
, Xi fi hi

aventura miugical -

"
termor aven{u_'r\h-\_ S drama 3

.

comedia aventura e

eomedia 4
terror aventura e A
aventura comedia a=e I

SUSPEITSQQ_\ 2
: X
aventura drama ml—_:_'__;__' 6
suspense musieat— || :ti—r-r;ar'__ i5 |
drama __aventlita

aventura aventura

Y ahora realiza algunos ejercicios de tabulacion en la siguiente
escena interactiva.
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manzana limén
manzana limon
naranja cola
cola cola
melocoton limén 2 B -
Xi fi hi
melocoton naranja 2
limén pifia naranja 2 =30
cola cola e 6
limén 6 20
pifia cola
5 — 2 =
cola melocoton pifia 2 30 K‘ }
cola melocotén > —
melocoton melocoton manzana 2 30
cola Eos melocotén 6 30
cola limén
AN 12
cola limén cola 12 =0 vt ki

Escena 1.4. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)

Para el caso de una variable discreta

=  Enlaprimeracolumna aparecen los valores de la variable
=  Enlasegunda columna las frecuencias absolutas.

= En la tercera el producto de valores de la variable por sus
correspondientes frecuencias absolutas. Esta columna sirve
para el calculo de la media aritmética.

=  En la cuarta columna el producto de los cuadrados de los
valores de la variable por sus respectivas frecuencias. Esta
columna nos permite calcular la varianza y desviacion tipica.

=  En la quinta columna aparecen los valores de las frecuencias
acumuladas. Esta columna interviene en el calculo de todas las
medidas de posicion; mediana, cuartiles, percentiles...
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Observa una tabulacion minima en la siguiente imagen:

Xi fi xifi |xi*.fi | Fi
[ hE | o 0 ?
1 lE | 2 2 3
2 |||a | & 16 7
E hE | 3 9 3
4 |2l N 32 0

10 21 59

Y ahora realiza algunos ejercicios de tabulacion en la escena
interactiva presentada en la siguiente pagina.

Para el caso de una variable continua:

= Latabla anterior de variable discreta se complementa con las
columnas primera y segunda que corresponderan a los valores
del limite inferior y limite superior de los intervalos.

=  Una cuarta columna en la que aparecen las marcas de clase,
(puntos medios de cada intervalo), estos valores seran los que
representen a cada intervalo en los calculos de media
aritmética, varianzay desviacion tipica.

= Cuando la amplitud de los intervalos no es la misma, se anade
una columna mas en la que se representan las frecuencias
absolutas normalizadas (division entre frecuencia absoluta y
amplitud del intervalo). Esta columna es la que se utiliza para
el calculo de la moda en este caso especial de diferente
amplitud de los intervalos.
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OTRO EJEMPLO

Escena 1.5. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)

Observa una tabulacion minima en la siguiente imagen:

Li Ls fi Xidci| xif xi‘ f | Fi li

lo | |1 K || o5 0,5 025 | 1 1
1 |2 |2 || 1.5 3 45 3 2
2 lE e ]| 25 10 25 7 4
3 || |4 Ik || 35 3,5 12,25 | & 1
8 17 17 42 0 0

Y ahora realiza algunos ejercicios de tabulacién en la siguiente
escena interactiva.
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Tabla de Frecuencias

Variable Recuento Frecuencia

[150,160)
[160,170)
[170,180) |

[190,200)

. Total 0O
Inicio| ayuda|

\. J

Escena 1.6. Escena desarrollada por José Ireno Fernandez Rubio, Maria José Garcia
Cebrian y Consolacion Ruiz Gil(RED Descartes)

1.3.2 Graficos estadisticos

Diagramas de barras

El diagrama de barras es, junto al de sectores, el grafico mas utilizado
para variable cualitativa y cuantitativa discreta. Se utiliza como
complemento a la tabla de frecuencias o incluso en algunos casos
como sustitucion de ésta.
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En el eje de abscisas se situan a igual distancia los distintos atributos
o bien los valores discretos de la variable y posteriormente a partir
de cada atributo o valor discretos se levantan barras de igual grosor y
cuya altura sea la de la correspondiente frecuencia absoluta

observada.

En la siguiente escena puedes observar como se construyen
diagramas de barras y practicar realizando algunos ejemplos.

( ’\
disco pop g
disco latina
clasica flamenco
pop rock
clasica disco
latina rock
disco latina
rock pop
clasica rock
flamenco rock
rock latina
disco rock
rock rock
clasica latina 4 Fy
clasica flamenco I fsc /e')) '9(,0 oc“'
9
g
\. J

Escena 1.7. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamilla(RED Descartes)

Y ahora practica en la escena interactiva de la siguiente pagina,

realizando tu los graficos.
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rojo naranja

azul rosa

azul rosa

rosa rosa

amarillo rojo

verde verde

rojo rojo 4

rosa verde &1

amarillo rojo

azul rosa

rojo amarillo

naranja rojo

naranja rosa .0_ 4 ﬁ Q D D 0

verde rosa ¢ Q

rojo rojo OTRO E16M ::]4 / e’q O)Q ,o a'eoj 0./0
/ 9

Escena 1.8. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)
Diagrama de sectores

Tiene la misma filosofia de construccion que el diagrama de barras
pero la representacion en sectores circulares, figuradamente trozos
de tarta. Requiere previamente que mediante proporcionalidaad
directa asignemos a cada fecuencia absoluta un determinado angulo.

Diagama de sectores circular Diagrama de sectores semicircular
Total de datos —— —— — 360° Total de datos ————— 180°
valor f,————— — = x valor f,————— ——=x

En las siguientes escenas puedes observar como se construyen
diagramas de sectores (pasa el ratdn por los recuadros de colores).
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o]

Preguntamos a 30 alumnos elegidos aleatoriamente en un instituto
de ensefianza secundaria por el tipo de musica que prefieren oir. Los
resultados son los que siguen:

rock latina rock
rock rock rock
flamenco rock latina
rock clasica rock
rock flamenco flamenco
rock pop clasica
rock latina disco
rock pop rock
disco rock pop

rock clasica pop

Efectuamos un diagrama de sectores con los datos anteriores.
®

Escena 1.9. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)

Y ahora practica realizando tu los graficos.

z
COMPROBAR D]

naranja

naranja cola
piia cola limon
cola manzana D plﬁa
malocoton limon

O manzana
cola cola .

_ O melocoton
limon naranja
melocoton cola . cola
Manzana pifia
cala melocoton
narana melocoldn
melocotén cola
melocoton pina
limon limén
58,31 = 29,7° 58,31° 121,69°

naranga cola
cola liman

Escena 1.10. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamilla(RED Descartes)
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Histograma

Este tipo de grafico es el que se utiliza con mas frecuencia en el caso
de variables cuantitativas continuas. Los datos se representan
mediante rectangulos de base igual a la amplitud del intervalo y
altura igual a la frecuencia absoluta si todos los intervalos tienen la
misma amplitud.

Si no se cumple esta premisa de igualdad de amplitud, las alturas de
los rectangulos seran calculadas de tal manera
qgue el area total de cada rectangulo
represente o sea proporcional ala
correspondiente frecuencia absoluta,
esto habitualmente se conoce con el
nombre de normalidar las frecuencias,
(dividir cada frecuencia entre la amplitud
del intervalo).

Si se unen los centros de los segmentos
superiores de cada rectangulo, se obtiene
una figura poligonal conocida como
Poligono de frecuencias.

Cuando realizamos los graficos anteriores utilizando
las frecuencias acumuladas obtenemos el denominado
histograma de frecuencias acumuladasyel

poligono de fecuencias acumuladas.

Enla escenade lasiguiente pagina, puedes generar
datos, hacer el recuento y ver el histograma
correspondiente.

36



También se traza el histograma de las frecuencias acumuladas, en
cada dato se acumula la frecuencia de los datos anteriores.

r

Tabla de Frecuencias
Variable Recuento Frecuencia
[150,160)
[160,170)
[170,180)
[190,200)

Total O

Inicio| ayuda)

\ J
Escena 1.11. Escena desarrollada por José Ireno Fernandez Rubio, Maria José Garcia
Cebriany Consolacion Ruiz Gil (RED Descartes)
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1.4 Medidas de centralizacion y de posicion

Todos sabemos lo que significa la nota media de los examenes de un
curso, o el hermano mediano en una familia o seguir la moda en
cuanto a determinada tendencia. En estadistica vamos a estudiar
ciertos valores que resuman la tendencia habitual o central de los
datos de una distribucion. A los parametros o medidas estadisticas
gue informan sobre la tendencia habitual o central de los datos de
una distribuciéon se les denomina en estadistica medidas de
tendencia central. Las mds utilizadas son la media aritmética, la
medianay la moda.

Medidas de
tendencia
central
| |
| | |
-~ ™
. Media
Moda L Mediana Bitation
. I ’,
o~ "\ W
L Cuartiles
. 7

u’ Percentiles
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1.4.1 Media aritmética

IN Instituto
"'e"' Bt i MOW de prensa

Estadistica

Los hoteles facturan 87,8 euros de media por habitacion ocupada,
lo que supone un incremento anual del 8,0%
Tasa de variacion anual de las pernoctaciones en %

48 58
42 43
4 33 36
28
24
2 16
- JWEE &

u —

La palabra media, se ha incorporado al diccionario de cualquier
persona. Continuamente nos estamos refiriendo a ella desde todos
los 6rdenaes de la vida. hablamos de gasto medio, de sueldo medio,
consumo eléctrico medio, notas medias, estar por encima de la media
en consumo de tal cosa, inflaccion media etc... En estadistica la
definicion de media aritmética es muy sencilla. La media aritmética se
define como la suma de todos los datos dividida entre el nimero total
de los mismos. A veces no dispondremos de los valores concretos de
los datos sino de una agrupacién de los mismos en intervalos. En
estos casos tendremos que elegir un valor de cada intervalo y que
intervendra en representacion del mismo en el calculo de la media.
Como habitualmente dispondremos de una tabla de datos con sus
correspondientes frecuencias absolutas, aplicaremos la siguiente
féormula:

jul-14
ago-14
sep-14
ocl-14
nov-14
dic-14
ane-15
feb-15
mar-15
abr-15
may-15
jun-18
juk-15
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zi-fitze-fot+- -+ xn-fn
N

X =

Abreviadamente:

X: Z:L:lwlfl
N

De la propia definicion de media aritmética se desprenden algunas
caracteristicas y comentarios acerca de este parametro, como por

ejemplo:

@

@

@
@

El sumatorio de las restas de cada término respecto de la media es
igual a cero.

Si todos los datos de una distribuciéon son iguales, la media
aritmética coincide con dicho dato.
La media no tiene porqué ser un valor propio de la variable.

Es muy sensible a cambios y valores extremos en los datos.

Se comporta de forma natural en relacion a las operaciones
aritméticas suma y producto por un escalar; es decir si a todos los
datos de una distribucion se les suma una misma cantidad, la media
resultante seria la anterior mas dicha cantidad. Si multiplicamos
(dividimos) todos los datos de una distribucion por una cantidad
distinta de cero, la media resultante seria la anterior multiplicada
(dividida) por dicha cantidad. En resumen:

X'=a-X = X'=a-X-0
a,be R
a#0
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Para el caso de variable continua, sola-
mente tenemos que sustituir x; por c;,
siendo ésta ultima la marca de clase de
cadaintervalo; es decir, el punto medio o
valor central de cada intervalo. Por
abuso de lenguaje se suele utilizar
indistintamente también para variables
continuas el simbolo x; para las marcas

de clase

Practica con el calculo de la media para variable discreta.

X =

>

n
1=

1Cz"fz'

N

7

Y &1 enunci

Xi fi }(lfl

.

OTRO EJEMPLD

Después de tabular los datos,
construimos la columna corres-
10 4 40 pondiente a los productos Xi-fi
11 2 | 11 En la altima casilla, calculamos
n
12 1 12 la suma total de la columna E xi-fi
13 | 3 39 =
La media se obtiene dividiendo
14 2 28 n
3 xi-fi= 130 entre el total de
11 130 =1
datos 11,
W . |
media = & = 11,82

J

Escena 1.12. Escena desarrollada por José Ireno Fernandez Rubio (RED Descartes)
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Observa ejemplos para el calculo de la media para variable discreta 'y
continua.

r

o]

MEDIA

. J
Escena 1.13. Escena desarrollada por José Ireno Fernandez Rubio (RED Descartes)
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En esta otra escena puedes ver mas ejemplos.

4 Alumnos obtienen un 5, N= 86
unoun 7 y otro un 3. Media= Cuadros s;mbreados
Inicio

o |[=[+] 10— I

o |[=1+] @3+ L Ly

o |[[-]+] 8 3+ BN EY

1 [=+] 73 L1 |

o |[-+] 6 & Ay

T s M

o |[-+] 4« +

1T = *| 3 —_ —

o |[-]+] 2+ :

o |[-+] 13+ l

o [[=]+] 0 = :
QOP0QO0VWOOO

N J

Escena 1.14. Escena desarrollada por José Ireno Fernandez Rubio, Maria José Garcia
Cebriany Consolacion Ruiz Gil (RED Descartes)
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Para completar el estudio sobre la media también puedes consultar
mas informacién sobre la Media ponderada pulsando sobre la

imagen siguiente:

E Ay - W f
fml

E“-.' ’ f

e .

y sobre la Media geométricay laMedia armonica pulsando sobre
esta otraimagen:

1.4.2 Mediana

Todo el mundo entiende cuél es el hijo mediano de un matrimonio o lo
gue significa tener una altura mediana.

Hermana .
Mediana

P
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Estamos ante un parametro que prioriza mas la posicién que ocupa el
dato en cuestion que el propio valor en si mismo.

Supongamos tres hermanos de 2,7 y 10 anos respectivamente. La
mediana en este caso es 7. Si otra familia también tiene tres hijos de
6,7 y 15 anos, la mediana también es 7. Hemos cambiado los datos
extremos y sin embargo |la mediana no ha variado. Se define la
mediana como aquel valor de la variable estadistica que deja el 50%
de observaciones inferiores a él; asi pues, la mediana divide en dos
partes iguales a la distribucion estadistica. A partir de la definicién se
pueden extraer unas primeras propiedades de la mediana:

& Como medida descriptiva no se ve afectada tanto como la media
por la presencia de valores extremos.

& Es de célculo rapido, al menos en el caso discreto, y de facil
interpretacion.

& Como inconveniente también hay que decir que tiene propiedades
matematicas complicadas que hacen que se utilice poco en
inferencia estadistica.

En el caso continuo se puede razonar exactamente igual
identificando en este caso el intervalo mediana.

Si queremos asociar a la mediana un valor representativo del
intervalo, muchos autores sefialan simplemente la marca de clase de
dicho intervalo y otros estan de acuerdo en utilizar una férmula que
interpola linealmente el valor en el intervalo en el que se encuentre la
mediana.
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§-r,
M6=Li_1+T°a

L;_1 = Limite inferior del intervalo mediana
a = Amplitud del intervalo mediana
F;,_; = Frecuencia acumulada anterior al intervalo mediana
fi = Frecuencia absoluta del intervalo mediana
N = Total de datos

En la siguiente escena
puedes practicar con el
calculo de lamedianaen
casos muy sencillos, Mediana de una
(pocos datos) y en otros distribucién esta-
en los que es necesaria la distica
tabulacion de los datos.
Puedes también
observar el poligono de
frecuencias acumuladas
y lainterpretacion
grafica de la mediana que
se hace sobre este
poligono en caso de
variable discreta.

Escena 1.15. Escena desarrollada por Juan Jesus Caias
Escamilla(RED Descartes)

En la siguiente escena puedes realizar ejercicios de calculo de la
mediana para caso discreto y del intervalo mediana para el caso
continuo.
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Genera | Discreta/Continua|
173 178 159 172 184 150 192 194 156 197

158 183 195 173 174 156 167 177 188

Pulsa el boton genera para tener nuevos datos elegidos aleatoriamente,

y en Discreta/continua para intercambiar el tipo de datos.

Mediana IZ'

Intervalo Marca Frec.

®[150,160)

®[160,170)

@®[170,180)
[180,190)
[190,200)
Total

X
155
165
175
185
195

o =

fi

19

Dibuja cinco segmentos de longitud proporcional a cada
una de las frecuencias y del color correspondiente,marca
el centro, el color que quede en €l corresponde con

la mediana. Si queda entre dos, la media de estos.

Ayuda 0/1/2 |

Escena 1.16. Escena desarrollada por José Ireno Ferndndez Rubio, Maria José Garcia

Cebriany Consolacion Ruiz Gil(RED Descartes)

Nota: Para realizar ejercicios con la calculadora pasa al apartado

numero 6 de este tema.

1.4.3 Moda

Cuando alguien nos dice que determinada cosa esta de moda, por
ejemplo un equipo de futbol, una cancién, una prenda de vestir, un
oficio, una tendencia u opinién politica, etc., entendemos que ese algo
es muy frecuente en nuestro entorno y que por tanto nos lo vamos a

encontrar con mucha frecuencia.
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Se define la moda como el valor de la variable estadistica que tiene la

frecuencia absoluta mas alta. Si existen varios valores con esta
caracteristica, entonces se dice que la distribucién tiene varias modas
(distribucion plurimodal).

: DIDRIVPOSSTRLE 16 NOTHING

7i e

Esta medida de centralizacion se puede calcular también en el caso
de un caracter cualitativo y es sin duda la de mas facil calculo. Se
suele utilizar como complemento a la media aritmética y mediana ya
que por si sola no aporta una informacién determinante de la
distribucion.

Como principales caracteristicas de la moda se pueden mencionar:

= Es el dnico parametro que tiene sentido también para
variables cualitativas.

= No es tan sensible como la media aritmética a valores
extremos.

En el caso de variable continua se puede hablar de intervalo modal. Si
gueremos asociar un valor concreto del intervalo, algunos autores
acuerdan utilizar la marca de clase y otros, cuando la amplitud de los
intervalos es la misma, una férmula que interpola linealmente el valor
en el intervalo a partir de los intervalos anterior y posterior.
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D
Mo=1L;14+a- ———
D, + D,
L;_1 = Limite inferior del intervalo modal
a = Amplitud de los intervalos
D; = Diferencia de la frecuencia absoluta entre el intervalo modal

y el anterior

Dy = Diferencia de la frecuencia absoluta entre el intervalo modal
y el siguiente

En la siguiente escena puedes practicar con el calculo de la moda para
variable discreta. También puedes relacionar el valor modal con el
diagrama de barras en cada ejercicio que realices.

,
A
0]
X 1 BN S -
o _| 3 (3 [ __
g |- 215 | ___ 3
| P e [
3 __| _ 319 | ___
4 __| _ 1110 | __ 2
La moda es el valor de
mayor frecuencia abso- |1
luta. G;} I I
0 1 2 3 4
\_ J

Escena 1.17. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla(RED Descartes)
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En la siguiente escena puedes practicar con el calculo del intervalo
modal para variable continua en el caso en que los intervalos tengan
la misma amplitud. También en la escena puedes relacionar el valor
modal con el histograma de frecuencias absolutas.

.
o]

MODA

QOO

\ J
Escena 1.18. Escena desarrollada por José Ireno Fernandez Rubio(RED Descartes)

¢Como proceder cuando en una variable continua los intervalos de
agrupacion de los datos no son todos de la misma amplitud? Pulsa
sobre la siguiente imagen y podras verlo:
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En las siguientes escenas puedes practicar con el calculo de lamoday
resto de parametros para variables discretas, continuas y también
continuas con intervalos de diferente amplitud. Es conveniente que
realices algunos ejercicios de forma manual y que compruebes los
resultados con los que se obtienen en la escena.

intervalos

0-20

a4

20-30

L]

30-40

12

12

40-45

10

45-50

1'8

50-60

10

&0-80

04

80-100

02

Variable discreta

Ampliar ancho de A I
columnas b4

Ne de filas de la
tabla

xi.fi

-
[y

xi % fi

o

(%

(=]
w6 N o A W N R

=
[
o

<
=

AN
000000000

oo ||| w | N

.

A
h, 4

Actualiza valores

de la tabla

Calcular
parametros

|-l

J

Escena 1.19. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla(RED Descartes)
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Variable continua

,
Ampliar ancho i@ ne t(?ra.' Introduce datos y pulsa Ver parén!grros y rectas Q}_:'T {j]‘
de columnas W defilas w para completar tabla de regresion (pulsa) I}
Li Ls fi Xi O ci| xi-fi x1 Fi li =
Pk Iflr 1|es 0,5 025 |1 1
[t J{E | 1[x || 2,5 1,5 225 |z 1
2 It 1|25 |25 625 |3 1
B | IE [z || 35 35 12,25 |4 1
B 1t Jlas |45 |2025 |5 1
E HE [z || 55 55 30,25 |6 1
B QF It 1les 65 |4225 |7 1
[ |{E ([ || 7.5 7.5 56,25 |8 1
B e It 1|las |sas 7225 |9 1
s | (I || 95 9,5 90,25 | 10 1
o = J[t 1|15 |105 |11025 |1 1
Ll i s |15 |[13225|12 1
2 |z I J|225 |125 |15625)|13 1
13 845 |845 |731,25
v
- y,

Escena 1.20. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla(RED Descartes)

Nota: Para realizar ejercicios con la calculadora pasa al apartado
numero 6 de este capitulo.

1.4.4 Cuartiles

Hay ciertos valores en una distribucion estadistica que si se
sobrepasan por exceso o por defecto pueden ser signo de alguna
disfuncidon. Pensemos en el caso de los controles de crecimiento del
feto en el embarazo o en los valores de seguridad de azucar o
colesterol en sangre.
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Estos valores en estadistica estan relacionados con los parametros
de posicion.

Los cuartiles constituyen las mas populares de las medidas de
localizacién. Se utilizan continuamente en multitud de disciplinas y
representan valores estratégicos en cualquier distribucién
estadistica ya que siguiendo el mismo patrén que la mediana, dividen
adichadistribucion de tal forma que:

4 Elprimer cuartil Q; es el valor de la variable que deja por debajo de
ella al 25% de los valores de la poblacién.
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4 El segundo cuartil Q2 o Me es el valor de la variable que deja por
debajo al 50% de la poblacion. Coincide con la mediana.

J Eltercer cuartil Q3 es el valor de la variable que deja por debajo de
ellaal 75% de la poblacion.

Para la variable continua, se puede razonar exactamente de la misma
forma, identificando en este caso el intervalo cuartil primero o tercero.
Si queremos asociar valores representativos del intervalo a los
cuartiles, muchos autores senalan simplemente la marca de clase de
dichos intervalos y otros estan de acuerdo en utilizar una férmula que
interpola linealmente los valores en los correspondientes intervalos.

N
N_F
Q=L +2—"".q
fi

L;_1 = Limite inferior del intervalo )1
a = Amplitud del intervalo @

F;,_; = Frecuencia acumulada anterior a ¢
f; = Frecuencia absoluta del intervalo @,
N = Total de datos

3-4 —Fi4
Q3 =Li1+ 7. a

L; ; = Limite inferior del intervalo Q3
a = Amplitud del intervalo Q3

F;_1 = Frecuencia acumulada anterior a Q3
fi = Frecuencia absoluta del intervalo ()3
N = Total de datos
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En las escenas de cdlculo de la moda, para variables discreta o
continua, del apartado anterior, puedes introducir datos y calcular,

ademas de los cuartiles y percentiles, los demas parametros
estadisticos.

En la siguiente escena puedes practicar con el cdlculo de cuartiles
para variable discreta y continua.

-
A

En la parte inferior tienes algunas medidas de posicion

calculadas. Por ejemplo, la mediana cae en azul y vale 2 ®

1 1 1 e 1 1 1 = 4
3 4 1 3 3 0 1

Marca Frec.
xi fi
H o 3
1 13
H 2 1
W 3 3
H 4 5
Total 17
F. absolutas
Mediana
Percentiles

0 1 20 3 0 5 60 70 BlD BP 100

|
Cuartiles

B Me-2 EQ1=0 [@0Q2-100Q3-4
M P10-0 @ P20=1 -- MP50=2--

. y,
Escena 1.21. Escena desarrollada por José Ireno Fernandez Rubio, Maria José Garcia
Cebrian y Consolacion Ruiz Gil(RED Descartes)
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Ahora puedes experimentar como los valores atipicos influyen
sensiblemente en la media y en los cuartiles, y esa influencia es
menor para la mediana.

~

Influencia de valores atipicos

" o .0 .o .o i
o U i e 5
Inicio Cajas y Bigotes rtil " Indicaciones
| } | Cajas y Big J | cuartiles | | .)
\_

Escena 1.22. Escena desarrollada por osé R. Galo Sanchez (RED Descartes)
1.4.5 Diagrama de caja y bigotes (Box-whisker)

Este tipo de diagramas lo han popularizado mucho los distintos
paquetes estadisticos que circulan por el universo informatico y
algunas calculadoras cientificas, que en su modo de estadistica, son
capaces de generarlos. Se trata de un dibujo muy sencillo que refleja
también de forma muy simple muchas de las caracteristicas de la
distribucion.
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Se construyen fundamentalmente a partir de la informacién que
ofrecen la mediana y los cuartiles primero y tercero. Son los
denominados diagramas de caja y bigotes. Para la construccion
del rectangulo, la caja, solamente necesitamos las cotas que seran los
valores de (1 y X3 y para la longitud de los bigotes los valores
minimo y maximo de la distribucién. Los segmentos se dibujaran de
forma continua o no dependiendo de la presencia de lo que se
denominaran valores atipicos.

g s
5] 1000 -
o
o — .
™~ : =
i} : :
= i tt I
£ r ——— ¥
£ 900 - : ; -
8
E :
= H
E :
9 800 g : z
i : | true speed :
9 —
= ] : ]
] 5 ) -
t% o e
700 —
(=1
Q
T | | T T
1 2 3 4 5

Experiment No.

Para empezar, en la escena de la siguiente pagina puedes construir el
diagrama con unos pocos datos.
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Tenemos las siguientes edades que corresponden a 15 personas:

61 44 14 59 66 8 25 10 57 9 60 18 59 21 71

8 9 100 18 21 250 57 59 59. 61 66 71

La mediana es: 320 . ilncorrecto! Mediana= 44

El primer cuartil es: 21.0 iiincorrecto! Q1= 14,0
El tercer cuartil es: 6(].0 ‘iExcelente! Q3= 60,0

Escena 1.23. Escena desarrollada por Juan Guillermo Rivera Berrio
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En la siguiente escena podemos ver con mas detalle cobmo
se construye este tipo de diagramas.

(I S ) ) )
La tabla de la izquierda muestra la cantidad de agua en
mililitros que consumen diariamente los 20 alumnos de

un grupo. Construye, paso a paso, un diagrama de caja

y bigotes a partir de estos datos.

Presiona el boton Paso 1 para comenzar

Sobre una escena de Telesecundaria (Matematicas lll) del ILCE

Escena 1.24. Escena desarrollada por Maria José Garcia Cebrian
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Ahora puedes practicar y comprobar si has comprendido el
significado y los elementos de los diagramas de cajas y bigotes.

r

’
Analiza el siguiente diagrama de caja y bigotes. Usa el punto rojo para identificar los D]
valores que corresponden a la mediana, los cuartiles, el minimo y el maximo. Introduce

los valores en las casillas respectivas y verifica que tus respuestas sean correctas.

- | | BN Lt
LT T O DR e [RN P Bk SON AR

|
' T
700 1800 1900 2000 2100 2200 2300 2400 2500

_/\/ 1 TR
L] T ' T T L]
1300 1400 1500 1600 1

J-_
=0

_A E _A
Qrv Me= y|1300 Q ;=139

minimo= 41300 | maximo= 4|1300 |

Practics varias veces con este ejercicio y después L o
]JLl]ﬁa SD].I]'C Cl lll.ll'l'lCI'U {.‘{09 pﬂl'ﬂ ]IRCC]' ofro
. Y,
Escena 1.25. Escena desarrollada por Maria José Garcia Cebrian (RED Descartes)

Valores atipicos

La representacion grafica de los datos de una distribucion estadistica
mediante los box-whisker se ha popularizado mucho y ofrece una
primera vision grafica muy acertada de las caracteristicas principales
de los elementos de la distribucion.

El diagrama de cajas y bigotes nos proporciona informacién de como
se encuentran concentrados los datos.
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Sin embargo para saber si hay algun valor mas alejado o atipico que
pueda influir distorsionando el estudio de los diferentes parametros
estadisticos, algunos autores consideran el siguiente criterio para
distinguir y localizar a dichos posibles valores atipicos

r>Q3+1,5-(Qs — Q1)

x es valor atipico <= < o

r<Q1—1,5-(Qs — Q1)

Cuando existen estos valores, el convenio que existe es dibujarlos en
el box-whisker como puntos aislados en lugar de unirlos de forma
continua mediante un segmento.

En la animaciéon de la siguiente pagina puedes observar como se
detectan los valores atipicos aplicando el criterio anterior.

&7

Diagrama de caja y bigotes
[ [

PIPDOe O

Y-
[
||

Animacion 1.1. Animacion desarrollada por (RED Descartes)

61


https://proyectodescartes.org/
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/interactivos/cajas-bigotes-JS/animacion0.html

Veamos otro ejemplo:

Supongamos que en una clase se pregunta por el nimero de
hermanos que tienen los alumnos y se distribuyen los datos en la
siguiente tabla. Nos preguntamos si alguno de los datos de la tabla
puede considerarse atipico o aislado.

hermanos FrecUenei
0 2 2
1 8 10
2 15 25
3 31
7 32
9 33

3 33-3
128,25 — lelT:24,75 — Q3 =2

Valores aislados por la izquierda

r<@Q1—-1,5-(Qs—Q1) = z<1-1,5-(2—-1) = =< -0,5
No hay valores aislados por la izquierda

Valores aislados por la derecha

z>@Q1+1,5-(Qs—Q1) = z>2+1,5-(2—-1) = z>3,5

x = 7yx = 9serian valores aislados por la derecha.
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1.5 Medidas de dispersion

Un alumno tiene tres examenes con notas 6,5y 4 y otro alumno con
notas 1,5y 9. Las notas medias de ambos es 5 y la mediana también 5
, sin embargo estos parametros no describen las caracteristicas de
ambas distribuciones puesto que se observa claramente que las
notas del primer alumno son mas homogéneas que las del segundo.

Por lo general, las medidas de centralizacién no detectan ciertas
circunstancias de la distribucion que son muy importantes y que
deben tenerse en cuenta en lo que respecta a la descripcion de dicha
distribucién. Las medidas de dispersion indican silos datos estan
mas o menos agrupados respecto de las medidas de centralizacion.
Fundamentalmente respecto a la media aritmética.

Desviacion
Medidas de! | media
dispersion

Varianza

Desviacion !
tipica
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1.5.1 Rango y desviacion media

En muchos procesos de fabricacion se requiere mucha precisiéon en
las medidas de determinadas piezas. Es extremadamente dificil
conseguir medidas exactas puesto que toda maquina construida por
el hombre es susceptible del error, no existe la maquina de precision
perfecta. Sin embargo, a pesar de estas minimas diferencias, hay
algunas piezas que deben rechazarse puesto que no cumplen con los
criterios de medicion que establecen. ;Hasta qué punto las
diferencias observadas son admisibles, pues no ocasionan ningun
tipo de problema en el engranaje de dichas piezas? En estos criterios
aparecen involucradas las medidas de dispersién, y entre ellas el
rango y la desviacién media.

a

10 20
TITRNAIT

Llamamos rango o recorrido, a la diferencia entre el mayor y el
menor valor de la variable, indica la longitud del intervalo en el que se
hallan todos los datos de la distribucién. El rango es una medida de
dispersién  importante aunque insuficiente para valorar
convenientemente la homogeneidad de los datos, de ahi que deba
complementarse con otras medidas.
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En este sentido encontramos la variacion media que nos sirve para
calcular cuanto se desvian en promedio los datos de la media
aritmética. Se define como la media de los valores absolutos de las
diferencias entre la media aritmética y los diferentes datos. No es
una de las medidas de dispersion mas usuales.

D it ’wz —X| fi

Dm =
m N

En la siguiente escena puedes practicar con el calculo del rango vy la
desviacion media de variable tanto discreta como continua.

)
™

D. 'MEDIA
Y RANGO

0000

\ J
Escena 1.26. Escena desarrollada por José Ireno Fernandez Rubio (RED Descartes)

65


https://proyectodescartes.org/
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/interactivos/Desviacion-media-JS/index.html

1.5.2 Varianza

La medida de dispersion mas popularizada es sin duda la varianza.
La filosofia de esta medida es la misma que la de la desviacién media;
esto es, detectar las variaciones de cada valor respecto a la media
aritmética. Sin embargo para ello en lugar de utilizar el valor
absoluto, eleva esas diferencias al cuadrado, con ello evita posibles
compensaciones, dado que todos los términos son positivos, y
ademas al elevarlas al cuadrado amplifica estas diferencias si son
mayores a uno en valor absoluto y las minora en caso de ser menores
de uno (también en valor absoluto). Por ultimo, considera el
promedio de dichas diferencias al que denomina varianza.

Del mismo modo que ocurre para la media, la varianza es un
parametro muy sensible a las puntuaciones extremas. Ademas, las
unidades en que se mide no son las mismas que las de los datos de la
distribucién.

Comparando con el mismo tipo de datos, una varianza elevada
significa que los datos estan mas dispersos. Mientras que un valor de
la varianza bajo indica que los valores estan por lo general mas
préximos a la media.

Un valor de la varianza igual a cero implicaria que todos los valores
soniguales, y por lo tanto también coinciden con la media aritmética.

2 Z?:l (mi_X) - fi
- N

S?=¢
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Algunas propiedades de |la varianza:

»  Lavarianzaes un valor siempre positivo.

Var(X) >0

=  Sjatodos los datos se les suma una constante, la varianza de
esos datos sigue siendo la misma.

Var(X +b) = V(X)

= Sitodos los datos se multiplican por una constante, la varianza
queda multiplicada por el cuadrado de la constante.

Var(a-X) = a*-V(X)

» Las dos propiedades anteriores suelen resumirse de la
siguiente forma:

Var(a-X +b) =a® - V(X)

= Sisedisponen de dos variables independientes
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

cuando X eY sonindependientes

A partir de la definicion de la varianza, si se desarrolla la expresion y
simplificando los resultados se obtiene otra expresion para la misma
que permite un calculo mas directo y sencillo.
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Suele recordarse diciendo:

"La varianza es igual a la media de los cuadrados menos el cuadrado de la
media"

El principal inconveniente que presenta la varianza es que las
unidades no son las mismas que las de los datos de la distribucién (se
ha elevado al cuadrado). Esto se solventa con la definicién de un
nuevo parametro que se calculara a partir del anterior que es la
desviacion tipica y que definimos en el siguiente apartado.

Ve °

1.5.3 Desviacion tipica.

La estadistica ha irrumpido en todas las facetas de la vida. En el
mundo del deporte también desde hace tiempo. Los ojeadores y
cazatalentos americanos fundamentalmente de baloncesto o de
beisbol utilizan las estadisticas de los jugadores como elementos
clave a la hora de negociar traspasos o contratos. Dentro de los
parametros que se estudian en cada jugador, la desviacion tipica en
alguna de las facetas del juego pueden ser un magnifico elemento que
defina un jugador como muy seguro o como irregular.

El término desviacion tipica fue incorporado a la estadistica por
Karl Pearson en 1894. La principal ventaja que representa la
desviacion tipica respecto a la varianza es que su unidad de medida
es la misma que la de los datos. Esto hace mucho mas sencilla la
posible interpretacion.
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La desviacion tipica es una medida del grado de dispersion de las
observaciones alrededor de su valor medio, se define como la raiz
cuadrada positiva de la varianza. Tiene el mismo cometido que éstay
ademas la ventaja de que las unidades en las que se mide son las
mismas que las de los datos de la distribucion. Puede considerarse la
medida de dispersién por excelencia y aparece como tecla o funcién
directa en cualquier calculadora o programa estadistico.

Si partimos de la definicidon de varianza, la férmula para el calculo de
la desviacion tipica seria:

> et (mi—X)2'fi
N

S:o‘:

De la misma forma que en el apartado anterior, si desarrollamos y
simplificamos la expresion anterior se llega a otra mucho mas simple
qgue es la que se utiliza en |la practica y cuya expresion es:

S:g:\/Z?:;[]\a;?'fi_(X_)2

Obviamente, cuanto mayor sea la desviacién tipica, mayor serd la
dispersion de los valores de la distribucién respecto a la media
aritmética y, por tanto, bajara el nivel de representatividad de ésta
con respecto a las observaciones.
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Algunas propiedades de la desviacion tipica son las siguientes:

= Ladesviacion tipica siempre es mayor o igual que cero.
S(X)=5,=+Var(X) >0

»  Ladesviacion tipica no varia si a todos los datos le sumamos o
restamos la misma cantidad

S(X +b) = S(X)

= Si multiplicamos todos los datos de la distribuciéon por una
cantidad, la desviacion tipica también queda multiplicada por
dicha cantidad

S(a-X)=a-S(X)

»  Lasdos propiedades anteriores se suelen resumir en:

S(a-X +b)=a-S(X)

=  En general, la desviacién tipica estd menos influida por las
fluctuaciones de los datos que las demds medidas de
dispersion.

En la pagina siguiente presentamos dos escenas interactivas. En la
primera, ademas de la desviacion tipica, puedes practicar calculando
la varianza de distintas series de datos, tanto para variable discreta
como continua. En la segunda escena puedes practicar con el calculo
de ladesviacion tipica de variables discretas y continuas.
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Escena 1.27. Escena desarrollada por José Ireno Fernandez Rubio (RED Descartes)

Recuerda que puedes ampliar las escenas, para interactuar con ellas
en unaventana aparte.
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p
‘Genera]

Pulsa el boton genera para tener
30 datos elegidos aleatoriamente

Tabla de Frecuencias

Variable Recuento Frecuencia
[150,160) 0
[160,170) 0
[170,180) 0
0
0
Total O
\_ _J

Escena 1.28. Escena desarrollada por José Ireno Fernandez Rubio (RED Descartes)

Puedes practicar con el cdlculo de parametros de dispersién en
ejercicios que tu mismo puedes plantear en el apartado sexto: "6.
Manejo de Calculadora".
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1.5.4 Coeficiente de variacion de Pearson.

Qué es mas homogénea, una poblacién de perros con desviacion
tipica 2K g u otra de vacas de desviacion tipica 5 K g?

Si se realiza un estudio estadistico en dos poblaciones diferentes, y
gueremos comparar resultados, no se puede acudir simplemente al
valor de la desviacién tipica para ver la mayor o menor
homogeneidad de los datos, es decir, el valor numérico por si solo no
nos indicara que distribucion de datos estd mas o menos dispersa.

Recurrimos para ello a otro parametro, llamado coeficiente de
variacion y que se define como el cociente entre la desviacion
tipica y la media de una poblacion. Es un coeficiente carente de
unidades y sirve para comparar la dispersion de dos poblaciones
distintas, correspondiendo a la poblacion mas homogénea un
coeficiente de variacion menor y a la menos homogénea un
coeficiente de variacién mayor.

(o}
CV_E
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Practica con el céalculo del coeficiente de variacién, en la siguiente
escena.

&7

Coeficiente
de variacion

THS
Escena 1.29. Escena desarrollada por José Ireno Fernandez Rubio (RED Descartes)

Puntuaciones tipicas o normalizadas

Antonio obtuvo una nota en Matematicas de 6, 75 en una clase en la
que la media del examen fué 7, 25 y la desviacién tipica 1, 75. Alberto
en cambio obtuvo una nota de 5, 75 en una clase en la que la media
fue de 4, 75 y la desviacién tipica de 2. Si suponemos que el profesor

era el mismo, podriamos pensar comparativamente con su clase que
nota es mejor, la de Antonio o la de Alberto. En este sentido, las
puntuaciones tipicas sirven para comparar datos correspondientes
de distintas poblaciones.
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Estas puntuaciones tipicas son valores que resultan de dividir la
diferencia de cada valor menos la media entre la desviacion tipica de
la poblacién. A este proceso también se le suele denominar
tipificacion. Una vez efectuada la tipificacion obtendremos una
variable estadistica cuya media aritmética es cero y cuya desviacion
tipica es uno.

Las puntuaciones tipicas son el resultado de dividir las puntuaciones
diferenciales entre la desviacidon tipica. Este proceso se llama
tipificacion.

r— X
z =
Sy
’ ()
situacion 1 v | Las notas del profesor A se distribuyen entre O y 1 =
: — Las notas del profesor B se distribuyen entre 0 y 10
Otro ejemplo en esta S|Iua(:|0r|
Not Alumnado Alumnado Nota normalizada Nota normalizada
Profesor A Profesor B Profesor A Profesor B
0 10 6 -1,42 -1,69
1 13 8 -112 -1,36
2 10 12 -0,82 -1,04
3 8 9 -0,52 -0,71
4 9 9 -0,21 -0,38
5 1 9 0,09 -0,05
6 3 9 0,39 0,28
Vi 9 6 0,69 0,60
8 5 14 1,00 0,93
9 8 12 1,30 126
10 12 6 1,60 1,59
=4,71 X=5,16
s=3.31 s=3.05
01¢342678210
-3 6123458789 10 3
Comparacion de las notas normalizadas
\ J

Escena 1.30. Escena desarrollada por José R. Galo Sanchez (RED Descartes)
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En la escena anterior, puedes observar, mediante la normalizacién de
datos, la comparacion de las notas dadas a 100 alumnos por dos

profesores. Se presentan cuatro situaciones.

;Quieres efectuar la comparacion de las notas de dos profesores
tuyos? Puedes hacerlo en la siguiente escena, la cual también puedes
utilizar como simulador de situaciones.

r—X
z =
Se
&
Compara las notas de dos profesores o
Not Alumnado  Alumnado Nota normalizada Nota normalizada

Profesor A Profesor B Profesor A Profesor B
0 0 0
l 0 0
D 0 0
3 0 0
4 0 0
5 0 0
6 0 0
7 0 0
8 0 0
9 0 0
lo 0 ) 0

¥=0,00 x=0,00

s=0.00 s=0.00

F | - +
-3 3

Comparacion de las notas normalizadas

Escena 1.31. Escena desarrollada por José R. Galo Sanchez (RED Descartes)
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1.6 Manejo de calculadora.

L REMeducativa
1 .descartes

® rAD O DEG
v

La utilizaciéon de calculadoras en ejercicios de estadistica es
obviamente fundamental, tanto si se hacen manualmente (utilizacién
de la calculadora para largas operaciones elementales habituales en
este tipo de ejercicios), o si se quieren aprovechar otras ventajas
directas del modo estadistico. Cualquier calculadora cientifica ofrece
de forma directa el célculo de los parametros estadisticos mas
usuales.
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Dependiendo del modelo, debes consultar el manual de uso para
aprender a disponer la calculadora en modo ESTADISTICA
UNIDIMENSIONAL vy la forma en la que han de introducirse los
datos. Este proceso de introduccion de datos es el que suele variar de
un modelo a otro, aungque en la mayoria el procedimiento es sencillo.

La calculadora de |la RED DESCARTES, no tiene un condicionante
material fisico como las habituales del mercado, tiene un
funcionamiento muy sencillo y alguna ventaja adicional con los
modelos mas simples que normalmente son de las que dispone el
alumnado. Comentamos un poco la forma de trabajar con esta
calculadora.

=  En primer lugar debemos acceder al MODO ESTADISTICA
UNIDIMENSIONAL. Para ello simplemente pulsamos la tecla

"STD"
descartes gpl;dl"\educaﬁva
Créditos _dlescartes

® ran O oec

Y Modo
Estadistica
Unidimensional
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Una vez pulsada esta tecla aparece otra pantalla con el titulo

"Calculos estadisticos".

Calculos Estadisticos

Fon los Mameros Separados Por Una coma

@,1,2,3,4

1,5,3,4,4

Calcula

Frecuencias

SAC Ocultar

A

Para la introduccion de datos se procede insertando en la
primera fila los valores de la variable separados por coma.

Posteriormente en

la segunda fila

introduciremos sus

respectivas frecuencias absolutas, también separadas por

coma.

Una vez que compruebas que los datos son correctos,
pulsando el botén "Calcula" y aparecerd la pantalla de

resultados.

mediana

moda

5

-
Ca

T

2
Ohn-1

On-1

9,1,1,1,1,1,2,2,2,3,3

-

(] =Y =Y NS =k
(dml (Y
-l

1.619378412304
1.272548
1.720688370044
1.311712
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En la pantalla de resultados observaras:

= Listadedatos ordenados.

=  Total de datos introducidos.
= Media aritmética.

»  Mediana (discreta).

=  Moda (discreta).

= Suma total de datos al cuadrado, (util si quiero comprobar un
ejercicio realizado manualmente construyendo una tabla).

= Suma total de datos, (Util si quiero comprobar un ejercicio
realizado manualmente construyendo una tabla).

=  Varianza poblacional.
»  Desviacion tipica poblacional.
= Cuasivarianza, (util en ejercicios de inferencia).

= Cuasidesviacion tipica, (Util en ejercicios de inferencia).

En las siguientes escenas, disefiadas por Juan Jesus Canas Escamilla,
puedes plantear los ejercicios de variable discreta y continua con los
datos que prefieras, inventados o procedentes de algin problema
concreto. Las escenas admiten tabulaciones de hasta 36 filas.

Una vez introducidos los datos al pulsar el control "Actualizar", se
completa toda la tabla con todos los valores necesarios para el
cdlculo de los pardmetros estadisticos. Si pulsas el control "Ver
parametros" puedes acceder al valor de dichos pardmetros; media,
mediana, moda, percentiles, desviacién tipica ademas de los
diagramas de barras e histogramas de frecuencias relativas y
relativas acumuladas.
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Variable discreta

Ampliar ancho de A_d Nede filasdela & 1 | Actualiza valores Calcular
columnas Xl | tabla X de la tabla pardmetros
xifi | xi®-fi

_n
T

S |W (N | RS
D (o (& = o

(-]
©

AR
JO000000-

oo N o A W N e

I
i

[=)
e -
-3
L -] L -
g oo |o|a
"
£

el

Variable continua

Ampliar ancho L:Z': n® iC_ItBI A 1 Introduce datos y pulsa @ Ver p&nin'fl?rms y rectas
decolumnas ¥ |”| defilas W || paracompletar tabla de regresion (puisa)
Li Ls |fi xioc | xfi Xi' i Fi li 1
[ | S | S 05 0,25 1 1
(ESN | | N | O R % 15 225 2 1
(| | X | P 1 25 625 3 1
[N | S 35 12,25 4 T
(RN {2 | S Y- 45 20,25 5 1
[ | O | . 55 30,25 & 1
[B | [t L 65 42,25 7 1
(| O | S 75 s625 |8 1
[EX | EX | E 85 72,25 9 i
9 Jffe {x || a5 a5 90,25 10 1
EEINN | FES | O I 1:X5 10,5 w025 | w1 1
[ || | T 7 X 11,5 13225 |12 1
12 72 72 575
v
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1.7 Problemas resueltos

A continuacion tienes el enunciado de diferentes problemas.
Trabajalos y una vez los hayas resuelto puedes hacer clic sobre el
botén para ver la solucion.

o7l

1. Enunaencuestase preguntaa 30 familias sobre el nimero de personas gue
conviven en el domicilio familiar. Las respuestas han sido:

4,4,3,3,5,56,2,1,1,4,4,7,2,2,4,5,3,4,5 2,4,7,5,6,3,2,2,3,3

a) Calculala distribucién de frecuencias absolutas, relativasy acumuladas.

b) Indica la proporcion de hogares que estd compuesta por 4 o menos miembros.

¢) Dibuja el diagrama de barras correspondiente a las frecuenciasabsolutasy F
acumuladas con sus respectivos poligonos de frecuencias.

T

Solucion |

2. En el siguiente gréfico se da informacién acerca de las horas semanales que dedican
los hombres y mujeres a las tareas del hogar.
1 a) ¢Qué tiempo dedican las mujeres a

141 la compra?
iu ] J b) ¢Para qué modalidad hay mas P
s diferencia entre hombres y mujeres? L
&1 mHombres ¢) ¢Cudl es la tarea que mas realizan
) e los hombres?
: I L J d) ¢Cudl seria la moda tanto para

“&p" d"@? \z?\,;.? & P@._e"'

hombres como mujeres?
o

K-

3 g~
40
¥

Solucién | =
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1.8 Créditos del capitulo
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« Jose R. Galo Sanchez
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Parte ||

Estadistica bidimensional

Juan Jesus Canas Escamilla
José R. Galo Sanchez




Karl Pearson (Londres, 27 de marzo de 1857, 27 de abril de 1936) fue un prominente
cientifico, matematico y pensador socialista britanico, que establecio la disciplinade la
estadistica matematica. Fue el fundador de la bioestadistica, https://es.wikipedia.org/).
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2.1

Introduccion. Variable estadistica

bidimensional.

e

Los agricultores suelen anticipar como va air la cosecha teniendo
en cuenta la evoluciéon de las precipitaciones en determinados
dias del afio, son las denominadas cabafnuelas. Estan analizando
por tanto la aparente estrecha relacidon existente entre esas dos
variables.

La nota de un alumno de segundo de bachillerato en una
asignatura y la que obtiene después en selectividad en la misma
materia también suelen guardar una “estrecha relacion”.

La estaturay el peso de una poblacién de individuos suelen estar
bastante relacionadas.

Las horas de estudio y la nota final obtenida en un examen por
supuesto suelen estar muy relacionadas de forma directa.

] Lo que ocurre con las cotizaciones de ciertos valores en la bolsa

de Tokio y lo que después pasa en las bolsas europeas.

Las horas de entrenamiento de un atleta y las marcas obtenidas
también estan muy relacionadas.

Los médicos estan hartos de alertarnos de la altisima relacién
entre el consumo de tabaco y la incidencia del cancer de pulmén.

I Las notas obtenidas por un alumno en las materias de

Matmaticas y Fisica, histéricamente estan muy relacionadas.

Una persona supersticiosa relaciona constantemente aunque de
forma irracional variables causa efecto en muchas circunstancias
de suvida.

En definitiva, el hombre siempre ha intentado buscar relaciones entre
magnitudes de manera que conocida una de ellas, generalmente la

menos

“costosa’, le permita inferir lo mas acertadamente posible los

valores de la otra magnitud.
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En este sentido la Estadistica también ofrece su ayuda y aborda con
bastante éxito esta empresa.

Asi pues, en muchas ocasiones un trabajo estadistico necesita
estudiar sobre cada individuo varias variables con el objeto de
encontrar una posible relacién entre las mismas.

Cuando sobre una poblacién estudiamos simultdneamente dos
variables estadisticas, al conjunto de los pares de valores
correspondientes a cada individuo se denomina distribucion

bidimensional.

| ‘,-Matema:'lticas
(+)

owowN

M W W " L] M W W o ;e w

Estatura

EJEMPLO 1

Las notas de 10 alumnos en Matematicas y en Lengua vienen dadas
en la siguiente tabla:
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MATEMATICAS 2 |4 |5 (5 |6 |6 |7 |7 |8 |9
LENGUA 2 12 |5 (6 |5 |7 |5 (8 |7 |10

Los pares de valores {(2,2), (4,2), (5,5), ..., (8,7), (9,10)}, forman la
distribucién bidimensional.

EJEMPLO 2

Vamos a estudiar en los ultimos doce anos las precipitaciones medias
en nuestro pais, en litros por metro cuadrado y la produccién de
aceite en miles de toneladas métricas. Los datos aparecen reflejados
en la siguiente tabla:

ANO 1993 | 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 | 2001 2002 | 2003 2004

l,fmZ 542 503,8 | 452,9 | 6873 669,1 609 4441 482,6 | 6853 | 502 583,5 637

Tm(miles) | 551 | 538,3 | 3376 | 926,8 | 903,5 | 758,4 | 5459 | 7878 | 1412,1 | 850 | 13874 | 950

EJEMPLO 3

En una clase de 30 alumnos y alumnas se ha realizado un estudio
sobre el nimero de horas diarias de estudio X y el nimero de
asignaturas suspensas al final de curso Se obtuvieron los siguientes
datos:

(2,0),(2,2),(0,5),(2,1),(1,2),(2,1),(3,1), (4,0), (0,4), (2,2),
(2,1),(2,1),(4,0),(3,1),(2,4),(2,1),(1,2), (2, 1), (2,0), (3,0),
(3,1),(2,2),(2,2),(2,1),(0,5),(1,3),(2,2),(2,1),(1,3),(1,4)
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2.2 Tabulaciéon de una variable bidimensional.

Una vez que hemos recogido todos los datos, la mejor forma de
estudiarlos es disponerlos en una tabla estadistica. Existen
fundamentalmente dos tipos de tabulacion para variables
bidimensionales.

Tabla bidimensional simple. Esta formada por tres filas o columnas
en las que se representan ordenadamente los valores de las variables
y sus frecuencias. La tabulacion suele hacerse ordenando los datos de
menor a mayor respecto a una de las variables. En caso de que todas
las frecuencias sean iguales a uno, se puede omitir la fila o columna
correspondiente a las mismas.

X1 Y; fi
X Y, fa
X Yo fm

Tabla de doble entrada. Estd formada por tantas filas y columnas
como valores tengamos de cada una de las variables, afiadiendo una
fila y una columna mas para representar los totales. Esta indicada
para casos con bastantes datos, en los que para cada valor de una
variable, existen varios valores de la otra.

Escogiendo la primera y la ultima fila, tenemos la tabla estadistica
correspondiente ala primera variable unidimensional. Con la primera
y ultima columnas construimos la tabla correspondiente a la segunda
variable unidimensional.
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Estas dos distribuciones reciben el nombre de distribuciones
marginales. En la dltima celda aparecerd el total de la tltima filay de

la ultima columna, es decir, el nimero total de elementos estudiados
(V).

Ademds, en esta tabla puede resultar de interés estudiar
distribuciones unidimensionales correspondientes a un valor
determinado de alguna de las variables, llamadas distribuciones

condicionadas.

Frecuencia
X1 | Xz [ | Xi | xm | N
variable Y
Y1 fia | for ... f fix ... fm1 ifin
¥ fio | faz | ... fiz |...| fm2 | ZEfi2
¥ fig | fai |.-of fig | .. [ fmi Ifi;
Yn fln f2n fin fmn Efin
Frecuencia
P | Zfay | Zfa5 ... | Zfig| ... | Ef1n N
variable ¥

2.3 Diagrama de dispersion.

En el caso en el que todas las frecuencias absolutas de cada valor
(z;,y;) sean unitarias, un diagrama de dispersién consiste en
hacer corresponder de forma cartesiana los valores de la variable

bidimensional con los puntos del plano. Para representar el dato
correspondiente al par (zi,y;), colocaremos un punto en esas

mismas coordenadas.
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En el caso en el que existan frecuencias absolutas distintas de uno. Se
puede utilizar el denominado prismograma. Es similar a un diagrama
de barras o de rectangulos, pero intentando darle un aspecto
tridimensional.

Representamos tres ejes (igual que representamos los ejes x, y, z).
En el eje vertical representamos las frecuencias y en los otros los
valores de las variables X e Y. Para cada par de valores (z;,y;),
representamos un prisma o una barra vertical de altura igual a su
frecuencia. Este grafico no se utiliza apenas porque su interpretacién
suele ser complicada.
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Nota: Como alternativa al prismograma, se puede utilizar un
diagrama de puntos en los que de forma “artesanal” se disponga en
las coordenadas de cada valor, tantos puntos como indique su

frecuencia absoluta.

= I

(3) »

f4)
-
L

5k

(1) +%

3
-

O también un diagrama de puntos de mayor o menor grosor segun

sea la frecuencia absoluta.

Xi yi fi
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2.4 Correlacion.

El objetivo de cualquier estudio bidimensional es observar si existe
algun tipo de relacion entre las dos variables estudiadas. La relacion
entre las dos variables cuantitativas queda reflejada mediante la
funcién a la que parece acercarse la nube de puntos representada en
el diagrama de dispersion. Prestaremos una especial atencién a
relacion lineal aunque puedan existir otras interesantes como la
cuadratica, exponencial, etc.

E& Correlacion curvilinea. La nube de puntos del diagrama de
dispersion estan situados alrededor de una linea curva.

E& Correlacion lineal. La nube de puntos del diagrama de dispersion
estan situados alrededor de una linea recta.

<) Correlacién lineal positiva. El caso especial de correlacion lineal
en el que al crecer una variable, crece también la otra.
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ﬁ?& Correlacion lineal negativa. El caso especial de correlacion lineal
en el que al crecer una variable, la otra decrece.

#2 Ausencia de correlacién.. El caso en el que la nube de puntos del
diagrama de dispersion, no se aproxima a ningun tipo de funcion.

Los principales componentes elementales de una linea de ajuste v,
por lo tanto, de una correlacion, son la forma, la fuerza y el sentido.

= La forma establece el tipo de linea que que mejor adapta o
ajusta la nube de puntos. La linea recta, la parabola, la funcién
exponencial, etc.
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La fuerza menor o mayor segun los casos, mide el grado de
bondad o grado en el que la funcién linea representa a la nube
de puntos. En el caso de correlacion lineal, si la nube es
estrecha y alargada, esto indica que la relacién es fuerte; si la
nube de puntos tiene una tendencia eliptica o circular, la
relaciéon es débil.

El sentido mide la variaciéon de los valores de una variable con
respecto a la otra. En el caso de correlacion lineal, si al crecer
los valores de la primera, lo hacen también los de la segunda, la
relacion es directa (pendiente positiva); si al crecer los valores
de A disminuyen los de B, la relacion es inversa (pendiente

negativa).

A continuacién tenemos un video que nos introduce en la idea general
de relacién entre variables o correlacion.

( 1))

‘} Correlacion lineal

Veren [EBYoulube e
\. J

Video 2.1. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar
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2.4.1 Covarianza.

Hasta ahora hemos hablado de correlacién entre variables y del caso
particular que nos ocuparemos en este tema como es el de la
correlacién lineal en un sentido global y difuso. Hemos mencionado
en algin momento que la correlacion puede ser fuerte o débil,
positiva o negativa, sin embargo ;qué entenderemos por fuerte o
débil?, ;como mediremos esta correlacion? Nos hace falta un
indicador o medidor que nos permita condensar en un paradmetro
todas estas facetas de la correlacion. En este sentido vamos a
estudiar un parametro que sera crucial en la cuantificacion de la
correlacion lineal. A este nuevo parametro lo denominamos
covarianzay se define como:

Dic1 2ot (ﬂfz - X) ’ (yj - Y) - fij
Ozy = N

La férmula anterior es de dificil calculo. Como ocurria en el caso de la
varianza, desarrollando y simplificando la expresién anterior se llega
a otra mucho mas sencilla en lo que respecta al calculo practico y que
es la que se utiliza normalmente en cualquier tipo de problema.

S miy - fi -
O_wy:Z,_lzj_l Yj fJ—X-Y
N

A pesar de disponer de las férmulas anteriores, es muy importante
que aprendas a utilizar tu calculadora para la realizacién de los
problemas practicos.
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Lo mas importante para la utilizacion de las calculadoras es la
introduccion de datos en el modo estadistica, que todos los modelos
de calculadora cientifica tienen.

En el caso de la calculadora Descartes, la introduccién de datos es
muy simple:

Teclea el botén "STD2"" y directamente te llevard a una pantalla
con la opcién de "INTRODUCION DE DATOS"
Se abren tres espacios; uno para X, otro para Y y otro para las

frecuencias. Deberas introducir los datos correspondientes
separados por una coma. Si no hay frecuencias es que todas valen
uno.

Una vez introducidos los datos, elige la opcion "ESCOGE TIPO
DE AJUSTE". En nuestro caso el "Modelo lineal".

Ahora solamente tienenes que teclear "VER RESULTADOS". Aqui
apareceran todos los parametros que necesitas, entre ellos la

covarianza.
| Psdaries | REM\educativa
creancs | — .descartes Regresmn

® rAD © DG
—

10"

m m m ETog TD

Ifoduccion e datos ‘

mmmmm
mnmmm

Puedes practicar con la calculadora de Descartes (haz clic en el icono
de herramientas), aplicandola a ejemplos concretos.
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Introduccion de datos

| Resultados, Tipo de ajuste: lineal |
— g - |
Cuadrdtico  y=a+bx+cx? Bl

Cabico y=a+bx+cx*+adx* 9.300000000000002

Exponencial y=ge™ ma.zossnﬂeanz&

e
.6850083191850597

[0.828195821762619

Potencial y=ax®

Logaritmico  y=a+bIin(x)

2.4.2 Coeficiente de correlacion lineal.

Se define este coeficiente como el cociente entre la covarianza y el
producto de las desviaciones tipicas de ambas variables, es decir:

Karl Pearson
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Este coeficiente tomara siempre valores comprendidos entre-1y 1y
segun sean estos, podremos deducir que:

»  Sir =1, existe dependencia funcional, todos los puntos del

diagrama de dispersion estan situados en una linea recta
creciente.

m Si0<r<1, |lacorrelacion es positiva y sera mas fuerte
segun se aproxime a 1l

= Sir =0 o proximo a cero, no existe correlacion lineal, pero
puede existir correlacién curvilinea.
o Si—1<7r<0,lacorrelacion es negativa y sera mas
fuerte segun se aproxime a -1.

o Si r = —1, existe dependencia funcional, todos los

puntos del diagrama de dispersion estan situados en
una linea recta decreciente.

En la siguiente escena puedes observar y relacionar una nube de
puntos con su correspondiente coeficiente de correlacién lineal. La
escena te permite tanto elegir el nimero de puntos con el que
quieres trabajar como la modificacion de la posiciéon de dichos puntos
ya que se trata de controles graficos que se pueden mover
simplemente pulsando y arrastrando. Puedes comprobar que
determinadas formas curvilineas (dependencia casi funcional), sin
embargo toman como coeficiente de correlacion lineal niumeros
préximos a cero. Es interesante que manipules la escena y observes
qué ocurre con el coeficiente de correlacién lineal. Extrae tus propias
conclusiones.

A continuacion de la escena, tenemos en un video una clase de la
Universidad de Salamanca sobre la correlacién lineal.
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Nube de puntos y valores del coeficiente de correlacién lineal

o]

o}
O
T O
O
0}
o
0
o |
o}
O
o}
r=-0,0733
Corrplacion lineal negativa deébil

Escena 2.1. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla(RED Descartes)

@/
“ Video

VNIVERSIDAD B SALAMA

ANALISIS RELACION ENTRE DOS
VARIABLES CUANTITATIVAS

Coeficiente de Correlacion de Fnaru

Dra M# Purificacidn GALINDO VILLARDON
Dra Purificacién VICENTE GALINDO

Universidad de Salamanca

Video 2.2. Coeficiente de correlacion de Pearson

L ]
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2.5 Concepto de regresion. Método de los
minimos cuadrados.

Podemos decir que la regresion lineal es una técnica estadistica
que trata de estudiar la relacidon entre varias variables estadisticas.
Cuando solamente tenemos dos variables diremos que estamos en
regresion lineal simple. En investigacion, el andlisis de
regresion se utiliza para predecir una de las variables a partir de la
otrauotras.

Cuando la nube de puntos de un diagrama de dispersiéon nos informe
de una posible correlacién lineal, el andlisis de regresion tendra como
gran objetivo la prediccién de valores para la variable dependiente (

Y') a partir de los valores de la variable independiente (X) utilizando

para ello una funcién (una recta) que aproximara lo mejor posible a la
nube de puntos.

El método que se utiliza para la localizacién de esta recta es el
llamado de los minimos cuadrados.

Para el caso anterior, el método consiste en considerar la funcién que
determinaria la suma de todas las distancias verticales (coordenada

y;), elevadas al cuadrado para evitar que las positivas y negativas se
contrarresten, entre cada punto y su proyeccion vertical sobre la
hipotética recta. A esta funcién posteriormente se le calcula dénde
alcanzaria el minimo.

El método de minimos cuadrados
El dia de Ano Nuevo de 1801, el astronomo italiano Giuseppe Piazzi

descubrié el planeta enano Ceres. Fue capaz de seguir su o6rbita
durante 40 dias.
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Durante el curso de ese ano muchos cientificos intentaron estimar su
trayectoria con base en las observaciones de Piazzi, pero resolver las
ecuaciones no lineales de Kepler de movimiento es muy dificil.

La mayoria de las evaluaciones fueron inutiles y el unico célculo
suficientemente preciso que permitié a Franz Xaver von Zach,
astrénomo aleman, reencontrar al final de ese afo a Ceres fue el de
Carl Friedrich Gauss. Gauss por entonces era un joven de 24 anos,
pero los fundamentos de su enfoque ya los habia planteado en 1795,
cuando tenia 18 anos. Sin embargo, su método de minimos cuadrados
no se publicd sino hasta 1809 en el segundo volumen de su trabajo
sobre mecanica celeste, "Theoria Motus Corporum Coelestium in

sectionibus conicis solem ambientium"".,

El francés Adrien-Marie Legendre desarrollé el mismo método de
forma independiente en 1805.

a Espacial Dawn va Rumbo al Planeta Enano Ceres

VESTA- N

Video 2.3. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube
estandar
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2.5.1 Rectas de Regresion.

Como se ha mencionado anteriormente, en los casos en los que se
observe cierto grado de correlacién lineal, intentaremos aproximar la
nube de puntos mediante una recta. A estas lineas se les llaman
rectas de regresion. Dependiendo del procedimiento de
minimizacion de distancias que se emplee, bien sean verticales u
horizontales, y utilizando el procedimiento de minimos cuadrados
obtendremos dos tipos de recta:

= RectaderegresiondeY sobre X

= Rectaderegresion de X sobreY

Como puedes observar, se trata de las clasica expresiéon de una recta
en su forma punto pendiente.

La obtencidon de las expresiones de las rectas anteriores no es
sencilla. Como caracteristicas faciles de descubrir podemos sefalar
gue el signo de la pendiente depende Unicamente de la covarianza en
ambas expresiones y que ambas pasan por el punto comun:

(%,7)
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En la siguiente escena puedes practicar con el calculo de todos los
parametros relacionados con la regresion en variables
bidimensionales. Puedes introducir los datos que desees
seleccionando previamente las filas que necesites (maximo de 36).
Sigue las instrucciones y podras comprobar el valor de todos los
parametros y la representacion grafica de la nube de puntos y de las
dos rectas de regresion.

o7

Ampliar ancho n° rqra! Introduce datos y pulsa @ Ver parén!ﬁ:rros y rectas :_\;u
de columnas W defilas w para completar tabla de regresion (pulsa) = =
Xio | Yi | f | xafi | xite |vifi WA | xiyfy B
[0 |1 |1t || o ] 1 ! 0
o ([0 ||t || o 0 0 o ]
[0 |([e i || o ] ] 0 ]
[o |([e |1t || o ] ] 0 0
o | ESI ! [l o 0 30 900 0
o ([0 ||t || o 0 0 o ]
R [ | 625 |0 0 0
[0 [0 |1t || o 0 0 0 0
[0 ([0 [z || o 0 0 [ 0
[0 HE I || o ] ] 0 ]
(O | O | S 0 0 0 0
[0 |i[o 1]t || o 0 0 0 0
12 25 625 31 901 o
v

Escena 2.2. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)

Es importante que practiques y construyas tablas ti mismo y que la
escena te sirva de apoyo y comprobacion de resultados. También
convendria que supieras utilizar tu calculadora y usarla en los
problemas practicos. En este sentido, ten en cuenta que lo que puede
variar en cada calculadora es la introduccién de los datos.
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Una vez que conozcas este procedimiento, el resto suele ser muy
parecido. Como ejemplo, recordar el caso de la calculadora
DESCARTES (ver el apartado 2.4.1). Realiza algin ejercicio de
regresion utilizando la calculadora para variable bidimensional de
DESCARTES.

&7

VNIVERSiDAD B 5A|

\NALISIS RELACION ENTRE DOS
VARIABLES CUANTITATIVAS

MODELO de REGRESICn

Dra M2 Purificacion GALINDO VILLARDON
Dra Purificacion VICENTE GALINDO

Universidad de Salamanca

Veren [ElYoulube

Video 2.4. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar
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En la siguiente escena puedes manipular la nube de puntos y
observar como varia el ajuste por minimos cuadrados y como
cambian las rectas de regresion.

&7

ver tabla
— ]
ver rectas 1

ver dist

oo * ® ®

: A
ajuste manual 0,33

Escena 2.3. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamillay José R. Galo Sanchez
(RED Descartes)

Una de las primeras acciones que se realizan en cualquier estudio
estadistico es la depuracion de los datos, localizando y decidiendo si
los elementos andmalos que se denominan en la literatura cientifica
como "outliers" o valores atipicos, deben tenerse en cuenta en la

realizacion del estudio o no.
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La siguiente escena sirve para analizar la influencia que puede tener
la variacion de un solo dato en un andlisis estadistico, en concreto en
la regresion lineal.

En la escena aparece una nube de puntos, el nimero de ellos se
puede elegir mediante el control "nimero de puntos". A veces la nube
aparece muy dispersa y aunque es posible realizar un ajuste lineal las
conclusiones estadisticas serian muy poco o nada fiables, pero puede
cambiarse sin mas que pulsar el botén "Inicio". Uno de los puntos es
un control grafico que puede moverse y desplazarse a voluntad
utilizando los dos controles situados abajo o directamente pulsando y
arrastrando. Con el botén "ver rectas" se observa la solucién global
del problema. Mediante el botén "ver tabla" se pueden observar los
datos reales del problema.

Con el botén "ver parametros" puedes identificar todos los
parametros calculados y necesarios para el modelo de regresion.
También se dispone de un botén para ver cdmo varia el angulo de las
dos rectas y otro para un grafico que relaciona el coeficiente de
correlaciéon y el angulo al desplazar el punto variable. Haz clic en la
imagen para abrir la escena.

ver tabla de datos ver rectas ver dngulo rectas | correlacién y dngulo

.uumn
uariable

inicio nimero de puntos 520 obscisa punto 512,53 ordenada punto 515,37

Indicaciones
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2.5.2 Estimaciones.

Una vez que conocemos la mayor o menor relacion entre las variables
mediante el coeficiente de correlacion lineal y que hemos calculado
las rectas de regresion, podemos utilizarlas para predecir el valor de
una de las variables a partir de la otra. La fiabilidad de la estimacion
depende fundamentalmente de dos consideraciones:

»  Laprimeraque exista correlacion lineal entre ambas variables.
El dato serda tanto mas fiable cuanto mas se aproxime el
coeficiente de correlacionlinealal oa —1.

= Lasegunda que las rectas de regresion se han obtenido para
unos valores concretos de X y de Y. Aunque exista una

correlaciéon lineal fuerte, si intentamos hacer predicciones
para valores de las variables lejanos a los estudiados, las
estimaciones tampoco seran fiables y podemos llevarnos
sorpresas.

o  Sisequiereestimar Y paraun determinado valor de X
emplearemos larecta de regresiéon de Y sobre X.

o  Sisequiere estimar X paraundeterminado valordeY
emplearemos la recta de regresién de X sobre Y.

|— Recta de regre=
I sion X cobre ¥
|
1

Estimaciondey
conocido x

L ] o |

L

Estimacién
de X cono-
cido ¥
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En la siguiente escena puedes realizar estimaciones para ejercicios
concretos. Puedes introducir los valores de X, de Y v las frecuencias
gue desees. Una vez introducidos los datos solo tienes que seguir las

indicaciones que se dan en la escena y realizar las estimaciones que
quieras, tanto parala variable X como paralavariable Y.

[ 7||
Ampliar ancho a I n°total A I Introduce datos y pulsa & Ver parametros y rectas 3 |- a
X, - = .";l;

de columnas de filas para completar tabla de regresion (pulsa)

Xi Yj fij xi fif xi % .fij vifif vi® fij Xi.yj.fif i

1

0

o o(o|lo(olo|w s | o |2

klo ol | 9| 0| 9|9 |9 (9 |k
=
olo(olo|o | oo | 9| 9|9 (o

B
[
L]
3

i

Escena 2.4. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)
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2.6 Problemas resueltos

A continuacion tienes el enunciado de diferentes problemas.
Trabdjalos y una vez los hayas resuelto puedes hacer clic sobre el
botdén para ver la solucion.

%

1. Unacompafiia de seguros cree que el nimero de vehiculos que circulan por una

autovia a mas de 120 Km/h y el nimero de accidentes estan relacionados. Durante 5

dias obtuvo la siguiente tabla de informacion:

M2 accidentes [X) 5 (7 |2 |1 ]9

Mevehiculosa més de120 Km/fh |15 (18 (10 |8 | 20

a) Calcula el coeficiente de correlacion lineal

b) siayer hubo 6 acddentes, {cudntos vehiculos podemos estimar que circularon a
mas de 120 Km/h?, {esbuena la prediccion?

2. Las calificaciones de 40 alumnos de 22 de bachilleratoen Matematicas y estadistica
han sido las siguientes:
Matemdticas | 3| 4 |5 |6 |6 | 7|7 8] 10
Estadistica 2|5|5 |6|7|6|7 (9|10
MNealumnos (4|6 |12 |4 (5 |4(2 |1]|2
a) Calcula la recta de regresion de la variable Estadistica sobre la variable Matematicas
b) icCual seriala estimacion para la nota de Estadistica de un alumno gue obtuvo un 6
en Matemdticas

 Solucién |

3. Las notas obtenidas por 10 alumnos en Matematicas y en Muasica son:
matemdticas | 6 a 8|5 |35 |7|5|10 (|5 (4
Musica 65 (45|75 |4 [(B|7|10|6 |5

a) Calcula la covarianza y el coeficiente de correlacion -
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Percy Alexander MacMahon (26 de septiembre de 1854 - 25 de diciembre de 1929) fue
un matematico que se destacé especialmente en el campo de las particiones de nimeros
y la combinatoria enumerativa, https://es.wikipedia.org/).



https://es.wikipedia.org/wiki/Percy_Alexander_MacMahon

3.1 Introduccion

En muchas ocasiones, en la vida real nos vemos en la necesidad de
contar. Esta accién aparentemente sencilla puede llegar a ser muy
complicada. El hecho de contar objetos presentes y observables
directamente es muy simple, pero pensemos en situaciones donde la
mera observacién no basta. Imagina como contar todas las matriculas
de automovil que pueden construirse con tres letras y cuatro
ndmeros, imagina que necesitas conocer todos los signos de 5
elementos que se pueden formar con un punto y una raya, o todas las
posibles banderas de tres franjas horizontales de distintos colores, ...

Como ves las situaciones son incontables y como ves también la

expresion que continuamente aparece en este tipo de contexto es
(CUANTOS..?

La parte de las matematicas que se dedica al estudio de este tipo de
situaciones es la Combinatoria. Esta teoria nos proporcionara las
técnicas y féormulas que permitan encontrar respuestas a muchos
problemas como los anteriores. En combinatoria las cuestiones
planteadas se analizan fundamentalmente atendiendo a las siguientes
preguntas:

#< Elementos de que disponemos para formar los grupos.
#2 Elementos que debe contener cada grupo.
2 Posibilidad de repetir elementos (o no) en los grupos.

E& La importancia o indiferencia en cuanto al orden en que aparecen
los elementos en las agrupaciones.
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Es evidente también que con un manejo aceptable de las técnicas de
recuento que analizaremos en esta unidad; se pueden abordar de una
forma mas interesante problemas de probabilidad en los que el Gnico
enfoque posible sea el concepto de probabilidad en el sentido clasico
de Laplace y nos veamos obligados a contar casos posibles y
favorables.

A continuaciéon tenemos tres videos que nos pueden ayudar a
introducirnos en la combinatoria y su aplicacién en la probabilidad.

WWWw.pacosaez.com >

Video 3.1. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar
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;s
ﬂ Videos

* ., ESTC5 Introdugsiona la cambinaipria Parte 1

Video 3.2. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar

a.combinatana Parle 2

Video 3.3. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar
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A continuacion veamos una curiosidad que relaciona la combinatoria
con la filosofia. Imaginemos que el libro definitivo, el que explica las
verdades universales existe y que tiene por ejemplo 100 paginas. Con
este simple supuesto, la combinatoria nos dice que dicho libro, en
realidad es el fruto de una variacion con repeticion de 30 elementos (
26 letras, el espacio entre palabras, el punto, la coma y los dos
puntos) tomados de n en n (donde n es el total de signos que se
podrian introducir en 100 pdginas). En realidad las posibles
agrupaciones son inimaginables, pero eso si finitas.

Bueno jpues a trabajar! Pongamos a escribir a 1000, 10000, 1000000
monos Yy tarde o temprano alguno de los monos sera el autor de la
obra definitiva. Sera cuestion de descubrir la variacién con repeticion
"ganadora". Esta anécdota es conocida como el teorema de los mil o
de los infinitos monos y relaciona a estos monos con las obras de
Shakespeare. Observa el siguiente video:

e

‘: Curiosidades cientificas - El teorema de los infinitos monos o -
. d

Vet mads [ Comparti

Veren (B Youluba -

Video 3.4. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar
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3.2 Principio general de recuento

Las estafas piramidales, la extensién de rumores, las visitas a una
pagina web,., a menudo manejan o conducen a numeros
escandalosamente grandes. Las circunstancias anteriores y muchas
otras tienen como motor de transmisiéon algo tan simple como el
"boca a boca", de manera que numeros pequefos conducen al final a
situaciones inabarcables como resultado del principio general de
recuento. También la base sobre la que se apoya el edificio de la
teoria combinatoria es el principio general de recuento que a su vez
es el mismo principio de cardinalidad del producto cartesiano en la
teoria de conjuntos.

Si un experimento puede realizarse de n formas diferentes y un
segundo experimento puede hacerlo de m formas diferentes;
entonces los dos experimentos juntos se pueden realizar de n x m
formas diferentes.

dh
q‘% Estafa piramidal. Cada
[ ] 5 participante relaciona a
= 6 personas

==ije
=il o =) o 5l e =) e ) o i)
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En el lenguaje de teoria de conjuntos se expresa como:

Card(A) =n

— Card(Ax B)=n-m
Card(B9 =m

(® Cardrepresenta o significa cardinal, es decir, nimero de elementos
del conjunto.

(® A x Bsignifica producto cartesiano.

® Card(A) significa cardinal de A, es decir nimero de elementos de
A.

(® Card(B) significa cardinal de B, es decir nimero de elementos de
B.

Veamos un par de ejemplos:

@ Ana tiene en su armario 6 camisetas, 9 pantalones de deporte y 8
pares de zapatillas. Piensa si seria posible no repetir indumentaria
durante todos los dias del ano.

Aplicando el principio general de recuento: Identificamos
indumentaria con (C' x P x Z); es decir el producto cartesiano de

la terna de conjuntos C' (camisetas), P (pantalones), y Z (zapatillas).
El ndmero de indumentarias seria pués 6 x 9 x 8 =432
indumentarias diferentes.

& Un conocido restaurante afirma que el cliente puede comer durante
dos afnos sin repetir el menu. En la carta aparecen 8 primeros platos,
15 segundos y 8 postres. Analiza si se trata de una propaganda

ciertaono.
Identificamos menu con (PP x SP x P), es decir, el producto

cartesiano de la terna de conjuntos PP (primer plato), SP (segundo
plato),y P (postre).

El nimero de menus diferentes seria pués 8 x 15 x 8 = 960, por
tanto mucho mas de dos anos sin repetir menda.
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Veren i Voufuhe

Video 3.5. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar

3.3 Variaciones sin repeticion

Supongamos que a un concurso literario en el que se conceden tres
premios distintos, se presentan ocho escritores. Nos preguntamos
por las distintas formas en las que se pueden conceder estos premios.
Este problema sin duda se puede resolver sin necesidad de
conocimientos previos sobre combinatoria.
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Pensemos que disponemos de tres puestos. Para el primero se puede
elegir a cualquiera de los ocho participantes. Para el segundo, no
puedo elegir al que ya esta elegido para el primero, por tanto
solamente podremos elegirlo entre los siete restantes. Para el
tercero, siguiendo el mismo razonamiento nos quedaran seis
participantes. Ahora aplicando el principio general de recuento al
conjunto (P1 x P2 x P3), el total de resultados posibles para el

reparto de los tres premio seria: 8 x 7 x 6 = 336.

Premto ' '

" Mmm MM)MM\ 'lr)im{m"

i"’

En combinatoria, denominamos variaciones ordinarias o sin
repeticion de n elementos tomados de m en m (siendo ™m menor o

igual que n) a cada uno de los distintos grupos de m elementos
escogidos de entre los n, de manera que:

En cada grupo, los m elementos sean distintos.

Dos grupos son distintos, si difieren en algun elemento o en el
orden de colocacion.

El nimero de variaciones ordinarias lo representamos V,, ,,, y se
calcula:
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Vom=n-(n—1)-(n—2)----- (n—m-+1)

En la siguiente escena puedes practicar con la formaciéon de algunas
variaciones sin repeticion. A medida que practicas irds descubriendo
como se van construyendo, sus caracteristicas y la idea que permite
calcular el nUmero total de variaciones sin repeticion.

)
=

ABC

Construye todas las variaciones
posibles de 3 elementos
tomados de 2 en 2

arrastrando con el raton las letras
hasta los casilleros.

Escena 3.1. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)
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3.4 Variaciones con repeticion

Dentro de los juegos de apuestas mas populares en Espana se
encuentra sin duda la quiniela de fatbol. ;Cuantos resultados
posibles pueden darse en catorce encuentros entre equipos de
primera y segunda division?. Este problema puede resolverse
también sin conocimientos previos de combinatoria.

Imaginamos que cada resultado es un grupo de 14 simbolos y que
dichos simbolos solamente pueden ser 1, X o 2. Asi para el primer
signo que pongamos tendremos 3 posibilidades, para el segundo
también otras 3 y asi sucesivamente hasta llegar al simbolo 14. Ahora

no tenemos mas que aplicar otra vez el principio general de recuento
al conjunto (P1 X Py X - -+ X Pia).

314"
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Piensa también por ejemplo en:

=  Un entrenador de futbol dispone en la plantilla de su equipo
de 7 delanteros de la misma calidad y que pueden actuar

indistintamente en los tres puestos de ataque del equipo.
;Cuantas delanteras distintas podria confeccionar?

=  ;De cuantas maneras diferentes se pueden repartir tres
premios distintos entre Juan, Pedro, Maria, Alicia y Pilar?

En combinatoria denominamos variaciones con repeticion de n
elementos tomados de m en m, (obsérvese que no hay restriccion
alguna en cuanto a los valores de n y m), a los distintos grupos de m
elementos, repetidos o no, que se pueden formar. Considerando:

=  Encadagrupo hay m elementos repetidos o no.

=  Dos agrupaciones son diferentes si difieren en algun elemento
o en el orden de colocacion.

Al nimero de variaciones con repeticion lo denotaremos, V R, ,, y se
calcula:

VR, m =n"

En la siguiente escena puedes practicar con la formacién de algunas
variaciones con repeticion. A medida que practicas iras descubriendo
coémo se van construyendo, sus caracteristicas y la idea que permite
calcular el niUmero total de variaciones con repeticion.

127



ABCD

Puedes construir alguna de las
variaciones con repeticién de Numero de variaciones con
4 elementos tomados de repeticion
3 en 3 arrastrando
con el raton las letras hasta los VR( 4,3)-64
casilleros. A ’7
Observa que si colocas un ele- n° de elementos 1"4

mento en el primer casillero,

también puede colocarse en los tomados de /3
otros. Y

Escena 3.2. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)

Observa que para 3 elementos, tomados de 2 en 2, el nUmero de
variaciones es 32:

AA AB AC
BB BA BC

cCC CA CB
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3.5 Permutaciones sin repeticion

Imaginemos cuatro amigos que deciden fotografiarse juntos en una
fiesta para conservar el momento. Si deciden que la fotografia sea de
los cuatros en linea. ;De cuantas formas diferentes podran realizar la

fotografia?.

Un primer andlisis de la situacion
nos sitla el problema al mismo
nivel del que se resolvid en el
epigrafe correspondiente a las
variaciones sin repeticion. En

realidad se trata del mismo
razonamiento. La primera
posicion la pueden ocupar

cualquiera de los cuatro amigos.
La segunda la pueden ocupar
cualquiera menos el que ocupé la
primera, es decir tres
posibilidades , y asi seguiremos
hasta la cuarta posicién que
podra ser ocupada por una
persona. Aplicando ahora el
principio general de recuento al

-
L

conjunto (By X By X B3 x By), el nimero de posibles agrupaciones
seriad x 3 x 2 x 1 = 24 resultados distintos.

Existen muchas situaciones en las que se puede aplicar el mismo

razonamiento.

¢De cuantas formas diferentes se pueden sentar 5 amigos en

una fila de cinco butacas en un cine?
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=  Un técnico de sonido tiene que unir 10 terminales en 10
conexiones. Si lo hiciera al azar, ; de cuantas formas diferentes
podria completar las conexiones?

= ;De cuantas formas diferentes se pueden introducir 4 cartas
diferentes en 4 sobres distinto?

o
F Video

40

Video 3.6. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar
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Denominamos permutaciones ordinarias o sin repeticion de n

elementos, a cada uno de los distintos grupos que pueden formarse
de manera que:

=  Encadagrupo entran todos los n elementos.

=  Un grupo se diferencia de otro Unicamente en el orden de
colocacion de los elementos.

Al nuimero de permutaciones ordinarias de n elementos lo
representaremos por P, y se calcula:

P,=n-(n—-1)-(n—2)-...-3-2-1

a este nimero se le denomina factorial de n y se representa como n/!

Se utiliza tanto, que aparece como tecla directa en todas las
calculadoras cientificas.

nl=n-(n—-1)-(n—2)-...-3-2-1
Sin=0 = 0'=1
Sin=1 = 1l=1

En la siguiente escena puedes practicar con la formacién de algunas
permutaciones sin repeticion. A medida que practicas iras
descubriendo como se van construyendo, sus caracteristicas y la idea
que permite calcular el nimero total de permutaciones sin
repeticion.
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B A

Las permutaciones posibles de 2 elementos
se obtienen asi:

Pel=g-350

Continuar

\.

J

Escena 3.3. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamilla(RED Descartes)

3.6 Permutaciones con repeticion

Supongamos que disponemos de 3 vasos azules iguales, 2 vasos
iguales amarillos y 1 naranja. Si quisiéramos ponerlos en linea recta
en una estanteria. ;De cuantas formas distintas lo podriamos hacer?

Para ayudar a contar todos los casos y ayuddndonos de que
conocemos las permutaciones sin repeticion, vamos a pegar en la
parte opuesta, la que vemos, etiquetas que identifiquen y distingan
como distintos a todos los vasos. De esta forma disponemos de 6

vasos distintos que se pueden ordenar de 6! formas distintas.
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r ™
\. S

' Se han cambiado de posicion
los vasos azules

-

"
. S

Se han cambiado de posicion
los vasos amarillos

Es decir, que si giramos los vasos para que se vean las etiquetas
distinquiriamos todas las permutaciones, pero si no vemos las
etiquetas, ordenaciones que antes eran distintas las veriamos iguales.

133


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/img3/PermutacionRepe5.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/img3/PermutacionRepe4.png

Las permutaciones anteriores serian identificadas como:

|

La idea, por tanto, para contar las permutaciones con repeticion es
identificar como una sola agrupacién las, en nuestro caso, 2! y 3!
reordenaciones que no distinguiriamos. No se distinguirian por tanto
(2! x 3! x 1!) permutaciones

A continuacién puedes observar como se irian confeccionando
algunas de las permutaciones con repeticién de 6 elementos de los
gue uno se repite tres veces, otro dos veces y otro una vez:
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Denominamos permutaciones con repeticion de n elementos en los
gue uno de ellos se repite a veces, otro b veces y asi hasta el ultimo
que se repite k veces, donde (a+b+c+-k=mn) a todas las
ordenaciones posibles de estos n elementos.

Consideramos dos ordenaciones distintas si difieren en el orden de
colocacion de algiin elemento (distinguible).

Denotaremos a este tipo de permutacion como:

Pa,b,c,-k
n
y se calcula como:
a,b,c,-k n!
an i) —
al-bl-c-.. k!

En la siguiente escena puedes practicar con ejemplos de formacion
de algunas permutaciones con repeticién.
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ﬂ PR[?_“] ST s
B BRI =
C

Puedes construir alguna de las
permutaciones con repeticion
La limitacion es de 8 elementos
en total. _
Observa que si cambias de posi- Veces repetido
cion dos letras iguales, la agru-

pacién resultante seguiria siendo

la misma

Veces repetido 1

Veces repetido

<> (4> |4

Escena 3.4. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)

3.7 Combinaciones sin repeticion

Existen muchas situaciones en las que el orden deja de ser
determinante. Pensemos en un pintor que dispone de cinco colores,
rojo, azul, verde, negro y blanco. Desea conseguir nuevos colores
mezclando cantidades iguales de tres colores diferentes de los cinco
que dispone en su paleta. El orden en que mezcle los colores
seleccionados no es significativo, es decir, el resultado de mezclar
rojo, blanco y verde es exactamente el mismo que el de mezclar
verde, blanco y rojo.
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Mezclando la misma cantidad
de tres colores distintos.

¢ Cudntos colores diferentes se
pueden conseguir?

Asi pues, todas las permutaciones de estos tres colores se deberian
analizar como una sola agrupacion. Por tanto, para localizar todos los
posibles colores resultantes de la mezcla de tres de los cinco de que
disponemos, V5 3 entre las Ps.

A este tipo de agrupacion la denominaremos Combinacion sin
repeticion

Existen otras muchas situaciones parecidas en las que necesitamos
conocer el numero de agrupaciones en las que NO IMPORTA EL
ORDEN. Por ejemplo:

Seleccionar cuatro alumnos de una clase que irdn de excursion
Repartir cinco entradas entre diez amigos para ir a un concierto.

Juego de la loteria primitiva

entre otras muchas mas.
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Denominamos combinaciones ordinarias o sin repeticion de n
elementos tomados de m en m, (siendo m menor o igual que n) a las
distintas agrupaciones de m elementos de manera que:

e Encadagrupoentren m elementos distintos

e Dos grupos son distintos si difieren en algin elemento. El
nuamero de combinaciones ordinarias de m elementos
tomados de m en m, lo denotaremos Cn m Y se calcula:

N =

Se puede observar facilmente que: las combinaciones sin repeticion
de n elementos tomados de m en m, podrian formarse a partir de

considerar las variaciones sin repeticion de n elementos tomados de
m en m y posteriormente identificar las posibles reordenaciones de
una agrupacion, (permutaciones de m elementos), como una Unica ya

que el orden no interviene en la agrupacion que estamos
considerando; esto es:

Vnm:Cn,m‘Pm :>Cnm: :

)
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En el siguiente video podemos observar el planteamiento de un
problema que requiere de la combinatoria y su solucion.

Compartir

L} )

Veren 80 Youlube

Video 3.7.Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar

En la siguiente escena puedes practicar con ejemplos de formacién
de algunas combinaciones sin repeticién.
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AC
B

Construye todas las combinaciones
posibles de 3 elementos

tomados de 2 en 2

arrastrando con el raton las letras
hasta los casilleros.

\ J

Escena 3.5. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla’ Y Juan Guillermo
Rivera Berrio(RED Descartes)

Propiedades de los numeros combinatorios

Los nUumeros combinatorios aparecen muy frecuentemente en
multitud de situaciones en Matematicas, Fisica, Biologia, etc...Figuran
como tecla directa en cualquier calculadora cientifica. Como
propiedades mas interesantes merecen destacarse:

()
2.(;;) _
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()= (")
() (1) = (1)

Cuando no existian calculadoras cientificas, el calculo de ndmeros
combinatorios requeria de un trabajo complicado. El tridngulo de
Pascal permitia de una forma recurrente y muy facil calcular
cualquier nuimero combinatorio, aunque es verdad que para
cantidades elevadas también era bastante engorroso.

En la siguiente escena puedes ver muchas lineas del tridngulo de
Pascal y unas propiedades curiosas.

R o]

Colorea los rectangulos A :
cuyo nimero al dividirlo entre 7;2 da de resto ¥ ;O |
A
@ |

N°de filas ¥

Indicaciones |

Escena 3.6. Escena desarrollada por Miguel Angel Cabezén Ochoa (RED Descartes)
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Binomio de Newton

Una de las aplicaciones mas interesantes desde el punto de vista
algebraico para los matematicos, constituye el desarrollo de las
distintas potencias de un binomio. Conocido como binomio de
Newton, utiliza los nimeros combinatorios y sus propiedades para
desarrollar de forma facil y directa la potencia natural de cualquier
expresion del tipo:

3.8 Combinaciones con repeticion

Supongamos que un amigo nos invita a merendar a su casa. Como a
las seis personas que estaremos en la merienda nos gustan los
pasteles, quiero llevar media docena que compraré en la pasteleria de
la esquina. Al entrar en el establecimiento, la oferta es impresionante.
Hay mucha variedad, piononos de Rute, piononos de Santa fé,
milhojas, brazo de gitano, bizcotelas, borrachos, etc. En total |a oferta
es de 20 variedades de pasteles diferentes. ;De cuantas formas

puedo hacer mi compra?

Analizando un poco el problema, en realidad no importa el orden en
gue aparezcan los pastelitos en mi bandeja. Observamos también que
pueden repetirse pasteles, incluso se podria comprar una bandeja de
seis dulces iguales.
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Estamos por tanto ante una combinacién (no importa el orden), y con
posibilidad de repeticion. Estamos ante una combinacién con

repeticionde 20 elementos tomados de 6 en 6: C'Rao 6.

Denominamos combinaciones con repeticion de n elementos
tomados de m en m (ninguna limitacion con respecto an y m), a las
distintas agrupaciones de m elementos elegidos de entre los n de
manera que:

=  Encadagrupo entren m elementos repetidos o no

= Dos grupos son distintos si difieren en alguin elemento.

El nimero de combinaciones ordinarias de n elementos tomados de
m enm, lo denotaremos CR,, ,,, y se calcula:

CRn,m: <n—|—m—1)

m
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Para explicar la férmula anterior vamos a desarrollar un método de
codificacién que nos ayude sobre un ejemplo concreto y que sea un
poco mas facil que el del principio. Supongamos que en un
restaurante se ofrecen cuatro posibilidades de menus; digamos

A,B,C y D. Si un grupo de 6 amigos decide hacer un pedido,

calculemos todos los casos distintos que podrian realizarse. Desde el
punto de vista combinatorio, estamos ante combinaciones con
repeticidon de cuatro elementos tomados de seis en seis.

En primer lugar utilizamos tres lineas (rayas) para separar las cuatro
posibles opciones de los distintos menus. También utilizaremos el
simbolo(.) (punto) para significar el pedido de cada persona. De esta
forma, el pedido de por ejemplo cuatro menus A y dos menus B lo
codificariamos:

A

Es decir, el codigo del pedido seria:

Si por ejemplo quisiéramos expresar el pedido de seis menus D su
codificacién seria la siguiente:

D

A ‘ B ‘ C
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La posicion inversa también se manifiesta asequible, es decir,
descifrar cualquier cédigo que se confeccione con tres rayas y seis
puntos como un determinado y uUnico pedido también seria sencillo.

Por ejemplo si queremos descifrar el codigo e« |+« | |..,l0 podriamos

interpretar como dos menus A, dos menus B, ningiin menu C'y dos
menus D.

Veamos algun ejemplo mas de codificacién:

eeee| oo | cuatro menus A, uno Cy uno D

o/|eee|e e | un menu A, tres menus C y dos menus D

|eee|elee | tres menus B, un menu Cy dos menus D

Se ha establecido por tanto una correspondencia biunivoca entre las
combinaciones con repeticidon de cuatro elementos tomados de seis
en seis y las distintas agrupaciones de seis puntos y tres rayas; esto
es, las permutaciones con repeticion de 9 elementos donde uno se
repite tres veces y otro seis. A su vez, este tipo de agrupacion, podria
ser considerada como una combinaciéon de 9 elementos tomados de 6
en 6.

9! O /4461
CR4’6:PRS’3:6!-3!:<6):< 6 )

En la siguiente escena puedes practicar con ejemplos de formacién
de algunas combinaciones con repeticion.
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o7l

¢De cuantas formas se pueden elegir repetidos o no y sin importar el orde
3 elementos de entre 4 ?

ABCD

Puedes construir alguna de las
combinaciones con repeticion
de 4 elementos tomados de

Numero de combinaciones
con repeticion

3 en 3 arrastrando CR . :=|4+3 “1‘ = 20
con el ratén las letras hasta los 3
casilleros. z
Observa que los elementos se n° de elementos 7F

pueden repetir y que todas las
posibles reordenaciones de una tomados de * 3
agrupacion se deben identificar A
como si fuera una sdéla.

\ J

Escena 3.7. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla (RED Descartes)

3.9 Resumen

En el siguiente video puedes observar de forma resumida todos los
casos de agrupaciones enumerados en este tema.

Desde el punto de vista practico, es muy importante tener las ideas
muy claras sobre el tipo de conjunto al que nos estemos refiriendo en
cualquier problema de combinatoria.
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L
F Video

E

binatoria

Variaciones

ordinarias

Combinaciones

Variaciones con
repeticion

WWW.pacosaez.com

Veren [ Youlube W

Video 3.8. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar

También conviene saber que a menudo los problemas de este tipo no
son puros, es decir no se trata de combinaciones puras o variaciones
puras,sino que tendremos que aplicar las técnicas de recuento y
también la légica y la particular creatividad que requiera la situacion.
En este sentido la siguiente escena te ayudard a manejar estos
contextos en los que esta involucrada la combinatoria.
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.

r(: IMPORTA EL ORDEN?

SINTERVIENEN TODOS
LOS ELEMENTOS?

Sl
NO |
¢HAY ELEMENTOS S J
REPETIDOS? . oj

J

El siguiente cuadro resumen con ejemplos también puede servirte de

ayuda (haz clic en laimagen).

Escena 3.8. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamilla (RED Descartes)

Importa el orden | No importa al orden 1
di k<n Todos loselementos k=n |
Elementos disti WVARIACIONES SIN PERMUTACIONES SIN COMBINACIONES 5IN
Pz =t-(n=1)- . (n—k +1) By=n n il
G| o
k) kin-k)
Ejempios £De cudnton formas diferemies & d dntas formas dif grupo de 4
datis piata y brong camena Fegara meta kas 5 atictes gue alumacsen una ciase de 307
i que porticipon 8 otets ? participen en wng correre?® 30
Vi3 =8.7.6=336 R =9=40320 Co4={, ]=37405
Se pueden repetir VARIACIONES CON PERMUTACIONES CON o IONES CON
elemantos VRE = o ad. k n "n+ k-1
L] PR,, e =
aldl. K CRox
Ejempies ¢ Cudntas numeros de tres dgitos Oe Sen de dufoes. ¢ De
conlescifrs L 3, 3.4, 57 den situcr en una 31t 5 o de §
= iguaries de lov ¥ | pesteles?
ng 57 =128 1 de jomo blanco? CR;‘ 8+6- 13
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COMBINATORIA - PERMUTACION - VARIACION - COMBINACION - como resolver un pr..
Verm Compartir

s |

Ver en [ YouTube

Video 3.9. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar
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3.10 Problemas resueltos

A continuaciéon tienes el enunciado de diferentes problemas.
Trabdjalos y una vez los hayas resuelto puedes hacer clic sobre el
botdén para ver la solucion.

o7l

1. Unalumno tiene que elegir7 de las 10 preguntas de las que consta un examen. é De
cuantas formas podria hacerlo? ¢Y silas 4 primeras son obligatorias?

Solugion |

7. Unalineade ferrocarriles tiene 25 estadiones. Cudntos billetes habrd que imprimirsi
cada billete lleva impresas las estaciones de origen y destino?

Solucion
3. Enun hospital se utilizan 5 simbolos para clasificar las historias clinicas. Los dos

primeros simbolos son letras y los tres Gltimos digitos. {Cudntas historias dinicas
podrian hacerse en los casos en que se puedan repetirletras y en caso de que no?

Solucion
4. Calcula el nimero de diagonales que tienen un ceadrado y un hexagono.
Solucién |

5. De cudntas formas se pueden sentar en una fila 5 hombres y 4 mujeres de manera
que no aparezcan nunca juntos ni dos hombres ni dos mujeres.
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Christiaan Huygens (La Haya, 14 de abril de 1629 - ibidem, 8 de julio de 1695) fue un

astrénomo, fisico, matematico e inventor neerlandés. Hizo aportes importantes en la

teoria de la probabilidad, fue miembro de la Royal Society (https://es.wikipedia.org/).
Crédito imagen: Caspar Netscher , Dominio Puublico.



https://es.wikipedia.org/wiki/Christiaan_Huygens
http://ressources2.techno.free.fr/informatique/sites/inventions/inventions.html

4.1 Introduccion

La innata curiosidad del ser humano, ha hecho que desde siempre el
hombre se haya interesado tanto por el motivo por el que ocurren los
fendmenos como por adivinar lo que deparara el futuro. Para ello ha
recurrido a todo, astrélogos, profetas, adivinadores, brujos...,
utilizando los métodos mas inverosimiles; desde la supersticién, la
observacion e interpretacion de los vuelos de aves, la lectura de
visceras de animales sacrificados, la magia y rituales sacerdotales
hasta las mas sofisticadas formulaciones en las teorias mas recientes.

En muchas ocasiones el éxito ha sido completo
de manera que ante unas determinadas
condiciones iniciales se pueden concluir unos
resultados determinados completos y precisos.
Sin embargo existen experiencias que escapan
al determinismo, es como si no se pudieran
someter a las leyes que el hombre ha
descubierto y que por tanto imposibilitan ante
una determinada situacion o experiencia -
concluir un resultado determinado. Estamos en ‘(A
un contexto tan dificil y extrano en el que las = A
reglas dependen de tantos parametros que
hacen inviable la prediccién o quizas ni siquiera
existan estas reglas. Estamos en el territorio del
azar Se dice que el origen de la probabilidad es
un tanto accidental y fruto de las disquisiciones
sobre una determinada jugada de dados que
obsesionaba a un antiguo escritor y jugador
francés del siglo XVII, Antoine Gombaud,
conocido por Chevalier de Mére, amigo del
matematico también francés Blaise Pascal al Blaise Pascal
cudl pedia consejo respecto a las garantias de

éxito que ofrecia dicha jugada.

Chevalier de Mére
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&
!l Video

En el siguiente video se plantea el denominado problema del
caballero de Mére. Se inicia en el instante que comienza a plantearse
el mismo, pero si quieres puedes verlo desde su inicio.

Veren R Vouluba &

Video 4.1. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar

El problema de Mére

La historia se pone de acuerdo en que el cruce de correspondencia
respecto a dicho problema que establecen Pascal y el genial abogado
y matematico también francés Pierre de Fermat, puede considerarse
como origen de esta teoria.
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Posteriormente es el matematico Christian Huygens quien publica en
1656 el primer libro impreso sobre probabilidad, De ratiociniis in ludo
aleae. Es sobre todo en el siglo siguiente cuando el matematico
francés Abraham de Moivre profundiza e impulsa de forma mas
intensa el estudio de la probabilidad con la introduccion de
importantes conceptos como el de la normal.

o
H Video

En el siguiente video podemos ver una visién de la probabilidad en el
programa REDES

@ Redes 125: Descifrar las probabilidades en la vida - matemdticas Y -,

Ver mdsla..  Compartir

Amir Aczel

matematico y divulgador cientifico

Veren [ Voulube

Video 4.2. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar
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4.2 Experimentos aleatorios y deterministas

Existen experimentos en los que conocidas las condiciones iniciales
se pueden predecir los resultados finales. Por ejemplo:

< Un movil que realiza una trayectoria con una velocidad uniforme,
emplea un determinado tiempo en recorrer un espacio. Si se repite
la experiencia y se mantiene la velocidad tardara el mismo tiempo
en recorrer dicho espacio.

J  Un objeto que se deja caer desde cierta altura, alcanza el suelo con
una determinada velocidad final. Si repetimos el experimento en
idénticas condiciones, se repetiran también los resultados.

Sin embargo, existen experiencias en las que no ocurre esto o por lo
menos asi lo parece:

@ Cuando lanzamos una moneda no trucada al aire, no sabemos si va a
salir cara o cruz.

(®) En el lanzamiento de un dado no podemos decidir cual de las seis
caras saldra.

(® Multitud de juegos, como la loteria, la quiniela, los dados, la
primitiva... tienen en comun que el resultado final es impredecible.

A todos estos experimentos se les denomina aleatorios. ;Y quién se
atreve a estudiar concienzudamente este tipo de experimentos cuyos
resultados parecen escapar de todo control y légica? La respuesta la
encontramos, evidentemente, en las Matematicas y sobre todo y
especialmente en algunos matematicos. Es fundamentalmente a
partir del siglo XVIII cuando se estructuran, proponen y desarrollan
los conceptos relacionados con la probabilidad hasta cotas realmente
prodigiosas.

En este tema vamos a utilizar un vocabulario bastante especifico con
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algunos conceptos que seguramente ya conoces de cursos anteriores
pero que conviene recordar.

En el siguiente enlace puedes informarte sobre alguno de los mas
importantes matematicos que trabajaron sobre el tema asi como de
sus contribuciones (haz clic sobre la imagen).

4.2.1 Espacio muestral

En cualquier experimento aleatorio la primera cosa que nos
preguntamos es sobre lo que puede pasar. ;Qué resultados puede
ofrecer y cudles no? Seria muy interesante disponer de todo el
abanico de posibles resultados. En este sentido, al conjunto formado
por todos los posibles resultados elementales de un experimento
aleatorio se le denomina espacio muestral de dicho experimento.
Dependiendo de como sea este conjunto, los espacios muestrales
pueden ser:

2 Espacio muestral discreto finito. Consta de un ndmero finito de
elementos, por ejemplo lanzar un dado.

2 Espacio muestral discreto infinito. Consta de un nimero infinito
numerable de elementos, por ejemplo lanzar un dado hasta que
salga un cinco.

E& Espacio muestral continuo. Consta de un ndmero infinito no
numerable de elementos, por ejemplo todas las medidas posibles
de esparragos extraidos aleatoriamente de una poblacion.
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Consideremos por ejemplo:

1.

El experimento consistente en el lanzamiento de un dado y
anotar el resultado de la cara superior. El espacio muestral
seria:

E=1{1,2,3,4,5,6}

El experimento consistente en el lanzamiento de dos monedas
al aire. El espacio muestral o conjunto de todos los resultados
elementales posibles seria:

E = {CCC,CCF,CFC,FCC,CFF, FCF, FFC, FFF}

El experimento consistente en elegir aleatoriamente
cualquier nimero de tres cifras mediante la extraccién con
reemplazamiento de bolas de una urna en la que aparecen las
diez cifras significativas. El espacio muestral seria:

E = {000,001, ................... ,999}

El experimento consistente en el lanzamiento de dos dados de
los que después se escogera la mejor de las puntuaciones. El
espacio muestral seria:

E=1{1,2,3,4,5,6}

El experimento consistente en abrir aleatoriamente un libroy
anotar después la primera letra de la pagina de la izquierda. El
espacio muestral en este caso seria:



Los ejemplos que podrian exponerse son innumerables y seguro que
ya estas pensando en diversas situaciones. No obstante, de partida,
gueremos que te fijes y pienses en lo que te vamos a exponer.
Observa el ejemplo (1) y el (4), el espacio muestral es el mismo, pero
;puede considerarse el mismo?, esto es, los sucesos que aparecen si
son los mismos pero la ocurrencia de cada suceso en el experimento
(1) no tiene el mismo comportamiento que la ocurrencia de cada
suceso en el experimento (4) ;No te parece?

En la siguiente escena puedes observar algunos ejemplos de
experimentos aleatorios, sus espacios muestrales y cémo
construirlos.

07

Ejemplo de un experimento y obtencién de su espacio muestral

Seis sucesos elementales

Lanzamiento de un

dado cubico .
L ]
®
- ®
. . °
-
\.. iih
LY "l ™
LY
o

Escena4.1. Escena desarrollada por José R. Galo Sanchez (RED Descartes)
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4.2.2 Sucesos y tipos de sucesos

En el contexto probabilistico, denominamos suceso a cualquier
subconjunto de un espacio muestral; esto es, a cualquier posible
resultado de un experimento aleatorio.

Suceso elemental. Un suceso se dice que es un suceso
elemental si esta formado por un unico elemento del espacio
muestral. Por ejemplo, al tirar un dado el suceso consistente
en obtener un cinco.

Suceso compuesto. Un suceso se dice que es un suceso
compuesto si esta formado por mas de un elemento del
espacio muestral. En el mismo ejemplo anterior obtener un
ndmero par, es decir,que salgaun2oun4oun 6.

Entre los diferentes sucesos destacaremos los siguientes:

o

Suceso seguro. El suceso seguro es aquél que esta formado
por todos los resultados posibles del espacio muestral (E), es
decir aquél que se cumple siempre. Por ejemplo al tirar un
dado cubico obtener un nimero del uno al seis.

Suceso imposible. El suceso imposible es aquél que no ocurre
nunca. Se expresa con el simbolo (). Por ejemplo, obtener un
ocho al tirar un dado cubico.

Suceso contrario o complementario de otro suceso, Se define
el suceso contrario a A como el suceso que acontece cuando

no ocurre A. El suceso contrario a obtener un nimero par es
obtener uno impar. Suele denotarse como:

AY o0 A
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En la escena siguiente puedes observar algunos ejemplos de un
suceso y del suceso contrario o complementario.

s

&7

Suceso y suceso complementario

Lanzamiento de un ,”

dado cubico S Suy

!

A={ sacar un numero par}={2, 4, 6}

K={ sacar un numero impar}={1, 3, 5}

. J

Escena 4.2. Escena desarrollada por José R. Galo Sanchez (RED Descartes)

4.3 Operaciones con sucesos

Desde el punto de vista matematico es importantisimo definir en este
conjunto de todos los sucesos asociados a un experimento aleatorio,
operaciones matematicas que permitan la manipulacion e interaccién
entre ellos.
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Asi se pueden definir en el conjunto de todos los sucesos asociados a
cualquier espacio muestral, fundamentalmente dos operaciones que
dotaran a dicho conjunto de una sélida estructura matematica
importante conocida con el nombre de Algebra de Boole.

Union de sucesos

Imaginemos que Maria y Luis celebran su cumpleanos el mismo dia.
Maria ha decidido invitar a sus amigos y Luis a los suyos. Cotejando
las respectivas listas de invitados observaron que alguno de ellos
estaba invitado a ambas fiestas. ;A cudl de ellas asistirian?. Este
problema puede resultar embarazoso hasta que a ambos
cumpleaneros se les ocurre la solucién magica. ;Y si UNIMOS ambas
fiestas y la celebramos juntos. El suceso unién de Ay B es el suceso
que ocurre cuando ocurre A, ocurre B u ocurren ambos. Esta
formado por todos los elementos de A y todos los de B. Lo indicamos

asi:

AUB
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Interseccion de sucesos

A Juan le gusta el futbol, el baloncesto, las peliculas de aventuras, la
musica clasica y los documentales de viajes. A su amiga Irene le van
las peliculas romanticas, el tenis, la musica disco y los documentales
de viajes. jQué pocas cosas tenemos en comun! exclamoé Irene. Sin
embargo podriamos quedar para ver algun documental de viajes.
Efectivamente es algo que ambos adoramos. Es nuestra
INTERSECCION agregé Juan.

El suceso interseccién de A y B, es el suceso que ocurre cuando
ocurre Ay ocurre B. Esta formado por los resultados comunes a los
sucesos Ay B. Lo indicamos asi:

AN B

Resta de sucesos

El lunes Manuel salié con sus amigos Miguel, Pablo, Maria, Laura y
Sofia y se le ocurrié contar una ocurrencia muy graciosa que le paso
en su ultimo viaje. Fue muy divertido y a todos les entusiasmo.
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El jueves siguiente Manuel volvié a salir con otro grupo de amigos
entre los que también estaban Laura y Sofia. Manuel volvié a contar
la misma anécdota pero antes se disculpé6 con Laura y Sofia
diciéndoles que por favor no contaran el final. Por supuesto que al
RESTO de el grupo les resuté igual de divertida.

En realidad no se trata de una nueva operacion ya que se define a
partir de las dos operaciones anteriores. Sin embargo dada la gran
asiduidad y el caracter fundamentalmente practico con el que
aparece en muchas situaciones, merece la pena que hablemos de ella
en un apartado propio.

La diferencia de dos sucesos(A — B) es el suceso que ocurre cuando
ocurren los elementos de A que no estanen B.

Representamos la resta de sucesos como:

A-B == (4 B)
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En relacién con las operaciones unidn e interseccién surgen también
dos importantes tipos de sucesos.

#2. Cuando se verifica que la interseccion es vacia; (= ), se dice que
los sucesos A y B son dos sucesos incompatibles.

E& Cuando se verifica que la interseccion es distinta del vacio (# 0),
se dice que los sucesos Ay B son dos sucesos compatibles.

Practica con mas operaciones con sucesos:
B—A A B
Halla las regiones que satisfacen
la expresion dada. Para ello,
colorea el diagrama haciendo clic
en la o las regiones correspondientes.
\L J

Escena 4.3. Escena desarrollada por Juan Guillermo Rivera Berrio (RED Descartes)
4.3.1 Algebra de Boole de sucesos

Consideremos un experimento aleatorio. Dicho experimento tendra
asociado un espacio muestral (£). Consideremos también en dicho

espacio muestral el conjunto de todos los sucesos posibles de dicho
experimento al que normalmente se le nota con la letra griega omega.

Q
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El conjunto de todos los sucesos de un espacio muestral, junto con las
operaciones union e interseccion definidas anteriormente, cumple
una serie de propiedades que lo dotan de una estructura matematica
conocida como algebra de Boole.

(Q,U,N) tiene estructura de dlgebra de Boole

En el siguiente cuadro se resumen las propiedades y consecuencias
directas mas importantes que se desprenden de dicha estructura.

Con respecto a => Unién (\_ ) Interseccion ()
Asociativa Au(BuC)=(4uB)uC An(BnC)=(4nB)nC
Conmutativa AUB=BuA AnB=Bnn A
Idempotente AuA=4 ANnA=A4
Distributiva AU(BAC)=(4UB)A (40 C) | An(BLC)=(4~BR)L(4NC)
Ciﬁ;ﬁ"mc;igﬂo Para todo A existe A tal que A\ A=E y A ~Ad =0

Dos consecuencias que se derivan de estas propiedades, son:

AUD=A vy An0D =10
AUE=E y ANE=A

Una tercera consecuencia son las leyes de De Morgan, que son muy
Utiles en la practica, ya que en muchas situaciones se podran calcular
probabilidades de un suceso a partir de las probabilidades de otros
mas faciles o bien que se den como datos. Recuerda por tanto:

El complementario de la unién es la interseccion de
los complementarios
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El complementario de la interseccion es la union de
los complementarios

o]

Ley de DeMorgan para el complemento de la interseccion -

El diagrama de la izquierda, representa el complemento de la
interseccion de los conjuntos Ay B. A la derecha, observamos
los complementos de Ay B. Une esto dos Glitimos diagramas y

observa que ocurre. m E

\_ J
Escena 4.4. Escena desarrollada por Juan Guillermo Rivera Berrio (RED Descartes)

4.3.2 Sistema completo de sucesos

En muchas ocasiones es muy util considerar en el espacio muestral
asociado a un experimento aleatorio una determinada particion de
dicho conjunto que permita una mayor facilidad a la hora de abordar
la probabilidad de cualquier suceso a partir de las probabilidades de
sucesos mas pequenos considerados a partir de dicha particion. En
este sentido:
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Se dice que los sucesos A1, As, Az.--- , A,, constituyen un sistema
completo de sucesos para un determinado experimento cuando se

cumplen:
e
AiUAU---UA, =F
\.
-
A;NA; =0 paracualquier i,j
.

Asi por ejemplo en el experimento aleatorio del lanzamiento de un
dado pueden considerarse muchas situaciones que constituyan
espacios completos de sucesos y que sean interesantes de tener en
cuenta de acuerdo al problema en concreto que se nos presente.

@
® L ]
1 ® PY A ® ° 1
sl e L ] e Salir menor de 3
® i .. L ] { .. )
- A {
4 |o” |e o] A o |oe o |ee AT
... : : Salir e ole e Salir e ole e Salir mayor de 2
f o |0 LN LN
As o ole o 4 tmpar oeole s par oele e
A
. &
? L] { ® | ®
; e
.. o0 ‘sr:f’n;lﬂn’nnrn;;mu! .. P A
que ;
@ ® e q ° PP No
o o|® O e o|l® @] sualir
i o%|2 8| el® 2| :
Salir 5 Salir 6 e
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4.4 Concepto de probabilidad

La idea de probabilidad es uno de esos conceptos que cualquier ser
humano tiene preaprendido. Todos tenemos conocimiento intuitivo
de lo que supone que una cosa sea muy dificil que ocurra (acertar en
la loteria) o de algo que sea mas facil que ocurra (lanzar una moneday
gue salga cara). Otra cosa es la definicién matematica. Desde el punto
de vista formal, el concepto de probabilidad se puede abordar desde
tres puntos de vista diferentes.

4.4.1 Definicion de Bernoulli

La probabilidad de un suceso A de un experimento aleatorio se

puede definir como el nimero al que se aproximan las frecuencias
relativas de dicho suceso cuando el experimento se repite un nimero
indefinido de veces.

p(A)= lim A

n—oo M
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4.4.2 Definicion de Laplace

Si un espacio muestral consta de un nimero finito de sucesos simples
y todos ellos tienen la misma posibilidad de suceder (equiprobables).
Se define la probabilidad de cualquier suceso A como:

Numero de casos favorables

p(4) =

Numero de casos posibles

4.4.3 Definicion de Kolmogorov

Si un espacio muestral consta de un nimero finito de sucesos simples
y todos ellos tienen la misma posibilidad de suceder (equiprobables).
Se define la probabilidad de cualquier suceso A como:

1) p(A) =0
2) p(E)=1
3) p(AUB) =p(A) + P(B),
siendo Ay B incompatible
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Como primeras consecuencias y propiedades de la definicién
axiomatica tenemos:

) p(4) =1 —p(4)
i) p(0) =0
i) p(AU B) = p(A) +p(B) — p(AN B)

Generalizacion

p(AUBUC) =p(4) + p(B) + P(C)
—p(ANB) —p(ANC) —p(BNC)
+p(ANBNC)

Que se expresan comeo:

e | a probabilidad del suceso contrario a A es
uno menos la probabilidad de A.

¢ | a probabilidad del suceso imposible es cero.

e |a probabilidad de dos sucesos compatibles es
la suma de las probabilidades de cada uno
menos la de la interseccion. Esta propiedad se
puede generalizar a mas de dos sucesos.

173



En el siguiente video puedes recabar algunas ideas sobre Ia
probabilidad.

@ Redes 125: Descifrar las probabilidades en la vida - matematicas ¢

Vermadsla.  Compartir

Amir Aczel

matemdatico y divulgador cientifico

Veren [ VouTube

Video 4.3. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar

En la siguiente escena puedes comprobar la probabilidad teérica con
la experiencia practica. La idea es ver como la repeticién del juego se
aproxima a la idealizacion tedrica.
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Jugando a los chinos
¢ Supone alguna ventaja pedir siempre 3?

comenzar

. J

Escena 4.5. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)

4.5 Probabilidad condicionada

- Entonces, ;estas seguro de que vendras?
- Tedigo que si, llueva o no llueva alli estaré.

Este final de conversacion entre dos amigos nos indica que la cita se
va a producir INDEPENDIENTEMENTE de lo que ocurra con las
posibles inclemencias del tiempo. Sin embargo, existen muchas
situaciones en las que la ocurrencia de un suceso influye en la
ocurrencia o no de otro.
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Asi por ejemplo en medicina, el hecho de que una mujer sea
portadora de cierta enfermedad influye en que el préximo hijo que
tenga adquiera dicha enfermedad, o por ejemplo si una persona es
fumadora el riesgo de padecer hipertension es mucho mayor que en
un no fumador.

En el siguiente esquema se ofrece una idea intuitiva del concepto de
probabilidad condicionada

4 A
B B
B B
N Idea intuitiva de
Idea intuitiva de robabilidad
probabilidad del E{m Shiate
suceso A p (A/B)
p(A)

Y en la siguiente escena podras experimentarla. En ella se juega con
el juego de abrir y ganar o de Monty Hall*

2| problema de Monty Hall o paradoja de Monty Hall es un problema matematico de
probabilidad basado en el concurso televisivo estadounidense Trato hecho (Let's Make a
Deal). El problema fue planteado y resuelto por el matématico Steve Selvin en la revista
American Statistician en 1975 y posteriormente popularizado por Marilyn vos Savant en
Parade Magazine en 1990. El problema fue bautizado con el nombre del presentador de
dicho concurso, Monty Hall (https://es.wikipedia.org/).
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AEBIR ¥ GANAR

Imagina que estas en un concurso de television, en el que te ofrecen
tres puertas a elegir una. Detras de una de las puertas hay un coche
y detras de cada una de las otras un burro.

Eliges una puerta, pero antes de abrirla, el presentador que sabe lo
que hay detras de cada una, abre una de las dos que no has elegido
tras la que por supuesto hay un burro, y entonces te da la oportunidad
de cambiar tu eleccion.

Ta naturalmente quieres llevarte el coche, ¢qué harias, cambiar de
puerta o no cambiar?

Aqui puedes simular el juego las veces que quieras y observar lo que
ocurre si cambias o si no cambias tu primera eleccion. Hazlo varias
veces, también puedes hacer que el ordenador juegue por ti en modo
automatico.

nuevo juego par ar NUevo juego

Escena 4.6. Escena desarrollada por M? José Garcia Cebrian (RED Descartes)

4.5.1 Concepto de probabilidad condicionada

El concepto de probabilidad condicionada va ligado siempre a
sucesos compuestos, en el sentido de que la ocurrencia o no de uno
de ellos influya o no en la ocurrencia o no del otro. Imagina que
sabemos que en una urna hay sobres blancos y azules. Los sobres
blancos, casi todos tienen premio. Los sobres azules casi ninguno
tiene premio. Evidentemente si me dicen que el sobre que he elegido
es blanco, eso aumentard mis expectativas de haber conseguido
premio. Por el contrario si me dicen que el sobre elegido es azul, mis
expectativas de premio seran mucho peores.
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Siempre que tenga sentido, se denomina probabilidad condicionada
del suceso A respecto del suceso B, (probabilidad de A condicionado

a B) y se representa p(A/B) al cociente:

p(AN B)

p(A/B) = " o(B)

siempre que p(B) #0

De la misma forma se puede definir la probabilidad del suceso B
condicionado al suceso A como:

p(AN B)

p(B/A) = T o(4)

siempre que p(A) #0

De las definiciones anteriores se obtiene la férmula general para la
probabilidad de la interseccion de sucesos. En realidad se trata de la
formulaciéon general para la probabilidad de la interseccion de
sucesos.

p(ANB)=p(A) -p(B/A)

En la siguiente escena podras ver el caculo de la probabilidad de
sucesos compuestos:
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” 5
En una urna hay 5 bolas, 3 azules y 2 rojas, extraemos dos =
bolas, una tras otra, sin devolucion, un diagrama de arbol

representa la situacion. Juega y observa extrayendo bolas, @

después pulsa en la flecha para continuar.

10 I_I Probabilidades para la
OQ 1° EXTRACCION
P(R)=2/5
QQQ . |_| P(A)=3/5
Arrastra las bolas o
para extraerlas

J
Q J
J

Escena 4.7. Escena desarrollada por M? José Garcia Cebrian (RED Descartes)

La férmula anterior se puede generalizar para cualquier nimero de
sucesos:

p(AlﬂAzﬂAg"-ﬂAn)
=p(A1) -p(A2/ A1) -p(A3/A1 N Ag) - p(Ap /AL N - N Apq)
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4.5.2 Criterio de independencia de sucesos

Imagina que vamos a sacar dos cartas de una baraja. Realizamos el
experimento sacando en primer lugar una de las cartas, anotamos su
valor, la devolvemos a la baraja, mezclamos bien y extraemos la
segunda carta. ;Influye lo que ocurrié en la primera extraccion en lo
gue ocurird en la segunda?

En muchas situaciones en la que la probabilidad aparece ligada a
sucesos compuestos, la ocurrencia de un suceso no influye en nada
en la ocurrencia o no del otro. Por asi decirlo, no existe nada adicional
gue modifique las posibilidades de ocurrencia del segundo suceso
cuando se sabe que ha ocurrido el primero; esto es, si el primero no
hubiera ocurrido, las posibilidades del segundo seguirian siendo
exactamente las mismas. En estos casos, se habla de Independencia
de los sucesos.

Cuando se cumpla que p(B/A) coincida con p(B) se dice que los

sucesos A y B son independientes. En este caso la probabilidad de la

intersecciéon obtenida en el epigrafe anterior quedaria simplemente
como el producto de las probabilidades de cada suceso.

p(ANB)=p(A)-p(B)

La férmula anterior se conoce con el nombre de criterio de
independencia y es lo que en la practica nos lleva a calificar sucesos
como independientes.

En el siguiente video puedes recabar algunas ideas sobre sucesos
independientes y dependientes.
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Video 4.4. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar

Y otro video en el que se trata el tema de las predicciones.

Video 4.5. Video de Rtve.es
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http://rtve.es/v/516634

4.6 Teorema de la probabilidad total

Mediante este resultado, se hace presente la clasica afirmacion
"divide y vencerds" Nos preguntamos globalmente por la
probabilidad de que ocurra un suceso y contestamos a partir del
conocimiento que tenemos de las distintas probabilidades de que
ocurra dicho suceso cuando han ocurrido otros que en realidad
completan todo el espacio muestral.

Formalmente; supongamos que A1, As, As,--- Ay, constituyen un
sistema completo de sucesos para el espacio muestral E asociado al
experimento aleatorio considerado. Supongamos también que B es
un suceso cualquiera del espacio E, para el cudl se conocen las
probabilidades p(B/ A;).

En estas condiciones podemos deducir que:

E (Espacio completo
de sucesos)

4

—~— | ?BN4,
Suceso B 4 —> B4,

—

—> ...
—
o B/
—>bN4,
‘4r1—1
A
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Demostracion

B:(BﬂAi)U
— (BNA4;)N

En consecuencia

p(B) =

= p(B) = p(A:
-+ +p(B) = p(4,) - p(B/ A,
— > i1 P(A) - p(B/A;)

Por ejemplo, la clasica situacién que se
presenta en los centros de secundaria.

(B M Az) U
(BN 4;)

=0

)

U(bN A,) unién disjunta

p(BNA))+p(BN As) +
; p(B/A1) + p(B)

Imagina un IES que dispone de tres

modalidades mutuamente excluyentes
de bachillerato y de dos idiomas, inglés y
francés. La modalidad A la cursa el 50%

de los alumnos, la Bel 35% vy laC el

15%. Se sabe también que eligen francés
el 60% de los de la modalidad A4, el 90%

delosde Byel 70% de los de C. ;Cual
serd la probabilidad de que elegido un

alumno al azar estudie inglés.

p(I)=0,5-0,4+0,35-0,1+0,15 -
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-+ +p(BNA,)
= p(42) -

p(B/A2) +

05,4 FRANCES
A < -

%™ INGLES

25 4 FRANCES
5 <

“o™N INGLES

4 - FRANCES
C < -
“ N INGLES

0,5

o015

0,3 =0,28
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En la siguiente escena puedes practicar con la probabilidad
condicionaday aplicar el Teorema de la probabilidad total.

&7

Girar ruletas

T o
3 A la izquierda
W tienes una ruleta
[\ d
que determina que
camino elegimos
A entre tres, y una
“wl'—-—_._, ruleta en cada
4“ camino para
elegir el color.
Si pulsas sobre
\ ‘girar ruletas’ veras

'.: distintos recorridos.

—_—

®

Pulsa para
EMPEZAR

Escena 4.8. Escena desarrollada por José Ireno Ferndndez Rubio (RED Descartes)

4.7 Teorema de Bayes

iHa ocurrido el suceso B!, nos preguntamos cudl seria la
probabilidad de que ocurra A; sabiendo de antemano que ha
ocurrido B. Si nos fijamos lo directo es conocer lo contrario, es decir,
las probabilidades de B condicionadas a los diferentes A;. Por
ejemplo:

184


https://proyectodescartes.org/
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/interactivos4/pTotal-JS/index.html

= Se conoce, después de muchos estudios y durante muchos
anos, que la probabilidad de retraso de un aviéon en un dia
lluvioso es del 5%. Si se ha producido un retraso. ;Cudl seriala
probabilidad de que el dia sea lluvioso?.

= Se conoce que la probabilidad de tener cierta enfermedad si
has dado positivo en un determinado test es del 99%. Si una
persona ha dado positivo al test. ;Cudl seria la probabilidad de
no tener la enfermedad? (lo que se denomina un falso
positivo)

Situaciones como las anteriores son las que se van a resolver con este
segundo gran resultado relativo a la probabilidad condicionada.
Formalmente; supongamos que A, As, As,--- A, constituyen un

sistema completo de sucesos para el espacio muestral E asociado al
experimento aleatorio considerado. Supongamos también que B es

un suceso cualquiera del espacio E, para el cudl se conocen las
probabilidades p(B/ A;).

E (Espacio completo
de sucesos)

f Sabemos que ha \ 41
ocurrido B. q.jﬂ_ —> B £ .-4,
¢Cudles la = i
probabilidad de —>BnN.
que haya ‘43 43
ocurrido A: i
et o ..
—> ..
—>BnNA4
‘4»—1
A4
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En estas condiciones podemos deducir que:

P(Ai )P(B/Ai)
p(A1)p(B/ A1) + p(A2)p(B/Az2) + - - + p(4n)p(B/A,)

p(4;/B) =

También puede expresarse:

p(4;)p(B/A;)
> i1 p(Ai)p(B/ Ai)

p(4i/B) =

En el siguiente video puedes recabar algunas ideas sobre el Teorema
de Bayes.

&7

Se sabe que la probabilidad de que Ia prueba resulte positiva es 0.93
cuando los enfermos tienen hepatitis obstmctiva y 0 10 cuando la
tienen infecciosa (estas scrian las probabilidades condicionales
P(B/A ) Sabtendo que en un enfermo la prueba ha dado positiva cual
es la probababidad de que tenga realmente una hepatitis obstructiva? O
sea. cnanto vale P(A/B)

En el afio 1763, dos afios después de lanert mas Baves
(1702-1761). se publico una memoria en la queapiicee, por vez
primera, Ia determinacion de s probabilidad de Las causas a partic

de los efectos que han podido ser observados. El ciloulo de dichas
probabilidades recibe el nombre de teorema de Bayes

s

Video 4.6. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar
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Una situacion clasica de aplicacion del teorema de Bayes es la
siguiente:

En un taller se produce la pieza X de recambio para cierto producto.
En dicho taller hay tres maquinas, A,B y C que producen el

45%, 30% y 25%, respectivamente, del total de las piezas producidas
en él. Los porcentajes de produccion defectuosa de estas maquinas
sondel 3%,4% vy 5%.

Seleccionamos una pieza al azar; calcula:

a) Probabilidad de que sea defectuosa.

b)Tomamos, al azar, una pieza y resulta ser defectuosa; calcula la
probabilidad de haber sido producida por la maquina B.

c) :Qué maquina tiene la mayor probabilidad de haber producido la
citada pieza defectuosa?

o034 Defectuoso
|

) N No
‘defectuoso

0,04, Defectuoso
a2 |
. h N
) o
* 0,96
defectuoso

8,25
0,05 4 Defectuoso
No
' defectuosq

g oA
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a) p(Def) = p(A) - p(Def/A) + p(B) - p(Def/B) + p(C) -
p(Def/C) =0,45-0,03 +0,3- 0,04 + 0,25 - 0,05 = 0, 038

B)-p(Def/B 0,3-0,04 _
b) p(B/Def) = o )p(]gef)/ = 0450,0370.30047025005 — 03158
p(A)-p(Def/A) 0,45-0,03 _
c)p(A/Def) = o(Def)  — 0450,03:0,30,04025005 — U» 3993

C)-p(Def/C) 0,25-0,05 _
)p(C/Def) = 249 (l()ef)/ ) = 0,450,03+0.3.0,0410,250,05 — 0, 32894

En la siguiente escena interactiva puedes practicar con el Teorema de
Bayes.

-
[ 7l|
Ya ha ocurrido el experimento, sabemos el resultado final y nos a
preguntamos que paso al principio, con que probabilidad ocurrio
de tal o tal otra forma.

JUEGA extrayendo bolas y observando lo que pasa, o pulsa en BAYES

Probabilidades para
o 1 la 12 EXTRACCION
P(V)=2/5

QO [, | o
2&
Arrastra las bolas 0

para extraerlas

Q Q

Bl

\ J/

Escena 4.9. Escena desarrollada por José Ireno Fernandez Rubio (RED Descartes)
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4.8 Problemas resueltos

A continuacién tienes el enunciado de diferentes problemas.
Trabdjalos y una vez los hayas resuelto puedes hacer clic sobre el
botdn para ver la solucion.

o7l

1. siendo A, By C tres sucesos de un mismo experimento aleatorio; expresa los
siguientes sucesos:
a) Al menos se cumple uno de los tres,
b) Se cumplen los dos primeros pero no eldltimo.
t] Mo se cumple ninguno
d) Se cumplen al menos dos
| Solucién |

2. Allanzar un dado al aire, s=a A el suceso obtener un miiltiplo de 3 v B &l suceso
obtener un nimero par. Justifica si los sucesos A y B son independientes.

[Solucién |

3, Se extroenal azar dos bolas de una urna que contiene & bolas blancas ¥ 4 bolas
niegras. Describe el espacio muestral y calcula la probabilidad de cada suceso
elemental.

| Solucién |

4, Supongamos gue un sorteode la loteria de navidad, una persona puede comprar
todos los nimeros capicias. ¢Qué probabilidad tendria de obtener el primer premio?

| Solucién |

5. Side un domind con 28 fichas se extraen al azar cuatro de ellas, calcula la
probabilidad de que al menos una sea doble.

| Prmekess,
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Jacob Bernoulli (Basilea, 27 de diciembre de 1654 - ibid. 16 de agosto de 1705), también
conocido como Jacob, Jacques o James Bernoulli, fue un destacado matematicoy
cientifico suizo; hermano mayor de Johann Bernoulli (miembro de la familia
Bernoulli).Sus contribuciones a la geometria analitica, a la teoria de probabilidades y al
calculo de variaciones fueron de extraordinaria importancia. (https:/es.wikipedia.org/).
Crédito imagen: Niklaus Bernoulli (1662-1716)., Dominio Pablico.



https://es.wikipedia.org/wiki/Jakob_Bernoulli
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=266673

5.1 Introduccion

Concepto de variable aleatoria.

El concepto de variable aleatoria viene a dotar de una mayor potencia
matematica y de un mejor manejo y utilizacion del heterodoxo mundo
de los espacios muestrales ya que traslada el experimento a funciéony
la ocurrencia o no de un suceso con la posibilidad de que la funcién
tome o no unos determinados valores numéricos.

Como veremos mas adelante existirdn también modelos de variables
aleatorias tedricos que podran adaptarse perfectamente a multitud
de problemas practicos y que simplificaran mucho el tratamiento y
solucion de dichas situaciones. En este sentido veremos la
importancia sobretododela distribucion binomial.

Aplicacion
E
A
.A R
,.—R_‘u
c ——
T e

Supongamos que lanzamos dos dados cubicos. El espacio muestral
formado por los posibles resultados estaria compuesto por:
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(1 1) (€x2) |[(13) [(14) |[(15) |16
(21) |(22) |(23) |(24) [{25) |(286)
(31) ((32) [(B3) |(34) |{(38B) |(36)
(41) ((42) |(43) |(44) |[(45) |(46)
(51) ({(52) |{53) |(54) [(B5) |{586)
(61) |(62) [(63) |(64) |(65) |(686)

Si consideramos una funcién que asocie a cada resultado posible del
experimento la suma de los resultados de las caras superiores

obtenidas; esta funcion podria tomar los valores desde 2 hasta 12.

Q—-R
(1,1) — 2
(1,2) — 3
(2,1) — 3
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Ademas se puede asociar a cada valor de la variable la probabilidad
de que tome dicho valor;

p(X - 2) — 3—16,}?(X — 3) - %7P(X - 4) - %7
p(X =5) = 55,p(X =6) = 55p(X =7) = 5,
p(X =8)=2,p(X =9) = 3,p(X =10) = 2,
p(X =11) = 2, p(X =12) =

Se define una variable aleatoria como una funcién que asocia a cada
suceso de un espacio muestral un nimero real.

X: Q- R
A— X(A)

Segun sean los valores del recorrido de esta funcién, (X(A)),
podemos clasificar las variables aleatorias en:

E& DISCRETAS: Cuando el recorrido toma valores aislados.

E& CONTINUAS: Cuando el recorrido puede tomar al menos
tedéricamente cualquier valor de un intervalo de larectareal.

Una variable aleatoria continuaes aquella que toma valores en
un conjunto continuo (en toda la recta real, en un intervalo o en una
union de intervalos)

Si dado un gran numero de observaciones se construye un
histograma con intervalos de clase de longitud pequena, se obtiene
una grafica que intuitivamente tiende a una curva cada vez que
aumenta el nimero de observaciones, reduciendo la longitud de las
clases del histograma.
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Supongamos que se nos ocurre el experimento aleatorio
consistente en preguntar a los alumnos de un determinado
instituto por el tiempo que tardan en desplazarse desde su casa
al centro. La variable aleatoria en este caso vendria determinada
por un intervalo de tiempo en el que al menos tedricamente

podria tomar cualquier valor entre 0 y 25 minutos
aproximadamente.

Supongamos que se nos ocurre como experimento aleatorio salir
a la calle y aleatoriamente preguntar a las personas el dinero que
se han gastado en las ultimas rebajas. La variable aleatoria en
este caso vendria determinada por una gran diversidad de
valores dentro de posiblemente también un intervalo bastante
grande (0, ...).

5.2 Funcion de probabilidad. Propiedades y
parametros asociados

En cualquier variable aleatoria discreta se puede definir una funcién
particular denominada funcion de probabilidad que asocia a

cada valor de la variable la probabilidad de que dicha variable tome
ese valor.

f(z:) =p(X = =z;) = p;

De la propia definicidén se desprende que para que una funcion sea
funcién de probabilidad se debe cumplir que:

* pX=2)=p >0

¢ Zip(X =z;) = Zz’pi =1
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A partir de la funcién de probabilidad se puede definir la denominada
funcion de distribucion como:

F(z;) =p(X < z;)
PARAMETROS ASOCIADOS

= Media aritmética o esperanza matemadtica

i=1

» Varianza

Para el céalculo practico de la varianza en problemas concretos se
suele recurrir a esta otra férmula a la que se llega desarrollando el
cuadrado de la anterior y que resulta mucho mas sencilla para el

calculo directo.
n
2 2 2
g = g Li "Pi — M
i=1
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= Desviacion tipica

A partir de la férmula de la varianza y para solventar el problema de
gue el parametro venga dado en las mismas unidades de medida que
los datos de |a variable se define la desviacion tipica como:

n

— Z(mz — p)? - p;

1=1

De la misma forma que antes, para el calculo practico directo se suele
utilizar:

n
_ 2
0= E :wi'pi_/ﬂ
i=1

PROPIEDADES

Las propiedades mas interesantes de la media o esperanza
matematica y de la varianza son las que tienen relaciéon con el
comportamiento de estos parametros con respecto a la suma y
producto por un escalar de variables aleatorias.

@ Propiedades de la esperanza matematica
Ela-X +b=a-E[X|+b siendo a,beR

E[X +Y] = E[X] + E[Y]
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@% Propiedades de la varianza

EJEMPLO 1

varfa - X] =

0,2 -var

[X] siendo a€R

varla- X +b] = a® - var[X] siendo a,bc R

si XeY son independientes

— var[X + Y| = var[X] + var[Y]

Consideramos el experimento consistente en lanzar dos dados y
observar las caras superiores. En este experimento la variable
aleatoria que definimos seria la que asigna a cada suceso la suma de
las puntuaciones de las caras superiores.

Espacio | (1,1) | (1,2) | (1,3) | (1,4) | (L,5) |(1,6) |(2,6) | (3.6) | (46) |(56) [ (&6)
Muestral (2,1) | (22) | (23) |(24) |(25) |(35) |(45) |(55) |(65)
(3.1) | (3.2) | (3.3) | (34) | (44) | (54) | (564)
(4,1) | (4,2) | (4.3) | (5.3) | (B,3)
(5.1) | (5.2) | (8,2)
(6,1)

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

j2 1/36 2f/36 | 3f/36 | 4f36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4f/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
— " 1 2 2 1
X:N:in'pi:2'%+3'%+"°+11-%+12-%:7
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n n
T sz?‘“’ﬂ - sz?'muz —
i=1 i=1

0':\/22.i+32.3+...+112.3+122.i—72:2 42
36 36 36 36 ’

EJEMPLO 2

Consideramos el experimento consistente en el lanzamiento de tres
monedas vy la variable que asocia a cada suceso el nimero de cruces

obtenidas.

Espacio cCCC|ICCX CXXY XXX
Muestral cxXcC Xxc
X oo X OX
X, 0 1 2 3
. 1/8 3/s 3/8 1/8

1 3

n
— 1
X:,u:g wi-pi:0-§+1-—+2° .
1=1

=1
+3 3 )

oo
co| W

n n
o sz’ﬁ?'“‘ﬂ B sz?%fﬂ =
i=1 i=1

1 3 3 1
a:\/02.§+12-§+22-§—|—32-§—1,52:0,8666

202


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/img5/EjemploTresMonedas.png

EJEMPLO 3

Consideramos el experimento consistente en lanzar dos dados vy la
variable que asigna a cada suceso la mayor de las puntuaciones
obtenidas.

Espacio | (1,1) | (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
Muestral (2,1) (2,1) (4,1) (5,1) (6,1)
(2,2) (3,2) (4,2) (2,5) (2,6)
(2,3) (2,4) (5,2) (6,2)
(2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(4,3) (5,3) (6,3)
(4,4) (4,5) (4,6)
(5,4) (6,4)
(5,5) (5,6)
(6.5)
(6,6)
X, 1 2 3 4 5 6
) 1/36 | 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36

n
YZM:Z%"M
i=1
11

1 3 5 7 9
=logp 2 g3 getd oo 45 oo +6- o0 =4,47
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EJEMPLO 4

Extracciéon de tres bolas de una urna que contiene 6 bolas blancas y 4
negras. Si consideramos la variable aleatoria nimero de bolas negras
extraidas.

t=1{0,1,2,3}
plx=0)= %g : % = @(Lm tres sean blancas)
0000 465 . 360
plx=1)=—-—-—-3=— (Una sola negra)
10 9 8
4 36 216
plx=2)= _O 5 5-3—%(4003 bolas negras)
_py-t. 3224
p(x—S)—]D '3 (Tres bolas negras)
12 36 216 24 6
i pi=0-2=41- 2. 43— =—=1,2
e pr PR TR T R TT R S

n n
- \lzw?-pi—lﬁ = sz?-pz‘—pﬁ —
i=1 i=1

12 36 216 24
—4/02. = +12. — +22. — +32. —— —1,22 =
o \/ 7 + 7 =+ 790 + 720 0, 7483
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En la siguiente escena aparecen el diagrama de barras para
frecuencias relativas del lanzamiento de dos dados un total de veces
gue puedes modificar mediante el control "n° de veces".

Puedes manipular dicho control y observar qué ocurre cuando se
aumenta o disminuye, ademas puedes hacer la comparacion con el
modelo tedrico de su funcién de probabilidad, representada de forma
grafica. Intenta extraer tus propias conclusiones.

-
A
o7l
Suma de las caras superiores en el lanzamiento
de dos dados 30 veces

. Modelo tedrico -

S O CcC OO0 ™S

n & ~o0

o S0

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Niumero de A
Janzamientos w 30

. J

12

Escena 5.1. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)
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5.3 Distribucion binomial

Un experimento aleatorio se conoce
como de Bernoulli cuando solamente da
lugar a dos resultados posibles
complementarios entre si: Exitoy
fracaso.

J  Personal favorable o no a cierto candidato.
Jd  Piezadefectuosa o no en un control de calidad.
Jd  Infectado o no por Coronavirus.

Las caracteristicas que debe reunir un experimento para
considerarse una distribucién binomial son:

1. En cada prueba que se realice solamente son posibles dos
resultados; Exito y Fracaso.

2. El resultado de cada prueba es independiente de las
anteriores.

3. La probabilidad de éxito se mantiene constante en cada
prueba.

Si consideramos la variable X que representa el numero de

éxitos obtenidos en n pruebas realizadas, se dice que esta
variable sigue una distribucién binomial de parametrosny p

(B(n,p))
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Para la simulacion de modelos de probabilidad como por ejemplo el
modelo de una distribucion binomial existe un artefacto muy simple y
con bastantes aplicaciones didacticas como es el aparato de Galton.

Un aparato de Galton esta constituido por un conjunto variable de
pisos huecos con topes. En el primer piso hay un sélo tope, en el
segundo dos, en el tercero tres y asi sucesivamente. Si dejamos que
una bola caiga desde el primer piso, al chocar con cada tope puede ir
a la derecha o a la izquierda. En principio si no se hace nada especial
en el tope, la probabilidad de ir a laizquierda es la misma que ladeir a

la derecha.
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-
o) Video

Observa el siguiente video.

Video 5.1. Video de un tablero de Galton?®

En la simulaciéon del aparato de Galton que aparece en la escena de |a
siguiente pagina, vemos que estas probabilidades las podemos
cambiar con lo que en realidad en dicha escena simulamos toda una
familia de aparatos de Galton (ventajas del mundo virtual). Al final de
los pisos, cuyo niumero también es variable en la escena, aparecen
una especie de canales contenedores para recoger las bolitas.

Mediante este sencillo aparato, Galton simulaba de forma practica
modelos tedricos de probabilidad. Si observamos el recorrido de una
bola en el aparato de Galton.

3 Véase Caja de Galton.
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En cada bifurcacion la bola puede ir a la izquierda con probabilidad p
o a laderecha con probabilidad "g = 1 — p". La variable aleatoria que

toma valor O si cae a la izquierda o 1 si cae a la derecha se llama de
Bernoulli y la variable X que da el nimero de unos al finalizar el

experimento (lugares a la derecha) se denomina binomial.

Manipula la siguiente escena cambiando los controles, conjeturando
y comprobando sobre los canales de mas o menos probabilidad.
Cambia también el control que en principio aparece con valor por
defectode 1/2.

Insesgado 0,5

o ;AW

filas -$6 Numero de bolas %1

Escena 5.2. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)
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Podrias simular modelos para el lanzamiento de dados, cartas, o
cualquier otra experiencia en la que aparezcan solamente dos
resultados posibles: éxito (bola que va a la derecha) y fracaso (bola
qgue va alaizquierda).

Otra escena interactiva la hemos obtenido del proyecto Phet de Ia
Universidad de Colorado*. Ambas escenas, dan cuenta del concepto
de distribucién binomial, simulando el conocido aparato de Galton.
En la versién original de Galton, la probabilidad de ir a la izquierda o
la derecha en cada camino es 0.5. En esta escena podemos elegir
cualquier valor p para la probabilidad de ir a la derecha:

07

- o D=t
\ (P @00
“-‘ . - @ KTo0
ede —
L ) e &
9 a‘ e 8 5
L %‘JQ e
e 9 & e & §
L] 5 & 8§ 8§ -
% & § & & & & & &
L L] 5 & & & & -
9 & & & § § &% § § & §
5 5 ® &8 8 9 8
S L = age

Frobabilidad Plinko

4 Escena descargada de Phet interactive solutions.
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5.3.1 Funciéon de probabilidad de la distribucion

binomial

| ii. i |_|
p 1 2 3 4

5 &

7

8

9

10

La distribucién binomial constituye un modelo de probabilidad
tedrico al que se adaptan multitud de situaciones y problemas de la
vida real. Conviene por tanto profundizar en este modelo tedrico
para asi poder transferir los resultados a las distintas situaciones

concretas.

En este sentido se puede deducir la funcién de probabilidad asociada
a una distribucién binomial. Si consideramos una distribucién

B(n, p). En la que denominamos:

A = Exito

A = Fracaso
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Uno de los casos en los que se obtienen "r" éxitos seria:

AAAAA---AAAA
Es decir primero "r" éxitos y después "n — r" fracasos.
Particularizando a 4 éxitos y 3 fracasos, para ayudarnos en la

deduccion, existirian muchas situaciones en las que podria
presentarse el suceso cuatro éxitos y tres fracasos, por ejemplo:

AAAAAAA
AAAAAAA
AAAAAAA
AAAAAAA

En realidad en las agrupaciones anteriores vemos dos elementos
distintos, uno se repite 4 veces y otro 3. Esta situacion es una vieja
conocida en combinatoria. Hablamos de las agrupaciones de 7
elemenos en los que uno se repite 4 veces y otro 3, esto es:
Permutaciones con repeticion de 7 elementos en los que uno se
repite 4 veces y otro 3. El nimero de permutaciones de este tipo
vendria dado por:

7! 7! 7
4,3 o _ _
T T4l (T4 <4) = Cra

Es decir que todos los casos posibles en los que se presentan cuatro
éxitos y tres fracasos seria el nUmero combinatorio:

(4
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En general, la expresion para todos los casos en los que se pueden
presentar "r" éxitosy "n — r" fracasos seria:

prr=— = (") =c,

~rl(n—1)! T

Teniendo en cuenta que la probabilidad de éxito es "p" y la de fracaso
"(1—p)" y la independencia de cada prueba, deducimos que la

funcion que nos permite calcular la probabilidad de que la variable
aleatoria X (nimero de éxitos obtenidos en n pruebas), seria:

p(X =r)= (:’)pr(l —p)"

En la siguiente escena puedes observar las representaciones graficas
de distintas distribuciones binomiales. Puedes cambiar los valores de

la binomial que coinciden con los controles "n"y "p".

i (=)
A
o7
Ver Zoom

probabi- .* . . h. A
lidades Funcion de probabilidad de B{ 10; 0,50 ) —

\ J

Escena 5.3. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla (RED Descartes)
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Observa como cambia la forma de la grafica y extrae tus propias
conclusiones.

5.3.2 Parametros de la distribucion binomial

Esperanza matematica, varianza y desviacion tipica de
la binomial

Consideramos la variable aleatoria X que sigue una binomial
B(n,p). Recordamos que la variable aleatoria X expresa el nimero

de éxitos que se obtienen al realizar "n" pruebas o ensayos
independientes de Bernoulli con probabilidad "p" de éxitoy "(1 — p)"

de fracaso. Esta variable puede interpretarse perfectamente como
suma de "n" variables de Bernoulli, una por cada uno de los ensayos
realizados. En consecuencia, para deducir la esperanza matematicay
la varianza de la binomial B(n,p) podemos calcular la esperanza

matematica y varianza de la variable correspondiente a un ensayo y
después aplicar las propiedades generales de dichos parametros con
respecto a la suma de variables independientes. Para un ensayo:

EX]=1-p+0-(1-p)=p

var(X]=1*-p+0*-(1-p) —p* =p — p’
Y

=p-(1-p)=p-q

EX+X+---4+X|=En-X]=n-EX]|On-p
var[X + X + --- + X| = var[X| +var[X] + - - - + var| X] =
n-var/X|=n-p-q

al ser independientes los ensayos
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Por tanto:

Media:p=n-p

Varianza:0? =n - p-gsiendog=1—p
Desviacién tipica:oc = \/n-p-¢q
Tabulacién de la binomial

Aunque las calculadoras cientificas realizan sin ningun tipo de
problema los calculos que se derivan de la funcién de probabilidad de
cualquier distribucion binomial, hasta hace relativamente poco
tiempo dichos calculos resultaban muy largos y engorrosos, por este
motivo se realizaron tabulaciones para las distribuciones binomiales
mas habituales y a ellas se recurria para determinar de la forma mas
aproximada posible los valores concretos del problema particular.

En dichas tablas se podia localizar la probabilidad de "r" éxitos de una
varriable aleatoria B(n, p), sin mas que encuadrar la columna de la
probabilidad y la fila relativa al nUmero de pruebas.

Por ejemplo si quiero calcular para la B(5,0.3) La probabilidad de 4

éxitos. Miraré la tabla como se indica en la figura de la siguiente
pagina:
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0.01 |..... |.... 0.30 | ......

4 .

Existen tablas muy extensas para las binomiales. La mas popular era
la que condensaba en una pagina todas las binomiales de hastan =

10 vy distintas probabilidades comprendidas entre un valor minimo
0,01 y un maximo de 0,5 con paso de 0, 05.

A continuacién puedes ver dicha tabla.
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10 09801 09025 02100 07225 06400 05625 04900 04449 04225 03600 03025 02601 02500
1 0,0198 0,0950 0,1800 02550 03200 03750 04200 04442 04550 04800 04950 04998 0,5000
2 0.0001 00025 00100 00225 00400 00625 00900 01109 01225 01600 02025 02401 02500

09703 0,8574 07290 06141 05120 04212 0,3430 0,297 02746 02160 0,1664 0,1327 0,1250
0,0294 0,1354 02430 03251 03840 04219 04410 04444 044356 04320 04084 03823 03750
0,0003 00071 00270 00374 00360 0,1406 90,1830 02219 02389 02880 073341 073674 03750
0,0000 0,0001 00010 00034 00080 00156 00270 00369 0,042% 00640 00911 0,1176 0,1250

W o o= O

09606 08145 04561 05220 04096 03164 02401 01579 01785 01296 00915 0.0677 0,0625
00388 0,1715 02916 03685 04096 04219 04116 03553 03845 03456 02995 02600 02500
0,0006 0,0135 00486 00975 0,1536 02109 02646 0,2960 03105 03456 03675 0,3747 03750
00000 00005 00036 00115 00256 00462 00756 0,0985 01115 0,1536 02005 02400 0,2500
0,0000 00000 00001 00005 00016 0,003% 00081 00123 00150 00256 00410 00576 0,0625

L W N o= O

09510 07738 05905 04437 03277 02373 0,631 0,1320 0,1160 0,0778 00503 0,0343 0,0313
0,0480 02036 03281 03915 04096 03955 03602 03295 03124 02592 02059 0,1657 0,1563
0,0010 00214 00729 0,1382 0,2048 0,2637 0,3087 0,3291 073364 03456 03369 03185 0,3125
0,0000 0,0011 0,0081 00244 00512 00879 0,1323 0,1643 0,1811 02304 02757 03060 0,3125
0,0000 00000 00005 00022 00064 00146 00284 00410 00428 00768 01128 01470 0,1563
00000 00000 00000 00001 00003 00010 00024 00041 00053 00102 00185 00282 0,0313

h B oW N o= O

09415 07351 03314 03771 02621 0,1780 0,1176 0,0881 00754 0,0467 0,0277 0,0176 0,0156
0,0571 0,2321 03543 0393 03932 0,3560 03025 02638 02437 0,1866 0,135% 0,1014 0,0938
00014 00305 00984 01762 02438 02966 03241 0,3252 03280 03110 02780 02436 02344
0,0000 0,0021 00146 00415 00819 0,1318 0,852 02191 02355 02765 03032 0,3121 03125
0,0000 0,0001 00012 00055 00154 00330 00595 00821 00951 0,1382 0,1861 02245 0,2344
0,0000 00000 00001 00004 00015 00044 00102 00164 00205 00365 00609 00864 00938
0,0000 00000 00000 00000 00001 00002 90,0007 00014 00018 00041 00083 00138 00156

B B W N = O

7 0 0,9321 06983 04783 03206 02097 0,1335 00824 00587 004%0 00280 00152 00090 00078
1 ANASS 02673 N3I720 N3I0E0 N3E70 N3N1S AT NNST NIRER N 136 NORT? O0ENE 0N0S47

EJEMPLO:

Vamos a utilizar la tabla para resolver una situacién sencilla.

Supongamos que Ramona realiza un examen tipo test de 10

preguntas con cuatro opciones cada una de las que sélo una es
correcta. Si responde de forma aleatoria a todas las preguntas.
Calcula:
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a) Probabilidad de contestar 5 preguntas bien.
b) Probabilidad de contestar bien al menos 3 preguntas.

El problema evidentemente se puede enmarcar en una binomial de
pardmetrosn = 10yp = 0,25

10 09044 10,5987 0,2487 0,1969 0,1074 | 0,0563 | 0,0282 0,0174 0,0135 0,0060 0,0025 0,0012 0,0010
00914 0,3151 0,3874 0,3474 0,2684 | 0,1877 | 0,1211 0,0870 0,0725 0,0403 0,0207 0,0114 0,0098
00042 0,0746 ©0,1937 02759 0,3020 | 0,2816 | 0,2335 0,195 0,1757 0,1209 00763 0,0494 10,0439
0,0001 0,0105 0,0574 0,1298 0,2013 | 0,2503 | 0,2668 0,2603 0,2522 0,2150 0,1665 0,1267 0,1172
0,0000 0,0010 0,0112 0,0401 0,0881 | 0,1460 | 0,2001 0,2274 0,2377 0,2508 0,2384 0,2130 0,2051
0,0000 0,0001 0,0015 0,0085 0,0264 | 0,0584 | p,1029 10,1362 0,1536 0,2007 0,2340 0,2456 0,2461
0,0000 0,0000 0,0001 0,0012 0,0055 | 0,0162 | 0,0368 0,0567 0,068% 0,1115 0,1596 0,1966 10,2051
0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 00008 |0,0031 | 0,009 0,0162 00212 00425 00746 0,1080 0,1172
0,0000 00000 0,0000 00000 0,0001|0,0004 [0,0014 0,0030 00043 0,0106 0,0229 00389 00439
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 | 00000 |0,0001 00003 0,0005 00016 00042 00083 0,0098
00000 00000 0,0000 00000 00000 | 0,0000|0,0000 00000 00000 00001 00003 00008 0,0010

L R AT I

oy
o

n_k_p 00l 005 010 015 030

10

09044 0,5987 0,3487 0,1969 0,1074 0,0563 0,0282 0,0174 0,0135 0,0060 0,0025 0,0012 0,0010
0,0914 0,3151 03874 0,3474 0,2684 0,1877 0,1211 00870 00725 0,0403 00207 0,0114 00098
0,0042 0,0746 0,1937 0,2759 0,3020 0,2816 0,2335 0,1955 0,1757 0,1209 0,0763 0,0494 00439
0,0001 0,0105 00574 0,1298 0,2013] 0,2503 | 0,2668 0,2603 0,2522 0,2150 0,1665 0,1267 0,1172
0,0000 0,0010 00112 0,0401 0,0881] 0,1460 |0,2001 02274 0,2377 02508 02384 0,2130 0,2051
0,0000 0,0001 00015 0,0085 0,0264 | 0,0584 10,1029 0,1362 0,1536 0,2007 0,2340 0,2456 0,2461
0,0000 0,0000 00001 0,0012 0,0055] 0,0162 |0,0368 00567 0,0689 01115 0,159 0,1966 0,2051
0,0000 0,0000 00000 0,0001 0,0008] 00031 |0,0090 00162 00212 00425 00746 0,1080 01172
0,0000 0,0000 00000 0,0000 0,0001] 00004 |0,0014 00030 0,0043 00106 00229 0,0389 00439
0,0000 0,0000 00000 0,0000 0,0000] 0,0000]0,0001 00003 00005 00016 00042 0,0083 0,0098
10 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000] 0,0000|0,0000 0,0000 00000 0,0001 0,0003 00008 00010

L= - - T I s - )

a)p(z = 5) = 0,0584

b)p(x > 3) =p(x =3) +p(lx =4)+---+ p(z = 10)
0,2503 + 0, 1460 + 0, 0584+, 0, 0162 + 0,0031 + 0, 0004 +
0,0+ 0,000 = 4744
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o también:

px>3)=1-p(<3)=1—[p(x=0)+p(x=1)+pz(z =
2)]
— 1 — (0,0563 + 0,1877 + 0, 2816) = 0, 4744

[ L
F Video

En el siguiente video podemos asistir a una clase sobre la distribucion
binomial:

&7

Funcion de probabilidad y parametros

0O La funcion de probabilidad (o de cuantia) de la
distribucion binomial nos da |la probabilidad de obtener x

éxitos
(f’ )n‘q" * & ze(01,2,....n} n

xin—x)!

fl2)=PX =x)=

0, s ré {0,1,2,....n}

Ver en [ YouTube »

Video 5.2. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar
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5.3.3 Ajuste de una serie de datos a una binomial

La distribucion binomial es una distribucién tedrica que permite
resolver de forma muy directa multitud de problemas practicos.
Algunas veces también es muy interesante observar si una serie de
datos que provienen de alguna situacién, en la que no es posible una
intervencién matematica deductiva concreta, son parecidos a los que
se obtendrian de forma tedrica mediante una binomial de ciertos
parametros. Si se comprueba que los valores tedricos y los reales son
aceptablemente parecidos, no en una ocasiéon sino en varias,
entonces parece plausible pensar que la experiencia que da lugar a
los datos pueda imaginarse tedricamente como una binomial. Esto
puede permitir inferir resultados de forma previa.

Por ejemplo:

i En los grandes macroexamenes que se dan con cierta frecuencia
en este pais. Dichos eventos suelen constar de varias pruebas
eliminatorias que se celebran en un cierto intervalo de tiempo. Si
del histérico de otros anos se conservan porcentajes de personas
gue se presentan al primero y de los que van "sobreviviendo" a
las distintas pruebas, seria muy interesante observar si el
comportamiento de este tipo de pruebas se parece al modelo
tedrico de una binomial de ciertos parametros.

La asistencias a urgencias en un hospital a lo largo de las horas de
una determinada noche.

£

Pensemos en las colas en las ventanillas de cierto ministerio a lo
largo de las horas de una manana.

£

Fallos en la manufactura de piezas en una cadena de montaje.

£

th. Gente en la parada de cierta estacion de metro a lo largo de un
intervalo horario.
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En la siguiente escena puedes comprobar si una serie de datos se
parece a los obtenidos en una binomial y como se calcularian los
parametros de esa binomial.

Puedes cambiar los valores del control "n" de la binomial hasta un

maximo de 8. En la escena puedes comprobar la diferencia entre los
valores esperados y los reales de forma numérica y grafica en los
respectivos diagramas de barras.

221


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/img5/Metro2.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/img5/Control.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/img5/Urgencias.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/img5/Macroexamen.png

Introduce Zoom
datos y A
pulsa para ——

realizar Xi |0 1 2 3 |4 5 6 7 |8

Nie £ l2 112 134 lla2 l27 lla {2 |l

A A
n _!_‘8 P 05

Escena 5.4. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)

5.4 Otras distribuciones discretas

La distribucion binomial es sin duda la mas importante de las
distribuciones de probabilidad discretas. Sin embargo existen
situaciones que no pueden ser interpretadas mediante estd
distribucién. Imagina por ejemplo una poblacién de 100 personas en
las que hay por ejemplo 5 con cierta caracteristica especial. Si se van
escogiendo personas una tras otra sin reemplazamiento,
considerando éxito si la persona tiene dicha caracteristica y fracaso el
gue no la tenga. Esta experiencia no se ajusta a una binomial ya que la
probabilidad de éxito no se mantiene constante en cada extraccion.
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- - - =2 =2 = = =92 - _ |Familiauniforme

Existen bastantes
situaciones
interesantes que no se
pueden enfocar bajo la
Opticadirectadela
binomial. En los
siguientes epigrafes se
estudiaran algunas
distribuciones tedricas
discretas clasicas con
las que se pueden
abordar un gran :
numero de problemas |
concretos. E e

1 de Paisson h=4

Familia
hipergeométrica

e A=10

o Familia de
Eo Poisson

5.4.1 Distribucion hipergeométrica

Hasta ahora hemos analizado distribuciones que modelaban
situaciones en las que se realizaban pruebas que entrafiaban una
dicotomia (proceso de Bernoulli) de manera que, en cada experiencia,

la probabilidad de obtener cada uno de los dos posibles resultados se
mantenia constante. 223
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Si el proceso consistia en una serie de extracciones o selecciones ello
implicaba la reposicion de cada extraccién o seleccion, o bien la
consideracion de una poblacion muy grande (cartas en un casino). Sin
embargo, si la poblacion es pequena y las extracciones no se
remplazan, las probabilidades no se mantendran constantes. La
distribucién hipergeométrica viene a cubrir esta necesidad de
modelar procesos de Bernoulli con probabilidades no constantes (sin
reemplazamiento).

Ladistribucion hipergeométrica es especialmente util en todos
aquellos casos en los que se extraigan muestras o se realicen
experiencias repetidas sin devolucion del elemento extraido o sin
retornar ala situacién experimental inicial.

Es una distribucién fundamental en el estudio de muestras pequenas
de poblaciones pequenas y en el calculo de probabilidades de juegos
de azar.
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Tiene grandes aplicaciones en el control de calidad para procesos
experimentales en los que no es posible retornar a la situacion de
partida.

Las consideraciones a tener en cuenta en una distribucion
hipergeométrica:

»  El proceso consta de "n" pruebas, separadas o separables de
entre un conjunto de "N" pruebas posibles.

=  Cadaunade las pruebas puede dar Unicamente dos resultados
mutuamente excluyentes.

= El ndmero de individuos que presentan la caracteristica A4
(éxito) es "k".

= En la primera prueba las probabilidades son: P(A) =py
P(A) =q;conp+q=1.

En estas condiciones, se define la variable aleatoria X = “n? de
éxitos obtenidos”. La funcidn de probabilidad de esta variable
seria:

k . N —k N = tamano de la poblacién
T n —ox k = Numero de individuos que...

p(X - w) = (N) n = tamano de la muestra

n x = valor que toma la variable

La media, varianza y desviacion tipica de esta distribucion vienen
dadas por:
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EJEMPLO 1:

Supongamos la extraccién aleatoria de 8 elementos de un conjunto
formado por 40 elementos totales (cartas baraja espafnola) de los
cuales 10 son del tipo A (salir oro) y 30 son del tipo complementario
(no salir oro).

Si realizamos las extracciones sin devolver los elementos extraidos y
llamamos X al nimero de elementos del tipo A (oros obtenidos) que

extraemos en las 8 cartas; X seguird una distribucion
hipergeométrica de parametros 40, 8,10/40. H (40, 8, 0, 25).

Para calcular la probabilidad de obtener 4 oros:

p(X =4) = (1402 4.0534()) = 0,07
8

226



EJEMPLO 2:

De cada 20 piezas fabricadas por una maquina, hay 2 que son
defectuosas.

Para realizar un control de calidad, se observan 15 elementos y se
rechaza el lote si hay alguna que sea defectuoso. Vamos a calcular la
probabilidad de que el lote sea rechazado.

N =20

n =15

X = numero de piezas defectuosas de las 15 escogidas
p(X21)=1-p(X <1l==1-p(X =0)

(2) (20 — 2)
0 15 816 18
20 15504 19 0,947
15
Cuando N es muy grande, como criterio se suele considerar N >

10n, la distribucion hipergeométrica se puede aproximar por la
binomial B(n, p) conp = k/N.

En la siguiente escena puedes observar la funcion de probabilidad de
la distribucion hipergeométrica. Puedes cambiar los diferentes
parametros que configuran dicha distribucién y observar como
cambia esta funcion a medida que se varia alguno de ellos.

Extrae tus propias conclusiones. Asi mismo, puedes utilizar también
la escena como calculadora directa que permite resolver situaciones
concretas que se puedan plantear en problemas especificos.
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Légicamente hay un limite para los valores de la poblacién de manera
que la escena funcione con fluidez (valores menores de 200).

.
&7

Calcula Zoom
alguna ! X
probabilidad

Runcién de probabilidad de H( 50; 10 ; -0~ )

p 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10
Tamarno A 50 Tamarfio & 10 n® de individuos que pre- & 10'
Poblacion W || Muestra W || sentan la caracteristica W |~ |

Y _J

Escena 5.5. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla (RED Descartes)

5.4.2 Distribucion de Poisson

Hay ocasiones en las que un proceso que
podria encuadrarse dentro de lo que
conocemos como distribucién binomial,
ofrece dificultades que en ocasiones
incluso hacen inviable la resolucién de
un problema.

“_n

En este sentido, pensemos el caso en que la constante “p’,

probabilidad de éxito de un experimento de Bernoulli sea muy
pequeina; (lo que habitualmente se denominan casos muy raros), o
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bien el caso en que los calculos que se derivan de la férmula de la
binomial sean tan farragosos que saquen de rango nuestra
calculadora. Seria importante disponer de otra alternativa mas
interesante.

Por otro lado, pensemos también en situaciones en las que los
elementos de la poblacién pueden considerarse extraordinariamente
numerosos, (coches que pasan durante un tiempo por una autopista,
metros de tela de una produccién en una fabrica, individuos de un
pais susceptibles de padecer cierta enfermedad, entre otros ejemplos
posibles. Un proceso de Poisson se presenta en relaciéon con un
acontecimiento (éxito) durante un periodo de tiempo o espacio. Se
conoce que el numero de éxitos en la unidad de estudio, instante
temporal o espacial determinado es

A

y a su vez este es independiente del niumero de éxitos en otro
instante o espacio.

Si [lamamos X =

n° de éxitos obtenidos en un determinado periodo. Diremos que
X sigueuna distribucion de Poisson.

La funcién de probabilidad de esta variable viene determinada por la
formula:

fR)=p(X =k) =7
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Los parametros media, varianza y desviacion tipica de esta
distribucién vienen dados por
p=A
2 __
o’ = A
o=\

EJEMPLO 1:

Cierta enfermedad tiene probabilidad de ocurrir p = 1/100000, lo

gue en Medicina se denomina prevalencia. Calcula la probabilidad de
gue en una ciudad de 500000 habitantes haya mas de 3 personas con
dicha enfermedad. ;Cual seria en dicha ciudad el nimero de
enfermos esperado?

Solucion:

El problema se podria abordar mediante una B(500000, 0,00001)

En este caso aproximaremos por un modelo de Poisson de parametro

A = 500000 - 0,00001 = 5

p(X >3)=1—-p(X <3)

1—[19(—’5( =00)+p5(X1=1)+5p()g=2);rp(3X=3)]
e°’-H e’-H e’-H e’-H

=l T T T g 07
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EJEMPLO 2:

En una carretera se producen un promedio de 2 accidentes anuales.
Calcula la probabilidad de que este ano se produzcan mas de 3
accidentes.

Poisson de parametro A = 2
p(X >3)=1—p(X <3)
1—[p(X =0)+p(X =1)+p(X =2)+p(X =3)]
e2.20 e2.20 2.22 2.23

=t o 5 = 0143

o
- = Video

En el siguiente video podemos asistir a una clase sobre la distribucién
de Poisson:

Caracteristicas de los experimentos

O MNos interesa contar el ndmero de veces que ocurre
un cierto fendmeneo durante un periodo de tiempo
fijo © una regién fija del espacio (unidimensional,
bidimensianal o tridimensional)

O Ejemplos:
O Nimero de visitantes diarios a un mi
O HNimero de defectos en un metro de tela
O Nimero de |lamadas recibldas en una centralita en una hora

- 1]

Video 5.3. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar
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En la siguiente escena puedes observar la funcion de probabilidad de
la distribucion de Poisson. Puedes cambiar los diferentes parametros
gue configuran dicha distribucion y observar como cambia esta

funcion a medida que se varia alguno de ellos.

Extrae tus propias consecuencias. Asi mismo puedes utilizar también
la escena como calculadora directa que permite resolver situaciones
particulares que se puedan plantear en problemas concretos.

( T
Calcula Zoom
alguna . . . . s
probabi- | ‘Funcmn de probabilidad de la distribucion de T
lidad Poissonde A = 5
D 1 4
Valor del Al
parametro A X
.

J

Escena 5.6. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla (RED Descartes)
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5.4.3 Distribucion Geométrica

Consideramos una sucesiéon de
variables aleatorias independientes
de Bernoulli. Es decir una sucesién
de pruebas independientes con dos
posibles resultados y con
probabilidad de éxito constante e
idéntica en cada prueba.

Xq, X9, ,X4,..donde X; —
Bernoulli de probabilidad (p)

Esta sucesion como tal, al menos
tedricamente, puede ser infinita.

Si consideramos la variable aleatoria X =
n° de experiencias realizadas hasta obtener el primer éxito,
diremos que sigue una distribucion geométrica.

De acuerdo con la definicion anterior, la variable X puede tomar

valores desde uno en adelante. De este modo tenemos que la funcion
de probabilidad para X, que es facil de deducir puesto que los
primeros k — 1 son fracasos y el k-ésimo éxito, seria:

fk)=p(X=k)=Q1-p)""-p

En algunos textos se considera la variable n°® de fracasos
obtenidos hasta el primer éxito. En este caso el valor mas

pequeno que puede tomar la variable es cero y la formulacién cambia
un poco.

233


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/img5/Parchis.png

f'(K)=pX' =K)=(1-p)" -p

Los pardametros media, varianza y desviacién tipica de esta
distribucién vienen dados por:

_1, 2_1—p . 1—p
=5 0 = — y o=
p p

EJEMPLO 1:

Supongamos que queremos hacer un estudio sobre la variable
aleatoria referente al nimero de veces que un jugador necesita para
poder efectuar la salida en el juego del parchis. Hay que recordar que,
en este juego, un jugador no comienza el mismo hasta obtener un 5 al

lanzar el dado.

Podria ocurrir que solamente necesitara:

e Unatirada X = 1;con probabilidad 1/6
» Dostiradas X = 2 con probabilidad (5/6)(1/6)
e Trestiradas X = 3 con probabilidad (5/6)(5/6)(1/6)

e "k"tiradas X = k con probabilidad (5/6)*"! - (1/6)

La variable puede seguir tomando valores indefinidamente puesto
gue es posible encontrar a un jugador cuya “mala suerte® haga que
NUNCA obtenga el dichoso 5. Estariamos ante el caso de una

distribucion geométrica de parametro 1/6.

234



EJEMPLO 2:

Un matrimonio quiere tener una hija, y por ello deciden tener hijos
hasta el nacimiento de la esperada hija.

Calcular el nimero esperado de hijos (entre varones y hembras) que
tendra el matrimonio.

Calcular la probabilidad de que la pareja acabe teniendo tres hijos o
mas.

p(X>3)=1—p(X <3

=1-[p(X =1) +p(X =2)]
=1-10,5+0,5°] =1— (0,75)
=0,25

En la siguiente escena puedes observar la funcion de probabilidad de
la distribucion Geométrica.

Puedes cambiar los diferentes parametros que configuran dicha
distribucién y observar como cambia esta funciéon a medida que se
varia alguno de ellos.

Extrae tus propias consecuencias. Asi mismo puedes utilizar también
la escena como calculadora directa que permite resolver situaciones
particulares que se puedan plantear en problemas concretos.
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probabilidad ==='| Fyncijén de probabilidad de la distribucién
Geométrica

H [1 =
2 3 4 5

1
Probabilidad & 05 n® de ensayos hasta A &
de éxito Y el primer éxito v
. WV,

Escena 5.7. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla (RED Descartes)

5.4.4 Distribucion binomial negativa

Imagina una persona que esta jugando al baloncesto
con sus amigos y que al finalizar el partido comienza a
lanzar tiros libres.

A uno de ellos, especialmente desacertado, se le

%
4

ocurre comentar: iNo pienso irme de aqui hasta ®
conseguir anotar cinco canastas! : ‘
=
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Esta situacion puede ilustrar bastante bien el problema que resuelve
la distribucion binomial negativa. Una distribucion binomial

negativa de parametros "r"y "p" surge como una secuencia infinita
de intentos de tipo Bernoulli en los que:

»  Cadasecuencia es independiente de las otras.

» En cada intento solamente son posibles dos resultados (éxito
o fracaso).

= Laprobabilidad de éxito es constante en cada secuencia.

=  Losintentos contintian hasta que se consigan r éxitos.

Si llamamos X = numero de experimentos realizados hasta
obtener el r-ésimo éxito, diremos que la variable X sigue una
distribucion binomial negativa de parametros r, p.

Es facil deducir que la funcién de probabilidad de esta variable sera:

flk) =p(X =k) = (l,: - i)p’” (1 —p)hT

La férmula anterior no es dificil de deducir. Piensa que para esta
situacion estamos seguros de que el k-ésimo intento es un éxito y que

en los k£ — 1 intentos anteriores se deben redistribuir los anteriores
r — 1 éxitos. La distribucién geométrica seria un caso particular de
binomial negativa cuando r = 1. Los parametros media, varianza y
desviacion tipica asociados a esta distribucion serian:

o 1, 2 1-p o 1—p
p=r-—; o =r- y o =4/T-

p p
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EJEMPLO 1:

Para tratar a un paciente de una afeccién de pulmén, han de ser
operados en operaciones independientes sus 5 |6bulos pulmonares.
La técnica a utilizar es tal que si todo va bien, lo que ocurre con
probabilidad de 7/11, el 16bulo queda definitivamente sano, pero si
no es asi se debera esperar el tiempo suficiente para intentarlo
posteriormente de nuevo. Se practicara la cirugia hasta que 4 de sus 5
|6bulos funcionen correctamente. ;Cual es el valor de intervenciones
gue se espera que deba padecer el paciente? ;Cual es la probabilidad
de que se necesiten 10 intervenciones?

Este es un ejemplo claro de experimento aleatorio regido por una ley
binomial negativa, ya que se realizan intervenciones hasta que se
obtengan 4 |6bulos sanos, y éste es el criterio que se utiliza para
detener el proceso. Identificando los pardmetros se tiene que si X es
Nimero de operaciones hasta obtener r =4 con resultado

positivo,

w0 (). () () o

1
4. —6.95...
p=d =62

EJEMPLO 2:

Se sabe que la probabilidad de que un nifo expuesto a una
enfermedad contagiosa la contraiga es de 0,4. Calcula la

probabilidad de que el décimo nifno estudiado sea el tercero en
contraer la enfermedad.
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Podemos enfocar el problema como una binomial negativa de
parametros X = 10,k =3yp = 0,4

9
p(X =10) = (2) .0,4%-0,6" = 0,0645

En la siguiente escena puedes observar la funcion de probabilidad de
la distribucién Binomial negativa. Puedes cambiar los diferentes
parametros que configuran dicha distribucién y observar como
cambia esta funcién a medida que se varia alguno de ellos. Extrae tus
propias conclusiones. Asi mismo, puedes utilizar también la escena
como calculadora directa que permite resolver situaciones
particulares que se puedan plantear en problemas concretos.

,
o
Calcula Zoom &
alguna . ..
probabilidad =252\ Funcién de probabilidad de la distribucién
Binomial negativa

p 1 2 3 4 5
Probabilidad & | 05 n° de éxitos A 4 n°de ensayos hasta N &=
de éxito \ Al gue deseas v el 4 éxito v
= | | e
\. J

Escena 5.8. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla (RED Descartes)
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5.4.5 Distribucion uniforme

Supongamos un experimento A o5 9267 6
aleatorio en el que los resultados ) -
posibles pueden tomar un ]
conjunto de “n” valores discretos
y donde cualquiera de estos

valores puede obtenerse con
igual probabilidad.

Es una distribucion muy sencilla que asigna probabilidades iguales a
un conjunto finito de puntos del espacio. Modeliza fendmenos en los
gue tenemos un conjunto de n sucesos posibles, cada uno de los
cuales con la misma probabilidad de ocurrir.

Si consideramos la variable aleatoria que hace corresponder cada
uno de esos sucesos a un numero natural desde 1 a “n” obtenemos lo

que se denomina una distribucién uniforme. El Gnico parametro de la

[{§ »

distribucién es “n” de ahi que se suela representar por:
X - U(n)

Por ejemplo el lanzamiento de un dado corresponderia a una
distribucién uniforme con n = 6. La funcién de probabilidad de una

distribucién uniforme viene dada por:

1
P(z) = — para z={1,2,3,---,n}

Los pardmetros media, varianza y desviacion tipica de una
distribucién uniforme no son dificiles de obtener:
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En la siguiente escena puedes observar la funcion de probabilidad de
la distribucion Uniforme. Puedes cambiar los diferentes parametros
gue configuran dicha distribucion y observar como cambia esta

n? —1

12

1
== (P4+22+ 3+ +n?) — (

1+n
n 2 )

funcion a medida que se varia alguno de ellos.

r

\_

&7

Calcula Zoom —
alguna H P /
probabilidad '| Funcién de probabilidad de la distribucién
Uniforme
I 2 3 4 5§
n°de casos de la A 5
variable uniforme v

J

Escena 5.9. Escena desarrollada por Juan

J
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5.5 Problemas resueltos

A continuacion tienes el enunciado de diferentes problemas.
Trabajalos y una vez los hayas resuelto puedes hacer clic sobre el
botén para ver la solucion.

o7l

1. S5elanza una moneda cuatro veces. Calcular la probabilidad de que salgan mas caras
que cruces.

Solucion |

2. Completalaley de probabilidad siguiente, sabiendo que su esperanza es1,8:

X 0 |1|2| 3
Probabilidad | 02| a | b |03

Solucion

3. Determinala esperanza matematica y desviacidn tipica de las variables:

a)

fix) | 61 |02 | o0s| 02 | 03

h)

e

jix) [oos| A |615| A | 02

Solucion
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Parte VI

Distribucion Normal

Juan Jesus Canas Escamilla
José R. Galo Sanchez




Johann Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 30 de abril de 1777-Gotinga, 23 de febrero
de 1855) fue un matematico, astrénomo y fisico aleman que contribuyd
significativamente en muchos ambitos, incluida la estadistica. (https://es.wikipedia.org/).
Crédito imagen: C. A. Jensen, Dominio Pablico.
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6.1 Introduccion

6.1.1 Idea intuitiva de funcion de densidad.

Las distribuciones de probabilidad de una variable aleatoria continua
pueden imaginarse como idealizaciones del poligono de frecuencias,
asociado al histograma de frecuencias relativas, cuando se aumenta
indefinidamente el nUmero de datos y se disminuye paulatinamente la
amplitud de los intervalos. Este proceso “limite” proporciona una
primera idea de funcién asociada a dicha variable continua.

Las distribuciones de probabilidad de una variable continua se definen
a partir de una funcion particular a la que llamaremos funcién de
densidad. Consideremos inicialmente un ejemplo:

En un instituto se decide estudiar el tiempo, llamémosle X, que
emplean los alumnos en desplazarse desde su casa hasta el citado
centro. Se trata de una variable estadistica que al menos
tedricamente puede tomar cualquier valor dentro de un determinado
intervalo (entre 0y 20 minutos por ejemplo).

Este tipo de variable se suele representar graficamente mediante un
histograma que consiste en levantar un rectangulo sobre cada uno de
los intervalos (clases) donde toma sus valores. La base del rectangulo
es la amplitud del intervalo. Si variamos las bases de los intervalos,
evidentemente cambia la forma del histograma.

Si el nimero de alumnos a los que controlamos el tiempo fuese
suficientemente grande y vamos aumentando el numero de intervalos
(o lo que es lo mismo, consideramos clases cada vez mas pequenas), la
linea poligonal que forman los puntos medios de los lados superiores
de los rectangulos, llamada poligonal de frecuencias. tiende a una
curva que recibe el nombre de Funcién de Densidad de la variable X.
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En la siguiente escena puedes observar el proceso limite que
vislumbra la idea de funcién de densidad. Por motivos de agilidad en
cuanto al funcionamiento de la escena se ha limitado los valores
maximos para el control correspondiente al tamano de la poblaciény
el de particion (limite de intervalos que se consideran).

o]

IDEA INTUITIVA DE FUNCION DE DENSIDAD ikt

Evolucioén del histograma de frecuencias
relativas de la poblacion cuando cambiamos
el numero ¢le datos y reducimos la amplitud
de los intervalos, (afinamos la particion).

ne de datos 500 particion 4 4

Escena 6.1. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla(RED Descartes)

En la siguiente imagen puedes observar el resultado que ofrece la
escena anterior para el caso de una poblacion de 50000 elementos y

una particion de 1000 intervalos
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IDEA INTUITIVA DE FUNCION DE DENSIDAD

Evolucion del histograma de frecuencias
relativas de la poblacion cuando cambiamos
el nimero de datos y reducimos la amplitud
de los intervalos, (afinamos la particion).

A

n° de datos 50000 particion % 1000

i

6.1.2 Definicion de Funcion de densidad

Una funcién f(z) se admite como funcién de densidad de una
variable aleatoria continua X si verifica:

lih, La funcién f(x) es positiva o nula en todo el dominio de
definicién

lih. Elarealimitada por la graficade lafunciony el eje de abscisas
(OX) esigual alaunidad.
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Algunos ejemplos de funcién de densidad

0 siz <1
z—1 sil<z <2

T =
/\ /(=) —x+3 si2<z<3
- - 0 siz >3

0 siz <0
glz) =<1z si0<z<2
\0 sixz > 2

siz <0
si0< g <2
six > 2

>
—~~
8
N—
I
O v O

Nota: En variable continua no tiene sentido el estudio de la
probabilidad en un valor aislado (siempre seria cero), pero si lo tiene
el de considerar la probabilidad de que la variable tome valores
comprendidos dentro de un intervalo.

Asociaremos la probabilidad de que una variable continua tome
valores entre los puntos del intervalo [a,b] como el darea

comprendidaentrelacurva,eleje OX ylasrectasx = ayz = b.
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La mediao esperanza matemdticaes el valor mas representativo de
todos los que toma la variable continua X, puede imaginarse como el
punto sobre el eje de abscisas en el cual la superficie generada por la
funciony el eje permanecerian en equilibrio. El calculo matematico se
haria:

) z- f(z)dz

—00

La desviacion tipica se define como una medida de la dispersién
de los valores de la variable X con respecto a la media. Mientras mas

pequeiia sea la desviacidn mas estrecha serd la grafica de f(x)
respecto a la media. Su calculo se haria:

4 )

\//sz-f(m)da:—u2

. J

6.2 La distribucion normal

La distribucion normal es sin duda la mas importante de las
distribuciones continuas tanto en la teoria como en la practica
estadistica. Puede decirse que en este universo, la mayoria de los
fendmenos naturales se comportan basicamente de forma normal o
“gaussiana”. En estadistica inferencial, el teorema central del limite y
las pruebas de normalidad sobre una serie de datos, van a ser basicas
en el desarrollo moderno de la estadistica.
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Aunque fue reconocida por primera vez por el francés Abraham de
Moivre (1667-1754), posteriormente, Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) elaboro desarrollos mas profundos y formulé la ecuacion de la
curva. Se suele conocer popularmente como la "campana de Gauss".

‘ %:io 68.3% ‘
X226 955%

3o 99,7%

La distribucion de una variable normal estd completamente
determinada por el conocimiento de dos parametros:

Media p
Desviacién tipica o

La notacién que emplearemos sera:

N(u,0)
Que llamaremos normal de media p y desviacion tipica o

La expresion de la funcién de densidad para la distribuciéon normal
viene dada por:
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Las principales caracteristicas (propiedades) de esta funcion son:

Dominio: Domf=R

Mavime : [p., L ]

oJn
P.inflexién: enx=p+C y x=p—0C
Asintotas:  of eje OX es una asitota horizontal ' 34.1%| 34.1%
Simetrias:  respecto a la recta x=
Monotonia: creciente (—, L), decrecients (|1, +00)

Signo: o8 sienpre positiva

I i
P. Corte: oY —>[0, 1 e 2]
O 2T

En la siguiente escena puedes manipular los controles para observar
el comportamiento de la grafica de la distribucién normal cuando
cambias la mediay la desviacion tipica de la misma.

.
™

J+0= 1,00

p= 0,00

0,00 desv. tipica 4 1,00
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;s
‘ Videos

Puedes observar dos clases sobre la distribucién
correspondientes a la Universidad Politécnica de Valencia.

UPY Dt nommat Conceptosy propiedades T P
ibucion normal. Conceptos y propiedades,

La mmeva vanable  se distnburve como una NORMAL con
media M =0 v desviacion tipica G =1

Distribucidon normal reducida

0O Decimos que una variable
aleatordia X  tiene  una

distribucién normal reducida si
su funcién de densidad es:
———

FR=B fl=me—a?

LIr, o i ! | al |
L J

0 Su funcién de distribucion es:
E| valor g la integral para

T 1 oL
et . v 1 %L disgtirkcs valores de z =2 puede
i_,ﬁ:}:..,i, ﬂ:]:#()(;.:-}:m:-[.-z ,&“ —.r-u:nrtran{:r_-pl:ﬁ shios o I
O Si X sigue una distribucién &
normal reducida su media es

~N({0,
#=0y su varianza o =1 - x~NO)

L 1)
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6.2.1 La distribucion normal cero uno

Entre la familia de las distribuciones normales, la que tiene por media
cero y por desviacién tipica uno es sin duda la mas importante de
todas. Esta distribuciéon aparece totalmente tabulada y como
veremos mas adelante permitird el calculo de cualquier tipo de
probabilidad en cualquier tipo de distribucion normal.

La notacidn que emplearemos para referirnos a esta normal sera
N(0,1).

Su funcién de densidad viene dada por la férmula:

g
2

&

f(z) =

9
)

Como ya se ha mencionado al principio del tema, el calculo de
probabilidades en variable continua se asocia al calculo de areas. En
el caso particular de la distribucion N (0, 1)

Si queremos calcular el valor de que la variable tome un valor menor
o menor o igual que "z" tendriamos que calcular un area mediante el

proceso de integracion indefinida, con la dificultad anadida de que la
funcién a integrar no admite una primitiva en términos de funcién
elemental.




Afortunadamente no tendremos que realizar este tipo de ejercicio
cada vez que queramos calcular una probabilidad ya que disponemos
de una tabulacién que permite calcular con bastante precision el
valor de que la variable tome valores menores o menores o iguales
gue cualquier valor "z" comprendido entre 0 y 4 con incrementos de

una céntésima.

Esto sera suficiente para localizar cualquier tipo de probabilidad
como veremos mas adelante.

En la siguiente imagen podemos ver la representacion grafica de la
N(0,1)

Verdadera representacion
grdfica de la N(0,1)
5
5 ___,...-""—-n-—""'--..__ 5
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Detalle de la tabulacién de la N(0,1). Ejemplo de célculo de una
probabilidad (aréa correspondiente al barrido a la izquierda de la

funcion):
E?(Z <1.26) :0.89éa <—|

z | 0.00 01 02 03 .04 05 06 7 .08 .09
0.0 .5000( .5040f .5080 .5120, .5160| .5199 |.5239|| .5279| .5319| .5359
0.1| .5398 .5438 .5478| .5517| .5557| .5596| |.5636|| .5675| .5714| .5753
0.2 | .5793| .5832| .5871 .5910| .594§ .5987 |.6026/| .6064| .6103| .6141
0.3| .6179 .6217 .6255 .6293| .6331| .6368 |.6406|| .6443| .6480| .6517
0.4 .6554] .6591| .6628 .6664) .67000 .6736 |.6772|] .6808 .6844| .6879
0.5| .6915 .6950, .6985 .7019 .7054| .7088 |.7123|| .7157| .7190| .7224
0.6 | .7257) 7291 .7324) 7357 .7389| .7422 |.7454|] .7486| .7517 .7549
0.7 .7580 .7611| .7642 .7673| .7704| .T7734| |.7764|| .7794| .7823| .7852
0.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 |.8051|| .8078 .8106| .8133
0.9| .8159 8186, .8212 .8238| .8264| .8289 |.8315|| .8340| .8365| .8389
1.0 | .8413] .8438| .8461| .8485| .8508 .8531| |.8554|| .8577 .8599 .8621
1.1]| .8643] .8665] .8686| .8708 .8729| .8749 |[.8770/|] .8790, .8810| .8830
1.2 | .8849 8869 .8888| .8907 .8925 .8944] |.8962(||.8980 .8997 .9015
1.3] 9052 9049 9066 .9082) .9099] 9115 54+ 9147 .9162| .9177
1.4 .9192] 9207 .9222| .9236 .9251 .9265 .9279 .9292| .9306| .9319

6.2.2 Tipificacion

La tipificacion es el procedimiento que permite pasar de
cualquier distribucién normal a la distribuciéon N(0,1). En una

distribucion continua, si efectuamos el cambio de variable:

7 —

T —

o

Siendo u = mediay o = desviacion tipica.
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En la siguiente escena puedes comprobar como la grafica de la
funcién de densidad de cualquier distribucién normal, mediante ese
cambio de variable, se transforma en la grafica de la funcién de
densidad de la N(0,1). Para ello basta con que cambies los controles
media y desviacion tipica de la escena.

4 \
o]

TIPIFICACION N(1,02)

Si cambias el control media /]

a cero y el control desviacion

tipica a uno observaras como

cualquier distribucion normal

se transforma en la N(0,1)!

x-1 2
02 )

i .e_}'(
0,22

o

mu 1 dvt {0,2

v b, A

Escena 6.2. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamilla(RED Descartes)

En las siguientes escenas puedes observar lo que ocurre al tipificar
una variable. Puedes calcular probabilidades de distribuciones
normales distintas a la N(0,1), ademas puedes elegir entre calculo de
probabilidades a la izquierda, (barrido izquierda), calculo de
probabilidades a la derecha, (barrido derecha) o calculo de
probabilidades entre dos valores, (barrido de una franja).
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Calculo de probabilidades a la izquierda mediante

tipificacion
p
o]
valor X |1 media (1 desv.|0,50
p( x < 1,00 ) = 0,5000 Probabilidad en N(u , o)
ripificando Barrido izquierda
&' 1 u=1
_1-100_, 00
0,50

L
by

11

1,00 p+o

p(z < 0,00 ) = 0,5000

sy V2lor tipificado

J

Escena 6.3. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamilla (RED Descartes)
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Calculo de probabilidades a la derecha mediante
tipificacion

valor X ‘l ‘ media |1 desv. tip 0,50

p(x > 1,00 ) = 0,5000 Probabilidad en N(u , o )
T:'_pi ;ican i - Barrido a la|derecha
z ~ e
_x-100 0,
0,50

p(z > 0,00) = 0,5000
1-1

) Valor tipificado

\ J

Escena 6.4. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla (RED Descartes)

6.3 Manejo de la tabla de la N(0,1)

Los valores mas importantes en cuanto al calculo de probabilidades
de la distribucion normal N(0,1) aparecen tabulados en una tabla

muy sencilla, que presenta una disposicién en filas y columnas
permitiendo una rapida localizaciéon del valor cuya area a la izquierda
se asociaconp(Z < z).
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En la primera columnna aparece la parte entera y el primer decimal
del valor desde el 0,0 al 4.0 (en algunas tablas no llega hastael 4 y

suele terminaren 3,5).

En la primera fila aparece la segunda cifra decimal, desde el 0, 00 al
0, 09. Para calcular la probabilidad de que la variable sea menor o
menor o igual que, por ejemplo el valor z = 1, 23, miramos la primera

columna y nos situamos en 1,2, (parte entera y primera cifra
decimal). Después en la primera fila elegimos el valor 0, 03, (segunda
cifra decimal). El valor que buscamos es la interseccion de la filaen la
que estasituado el valor 1, 2 y la columna correspondiente a 0, 03.

Esta tabulacion es muy simple. Ocupa apenas una pagina y se ha
popularizado mucho. No obstante, es muy concisa y contiene la
informacién minima que se necesita para la localizacién de cualquier
tipo de probabilidad. Para determinar probabilidades que no
aparecen directas en la tabla se emplearan tacticas muy simples que
abordaremos en los siguientes epigrafes.

p(z<a)
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Ejemplo de tabulacién de la N (0, 1)

Segunda cifva dechmal del valor de z
z | 0.00 [ 01 | .02 03 04 | 05 | 06 | 07T | 08 | .09
0.0 5000 5040 5080 5120 5160 .5199 5239 5279 .5319 .5359
0.1| .5398 5438 5478 5517 .5557 .5596 .5636/ .5675 .5714 .5753
0.2] .5’.-'93 5832 .5871| .5910 .5948 59377‘: 6026 Eﬂﬁ-i 6103 6141
0.3 6179 6217 6255 6293 6331 6368 6406 6443 6480 6517
0.4 6554 6591 .ﬁﬁzs} 6664 6700] 6736 6772 .680S 6844 6879
0.5| .6915 _6950 6985 .7019 _7054) .70B% .7123| .TI57 7190 .7224
0.6] .7257 7291 .7324] .7357) 7389 7422 7454 7486 7517 .7549
9.7| 7580 7611 .7642] 7673 7704] 7734 7764 7794] 7823 .7852
0.8| .78El .79100 .7939) 7967 .7995 80230 8051 _B{]?E 81060 B133
0.9 8159 .B186 .8212) 8238 .§264] 8289 8315 .8340 8365 8389
1.0] 8413 8438 8461] 8485 _BS508] 8531 8554 8577 8599 .86l
L1 36-13 B66S 8686 .3'?{]3= 8729 8749 8770 .ETW BE10|  (BE30
12| .8849 .BE69 .88RS| 8507 8925 8944 8962 8980/ .8997 9015
1.3] 9032 9045 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
L4] 9192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306 .9319
(1.5] 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 9441
16| 9452 9463 9474 .9484] 9495 9505 9515 9525 9535 9545
1.7 9554 9564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 9625 .9633
1.8| 9641 9649 9656 9664 9671 9678 9686 9693 9699 9706
(19| 9713 9719 9726, R TEF! .9'?33 9‘?4# 9750 9756 9?61' 9767
(20| 5772 9778 9783 9788 9793 9798 9803 9808 9812 9817
‘2.1 9821 .9826 .9830| 9834 983E 9842 9846 9850 9834 9857
122 986l 9864 9868 9871 9875 4878 9881 9884 9887 .9890
12.3| 9893 9R96 9R9E 9901 9904 9906 9909 9911] 9913 9914
124 5918 5920 9932 9925 9927 9929 9931 9932 9934 9936
125 5_933| 9940, 9941 9943 9945 9946 9948 .99491 9951 9952
2.6 9953 9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 9963 .9964
12.7| 9965 9966 .9967 9968 9969 9970 9971 9972 9973 9974
I2.8| 9974 9975 9976 -srsr:r:q 9977 9978 9979 9979 9980 9981
29| 9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985 9985 9986 9986
130 9987 WE?' 9987 998E .9988 9989 9989 9989 9990 5990
(31| 9990 9991 9991 (9991 9992 9992 9992 9992 9993 9993
132 9993 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995 9995 9995
(33| 9995 9995 9995 9996 9996 9996 9996 9996 9996 _9‘3‘?4
(4] 9997 9997 2997 9997 999?1 999 9997 9997 '999'3"[ 999
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6.3.1 Probabilidad p(Z < a).Barrido a laizquierda

Como ya se ha dicho anteriormente, los valores de la tabla de la
N (0, 1) se corresponden directamente a barridos a la izquierda. En

consecuencia, si el valor en cuestion es uno de los que aparece
deirectamente en la tabla, bastara proceder como se indicd en el
epigrafe anterior.

Por el contrario, si el valor no es de los que aparece en la tabla ya que
es negativo.

AN N

-1,18 1,18

‘ 1,18

p(z<-1.18)=p(z=1.18)=1- p(z<1.189) =1-1-0.8810=0.119
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6.3.2 Probabilidad p(Z > a).Barrido a la derecha

Como ya se ha dicho anteriormente los valores de la tabla de la
N(0,1) corresponden directamente a barridos a la izquierda. En

consecuencia, no existen de forma directa valores que correspondan
a barridos a la derecha. Vamos a distinguir entre valores positivos y
negativos.

- Para el caso p(z > a) siendo "a" un valor positivo.

|

/T\"/T\

‘ 0,67

p(z2067)=1-p(z<0.67)=1-0.7486= 02514

- Parael caso p(z > —a) siendo "—a" un valor negativo.

| |
/f‘\" N

p(z>-067) = p(z<0.67) =0.7486
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6.3.3 Franja entre dos valores

Como ya se ha dicho anteriormente los valores de la tabla de la
N(0,1) corresponden directamente a barridos a la izquierda. En

consecuencia, no existen de forma directa valores que correspondan
a la franja del area o barrido correspondiente a dos valores. Vamos a
distinguir tres casos:

- Parael casop(a < z < b),siendo "a"y "b" valores positivos.

|
D A
|
— A

p(0.67<z<1.84)= p(z<1.84)— p(z <0.67) = 0.9671-0.7486 = 0.2185

265


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/img6/BarridoFranja2Positiva.png

- Para el caso p(—a < z < —b), siendo "—a" y "—b" valores

negativos.
»/
1,25 0,55 055 1,25
‘ 1,25 ‘ 0,55

p(-125<z<-0.55)=p(055<2z<1.25)= p(z<1.25)— p(z<0.55)
=0.8944-0.7088 =0.1856

- Parael casop(—a < z < b), siendo "—a" negativoy "b" positivo.

Y

0,78 1,25 1.25 0,78

p(-078<z<1.25)=p(z<125) - p(z=<-0.78) =

p(z<125) - p(z>0.78) = p(2<1.25)~[1- p(z < 0.78)] =
0.8944—(1-0.7823) =0.6767
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En la siguiente escena puedes practicar con el calculo de
probabilidades a la derecha (barrido a la derecha). Puedes elegir, en el
primer control de mend, la opcién << mayor >> vy, en el segundo
control, << valor de z >> puedes cambiarlo directamente. La
escena resuelve directamente sin necesidad de realizar ninguna
tactica. No obstante, es conveniente que practiques con la tablay que
compruebes tus resultados con los que se reflejan en la escena de
forma directa.

DISTRIBUCION NORMAL
Célculo de probabilidades en

N(0,1)

En esta escena puedes calcular la probabilidad de que la variable z
de la N(e,1) tome valores menores o mayores o entre dos valores,
Puedes ejegir la opcion en el menu. i
Situate con el raton sobre el contrel o controles,(punto rojo) y
desliza hacia donde quieras).Para algun valor muy exacto,puedes
utilizar los controles numéricos <<valor de z>>,(valores de z)

Escena 6.5. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)
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6.4 Manejo inverso de latabladela N (0, 1)

Existen muchas ocasiones en las que nos interesa saber cudl es el
valor de una determinada distribucion que deja a su izquierda o
derecha una probabilidad determinada. Pensemos por ejemplo en
una nota de corte para acceso a una determinada titulacion, o en los
valores de perimetro craneal que determinan que un feto se
encuentre entre los percentiles 25 y 75. También se verd en temas
posteriores la importancia del calculo de los denominados "zeta sub
alfa medios y zeta sub alfa", tan importantes en intervalos de
conflanza y contraste de hipdtesis. En definitiva, conviene tener
cierta habilidad en la utilizacion de la tabla de la N (0, 1) en el sentido

expuesto anteriormente. Recordemos también la propia limitaciéon de
la tabla en cuanto a que presenta Unicamente valores entre 0 y como
mucho 4 vy, ademas, que las probabilidades correspondientes son
Unicamente de lo que denominamos barridos a la izquierda.

En la siguiente imagen se muestra la localizacién del valor de Ia
variable en la N(0,1) que deja a la izquierda una probabilidad de

0.776 (haz clic sobre laimagen para ampliarla).

Segunda cifra decimal del valoyde z
z | 0.00 | .01 [ .02 [ .03 | .04 [ .05 [“06’] .07 [ .08 [ .09

0.0 .5000 .5040| .5080 .5120] .5160| .5199 .4239 .5279 .5319 .5359
0.1| .5398 .5438| .5478 .5517 .5557| .5596 .9636| .5675| .5714 5753
0.2| .5793 .5832| .5871 .5910 .5948| .5987 .4026| .6064| .6103 .6141
0.3| .6179 .6217| .6255 .6293] .6331] .6368 .4406) .6443) .6480 .6517
0.4 6554 .6591] .6628 .6664] .6700] 6736/ .4772 .6808 .6844] .6879
0.5 .6915 .6950, .6985 .7019] .7054| .7088 .T123] .7157| .7190] .7224
L0.6 | 7257 7291 .7324] .7357| 7389 .7422 454 .7486] 7517 .7549
0.7 —F580— 6 H—F64—F673—704—734 7764 [.7794] .7823] .7852
0.8| .7881 .7910| .7939 .7967 .7995 .8023 . T .8078| 8106/ .8133
0.9| .8159 .8186| .8212 .8238 .8264| .8289 .8315 .8340 .8365 .8389
1.0 .8413] .8438 .8461| .8485 .8508 .8531 .8554) .8577 .8599 .8621
1.1 .8643 .8665 .8686/ .8708 .8729 .8749 .8770, .8790| .8810 .883

1.2 | .8849] .8869| .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 9015
1.3| .9032] .9049 .9066/ .9082 .9099| 9115 .9131 .9147 9162 .9177
1.4| .9192] .9207] .9222 .9236] .9251 .9265 .9279 .9292] .9306 .9319

p(z<z,)=0.7760 = Elvalor no aparece en la tabla, por tanto lo aproximamos

Por el mds cercano a él = (0.7760 = 0.7764) = p(z < z,)=0.7764= z, =0.76
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6.4.1 Calculo del valor z, talque p(z < z,) = k

Se trata de calcular el valor de la distribucion N(0,1) que
llamaremos z, Y que proporciona un barrido a laizquierda de valor "k
" es decir, tal que p(z < z,) = k.

Normalmente el valor de "k" no coincidird exactamente con uno de

los que aparece en la tabla, por tanto debemos considerar el mas
proximo. En el caso en el que haya dos o mas que estén a la misma
distancia de "k", lo habitual es considerar como valor de z, la media

aritmética de los calculados.

Por ejemplo, supongamos que nos interesa conocer el valor de la
distribucion N(O, 1) gue determine su percentil 70; es decir, el valor

z, talquep(z < 2z,) = 0.7,
e El valor no coincide con ningun valor de la tabla, por tanto
considero el mas préximo. En este caso 0.6985.

e Extrapolamos el valor para localizar el z,. En este caso z, =
0.52.

p(z<z,)=0.7=0.7~0.6985=
p(z<z,)=0.6985=>z =052

p(z<z.)= 06985

1

Za= 0,52
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En la siguiente escena puedes calcular directamente, y sin necesidad
de utilizar ninguna tabla, los valores que dejan una probabilidad a la
izquierda de lo que quieras. Basta con que introduzcas el valor
deseado en el control <<probabilidad>>. No obstante, puedes
practicar el célculo de este tipo de valores con la tabla de la N (0, 1).

También, puedes utilizar la escena para comprobar el error que se
comete al realizar los calculos de forma manual (con la tabla), o de
forma directa en la escena.

p
ol
Valor en la N(0,1) que deja
un area a la izquierda de ...

p(z<a)=0,7500

4

a=0,675

En esta escena puedes calcular los valores de la variable z
en la N(0,1) que dejan un area a la izquierda igual a la que

se indica en el control <<probabilidad.>>. propabilidad : 0,75 ‘
Puedes cambiar los valores de dicho

control y comprobar los valores mas usuales

Escena 6.6. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)
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6.4.2 Calculo del valor z, talque p(z > z,) = k

Se trata de calcular el valor de la distribuciéon N(0,1) que
llamaremos z, y que proporciona una probabilidad a la derecha o
barrido a la derecha de valor "k" es decir, tal que p(z > z,) = k.
Teniendo en cuenta que en la tabla de la N(0,1), los valores que

aparecen corresponden a barridos a la izquierda, debemos realizar
una tactica sencilla que permita localizar el valor z,,.

[l Si a la derecha deja una probabilidad de valor "k", eso significa
que a la izquierda dejara un valor de "1 — k", por tanto, p(z <
z)=1—k.

[ih: Normalmente el valor de "1 — k" no coincidird exactamente con

uno de los que aparece en la tabla, por tanto debemos considerar
el mas proximo. En el caso en el que haya dos o mas que estén ala
misma distancia de "1 — k" lo habitual es considerar como valor

de z, la media aritmética de los calculados.

Por ejemplo, supongamos que nos interesa conocer el valor de la
distribucion N (0, 1), tal que la probabilidad a la derecha de ese valor

seade 0.2, es decir, el valor z, tal que p(z > z,) = 0.2.
f< Sip(z > z,) = 0.2, entonces p(z < z,) = 1—, es decir, p(z <
za) = 0.80.

#2 El valor no coincide con ningin valor de la tabla, por tanto
considero el mas préximo. En este caso 0.7995.

#2 Extrapolamos el valor para localizar el z,. En este caso z, = 0.84
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p(z=<z:)= 0,7995

4

Ca 0,84
p(zzz)=02=>p(z<z,)=1-02=08
08~0.7995= p(z<2,)=0.7995=z, = 0.84

En la siguiente escena puedes calcular directamente y sin necesidad
de utilizar ninguna tabla los valores que dejan una probabilidad a la
derecha de lo que quieras. Basta con que introduzcas el valor

deseado en el control <<probabilidad>>.

-

_ o
Valor en la N(0,1) que deja
un area a la izquierda de ...

p(z<a)=0,7500

i

a=0,675

0,675

En esta escena puedes calcular los valores de la variable z
en la N(0,1) que dejan un area a la izquierda igual a la que

se indica en el control <<probabilidad.>>. probabilidad : 0,75 ‘
Puedes cambiar los valores de dicho i
cantrol y comprobar los valores Fés usuales

\. J/

Escena 6.7. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamilla(RED Descartes)
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No obstante, puedes practicar el calculo de este tipo de valores con la
tabla de la N(0,1). También puedes utilizar la escena para

comprobar el error que se comete al realizar los calculos de forma
manual, (con la tabla) o de forma directa en la escena.

6.4.3 Calculo del valor z, tal que
P(—2, <2< 25) =k

Se trata de calcular el valor de la distribucion N (0, 1)que llamaremos
Z, Y que proporciona una probabilidad central de valor "k", es decir,
talquep(—z, < z < 2z,) = k.

En este caso, teniendo en cuenta que los valores de la tabla de la
Normal N(0,1) corresponden Unicamente a barridos de

probabilidad a la izquierda, debemos razonar un poco mas.

i, Sip(—z, < z < z,) = k, teniendo en cuenta que el drea total es

1y lasimetria de la distribucién, se tiene que p(z < z,) = 0.5 +
k/2.

i, El valor "0.5 4 k/2" habitualmente no coincidird exactamente

con uno de los que aparece en la tabla, por tanto debemos
considerar el mas proximo. En el caso en el que haya dos o mas

que estén a la misma distancia de "k", lo habitual es considerar
como valor de z, lamedia aritmética de los calculados.

Por ejemplo, supongamos que nos interesa conocer los valores de |la
distribucion N (0, 1) que encierren una probabilidad central del 0.9;

es decir, los valores z, y —z, talque p(—z, < z < 2,) = 0.9

273



12 S p(—2z, <2<2z)=009, -entonces p(z<z,)=0.5+
0.45 = 0.95. El valor no coincide con ningun valor de la tabla, por
tanto, consideramos el mas préximo. En este caso, hay dos que
estan ala misma distancia: 0.9495 y 0.9505, extrapolando los dos

valores corresponderiana z, = 1.64y z, = 1.65.

E& Consideramos la media aritmética de los dos valores, por tanto
z, = 1.645.

p(z=<z:)= 0,9500

!

Za= 1,645

1,645

< z2<z,)=05+045=0095
0.9495 0.9495 z, =164 |-z, =1645

095~ = p(z<z,) ==~ = =
0.9505 0.9505 z, =1.65 z, =1.645

En la siguiente escena puedes calcular directamente y sin necesidad
de utilizar ninguna tabla los valores que dejan una probabilidad
central de lo que quieras. Basta con que introduzcas el valor deseado

en el control <<probabilidad>>.

No obstante, puedes practicar el calculo de este tipo de valores con la
tabla de la N(0,1). También puedes utilizar la escena para

comprobar el error que se comete al realizar los calculos de forma
manual(con la tabla), o de forma directa en la escena.
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.

Valores en la N(0,1) que de
un area central de ...

jan

p(-2za>z>2za)=0,7500

.4

En esta escena puedes calcular |
de la variable z en la N(0,1) que d

Za=1,1505
-2a = -1,1505

0s valores simétricos
ejan el darea central

que indique el control <<probabilidad.>> probabilidad

Puedes cambiar los valores

de dicho control y comprobar los

mdas usuales

v

Al075

Escena 6.8. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamilla(RED Descartes)

6.5 Aproximacion de una binomial por una
normal

Partimos de un ejemplo:

Se sabe que la probabilidad de padecer cierta infeccidon hospitalaria
es de 0.005. Sobre una poblacién de 1000 pacientes nos interesaria

estudiar la probabilidad de que haya por ejemplo mas de 10
infecciones, 0 10 o menos de 10.
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Segun los datos que se desprenden del problema, estamos ante una
distribucion binomial de pardmetros B(1000, 0.005). Para responder

a las preguntas que se plantearon anteriormente, nos podemos
encontrar con algunos serios incovenientes, pues la calculadora
cientifica clasica, evidentemente, no puede con la carga operacional y
se sale de rango. En estos casos es muy util el resultado que se
estudiara en el siguiente epigrafe y que proporciona las condiciones
en las que una distribucion binomial puede aproximarse por una
distribucién normal transformando las situaciones anteriores en
preguntas que se contestan muy facilmente en el nuevo ambiente de
la distribucién normal. El planteamiento del problema si lo
abordamos mediante una binomial seria:

1000
—p(x=10)= [10 }0.005”.0.995990 =

1000 1000
—p(x<10) = [0 Jo.oos“.o.9951°DD +[1 ]

Este resultado establece las condiciones en las
que una distribucién discreta como la binomial
puede aproximarse por una distribuciéon normal,
proporcionando ademas los parametros media o
esperanzay desviacion tipica de dicha distribucion
normal.

La sencillez de las condiciones que establece el
teorema, el ahorro operacional que proporciona y la calidad de Ia
aproximacion hace que sea uno de los resultados mas utilizados en
estadistica.
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Supongamos una distribucién binomial B(n, p) en la que se cumplan
simultaneamente las condiciones:

n-p>5 n-(1—-p)>5
Entonces
B(n,p) - N(n-p,/n-p-q)

En la siguiente escena puedes practicar un poco con las condiciones y
tesis del teorema de Moivre. Si pulsas el botdn de dibujar la normal,
observaras la poca diferencia que ofrece la aproximacion.

-

o7l
dibuja Normal Condiciones del teorema de Moivre

) n-p=100,5>5

n{1-p) =100,5>5 =

Aproximacion por

N(np, \/np(l—p]) )= N(5,0000,1,5811)

n

A
v 10 p

. J

Escena 6.9. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamilla(RED Descartes)
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CORRECCION POR CONTINUIDAD (Correccion de
Yates)

La distribucién binomial es una variable discreta y por tanto tiene
sentido el preguntarnos tanto por probabilidades puntuales, como
por probabilidades en las que si tenga importancia saber si el primer
o ultimo valor entra o no entra en las posibilidades del problema. Sin
embargo, cuando efectuamos la aproximacion por una distribucion
normal, por tanto continua, las consideraciones anteriores dejan de
ser determinantes, ya que la primera no tendria sentido y la segunda
no ofreceria diferencia alguna.

Para aclarar y diferenciar este tipo de situaciones se ha adoptado,
como norma general, realizar correcciones que vienen a solucionar
ese matiz diferenciador en las distribuciones discretas, que se
“difumina” en la aproximacion mediante una distribucion continua. En
este sentido, convenimos efectuar las siguientes"correcciones" sobre
los valores, conocida popularmente como correcciones de Yates

pX=k)=p(k-05<X"<k+0.5) después tipificar X'
pX <k)=p(X'<k+0.5) "
pX <k)=p(X'<k-0.5) )
pXzk)=p(X'zk-0.5) )
pX =>k)=p(X' =>k+0.5) "
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1. Probabilidad puntual.

En la binomial B(n.p) tiene sentido
preguntar por p(X=k).

En la normal sustituimos la pregunta
por p(k-0,5<X"<k+0.5). Después
tipificamos y asignamos el area

de la pequefia region

2. Consideraciondel menor estricto

En la binomial tiene sentido la diferencia

entre una probabilidad para menor estricto

( mayor estricto) y menor o igual. (mayor o
igual)

La comreccion de Yates solcuciona la situacion
de la siguiente manera:

p(X<k)= p(X"<k-0,5). Después se tipifica

y se mira en la tabla

3. Consideraciondel menor o igual

En la binomial tiene sentido la diferencia

entre una probabilidad para menor estricto

( mayor estricto) y menor o igual, (mayor o
igual)

La correccion de Yates solcuciona la situacion
de la siguiente manera:

PX==k)=p(X'<k+0.5) Despues se tipifica

y se mira en la tabla
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4. Consideraciondel mayor estricto

En la binomial tiene sentido la diferencia

entre una probabilidad para menor estricto

{ mayor estricto) y menor o igual. (mayor o
igual)

La correccion de Yates solcuciona la situacion
de la siguiente manera:

p(X=kK)=p(X >x+0.5) Después se tipifica y

se mira en la tabla

5. Consideracion del mayor o igual

En la binomial tiene sentido la diferencia

entre una probabilidad para menor estricto

( mayor estricto) y menor o igual, (mayor o
igual)

La correccion de Yates solcuciona la situacion
de la siguiente manera:

p(X=>=Kk)=p(X"=k-0.5). Después se tipifica
v se mira en la tabla

Veamos un ejemplo muy sencillo de aplicacién del teorema de Moivre
con la correccion de Yates. Supongamos que el 90% de los miembros
de un club pasan sus vacaciones en la playa. Calcula una
aproximacion, obtenida utilizando tablas de la normal, de Ia
probabilidad de que, en un grupo de 6000 miembros del club, 5450 o
menos vayan a ir a la playa a pasar sus vacaciones.
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n.p==6000=x09=>35
ng =6000 x0.1>5
Se cumplen las condicione s del teorema de Moivre

B(6000,0.9) = N( 5400 , 23.2379 )
5450 ,5 — 5400

=p(Z=217)=0,985
23.2379 )= A7) |

pP(X <£5450) = p(X' <5450 .5) = p(Z =

6.6 Problemas resueltos

A continuacion tienes el enunciado de diferentes problemas.
Trabdjalos y una vez los hayas resuelto puedes hacer clic sobre el
botdn para ver la solucién.

&7

1. Dada lafuncién £() [x/2 si 0<x=2

: a la funcion f(x) =+
0 & xe[02]

a) Dibuja la grafica.

b) Compruebaque setrata de una funcion de densidad

2. Se conoce que Z es una variable aleatoria que sigue una N(0,1). Calcula:
plz<115) plz=00% p(z=-187) p(-196 <z <115}
plz »188) pl-1=z=-08T) plz >-1.12

[ Solucién

3. Determinael valor o valores de la variable Z que sigue una N{0,1) en cada uno de los
siguientes casos:
a) Areaentre0yzes0,3770
b Areaala izquierda de 7 es 0,8621
¢} Areaaladerechadez es0,97
d) Areaentre-zyzes0,875

| Solucicn

4. SiZesunavariable aleatoria gue sigue una N (0,1). Halla el valer de “a” enlos casos:
#Mz=2a)=07673 p<zza)=04115 pz=l66)=a plz22+a)=09974

| Solucion
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Parte VII

Inferencia Estadistica
Muestreo

Juan Jesus Canas Escamilla
José R. Galo Sanchez



Abraham de Moivre (26 de mayo de 1667, Champagne - 27 de noviembre de 1754,
Londres) fue un matematico francés, conocido por su férmula epénima, por sus
aportaciones a la teoria de la probabilidad y porque predijo la fecha de su muerte a través
de un calculo estadistico (https://es.wikipedia.org/).



https://es.wikipedia.org/wiki/Abraham_de_Moivre

7.1 Introduccion

Hasta ahora, con la estadistica descriptiva, se han ido estudiando las
caracteristicas de una poblaciéon a partir de ciertos parametros
obtenidos de la misma, realizando una labor primoldialmente
descriptiva de los aspectos principales de dicha poblacion.

Diremos que se ha realizado un estudio exhaustivo o censo, cuando lo
hayamos realizado sobre todos los elementos de una poblacién. En el
caso en el que la investigacidon se haga sobre una muestra, diremos
qgue se harealizadoun estudio por muestreo.

A diferencia de l|a estadistica descriptiva, la estadistica
inferencial tiene otros objetivos:

La Inferencia estadistica persigue la obtencién de conclusiones
sobre distintos aspectos de una poblacién, a partir de los datos
obtenidos en una muestra de dicha poblacion. También intenta medir
su significacion, es decir, la confianza que nos merecen dichas
conclusiones.

Por ejemplo:

E& Inferir la altura media de los jovenes cordobeses a partir de los
datos obtenidos en una muestra de los mismos extraida en un
centro de secundaria.

#2) Inferir la proporcién de personas favorables a cierto politico a
partir de los datos obtenidos en una muestra realizada
telefénicamente.

E& Inferir el porcentaje de concentraciéon de cierta sustancia en un
lago a partir de los datos obtenidos con una pequefia muestra.
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Llamaremos pardmetro a cualquier valor representativo de una
poblacion; media, mediana, moda varianza...

Llamaremos estadistico a cualquiera de los valores
representativos obtenidos en las diferentes muestras de la poblacion;
media muestral, varianza muestral, desviacion tipica muestral...

Inferencia

7.2 Muestreo probabilistico. Tipos de muestreo.

El estudio de determinadas caracteristicas de una poblacién se
efectia a través de las diversas muestras que pueden extraerse de
ella.
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Los métodos de muestreo probabilistico son aquellos que se basan
fundamentalmente en el principio de equiprobabilidad; es decir:
aquellos en los que todos los individuos tienen la misma probabilidad
de ser elegidos para formar parte de una muestra. Este aspecto es
crucial con respecto a la representatividad de dichas muestras y debe
tratarse con mucho cuidado ya que procedimientos que en principio
parecen aleatorios muchas veces no lo son. Pensemos en una
macroencuesta a nivel mudial. Imaginemos que deseamos realizar un
estudio sobre habitos alimenticios y para ello elegimos de forma
aleatoria numeros de teléfono en los distintos paises y realizamos
llamadas para contactar con los individuos de nuestra muestra.
¢Estamos seguros de que todos los individuos de la poblacién han
tenido la misma probabilidad de ser elegidos? En principio el
procedimiento es aleatorio pero todavia en algunos paises el teléfono
es un articulo de lujo al que una gran parte de la poblacién aidn no
tiene acceso. En consecuencia esos individuos no tendrian ninguna
posibilidad de ser elegidos con nuestro procedimiento.

Representatividad de las muestras - Muestreo aleatorio

La caracteristica méas importante de wuna muestra es su
representatividad respecto al estudio estadistico que se esté
haciendo. Si la muestra no es representativa diremos que esta
sesgada.

El proceso mediante el cual se elige una muestra se llama muestreo, y
para que nos proporcione una muestra representativa debe ser
aleatorio. Un muestreo es aleatorio cuando los individuos de la
muestra se eligen al azar, de forma que todos tienen la misma
probabilidad de ser elegidos.
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Observa la siguiente escena interactiva:

7]

fi/N - DATOS DE LA
MUESTRA

=
=

1% y2°9Bach

B WM = O
o= O oo
(== e B o= e

3°y 4° ESO 11

EN ESTE MUESTREO

No tienes que tener en cuenta los
niveles, solo que cada alumno

sea elegido de entre todos aleatoria-

mente. Aun asi habra correlacion en
los niveles entre muestra y poblacion.

Bachilleraio 0

10 y 20 ESO 2°ciclo ESO 1

1° ciclo ESO )
Total 1 |Datos/Calculo

Porcentaje 0,16 % . NUuestra
Borra

Escena 7.1. Escena desarrollada por M? José Garcia Cebrian (RED Descartes)

En la escena cada uno de los 625 cuadraditos representa un alumno
de un instituto ficticio, se quiere estudiar el "nimero de hermanos",
puedes animar una eleccion totalmente aleatoria o realizar tu el
muestreo, simulando encuestas, haciendo clic.

Hazlo asi: Decide primero el tamafno de la muestra, por ejemplo 62
alumnos, situa el raton sobre el recuadro y con los ojos cerrados
selecciona un cuadrito (alumno), a partir de este cuenta y haz clic
cada 10 cuadritos (625/62 ~ 10), cuando llegues al final de la lista
(cuadrado) sigue desde el principio. Este tipo de muestreo aleatorio
se llamasistematico.
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Dentro de los métodos de muestreo probabilisticos pueden
destacarse los siguientes:

7.2.1 Muestreo aleatorio simple

Para la realizacion de este tipo de muestreo, se asigna un nimero a
cada individuo de la poblacion y a través de algin procedimiento
aleatorio, con reemplazamiento, como sorteo, tabla de nidmeros
aleatorios, funcion ran# de la calculadora, etc., y se eligen tantos
sujetos como sea necesario para completar el tamafio de muestra.

F uncééri’“

-Random

7.2.2 Muestreo aleatorio sistematico

Este tipo de procedimiento exige, como el anterior, numerar todos los
elementos de la poblacién, pero en lugar de extraer “n” nimeros
aleatorios s6lo se extrae uno. Se parte de ese numero aleatorio y a
partir de él se seleccionan los lugares multiplos de un nimero “k”
obtenido previamente. Por ejemplo supongamos un control de trafico
en el que se decide parar a partir de un momento dado a los vehiculos

que ocupen el lugar 20, 40, 60, - - -.
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EJEMPLO: Una ganaderia tiene 3000 vacas. Se quiere extraer una
muestra de 120. Explica cdmo se deberia obtener la muestra:

a) Mediante muestreo aleatorio simple
b) Mediante muestreo sistematico.

Solucion:

a) En primer lugar se asignaria un nimero a cada vaca desde el 1 al
3000. Posteriormente se sortean 120 numeros entre 1 y 3000 (se
puede utilizar la funcién “ran” -3000.

b) En primer lugar el coeficiente de elevacion 3000/120 es decir 25.
En segundo lugar sortear un nimero entre el 1 y el 25;°ran” -25,
supongamos que se obtiene el n° 3. Las vacas seleccionadas seran:
3,28,53,---2978.
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7.2.3 Muestreo aleatorio estratificado

Consiste en considerar categorias tipicas diferentes entre si
(estratos) que poseen gran homogeneidad respecto a alguna
modalidad. Se puede estratificar, por ejemplo, segin la profesion, el
municipio de residencia, el sexo, el estado civil, etc. Lo que se
pretende con este tipo de muestreo es asegurarse de que todos los
estratos de interés estén representados adecuadamente en la
muestra.

La distribuciéon de la muestra en funcién de los diferentes estratos se
denomina afijacioén,y puede ser de diferentes tipos:

e Afijacion Simple: A cada estrato le corresponde igual nimero
de elementos

e Afijacion Proporcional: La distribucién se hace de acuerdo con
el peso (tamano) de la poblacién en cada estrato.

=1 12 47
m: 10 -
3

w4
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EJEMPLO: Supongamos que nos interesa estudiar el grado de
aceptacion que la implantaciéon de la nueva ley educativa ha tenido
entre los padres de alumnos de una provincia. Seleccionamos 600
individuos. Se conoce que los 10000 ninos escolarizados se
distribuyen: 6000 en colegios publicos, 3000 en colegios concertados
y 1000 en privados no concertados.

Queremos que los tres estratos estén representados de acuerdo a:
a) Afijaciéon simple.

b) Afijacién proporcional.

Solucioén:

a) Los tres estratos tendran el mismo nimero de elementos ( en este
caso 200)

b) Para realizar la afijacion proporcional:

4 Colegios publicos: 6000,/10000 = 0.60
4 Colegios privados concertados: 3000/10000 = 0.30
J Colegios privados no concertados: 1000/10000 = 0.10

Para conocer el tamano de cada estrato en la muestra no tenemos
mas que multiplicar esa proporcion por el tamano muestral.

(® Colegios publicos: 0.602600 = 360 sujetos
(® Colegios privados concertados: 0.30z600 = 180 sujetos
(® Colegios privados no concertados: 0.102600 = 60 sujetos
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Representatividad de las muestras - Muestreo estratificado

En ocasiones cuando la poblacion objeto de estudio, pertenece a
distintos grupos o estratos conviene elegir la muestra de forma que
todos ellos queden representados.

Este tipo de muestreo, escogiendo un reparto proporcional a los
estratos, se llama estratificado.

En este caso la variable a estudiar es el color preferido, y se ha
decidido hacerlo por niveles: 1°-2° ESO, 3°-4° ESO y Bachillerato.

r
i)
Total alumnos  Total encuestados Datos de la MUESTREO D.
C poblacién total En la izquierda tienes 625 cuadros |
o fi filN gue representan a los alumnos de |
| 62 01 un instituto ficticio. Hacer clic sobre
o 121 0.19 unos cuantos es simular una en-
r 183 0.29 cuesta. Suponemos que los resul- |
170 027 tados no son los mismos en cada
89 014 uno de los nivelesy tu trabajo es
N 625 1 elegir una muestra adecuada para
i Bachillorato que los valores de esta puedgm
v 39y 4° ESO extrapolarse a toda la poblacion. |
e 1°y 2° ESO Piensa que preguntar a todos aqui
| €5, quiza, algo pesado, pero en la
realidad es ademas costoso.
COMPARAR Pulsando datos puedes comparar
Si la muestra elegida es buena, Bachillerato 150 la muestra con el total de datos.
los dos gréaficos superiores deben 3oy 4°ESO 175 — .
Datos/Calculos
parecerse, y para gue sea buena, 1oy 20 ESO 300
los dos de abajo deben ser casi Total 625 k
iguales. -
. J

Escena 7.2. Escena desarrollada por M? José Garcia Cebrian (RED Descartes)
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Practica en la siguiente escena:

(

-

Genera

De una poblacién queremos extraer una muestra de tamano 80.
Si proceden de 5 areas distintas; A, B, C, D y E; con porcentajes
del total de la poblacion de 0% , 12,5% , 50% , 12,5%

y 25% . ¢A cuantos de cada zona hay que entrevistar?

A 0
B 0
C 0
D 0
E 0 Pulsa genera para un nuevo ejercicio

Evaluar | | Ver diagrama s/n |

Escena 7.3. Escena desarrollada por M? José Garcia Cebrian (RED Descartes)
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7.2.4 Muestreo aleatorio por conglomerados

En el muestreo por conglomerados, la muestra seleccionada es todo
un grupo de elementos de la poblaciéon que forman en si una unidad
compacta, a esta unidad es a la que llamamos conglomerado. Este
tipo de muestreo consiste en seleccionar aleatoriamente un cierto
nimero de conglomerados y en investigar después todos los
elementos de los mismos. Las unidades hospitalarias, los
departamentos universitarios, una caja de determinado producto,
etc., son conglomerados naturales. En otras ocasiones se pueden
utilizar conglomerados no naturales como, por ejemplo, las urnas
electorales. Cuando los conglomerados son areas geograficas suele
hablarse de "muestreo por areas".

Hospital Rewna Safia
(14467 hab)

Hospital infanta Margarita
(159000 bty

HARE Puente Ganil
130245 haby)
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EJEMPLO: Supongamos que interesara estudiar algin aspecto
concerniente a los politicos que componen las corporaciones locales
de municipios de aproximadamente 15000 habitantes. Sabemos que
por término medio una corporacion local en estos casos suele estar
compuesta por 12 politicos de los distintos partidos. ;Cémo realizar
el muestreo si necesitadramos una muestra de tamano 6007?

Solucion: En primer lugar elegiriamos aleatoriamente 50 pueblos de
alrededor de 15000 habitantes. Una vez elegidos estudiamos a todos
los elementos de estas corporaciones.

En la siguiente escena puedes trabajar con la idea fundamental del
muestreo probabilistico:

[ 7||
stadistica: Poblacion y'muestra™ - Motivacio ; atamaticas O
e S —.

¢ Quién es mas alto? (]

» 000 /035

Escena 7.4. Escena desarrollada por varios autores (RED Descartes)
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7.2.5 Muestreo no aleatorio

En ocasiones la naturaleza del estudio, las necesidades econdmicas,
las caracteristicas de una determinada poblacién u otra razén,
obligan a recurrir a métodos de obtencidén de muestras que no son
aleatorias. Este tipo de muestreo tienen como principal
inconveniente su dificultad de representatividad respecto de la
poblacion de partida. Se pueden mencionar como algunos de los
métodos de muestreo no aleatorio mas utilizados:

Muestras errdticas o casuales. Por ejemplo encuestas a pie de urna
o encuestas a la salida o entrada de un evento deportivo.

Muestras intencionadas o racionales. Seleccion consciente de los
elementos de la muestra. Para un estudio académico el profesor
elige intencionadamente a los alumnos con la informacién que ya
tiene de ellos de forma que la muestra englobe las caracteristicas
de la poblacioén.

Muestras por cuotas. Criterios previos de seleccion como
individuo de entre 30 y 40 con trabajo, divorciado y deportista.

Muestras bola de nieve. Colectivos dificiles de encontrar como,
por ejemplo, un estudio sobre el perfil de personas aficionadas al
comic antiguo en Espana. En este tipo de muestreo es dificil de
conseguir a los individuos aunque si es relativamente facil que un
individuo concreto conozca a otros de su perfil y que por tanto a
partir de unos cuantos, se genere como una bola de nieve, una
muestra aceptable.

finalmente, puedes profundizar un poco mas con algunos videos, a los
gue puedes acceder haciendo clic en las imagenes de la siguiente
pagina.
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7.3 Distribucion en el muestreo de la proporcion

Supongamos una poblacién de la que conocemos la proporcion “p” de
individuos que cumple cierta caracteristica. Si de esta poblacién
extraemos muestras de tamano “n”, y en cada muestra a su vez

estudiamos la proporcion de individuos que cumple la caracteristica
estudiada, obtendremos diferentes proporciones muestrales:

POBLACION A\ Misestral o o)
4 ") 4 \
PTO]_}GI'CiéI! P / \\ JMH estra 2 .................. p )
; i Muestras................. D
| 7 Cada muestra
tendra una proporcion
/ dhstinta aunque por A
7 lopcaparecdaalade la \
: poblacién - ) e
\ /
N y Muestran.................. P,
\ /
\ /
Fi
: /
L
b l,f
AV
N o’

De manera que si llamamos

A

p

alavariable aleatoria formada por los distintos valores que toman las
proporciones muestrales.

Esta variable aleatoria como tal tiene las siguientes caracteristicas:

® La media o esperanza matematica de la variable "proporciones

“«__n

muestrales" es la proporcién poblacional “p
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& Ladesviacion tipica de la variable "proporciones muestrales" es:

p(1—p)

Ademas, a medida que crece el tamano n, la distribucién de las
proporciones muestrales se aproxima cada vez mas a la
DISTRIBUCION NORMAL (siempre que "p" no esté muy préxima a 0

nial)

p(l—p))

Para n suficientemente grande — p — N (p,
n

EJEMPLO: En una poblacién se conoce que un 2% de la misma es
favorable a la construccién de un centro de rehabilitacién para
toxicomanos. Si suponemos que en un barrio de la misma viven 500
personas. Calcula la probabilidad de encontrar en dicho barrio mas
de 9 personas favorables a la construccion de dicho centro.

Se dan las caracteristicas para decir que la variable aleatoria p sigue una distribucién

0,02.0.98
500

normal de media 0,02 y desviacién tipica

N(0,02, 0,0062)

500 500

0,019-0,02

plzz———
0,0062

9 9+0,5
p(p>—)= p[p > —] =p(p=0,019)=

] = p(z = -016) = p(z < 0.16) = 0,5636

-
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En la siguiente escena puedes observar el comportamiento de la
distribucién de las proporciones muestrales cuando cambias el
tamano de la poblacién.

También puedes cambiar la proporcion poblacional y el tamano de la
misma, observando la aproximaciéon de la binomial a la normal
cuando se cumplen las condiciones del teorema de Moivre.

-
A
7l

dibuja Narmal Condiciones del teorema de Moivre
n-p =40-0,5>20 B A4
n{1-p) =40-0,5>20
Aproximacion por
N(np , 4/ np(1-p)) )= N(20,3,1623)

Para tamafio muestral T Al

mayor de 30 v

las proporciones :

muestrales siguen

P(1-p))
N (p, \/ " 4 # 5
&
i \/ 05(1-05) |
30
A A = A
n 40 ‘ P v |0‘5 Tamafio muestral |30
\. /

Escena 7.5. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamilla (RED Descartes)
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7.4 Distribucion en el muestreo de las medias
muestrales

Supongamos que tenemos una poblacién de la que se conoce la
mediay la desviacion tipica, lamémoslas:

Media = p
Desviacion tipica = o

Supongamos también que extraemos muestras de tamano “n” de

dicha poblacién. Cada muestra proporcionard una determinada
media (media muestral).

Si consideramos cada una de estas medias como valores de una
variable aleatoria podemos estudiar su distribucién, a lo que
llamaremos distribucién muestral de medias o distribucion en el
muestreo de las medias muestrales.

POBLACION /’" \
’~ "\ i v
Media = X /f \ Muestral.......ccc.......... X,
.1 S
Muestra 2 X,
| /' Distintas muestras =
de tamadlo "n" L ETl
/ Cada una ter‘!dra una ﬂ{ueﬂ?’a 3 .................... MX 2
/ media muestral, #
—{ b distintas
\ entre =iy generalmente S [ eeenn

’ \,  también “parecidas” /

: \\ /
\\)/
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Llamamos a la variable aleatoria que toma los distintos valores de las
medias muestrales de tamano "n"

A

X

Las caracteristicas principales de esta variable aleatoria son:

= |Lamediaeslamismaque lade lapoblacion.
X=u
»  Ladesviacion tipica es la misma que la de la poblacion dividida

entre laraizde n.

o

Vn

Ademas, a medida que el tamano de la muestra crece, la distribucién
de la variable medias muestrales de tamafo n, se aproxima cada vez
mas a la distribucidn normal, esto es:

. . o
Para n suficientemente grande — X — N (,u, T)
n
En el siguiente video podemos observar los conceptos generales de
distribuciones en el muestreo.
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UPV Distribuciones enel muestreo Conceptos generates | FUBY

ibuciones en el muestreo. Conceptos generales.

media muestral ha resultado igual a 1933.6, ¥ es, por tanto,
ferente de 2000

wiere ello decir que la maquina llenadora se ha desajustado y que,
w tanto, hay que detener la produccion y proceder a reajustar la

agquina?

Video 7.1. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar

EJEMPLO : Las puntuaciones de un test de inteligencia para adultos
siguen una distribucién Normal de media 100 y desviacién tipica 16.
Si extraemos una muestra aleatoria simple de 25 individuos:

a) Calcula la probabilidad de que la media muestral sea inferior a 95
b) Probabilidad de que esté comprendida entre 98 y 102

Soluciéon: Se dan las caracteristicas en la poblacion para poder
asegurar que las medias muestrales siguen:

a) (X — N(100,7%) — X — N(100,3,2)

p(X < 95) = p(z < B30) = p(z < —1,56) = 0,0594

306


https://www.youtube.com/embed/axLHMEIVQas
http://savefrom.net/?url=https%3A%2F%2Fwww.youtube.com%2Fembed%2FaxLHMEIVQas&utm_source=userjs-chrome&utm_medium=extensions&utm_campaign=link_modifier

b)p(98 <X< 102) — p(gs?:%oo <z< 1023721oo>
=0(-0,62 < 2 <0,62)
p(z < 0,62) — p(z < —0,62) = 0,4648

En la siguiente escena puedes observar como se distribuyen las
medias muestrales. Puedes manipular el control <<Tamaro
muestral>> y observar como influye en el reagrupamiento o
dispersiéon de datos en la distribucion normal. Para el caso en que la
poblacién de partida no sea normal, puedes observar las escenas
finales del siguiente epigrafe, (Teorema central del limite).

,
7]

o A
Tamaio muestral = IS

A
Zoom v

Distribucion de la poblacion Distribucién en el muestreo
N(T,:27) de las medias muestrales

N1, 22
3

r

e 1,00 desv. tipica

media 2,00

<>

Escena 7.6. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)
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7.5 Teorema central del limite

El teorema central del limite es sin duda el resultado mas importante
relacionado con el muestreo y las distribuciones en el muestreo de
las medias muestrales y de las proporciones muestrales. Este
resultado tiene muchas versiones. Una de las mas simples es la que
sigue:

Si X es una variable aleatoria de una poblacién con media y
desviacidn tipica

Media = p
Desviacién tipica = o

Entonces se verifica:

« ”»

a) La distribucién de las medias muestrales de tamafno “n” tiene:

X=u

y por desviacion tipica

b) Ademas la distribucion de las medias muestrales se aproxima cada
vez mas a la distribuciéon normal.

Entendiendo por aproximarse a la normal que:
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1) Si se sabe que la poblacion de partida es normal entonces sea cual
sea el tamano de las muestras, la distribucion de las medias
muestrales serd una distribucion normal.

2) Si la poblacién de partida no es normal, la distribucion de las
medias podra aproximarse a la normal con ciertasgarantias para un
tamano muestral mayor o igual que 30.

En el siguiente video podemos observar Una clase sobre teorema
central del limite.

" upy “Distribucion normal Teorema central delfimire’| | OpyRR————

vibucion normal. Teorema central del limite.

emplo: A una centralita telefonica llegan en promedio 2 llamadas
por minuto, Caleular aproximadamente la probabilidad de que en
una hiora se reciban mas de 150 Hamadas.

zndo XX las llamadas en el mmuto 1 = Y numero de llamadas en
una hom = X, + .+ X,

ipontendo que las X, son mdependientes

Y ~ Powsson(A=2+.. +2=120) m
Como A =9 Y se puede aproximar por nal con su

musma media (120) y desviacion tipica = raiz de 120=1095
Y=>150) = P(Z~N(120,10.95)>150.5) =P ( (z-120)/10.95>
50.5-120¥10.95= P (N(0.1) > 279 = 0.0026

Video 7.2. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar
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En las siguientes escenas puedes comprobar la tesis del teorema
central del limite en tres casos de distribucidnes de partida. El primer
caso sobre una poblacién de partida normal, el segundo con una
distribucién de partida no normal sesgada a la derecha y en el tercer

caso partiendo de una distribucién uniforme.

Comprueba como a medida que se aumenta el control tamano
muestral y se afina la particion, la tendencia hacia la normalidad de
la distribucion de las medias muestrales.

Teorema central del limite para una poblaciéon normal

-
| |57
Evolucién dle histograma de la poblacién. | V" PoVgone frecuencias
Evolucién del histograma para las medias muestrales de tamafio
30 extraidas aleatoriamente de la poblacion
A S A
tm 3;30,00 particion = 4
\

Escena 7.7. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)
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Evolucion de histograma de una
poblacion sesgada.

Evolucion del histograma para las medias muestrales de tamafio
30 extraidas aleatoriamente de la poblacién

particion |
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Evolucién de histograma de poblacion. Yot Rotgono frosusiias

Variable uniforme.

Evolucion del histograma para las medias muestrales de tamafio
30 extraidas aleatoriamente de la poblacion

. e A
particion 7

Escena 7.9. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla
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7.6 Problemas resueltos

A continuacion tienes el enunciado de diferentes problemas.
Trabajalos y una vez los hayas resuelto puedes hacer clic sobre el
botén para ver la solucion.

&7

1. Una ganaderiatiene 2000 vacas de distintas ganaderias; 853 de A, 512 de B321 de C
y 314 de D. Queremaos extraer una muestra de 120 vacas.
a) Indica cudntas vacas de cada ganaderia deben formar parte de la muestra en el
caso gue se guiera hacer un muestreo estratificado con afijacién proporcional
b} éComo hade haceerse la eleccion dentro de cada estrato?

| Solucién |

2. Enuna provindahay cuatro comarcas con un total de 1600000 personas censadas,
De ellas 300000 residenen A, 450000 residenenB , 550000 enCy 300000 en D. Se
quiere elegir una muestra de 3000 personas para realizar una encuesta,

a) Zqué tipo de muestreo deberiamos realizar si queremos que en la muestra haya
la misma proporcion comarcal de la poblacion?

b) éCuantas personas de cada comarca deben aparecer enla muestra?
[ Selucién |

3. Losalumnos y docentes de un centro escoplar se distribuyen segi la siguiente tabla:

Hombres 85 80 100 8 2

Mujeres 95 96 110 91 31
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William Sealy Gosset (Canterbury 11 de junio de 1876 - 16 de octubre de 1937) fue un
estadistico, conocido por su sobrenombre literario Student, contribuyé a crear un campo
fundamental que hoy se conoce como “disefio de experimentos”, clave para la industria
farmacéutica (https://es.wikipedia.org/). Crédito imagen: User Wujaszek, Dominio
publico.



https://es.wikipedia.org/wiki/William_Sealy_Gosset
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1173662

8.1 Introduccidn

En la unidad anterior,(teoria del muestreo), se obtenia informacion de
los estadisticos, (fundamentalmente media, proporcion vy
desviacion tipica), obtenidos en las muestras extraidas al azar de
poblaciones cuyos pardmetros eran conocidos considerando a
equellos como variables aleatorias. En este sentido eran estudiadas
las distribuciones en el muestreo de las medias muestrales o las
proporciones muestrales a partir de la media poblacional y la
proporcién poblacional.

Sin embargo, lo realmente interesante es el proceso contrario; esto es,
pretender conocer informacién, en la medida de lo posible, de ciertos
pardmetros delapoblacion (desconocidos) a partir de la informacién
gue proporcionan los estadisticos de muestras extraidas de forma
aleatoria.

Por ejemplo: deseamos conocer la proporcion de personas de la
ciudad de Barcelona (6 millones de habitantes) que utilizan
habitualmente internet. Para ello realizamos una encuesta sobre 1200
habitantes elegidos aleatoriamente en los que resulté que el 75% de
ellos si usaban con frecuencia internet.

Podriamos inferir por tanto como una primera aproximaciéon del
parametro poblacional buscado, el valor del estadistico que se ha
obtenido en la muestra. Por tanto podemos decir que hemos estimado
el pardmetro proporcion poblacional de manera puntual por el
valor del estadistico proporcionobtenido enla muestra.
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M8

Distribuciones en el muestreo
de media muestral y proporcion

Poblacion mnestral
N
”

14
L

Muestr

Estimacion de
pardmetros
poblacionales

8.2 Estimacion. Estimacion puntual y estimacion

por intervalos

Al proceso mediante el cudl inferimos valores de parametros
poblacionales a partir de los resultados obtenidos en una muestra
extraida aleatoriamente se denomina estimacion.

Si realizamos dicha estimacién asignando un valor muestral concreto
al parametro poblacional que se desea estimar, estaremos ante una
estimacion puntual. En general, se verifica que -cualquier
parametro poblacional que se quiera estimar tiene siempre en la

muestra su estadistico paralelo:

Media poblacional... Media muestral
Varianza poblacional... Varianza muestral
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En los estudios estadisticos se pueden utilizar diferentes estimadores
para un mismo parametro. Dos de las caracteristicas principales que
poseen los estimadores son el sesgo y la eficiencia.

[ih. Un estimador se denomina insesgado o centrado, si su media
coincide con el valor del parametro poblacional que se va a
estimar

[ Un estimador se dice eficiente cuando su varianza es minima

Por ejemplo, para estimar una media poblacional se pueden elegir
entre los estadisticos: media aritmética muestral, mediana muestral o
moda muestral. La pregunta que nos hariamos es cuél de ellos seria el
“mejor”. Tanto la media muestral como la mediana muestral son
estimadores insesgados, sin embargo, la varianza de la media
muestral es menor que la de |la mediana muestral. Los estimadores
centrados o insesgados mas precisos son aquellos que tienen menor
desviacién tipica.

Existe toda una teoria en estadistica que aborda el tema de la
estimacion puntual y que excede los objetivos de este estudio.
Nuestro principal trabajo se centra en otro tipo de estimacion. La
estimacion por intervalos.

Supongamos que para realizar una estimacion de un parametro
poblacional, un profesor encarga la tarea a un grupo de diez alumnos.
Estos a su vez seleccionan diez muestras aleatorias sobre las que
calculan los correspondientes estadisticos muestrales.
Evidentemente estos estadisticos no tienen por qué coincidir.
Nuestro problema consiste ahora en elegir de entre los diez el que
“creamos” mejor como estimador del pardametro poblacional. ;Cémo
actuamos?;Cuadl elegimos?
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La estimacién puntual es poco util como aproximacion del parametro
poblacional que se desea estimar ya que solamente proporciona un
valor concreto, el cual ademas varia con cada eleccién de la muestra.
Desde el punto de vista estadistico, es mucho mas interesante no
concretar un valor sino obtener un intervalo dentro del cudl se tiene
cierta confianza de que se encuentre el parametro poblacional
desconocido y objeto principal de nuestra estimacion.

Muestra 3
Estadistico 3 I
Muestra 2 ) I Muestra4

Estadistico?2 l Estadistico 4

Muestral SN ( Poblacién ‘ : Muestra 5

Estadistico 1 \KRarknetn ) Estadistico 5

EsﬂmacitiﬂL_j
Pantual  /

( intervalo de confianza )

En este sentido, definimos los siguientes conceptos:

Estimador por intervalo: Par de valores de estadisticos que se
utilizan para estimar el parametro poblacional. (como variables
aleatorias que son tendran su correspondiente distribucion en el
muestreo).

Estimacion por intervalo: Valores numéricos concretos que toma
el estimador por intervalo para una muestra determinada.

Coeficiente de confianza o nivel de confianza: Es la probabilidad de
gue un estimador por intervalo cubra el verdadero valor del
parametro poblacional que se estima. Generalmente se
representa
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(1-a)

lih, Nivel de significacion o de riesgo: Es la diferencia entre la certezay
el nivel de confianza deseado, es decir

0

[ih. Valor critico: Es el valor de la abscisa que deja a su derecha un
area igual a la mitad del nivel de significacion. Se representa
habitualmente mediante

Za/2

lih, Margen de error: Es la diferencia entre los extremos superior e
inferior de un intervalo de confianza.

[ty Error mdximo admisible: Radio del intervalo de confianza.

8.3 Intervalos de confianza

La idea global de la estimacion mediante un intervalo de confianza es
la siguiente. Supongamos que quiero estimar un parametro
poblacional, generalmente la media poblacional o la proporcién
poblacional desconocidos ambos. La poblacién global es inabordable
por diversos motivos logisticos, por ejemplo puede ser muy
numerosa o que econdmicamente el proceso sea muy caro.
Consideramos por tanto la extraccién de una muestra aleatoria, por
ahora que creamos lo suficientemente grande como para que los
parametros obtenidos en dicha muestra sean parecidos a lo que
deberia ocurrir en la poblacion. Un intervalo de confianza es
considerar dos valores de manera que se tenga cierto nivel de certeza
(confianza) de que el verdadero valor del parametro poblacional se
encuentre entre los que determinan nuestro intervalo.
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Por ejemplo, cuando decimos que en un estudio hecho por una
empresa se estimé que la estatura media de los jévenes espanoles
oscilaentre 172 cmy 178 cm, y que el trabajo se realizd con un nivel
de confianza del 95%, entendemos que la verdadera estatura media
poblacional serd seguramente un valor comprendico entre los dos
anteriores y que la probabilidad de que el intervalo [172,178]
realmente cubra a la verdadera estatura media es de 0,95.
Entendiendo esto ultimo como que si realizamos la estimacién por
ejemplo 100 veces, con la eleccion de 100 muestras aleatorias
distintas, aproximadamente 95 de nuestras respuestas en forma de
intervalos de confianza cubriran al verdadero valor del parametro
estatura media poblacional. ;Sera nuestra respuesta [172, 178] uno
de estos intervalos, digamos buenos? Hay un 95% de posibilidades de
que si.

Valor real
te proporcion
pobiacional

p= 04633

8.3.1 Intervalo de confianza para la proporcion
poblacional

Supongamos una poblacion en la que queremos estimar la proporcion

“w_n

p” desconocida (por ejemplo la proporcién de personas que van al
cine habitualmente en una determinada ciudad).
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Supongamos también que extraemos una muestra aleatoria simple de
tamano “n” en la que obtenemos un valor concreto para la

proporcion, llamémosle

A

p

Sabemos que la distribucion en el muestreo de las proporciones
muestrales, sigue una normal de parametros

N(p, p(1 —p)>

en los casos en que se cumplan las hipétesis sobre normalidad que
estipula el teorema de Moivre. Esto quiere decir que si tipificamos
bp—p

p(1-p)

= z seguird una N(0,1)

Si queremos calcular los valores

+xeo

2

tales que dejan una probabilidad central de
(1-a)
bastaria con ir a la tabla de la normal y localizar el valor que deja un
barrido a suizquierda de
«

1 — —
2
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De lo anterior, la notacion empleada. Por ejemplo, para calcular los
valores criticos asociados a un nivel de confianza del 95% se

razonaria:

Por ejemplo; para un nivel de
confianza del 95%, 1— ¢ = 0.95

probabilidad = 1-a

Tendriamos que observar el valor z

)
que deja a su izquierda un barrido de

1- [?J =0.975en este caso

corresponderiaa z, =1.96

ta|

Localizacion de los valores za/2

De forma mas o menos intuitiva podemos decir que:

— A 1—
PP : =>p=p-z . 20ZP)
pd-p) 2 2 n
p[—zaizgzanl—a:} "
PP —p-pez, . PP
rd-p) 3 2 n
1

>

Teniendo en cuenta que no se conoce “p”, lo sustituinmos por la  proporcién muestral p,
llegando a la siguiente expresion para determinar el intervalo de confianza

p(1 —p)
n

Ptz

IR
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EJEMPLO: En una muestra de 100 personas extraida de una
poblacion, 20 de ellas son portadoras de cierta enfermedad. Estima
un intervalo de confianza a un nivel del 95% para la proporcion de
personas portadoras de la enfermedad.

s 20 _
P= 15 — 0,2

Para 1—a=095:>zg:196
0,2—1,96- =0,2—-0,0784 =0,1216

0,2+1,96- /%228 — 0,2 40,0784 = 0,2784
Intervalo de confianza — (0,1216,0,2784)

TT

En la siguiente escena puedes observar como los intervalos de
conflanza que se calculan, van cubriendo o no a la verdadera
proporcion poblacional.

Puedes cambiar el tamafo de la muestra y el nivel de confianza
modificando los respectivos controles.

Observa como al modificar estos controles, cambia la longitud del
intervalo y el nUmero de estos que cubren al pardmetro poblacional.
La escena tiene un limite de 100 intervalos de confianza.

La escena permite también realizar todos los intervalos de forma
continua si pulsas el control de <<animar>>
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Intervalos de confianza, estimacion de una proporcion
poblacional

-
P A Dz]
Animar menores de = |0l Ver calculo valores criticos

Intervalos de confianza. Idea sobre nivel
de confianza
(Estimacion de una proporcion poblacional)

En esta escena se genera aleatoriamente una poblacion de
niimeros menores de 100. Se calcula la proporcién de los
que sean menores de lo que indique el control.

Valor real
de proporcion
poblacional
p:ﬂrfi
0 1 2
nivel de confianza : 0,85 tmuestra :30 dibuja intervalo
\ ' ' — )

Escena 8.1. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla(RED Descartes)

8.3.2 Intervalo de confianza para la media con
desviacion tipica poblacional conocida

Supongamos una poblacién en la que queremos estimar la media
poblacional desconocida que denominaremos

L
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por ejemplo la estatura media de los alumnos de primaria de una
ciudad. Supongamos también que extraemos una muestra aleatoria

« ”»

simple de tamano “n” en la que obtenemos un valor concreto para la
media muestral. Sabemos que si la poblacién de partida es normal o el
tamano de la muestra es mayor de 30, la distribucién en el muestreo
de las medias muestrales sigue una normal de parametros:

XN (,u, %) —> Tipificando
X —p

NG

— sigue una N(0,1)

En esta distribucion pueden calcularse los valores, que encierran una
probabilidad de

(1-a)

Simplemente mirando y deduciendo en la tabla de la normal N (0, 1)

p(—z% Szgz%)

XU_MZ—Z%:>X:/,L—Z%-%
=1—-a = Xﬁﬂ ~ o

ﬁ :+Z% :}X:M—‘—z%.%

Es decir que el intervalo cuya prqbabilidad de contener a la media
poblacional es (1—a) seriaz X = p =+ zq - % Teniendo en

cuenta que no se conoce la media poblacional p; la sustituimos por la

media muestral obtenida X, llegando asi a la siguiente expresién para
determinar el intervalo de confianza:
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EJEMPLO RESUELTO: En una muestra de 400 bolsas de frutos secos

de los que habitualmente se venden en el mercado, se obtuvo que el
peso medio de las mismas fue de 102 gramos.

X+z

N|Q

Se sabe de otros estudios que la desviacién tipica poblacional del
peso de este tipo de articulo es de 2 gramos.

Estima un intervalo de confianza a un nivel del 90% para la media
poblacional del peso de |la bolsa de frutos secos.

La media muestral X = 102
Para 1 -a=0,90 = z2 =1,64

Aplicando la férmula:

2 _ L2 _ —
102_1’64'\/TW_102 1,64 =102 - 0,164 = 101, 836

2 2 _
102+ 1,64 —2- =102+ 1,64+ & = 102+ 0,164 = 102,164

Intervalo de confianza =— (101,836, 102,164)

En el siguiente video podemos ver una clase sobre el intervalo de
confianza para la media con desviacion tipica poblacional conocida.
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[ntroduccion

NUESTRO OBJETIVOES |

Obtener ung estimacién de la
q media de la poblocion normal

li Resolver el problema ll

g Mediante el andlis, datos de una muestra

<Como? - nos proponemos ar un infervale de
confianza que con la media de la variable
aleatoria con una cierta garantia

X~ Ny, o)

Veren EBYouTuba

Video 8.1. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar

40

En la siguiente escena puedes observar cdmo los intervalos de
confianza que se calculan van cubriendo o no a la verdadera media
poblacional.

Puedes cambiar el tamafo de la muestra y el nivel de confianza
modificando los respectivos controles.
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Intervalos de confianza, estimacion de media
poblacional

p
~ o]

Intervalos de confianza. Idea sobre nivel
de confianza
(Estimacion de media poblacional)

1100

Valor rea
de media
poblacional
—1=50;176T
() 100 200
A
. 4 08 | p /30
. J

Escena 8.2. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)

8.3.3 Intervalo de confianza para la media con
desviacion tipica desconocida

Supongamos una poblacién en la que queremos estimar la media
poblacional desconocida que denominaremos

7
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Consideremos también que extraemos una muestra aleatoria simple
de tamano “n” en la que obtenemos un valor concreto para la media

muestral. Sabemos que si la poblacién de partida es normal o el
tamano de la muestra es mayor de 30, |la distribucién en el muestreo
de las medias muestrales sigue una normal de pardmetros:

. o
—> Tipificando
X —p

g

Jn

— sigue una N(0,1)

Pero nos encontramos con el problema de que la desviacion tipica de
la poblacion también es desconocida. Algunos autores optan
directamente por considerar como sustituto de la desviacién tipica
de la poblacion, la desviacion tipica muestral.

Nosotros optamos en este caso por otro procedimiento como es
sustituir la desviacion tipica poblacional desconocida por la

cuasidesviacion tipica muestral

Otros autores optan por procedimientos mas depurados vy
complicados como el que puedes ver en el siguiente video.
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.ntroduccion

NUESTRO OBJETIVOES .

Obtener una estimacion de la
media de la poblacién normal

il Resolver el problemall  mmp

Cémod Mediante el andli dates de una muestra

ebne: - nos proponemes ar un intervale de
confianza que con la media de la variable
aleatoria con una cierta garantia

Veren (0 Youlube

Video 8.2. Video enlazado desde YouTube, licencia de YouTube estandar

L 1]

Razonando de la misma forma que en el caso anterior, una vez hecha
la sustitucion de:

Desviacion tipica poblaicional = o

»»

o —

A~

Cuasidesviacién tipica S
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En esta distribucién pueden calcularse los valores que encierran una
probabilidad de

(1-a)

Simplemente mirando y deduciendo en la tabla de la normal N (0, 1)

p(—z% Szgz%)

X— o S

f 5 = —zs = X=p—z23->
:1—0é:> X\/_ﬁ'u N g

Es decir que el intervalo cuya probabilidad de contener a la media

. - _ .5 .
poblacional es (1 — a) seria: X —,u,:lzz% T Teniendo en

cuenta que no se conoce la media poblacional p; la sustituimos por la

media muestral obtenida X, llegando asi a la siguiente expresién para
determinar el intervalo de confianza:

A

— S
X:l:Za/z'—

/n

El calculo de la cuasivarianza y cuasidesviacion tipica aparece como
tecla directa en cualquier calculadora cientifica. La definicién de
estas medidas y su relacién con la varianza y desviacion tipica
habituales se especifican en el siguiente desarrollo:

5‘2:zn:(xi_“)2'fi

n—1
i=1
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n
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n
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En consecuencia:

En la siguiente escena al pulsar <<genera muestra>> se selecciona una
muestra aleatoria de la poblacion tomando como parametros el
tamano y nivel de confianza indicados en los campos de texto asi
etiqguetados y se dibuja el intervalo de confianza indicando sus
extremos. Si se cambia el tamano de la muestra, ésta es
completamente nueva y consecuentemente se observa como el
intervalo cambia significativamente. Si lo que cambiamos es el nivel
de confianza la muestra no varia y lo que acontece es una ligera
variacion en la longitud del intervalo, los cambios son menos
significativos.
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Intervalo de confianza para la media poblacional
Desconocida la desviacion tipica de la poblacion

7

Cambia tamano

de la muestra 30 Otro ejemplo

a
v

Cambia nivel Al

de confianza v 0,9 Ver calculo de z

Intervalo de confianza para la media poblacional

Desconocida la desviacion tipica de la poblacion
(En este caso utilizamos la cuasi-desviacién tipica como
estimador puntual de la desviacion tipica poblacional)

4, 49‘]5 3 4497

— —

(4,4905 , 5,4407)

Escena 8.3. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla(RED Descartes)
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8.4 Error maximo admisible

Vamos a imaginarnos un juego. Supongamos que hay situada una
linea en el suelo que se encuentra a cierta distancia de nosotros. El
juego consiste en lanzar un palo que puede ser de disitintas
longitudes y tratar de que alguna de las partes de nuestro palito
toque a lalinea dibujada en el suelo.

Por légica mientras mas pequeno sea el palo que lanzamos mas dificil
serd tocar la linea y al contrario, con uno mas largo la dificultad seré
menor. Evidentemente los jugadores mejores en este juego
necesitaran un longitud de palo mas pequefo que los peores. Las
reglas del juego deben fijar por tanto una longitud maxima para los
palitos, algo parecido a lo que en intervalos de confianza Ilamaremos
error maximo admisible.

£

Un intervalo de confianza es siempre un entorno centrado en la
media muestral y con un radio que depende fundamentalmente del
nivel de confianza que se considere y también del tamafo de la
muestra elegida.
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Atendiendo a como calculamos los valores de dicho intervalo, nos
podemos dar cuenta de que la amplitud de dicho intervalo depende
fundamentalmente de dos elementos:

lih. Nivel de confianza con el que se trabaja. A medida que se
aumenta el nivel de confianza aumenta también el radio del
intervalo, disminuye por tanto la precisiéon de nuestra estimacion.

[ih. Tamafio de la muestra. A medida que aumenta el tamario de la
muestra disminuye el radio del intervalo. Por tanto aumenta la
precision de la estimacion.

8.4.1 Error maximo admisible (proporcion)

El intervalo de confianza para el caso de la estimaciéon de una
proporcion poblacional es un entorno centrado en la proporcion
muestral y cuyo radio depende fundamentalmente de el valor critico
asociado al nivel de confianza y del tamafo de la muestra
considerada.

Se denomina error mdximo admisible al valor de este radio; esto
es:

T
E:zam.\/p( )

n

De la expresion anterior se deduce facilmente que al aumentar el
nivel de confianza, aumentan también los valores criticos asociados y
por tanto el radio del intervalo. Por tanto puede decirse que
perdemos precision en la estimacion cuando intentamos aumentar la
fiabilidad.
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Para el caso del tamano muestral, al estar en un denominador, cuando
aumenta disminuye el radio del intervalo. por tanto ganamos

precision.

I
o
b 82

En la siguiente escena puedes observar como varia el error maximo
admisible, es decir el radio del intervalo y por tanto la longitud del
mismo cuando cambiamos los controles correspondientes al nivel de
conflanza y al tamano de las muestras consideradas. Puedes
plantearte varias situaciones y extraer tus propias conclusiones.
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Intervalo de confianza para estimar una
proporcion poblacional desconocida

&7

Cambia tamarno A :
de la muestra 'y_:30 Otro ejemplo
Cambia nivel Al

de confianza v 0.9 Ver calculo de z

Intervalo de confianza para estimar una
proporcion poblacional desconocida
(Elegimos muestras de tamafio 30

para la que se obtiene una p=0,3667)

3 ¥

(0,2219 , 0,5114)

Escena 8.4. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamilla(RED Descartes)
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8.4.2 Error maximo admisible (media poblacional)

El intervalo de confianza para el caso de la estimacién de una media
poblacional es un entorno centrado en la media muestral y cuyo radio
depende fundamentalmente del valor critico asociado al nivel de
confianza y del tamano de la muestra considerada.

Se denomina error maximo admisible al valor de este radio; esto es:

(®) Parael caso de desviacién tipica poblacional conocida:

o
E=z —

/n

(®) Parael caso de desviacién tipica poblacional desconocida:
A

Eza-
22 \/ﬁ

De la expresion anterior se deduce facilmente que al aumentar el
nivel de confianza, aumentan también los valores criticos asociados y
por tanto el radio del intervalo. Por tanto puede decirse que
perdemos precision en la estimacion cuando intentamos aumentar la
fiabilidad.

Para el caso del tamano muestral, al estar en un denominador, cuando
aumenta disminuye el radio del intervalo. Por tanto ganamos
precision.
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Para desviacion tipica ﬁ}
desconocida E=z, - — ZCZ
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En las siguiente escena puedes observar como varia el error maximo
admisible, es decir, el radio del intervalo y por tanto la longitud del
mismo cuando cambiamos los controles correspondientes al nivel de
confianzay al tamano de las muestras consideradas.

Puedes plantearte varias situaciones y extraer tus propias
conclusiones.

343


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/img8/ErrorMedia.png

Intervalo de confianza para la media poblacional
Conocida la desviacion tipica de la poblacion

7

Cambia tamano
de la muestra

A
v
Cambia nivel A
de confianza v 0,9 Ver calculo de z

30 Otro ejemplo

Intervalo de confianza para la media poblacional
Conocida la desviacion tipica de la poblacion

4,2955 5,33.] 0

— —

(4,2955 , 5,3310)

Escena 8.5. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla(RED Descartes)

8.5 Tamanos muestrales

Todos los trabajos realizados en estadistica van acompanados de un
documento anexo muy importante que se denomina ficha técnica. En
este documento se especifican algunas de las caracteristicas mas
relevantes del trabajo realizado. Entre ellas, siempre nos vamos a
encontrar con el método mediante el cual se ha elegido la muestra y
el nimero de elementos del que consta dicha muestra.
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Este numero debe cumplir cierto valor minimo para que se
garanticen premisas basicas exigibles al intervalo como el nivel de
confianza o el margen de error de dicho intervalo.

Partiendo de las férmulas que determinan el error maximo admisible
de un intervalo de confianza para la proporcion poblacional o para la
media poblacional, y mediante procedimientos puUramente
algebraicos, se van a poder deducir férmulas para la localizaciéon de
tamanos muestrales minimos.

Universo o poblacion objeto de estudio

Muestra

Método de seleccion de muestra

Margen de error (diametro del intervalo
de confianza)

8.5.1 Tamano muestral para la proporcion

Como ya se ha mencionado antes, una pregunta interesante de
investigar seria cudl tiene que ser el tamafo de la muestra que se
deberia considerar para que el intervalo de confianza de una
proporcion cumpliera determinadas condiciones de amplitud.

345


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/img8/FichaTecnicaEncuesta.png

Por ejemplo:

Supongamos que se quiere estimar la proporcion de individuos
de una ciudad que tienen mas de 60 anos. Para realizar el trabajo
debemos seleccionar de forma aleatoria una muestra de tamano
"n". La pregunta que nos hacemos es cudl debe ser el valor
minimo de muestra que debe considerarse para garantizar que
con un nivel de con fianza del 95% el error de estimacién, radio
de nuestro intervalo de confianza, no supere el 2%. Como en este
caso no disponemos de informaciéon alguna sobre posibles
valores aproximados de proporciéon, debemos suponer el caso
mas desfavorable que seriap = 0, 5.

Supongamos que tenemos un dado ligeramente cargado del que
sospechamos que la proporcion de salir cinco es 2/6. ;Cuantas
veces debemos lanzarlo y anotar el resultado para que con un
nivel de confianza del 99% el error de nuestra estimacién no

supere el 5%?

Existen otras muchas situaciones en las que es importante la
localizacién de un tamano muestral minimo a partir del cual se
cumplan determinadas condiciones en nuestra estimacion.

De la propia formulacién del intervalo se observa que el tamafio que
debe exigirse para una muestra depende fundamentalmente del nivel
de confianza que se desee para los resultados y de la amplitud del
intervalo de confianza, (error maximo), que se esté dispuesto a

admitir.

Fijados estos, y simplemente despejando algebraicamente en las
féormulas, podemos calcular el tamafno minimo de la muestra que
debe utilizarse para cumplir con las premisas estipuladas.
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Para un nivel de confianza:
(1-a)

Deduciendo de la formula correspondiente al error maximo
admisible en el caso de la proporcion:
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Llegamos a la siguiente expresién para el tamafo minimo de muestra
en el caso de estimacion de una proporcion

n > (%) -p-(1-p)

Por ejemplo, los dos ejemplos planteados al inicio de esta seccién se
resolverian directamente aplicando la férmula anterior:

. (2. VAR (z.Y
Ejempfol:nip-il—p\l,-' E = Ejemplo2: nzp-|1-p|-| E | =
\ J J
. L)
(196’ 2 4 (2575Y
n205-05. =~ | =n>2401,. nz=Z 2222 5258938 =
\0.02) 6 6 | 005)
n=2402 1 > 590

En la siguiente escena puedes calcular diversos tamanos muestrales
variando los controles correspondientes al nivel de confianza, al
error maximo admisible y se puede utilizar también en posibles
ejercicios practicos, para distintas proporciones.

La escena también dispone de la posibilidad de ver el calculo de los
valores criticos asociados al nivel de confianza y también del calculo
practico de distintos casos de intervalos de confianza para que
observes como en la practica se cumple la acotacién del error
maximo admisible.
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Error Maximo
admisible

Nivel de
confianza

Proporcion
a estimar

—0,1 Genera intervalo

A |
v 0,9 Ver calculo de z

Tamano de muestra n > 56
Nuevo tamafio

Escena 8.6. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla(RED Descartes)
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8.6 Tamano muestral minimo para la estimacion
de la media.

Consideremos dos nuevas situaciones:

@

@

Se conoce de estudios anteriores, que el tiempo de reaccion de los
conductores se distribuye de forma normal con una desviacién
tipica de 0,045 segundos. Si se quiere estimar el tiempo de reaccién
medio con un error maximo admisible de 0,01 segundos con un
nivel de confianza del 90%. ;Qué tamafo minimo deberia tener la
muestra aleatoria sobre la que tendriamos que trabajar?

Las notas de selectividad de una signatura se distribuyen de forma
normal con una desviacion tipica de 0, 45. Supongamos que después
de realizar un intervalo de confianza para estimar la nota media en
selectividad de los alumnos de una ciudad se obtuvo que este
intervalo era (6,975, 7,875) con un nivel de confianza del 95%. Si
consideramos que el margen de error del intervalo es demasiado
grande y nos interesaria reducirlo a la mitad. ;Cuantos individuos
deberia tener la nueva muestra aleatoria para reducir a la mitad el
error maximo admisible manteniendo el mismo nivel de confianza?

Estas situaciones y otras muchas que se podrian plantear conducen al
calculo de un tamafo minimo de muestra a partir del cual se cumplan
determinadas condiciones en nuestra estimacion de un parametro
poblacional como la media.

De la propia formulacién del intervalo se observa que el tamafio que
debe exigirse para una muestra depende fundamentalmente del nivel
de confianza que se desee para los resultados, de la amplitud del
intervalo de confianza o error maximo que se esté dispuesto a
admitir y de la desviacion tipica poblacional o de la cuasi-desviacion
tipica de la muestra en caso de que no se conozca aquella.
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Fijados estos, simplemente despejando algebraicamente en las
formulas, podemos calcular el tamano minimo de la muestra que
debe utilizarse para cumplir con las premisas estipuladas.

Asi pues para un nivel de confianza
(1-a)

Deduciendo de la férmula correspondiente al error maximo
admisible en el caso de la estimacion de media poblacional con
deviacion tipica conocida:

Error max admisible = zq - %
o - % < F — despejando n
2 2
- 9 _ 2 o 2
:>(z%.2%> SE :—Z%'WSE

Llegamos a la siguiente expresién para el tamafno minimo de muestra
en el caso de estimacidon de una media poblacional con desviacién
tipica poblacional conocida

. 2
> .
s (50)

Deduciendo de la férmula correspondiente al error maximo
admisible en el caso de la estimacién de media poblacional con
deviacién tipica poblacional desconocida:

(S]18]
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Error max admisible = zq - 5

) vn

z%-% <FE :2> despejando n

— (zg-i) <E? — =22.5 < g2
2/\%/5 - D) n —

— z%-fygn

Llegamos a la siguiente expresién para el tamafo minimo de muestra

en el caso de estimacidon de una media poblacional con desviacién
tipica poblacional desconocida

AN\ 2
nZ(z -S>
E

La solucién a cada uno de los dos ejemplos planteados al inicio de
esta seccion seria:

(S]1s)

Ejemplol:

Ejemplo -
(6975  TRTSH)=E=045
(z.-a} o =0,045 ) \: [ .
e | = Para z_=1645= !Zi-gf 0 =0.45
i | 3 = | = Para<z_ =196 =
S E=002 L ) z
. i E=0225
1 EAS 0 N4 .
n= l 1645-0.043 Dz[ﬂd\? = n=54797= (196.0.457
. 001 ) nx ———— | = nzx6l4656 =
. 01125 )
]

n=62
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En la siguiente escena puedes calcular diversos tamanos muestrales
variando los controles correspondientes al nivel de confianza y al
error maximo admisible.

La escena también dispone de la posibilidad de ver el cdlculo de los
valores criticos asociados al nivel de confianza y también del cdlculo
practico de distintos casos de intervalos de confianza para estimacién
de la media poblacional en los que puedes observar como se cumple
en la practica la acotacion del error maximo admisible.

7

Error maximo A ]
admisible y 0.2 Genera intervalo
Nivel de A

confianza v ;0'9 ver calculo de z

Calcula nuevo tamafio muestral
Tamarno de la muestra n >203

Escena 8.7. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla (RED Descartes)

353


https://proyectodescartes.org/
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/interactivos8/IntConfMediaTamanyoDtc/index.html

De la misma manera, puedes practicar en la siguiente escena en la
que la desviacién tipica poblacional se sustituye por las cuasi-
desviaciones tipicas muestrales.

r

Error maximo
admisible

A
Nivel de A
confianza v 0,9

0,2 Nuevo intervalo

Calcula nuevo tamafio muestral
Tamano de la muestra n >211

E':(i,1999

(4,7062 , 5,1060 )

. J

Escena 8.8. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamilla (RED Descartes)

8.7 Formulario resumen

El tema de la estimaciéon mediante intervalos de confianza tiene un
recorrido practico muy diverso. Fundamentalmente se trata de
ejercicios de caracter muy técnico y que en la mayoria de los casos
pasa por la utilizacién de una férmula concreta y directa.
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Es bueno disponer por tanto de un formulario resumen y sencillo al
gue acudir cuando se tiene alguna duda en cuanto a la férmula a
utilizar o en la expresién de la misma.

El siguiente cuadro resume todo el tema. Se han sombreado en color
rosa las dos féormulas fundamentales y en verde las que se deducen
de las fundamentales.

FORMULARIO RESUMEN

Intervalo de confianza | Error maximeo Tamafio minimo
admisible muestral
Proporcién ~ ~ ) ) y 2V
L -(1— all= e A A
IC.= ptz - p-(-p E=z, - (1-p) O I DR
2 " 2 n E
Me‘(lin z,-0 2
(conecida o) 70— }iza o G o n=| 2
3 Wn 7 n E
Media Y
(desconocida o) 3 5 Z, -8
IC=X+z, — E=z, -— n=| -2
5 n 3 n E
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8.8 Problemas resueltos

A continuacion tienes el enunciado de diferentes problemas.

Trabdjalos y una vez los hayas resuelto puedes hacer clic sobre el
botdn para ver la solucién.

z
I:I]
1. Calcula losvalores criticos correspondientes alos siguientes niveles de significacion:

a) =009

b) @=021
d @=0002

2. Ladesviacidn tipica de una variable es 8 aunque desconocemos su media. Para
estimarla extraemos una muestra de tamafio n = 60 obteniendo una media muestral
de 37. Haz una estimacion mediante un intervalo de confianza para un nivel del 99%.

3. Lamedia de las medidas de los diametros de una muestra de 200 bolas para
engranaje es 2 cm y sudesviacion tipica 0,1 cm. Halla intervalos de confianza para la
media poblacional de los didmetros para niveles del 68,26%, 96,44% y 99,73%.

[ Solucién |

4. Lamedia de las estaturas de 400 personas elegidas aleatoriamente en unaciudad es
175 cm. Se sabe que sigue una normal de desviacion tipica 0,4 cm.

a) Calcula unintervalo de confianza para la media poblacional a un nivel del 95%
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Parte IX

Contraste de Hipotesis

Juan Jesus Canas Escamilla
José R. Galo Sanchez




Ronald Aylmer Fisher (Londres, Reino Unido, 17 de febrero de 1890 - Adelaida,
Australia, 29 de julio de 1962) fue un estadistico y bidlogo, responsable de la prueba
exacta de Fisher y de la hipétesis nula presentado en su libro The Design of Experiments
(1935) (https://es.wikipedia.org/). Crédito imagen: Desconocido, Dominio publico.
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9.1 Introduccion

il

Hace ya algunos anos, (década de los ochenta), se decia que la
estatura media de los jévenes espanoles de entre 20 y 21 anos
erade 172 cm. Los datos se extraian de las tallas que se obtenian
de los entonces llamados “quintos”, jovenes que ingresarian en el
ejército para cumplir el servicio militar obligatorio. Sin embargo
hoy en dia, siglo XXI, se observa en cualquier muestra como en
una cola de un cine, en un supermercado, en una clase de
bachillerato o en una fiesta que los jovenes parecen
significativamente mas altos, con lo que deberiamos revisar el
parametro media poblacional, ya que seguramente habra
cambiado. REVISAR LA HIPOTESIS DE QUE LA MEDIA DE LOS
JOVENES ESPANOLES ES DE 172 CM.

En cierta ciudad se observo que el 70% de la poblacién era
favorable a que una determinada persona ejerciera como alcalde
de la misma. Después de varios anos de controvertida gestion el
descontento es evidente y parece légico revisar el porcentaje de
aceptacion. REVISAR LA HIPOTESIS DE QUE LA PROPORCION
DE GENTE FAVORABLE AL ALCALDE SE MANTIENE EN EL

70%.

Para decidir si cierta informacion relativa a un parametro poblacional
se puede considerar como cierta, en estadistica se suelen utilizar los
contrastes de hipdtesis. Un contraste de hipdtesis proporcionara
unos criterios universales para valorar si la hipétesis que planteamos
es cierta.

IDEA SOBRE UNA REGLA DE DECISION

Cualquier persona a lo largo de su vida utiliza reglas de decision ante
situaciones concretas. Incluso esas reglas a veces son irracionales e
incluso disparatadas.
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= Para saber si me ird bien con la decision tomada consulto con
un adivino y su bola de cristal.

=  Los generales romanos ofrecian sacrificios y consultaban con
los sacerdotes y magos para saber si les iria bien en la batalla.

= Mi hordscopo dice que ahora no debo realizar ninguna
inversion.

= Si encesto la bola de papel en la papelera aprobaré el
examen...jvaya!..., bueno a la tercera...

B e

Al EI fn

Otras veces también se recurre a procedimientos mucho mas légicos
y cientificos.

= Antes de realizar un viaje consultar la previsiéon
meteorologica.

= Si hago bien las preguntas de autoevaluacion del libro,
posiblemente haré bien las del examen.
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En estadistica para decidir sobre dos situaciones competitivas,
complementarias y excluyentes recurriremos al procedimiento
conocido por el nombrede Contraste de Hipotesis.

Un ejemplo sencillo. Pensemos en una moneda de la que
sospechamos sobre su autenticidad. A simple vista no se diferencia
en nada de una auténtica. Podriamos realizar la experiencia de lanzar
al aire dicha moneda y contabilizar el nimero de caras o cruces que
se obtienen. Nuestra experiencia nos dice que la probabilidad de
obtener cara en una moneda normal es 0, 5, pero, ¢y si sospechamos
qgue no es asi? Evidentemente en este caso la probabilidad de que
salga cara deberda de ser muy diferente a 0,5. Al primer
planteamiento, suponer que la probabilidad de que salga caraes 0,5,
le llamamos hipotesis nula (Hy) y al segundo planteamiento,

hipétesis alternativa(H,).

Para aceptar o rechazar una de las hipétesis, necesitamos realizar un
experimento y establecer unas reglas que nos ayuden a decidir si se
acepta (HO ) o no. En el ejemplo de la moneda, el experimento podria
ser lanzar la moneda 15 veces y observar los resultados. Las reglas
tendran en cuenta el posible error asociado a cada decision vy
dependeran de los riesgos que estemos dispuestos a asumir. Un
ejemplo de regla de decisién conservadora:

Ho

Region de aceptacion

Region de rechazo

Hi
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Es decir, lanzamos una moneda al aire 15 veces y aceptamos la
hipétesis nula (la moneda no estd trucada) si el nUmero de caras
obtenidas estd entre 2y 13. Si (Hj) es ciertay el resultado de nuestro
experimento es 0 o 1 caras, o bien 14 o 15 caras, evidentemente nos
equivocamos al rechazar la hipétesis nula. En estos casos decimos
que cometemos un error de tipo | o error a. Por el contrario, si el
resultado obtenido esta entre 2 y 13 caras y sin embargo, es cierta (
H;), también nos equivocamos y decimos que cometemos un error

de tipo Il o error 3.

9.2 Hipodtesis nula y alternativa. Tipos de
contraste

9.2.1 Hipotesis nula e hipotesis alternativa

Una hipdtesis estadistica es una afirmacion o proposicion respecto a
alguna caracteristica de una poblacién, generalmente fundamentada
sobre un parametro de la misma. Contrastar una hipdtesis es
comparar las predicciones con la realidad que observamos ocurrida
en una muestra. Si dentro del margen de error que estamos
dispuestos a admitir, hay coincidencia, aceptaremos la hipdtesis y en
caso contrario la rechazaremos.

= La hipdtesis emitida se suele designar por Hp y se llama

Hipotesis nula. Lo de “nula” viene de que partimos del
supuesto de que las diferencias entre el valor verdadero del
parametro y su valor hipotético, en realidad no son tales sino
debidas al azar, es decir no hay diferencia o dicho de otra
forma la diferencia es nula.
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La hipétesis contraria se designa por H; y se llama Hipétesis

alternativa (en algunos textos también aparece la notacion
H,.

Por ejemplo:

Sospechamos que las bolsas de frutos secos de 100 gramos,
realmente no pesan 100 gramos. Para contrastar esta hipotesis
planteariamos:

Hy: p =100 gramos

H, : p # 100 gramos

Pensamos que la proporcién de gente que voto al partido A en
las elecciones (35%) ahora es inferior ya que no lo han hecho
muy bien. Para contrastar esta hipdtesis:

Hy:p>0,45

H1 p < 0, 45

Estaria contento de comprobar que no pueden demostrar que mi

media de notas ha bajado de 7,785 como parecen indicar los

ultimos exdmenes. Para contrastar esta hipotesis:
Hy:pu>17,785
Hy:p<7,785

Normalmente cuando queremos plantear las hipdtesis de una
determinada situacion debemos tener en cuenta que aquello que
queramos demostrar ird siempre a la hipoétesis alternativa ya que el
error que cometemos cuando rechazamos H, lo podemos medir

(esta fijado de antemano por el nivel de significacion).

Piensa en los ambientes judiciales. La labor del fiscal pasa por
demostrar que alguien ha cometido un delito. Es decir que trabajaria
como hipétesis alternativa.
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Por el contrario, el abogado
defensor no tiene que demostrar, su
labor es mas defensiva ya que si el
fiscal no demuestra su acusaciéon
entonces el reo serad declarado (no
culpable), es decir, inocente.
Evidentemente esto es un
planteamiento muy simple de la
situacion ya que a menudo los abogados defensores van mas alla de
la pura estrategia defensiva y tratan de demostrar la inocencia,
aunque siempre subyace el lema in dubio pro reo, (en caso de duda, a
favor del reo) al que todos estamos acostumbrados o el de es
preferible no condenar a 10 culpables que condenar a un solo inocente.

9.2.2 Tipos de contraste

»  Bilaterales Llamamos contraste bilateral a aquél en el que la
hipotesis nula se formula en términos de igual y la alternativa
en términos de distinto. En estos casos la regién de aceptacion
seria el area central determinada por los valores criticos que
previamente son determinados por el nivel de significacion.

CONTRASTE | BILATERAL

| recréype |
HECEPTALTON
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Unilateral derecho: llamamos contraste unilateral derecho
a aquél en el que la hipétesis nula se formula en términos de
menor o igual y la alternativa en términos de mayor. En estos
casos la region de aceptaciéon seria el area que deja a su
izquierda el valor critico que previamente determina el nivel
de significacion.

CONTRASTE UNILATERAL <9

REGION
ACEPTA

Unilateral izquierdo: llamamos contraste unilateral
izquierdo a aquél en el que la hipdtesis nula se formula en
términos de mayor o igual y la alternativa en términos de
menor. En estos casos la region de aceptacion seria el area que
deja a su derecha el valor critico que previamente determina
el nivel de significacion.

CONTRASTE ~ UNILATERAL ()

REGION DE
ACEPTACION
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En los ejemplos planteados al principio, el primero seria un contraste
bilateral, el segundo y tercero unilaterales izquierdos.

9.3 Planteamiento general de un problema de
contraste

El planteamiento general de cualquier problema en el que se quiera
contrastar una determinada hipdétesis debe reunir siempre los
siguientes puntos:

1. Formulacién de la hipétesis nula y de la hipétesis alternativa.
Como norma general, se debe tener en cuenta que aquello

que queramos demostrar debe ir siempre a la hipotesis
alternativa.

Por otra parte, si lo que queremos demostrar esta en la
hipotesis alternativa, el error de equivocarnos lo tendremos
medido ya que seria el nivel de significacién

= Planteamiento de hipotesis de contraste para el caso de una

proporcion:
CONTRASTE DE UNA PROPORCION Hipotesis nula Hipdtesis alternativa
Contraste bilateral HG :p=p, Hc (pED,
Coniraste unilateral derecho Hc ‘PP, Hc :p>p,
Contraste unilateral izquierdo Hc :p=p, Hc :p<p,

= Planteamiento de hipotesis de contraste para el caso de una

media:
CONTRASTE DE UNA MEDIA Hipotesis nula Hipotesis alternativa
Contraste bilateral Hc eI Hc TEA
Contraste unilateral derecho Hc cus Hy Hc >
Contraste unilateral izquierdo Hy:u>pu, Hy:u<p,
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Eleccion del estadistico de contraste (en nuestro caso media o
proporcion muestral).

Algunos autores prefieren considerar intervalos de confianza
o semirectas de confianza para los parametros a contrastar e
investigar, es decir, si los valores obtenidos en las muestras
estdn o no en dichos intervalos (semirectas), pero nosotros
vamos a definir unos estadisticos que simplemente proceden
de la tipificacion de variables en el muestreo cuyas
distribuciones son perfectamente conocidas y que por tanto
al tipificarse seguiran una distribucién normal de media ceroy
desviacion tipica uno.

Una vez calculado el valor de estos estadisticos se observara

si quedan dentro o fuera de las regiones determinadas (segin
sea el tipo de contraste) por el nivel de significacion.

»  Estadistico de contraste para el caso de una proporcion.

7 _ P — Po
po-(1—po)

»  Estadistico de contraste para el caso de una media con
desviacion tipica poblacional conocida.

__Y—No

=
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»  Estadistico de contraste para el caso de ua media con desviacion
tipica poblacional desconocida.

X —
7 _ Mo

S/\/n
3. Determinacion de la region de rechazo.

A partir del nivel de significaciéon previamente fijado se
establece el intervalo o semirecta que constituiran la zona de
aceptacion y rechazo segun si el estadistico de contraste esté
dentro o fuera de dicha zona.

= Region de aceptacion y rechazo en un contraste bilateral.
A partir del nivel de significacién y haciendo uso de la
tabla de la normal cero uno, a través de la estrategia
conveniente se pueden localizar los valores criticos, tal
como se hizo en el tema de intervalos de confianza.

Region Region
critica critica
Region de
aceptacion

En la siguiente escena puedes practicar con la localizacion de la
region critica en contrastes bilaterales.
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La escena te lo proporciona directamente aunque te recomendamos
que utilices la tabla de la normal y después compares tus resultados
con los que ofrece la escena.

p
&
Region de aceptacion en un contraste
bilateral para un nivel de significacion a
p(-Zaz>2 > Zuz ) = 0,9500
Zoz = 1,9605
=Zw2 = =-1,9605
: “I, 9605 1,9605
Region de
aceptacion
Nivel de A
» . 0,05
{-4:8602:1,8605) significacion ¥
\_ J

Escena 9.1. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamilla (RED Descartes)

Region de aceptacion y rechazo en un contraste unilateral
derecho

A partir del nivel de significacién y haciendo uso de la tabla de
la normal cero uno, a través de la estrategia conveniente se
puede localizar el valor critico, que deja a su derecha una
probabilidad igual al nivel de significacién de la misma forma
qgue se hizo en el tema de la distribucién normal.
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Region
critica

4

plly

Region de
aceptacion

En la siguiente escena puedes practicar con la localizacion de la
region critica en contrastes bilaterales.

Regidn de aceptacion en UL'I contraste
unilateral derecho para un nivel de
significacion a

p(z < za) = 0,9500

J

/\‘;a = 1,6451

1,645
Region de
aceptacion
Nivel de A
Lo ® 2 0,05
(-0 ;1,6451) Confianza Y.
k J

Escena 9.2. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla (RED Descartes)
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Region de aceptacion y rechazo en un contraste unilateral
izquierdo.

A partir del nivel de significacién y haciendo uso de la tabla de
la normal cero uno, a través de la estrategia conveniente se
puede localizar el valor critico, que deja a su izquierda una
probabilidad igual al nivel de significacién de la misma forma
gue se hizo en el tema de la distribucién normal.

Region
critica

~a

T

Region de
aceptacion

En la siguiente escena puedes practicar con la localizaciéon de
la regién critica en contrastes bilaterales.

La escena te lo proporciona directamente aunque te

recomendamos que utilices la tabla de la normal y después
compares tus resultados con los que ofrece la escena.
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.

Region de aceptacion en
unilateral izquierdo para u

significacion a

Ukl contraste
nivel de

p(z > za)=0,9500

4

X: -1,6446

Region de
aceptacion

(-1,6446;+x)

-1,6446

Nivel de A

significacion Y

0,05‘

J

Escena 9.3. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla (RED Descartes)

4. Consideracion de una muestra

En esta muestra elegida de forma aleatoria se calculara el
valor correspondiente (en nuestro caso media muestral o
proporcion) y que permiten localizar el valor del estadistico de

contraste.

Por ejemplo si se quiere contrastar que el peso medio de las
tarrinas de helado de 100 gramos no tienen realmente ese
peso. En primer lugar elegimos por ejemplo una muestra
aleatoria de 40 tarrinas (para no tener problemas de
normalidad) y calculamos la media muestral y la desviacién
tipica muestral. Supongamos que la media muestral es 103, 25

gramos y la desviacién tipica 5, 345 gramos.
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El valor en este caso del estadistico de contraste seria:

A /40 A _
Cuasi S = @ 5,345 — 5§ =5,413 — 103, 3213 100 = 3,797
Vi

5. Aceptacion o rechazo de la hipétesis nula

La aceptacién o rechazo de la hipotesis nula depende de si el
valor del estadistico de contraste calculado en nuestra
muestra estd dento o fuera de la zona de aceptacion.

Contraste Bilateral Contraste Unilateral derecho Contraste Unilateral izquierdo

|
ze| -z, : z, |= Aceptamos H,
L) Fl )= Aceptamos H, ze(z, : +o)= Aceptamos H,

)= Rechazamos H, rg(z, ; +x)=Rechazamos H,

ZE(—I; Z,

( 1 zg(-w; z,

zg|—z, 1 z, |= Rechazamos H,
| 7 3

6. Interpretacion de la decision tomada.

Existen muchas formas de redactar las conclusiones a las que
se llega cuando aceptamos o rechazamos la hipdétesis nula en
un contraste. Aqui sugerimos una muy sencilla.

»  Para el caso de aceptacion de la hipétesis nula.
Simplemente decir que: "A partir de los datos
estadisticos obtenidos en la muestra, se acepta con un
nivel de significacion (...) aquello que diga la hipodtesis
nula" o también "A partir de los datos estadisticos
obtenidos en la muestra no existen evidencias
estadisticamente significativas a nivel (..) que permitan
afirmar o demostrar aquello que diga la hipdtesis
alternativa".
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= Para el caso de rechazo de la hipétesis nula.

"A partir de los datos estadisticos obtenidos en la muestra
existen evidencias estadisticamente significativas a nivel (...)
que permiten afirmar o demostrar aquello que dice la
hipdtesis alternativa, con riesgo de equivocarnos igual al nivel
de significacion”.

Resumimos todo en el siguiente ejemplo:

Un informe de la Asociacion de Companias Aéreas (ACA) indica que
el precio medio del billete de avién desde la ciudad A a la ciudad B es
de 120 euros. Para contrastar esta informacién se considera una
muestra aleatoria de 100 viajeros entre estas dos ciudades que

volaron en distintas companias, en la que se observé que la media del
billete erade 128 euros y una desviacion tipica de 40 €.

:Se puede considerar con un nivel de significacion del 1% que la
informacion de la ACA es correcta?

Hy — p =120 euros
Hi — p # 120 euros

El estadistico de contraste en este caso es la media muestral que
tipificada quedaria:

X —
g Xt

o

La region de aceptacién es:

—Zopp = —2,575

l-a=0,99 —
2,575

QN
~
[\V]

I
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X, = 128
Valor particular de Sp = 40 — S =,/ 40= 1,005 -
40 = 40,2015

128 —120
40,2015/10

= 1,9899

El valor estadistico de contraste cae dentro de la regién de
aceptacion 1,9899 € (—2,575,2,575), se acepta por tanto la
hipdtesis nula.

También podria razonarse teniendo en cuenta la regién de aceptacion
como el intervalo de confianza para la media:

40,2015 190 4 2. 575 40,2015
TR T) )

— (109, 648, 130, 252)

(120 —2.575.

El valor de la media muestral 128 si esta dentro del intervalo (regién
de aceptacion)

El aceptar la hipotesis nula significa que puede aceptarse que el
precio medio de los billetes es de 120 euros. No hay indicios
suficientes para decir que no sea cierto que la media de los billetes
seade 120 euros y que las diferencias obtenidas con nuestra muestra
pueden considerarse debidas al azar.

Para terminar este epigrafe, observa los siguientes videos.
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L
F Videos

En el primer video puedes ver una clase resumen de planteamiento
general de un problema de contraste de hipétesis. Y en el segundo
otra clase de introduccion al contraste de hipotesis.

L F‘r}.ua_'_l.adyhllfgl'-_'g-s;l raw_;_m;_-:;.; @ I i”iu Fs .1"'
Hi: P#p 1Hi’ P>p

Elegir el nivel de significancia (@ =0.05 0 en su forma 5%.

Determinacién de la zona de aceptacion y rechazo de la hipdtes

- AN

=419

:n (0 Yeelude

rabajames con i pagquete estadistico, los pasos a segun para desanollar
fraste de lopotesis son los simentes:

stablecer con elaridad las lupdtesis nula v alternatna,

stablecer el mivel de significadon del conthste o miinio valor aceptable
n la probabilidad de cometer un error de tipo Lo uuﬂlt! este valor
Ie ser a=0"05 0 o=0"01.

Veren ERVelibe

Video 9.1. Videos enlazados desde YouTube, licencia de YouTube estandar

b
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9.3.1 Contraste de hipoétesis para una proporcion.

Vamos a partir de un ejemplo: Se conoce que el 75% de los alumnos
de un centro de ensefanza realizan correctamente un test
psicotécnico que lleva utilizdandose mucho tiempo. Para tratar de
mejorar este resultado, se modificé la redaccion del test, y se propuso
para realizar el experimento a un grupo de 120 alumnos de ese
centro, elegidos al azar. De los 120 alumnos a los que se le pasé el
nuevo test, lo realizaron correctamente 107. ; Podemos afirmar que la
nueva redaccion del test ha aumentado la proporciéon de respuestas
correctas, a un nivel de significacion = 0, 025?

La pregunta que se hace en el problema anterior, estd formulada en
términos de se puede "afirmar o demostrar”, por tanto esto lo
llevaremos a la hipétesis alternativa. es decir el planteamiento de
contraste que consideramos idéneo para esta situacién seria:

Modelo A Modelo B

1. @E)@@ >
FDOED .

Hy :p<0,75

Ya que pretendemos demostrar que la
H, :p>0,75
proporcién ha mejorado

El valor de la proporcion muestral py = % = 0,89166. Al ser un

constraste unilateral derecho. Determinamos la regién de aceptacion
y rechazo para un nivel de significacion de a = 0, 025.
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Za= 1,9605

1,96
Region de
aceptacion

, Nivel de A '
(0 1,955 Confianza h 4 ||'025

Calculamos ahora el estadistico de contraste:

P 0,891666 — 0,75  0,141666

0,75-(1-0,75)  0,03952847
120

= 3,5839

3,5839 ¢ (—00,1,96) = Rechazamos H,

Conclusion:

A partir de los datos estadisticos obtenidos en la muestra, podemos
concluir que existen evidencias estadisticamente significativas
(a = 0,025), que permiten demostrar que la nueva redaccién

aumenta el porcentaje de alumnos que realizan correctamente el
test.

En la siguiente tabla se resumen de forma muy concisa toda la
formulacién necesaria para la realizacion de un problema de
contraste para una proporcion.
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Hipotesis Hipétesis Tipo de Estadistico de Regidn de aceptacién (El contraste se puede
nula alternativa contraste contraste realizar utilizando una de las dos columnas; el
Ho Hl resultado no varia)

= bilateral { _ 231
pP=p, P#D, [_ - Z“\I | p'J_Zz'\prgan Py) pz, _N‘prg(lMT s) |
2 FJ \ T 7 ;
- 14 S
Unilateral — 0 —
p<p | p>p . P (:2,) (o gz, [P0
n
derecho ’pD(l_pD] ~ ’
n
p=p p<p Unilateral (—Z L+ oc) s (1-p,) 3
2p, 0 @ :P-a_za' Po Po ;+x;
n
izquierdo b 7
El tipo de hipétesis nula debe VersiZ Ver si el valor media muestral estd
plantearse de acuerdo al enunciado de estd dentro del intervalo
cadaproblema dentro del
intervalo

En las siguientes escenas se ofrece una esquematizaciéon de los pasos
adar en un contraste de hipétesis para una proporcion para los casos
de contraste bilateral, unilateral derecho o unilateral izquierdo.

En dichas escenas se pueden variar si se quiere manualmente los
controles correspondientes a la proporciony al nivel de significacion.

Puedes practicar tanto como desees. Es recomendable observar lo

gue ocurre con un contraste de una proporcioén para distintos niveles
de significacion.
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Contraste de hipodtesis bilateral para una proporcion

Planteamiento general:

a (0,317 |con un nivel de significacion de

Planteamiento de hipotesis

Region de aceptacion/rechazo

Calcula estadistico de contraste

Resultado del contraste

Redaccion de conclusiones

o7

Queremos contrastar si la proporcion poblacional es igual

0,05

Contraste de hipotesis bilateral para la proporcion.

Genera muestra aleatoria y calcula media

otro ejemplo

J

Escena 9.4. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla (RED Descartes)
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Contraste de hipodtesis unilateral derecho para una
proporcion

Co
a

Planteamiento general:
ntrastar si una proporcion poblacional es menaor o igual

0,311

con un nivel de significacion de

Contraste de hipotesis unilateral derecho

para

la proporcion.

Planteamiento de hipétesis

Region de aceptacion/rechazo

0,05

Genera muestra aleatoria y calcula media

Calcula estadistico de contraste
Resultado del contraste

Redaccion de conclusiones

otro ejemplo

&7

Escena 9.5. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamilla (RED Descartes)
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Contraste de hipodtesis unilateral izquierdo para una
proporcion

p
o]
Planteamiento general:

Contrastar si una proporcion poblacional es mayor o igual
a (10 con un nivel de significacion de |0,05

Contraste de hipotesis unilateral izquierdo
para la proporcion.

Planteamiento de hipotesis

Region de aceptacion/rechazo

Genera muestra aleatoria y calcula media
Calcula estadistico de contraste

Resultado del contraste

Redaccion de conclusiones otro ejemplo

Escena 9.6. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla (RED Descartes)

9.3.2 Contraste de hipoétesis de una media

Existen muchas situaciones en las que se pretende dilucidar si el
parametro media poblacional ha cambiado por algin motivo
ocasional o inducido.
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En estadistica inferencial el barémetro universal que cuantifica si el
cambio observado es fruto de las fluctuaciones propias del azar o
bien se trata de un cambio mucho mas importante o significativo es el
contraste de hipdtesis para la media. Partamos de un ejemplo:

Con el fin de aumentar el pw
consumo medio de los clientes, i
unos grandes almacenes deciden =
realizar una campafia de |4
publicidad. La campana |
consistira en anuncios diarios en
el periddico local y en la emision I
de varias cunas radiofdnicas.
Antes de la campana, los datos
de la gerencia del centro
comercial reflejaban un consumo
medio por cliente y dia de 23,75
euros con una desviacion tipica poblacional de 4, 875 euros. Después
de la campana se escogid una muestra aleatoria de 121 clientes
obteniéndose una media muestral de 25, 34 euros.

;Puede afirmarse con un nivel de significacion del 4,5% que la
campana ha sido efectiva y que el consumo medio efectivamente ha
aumentado?

De nuevo en la pregunta que se hace se menciona la palabra "afirmar
o demostrar", por tanto, aguello que queremos demostrar lo llevamos
ala hipoétesis alternativa.
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En este caso el planteamiento del contraste quedaria como sigue:

Hyo <2375

Contraste unilateral derecho para la media
Iy T 237

Nivel de significacion « = 0,04 . Calculamos la regicn de aceptacion y rechazo

h
/\'\zu= 1,751
1,751
Region de
aceptacion
- Nivel de -
(~e0; 1,751 ) Confianza "0'04

Célculo estadistico de contraste:

po =23,75)
o =4,875 25,34 — 23,75
S = 2= = 3,58769
n =121 <@)
X =25,34 Vit

3,58769 ¢ (—o0,1,751) = Rechazamos H

Conclusion:

A partir de los datos ofrecidos por la muestra, existen evidencias
estadisticamente significativas (nivel de significacion 0, 04) de que la
media del consumo cliente/dia es mayor de 23, 75 euros. Por tanto la
campanfa ha sido efectiva.
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En la siguiente tabla se resumen de forma muy concisa toda la
formulacion necesaria para la realizacién de un problema de
cualquier tipo de contraste para una media.

Hipotesis Hipotesis Tipo de Estadistico de Regidn de aceptacidn (El contraste se
nula: alternativa contraste contraste puede realizar utilizando una de las dos
H, H, columnas; el resultado no varia)
= bilateral 3 A
H=Hy HF Hy —Z, 32, | :#:—Zm-i!,ﬂs“'zm'i'
— s 30\ T n T )
Y- 7 2
zzo__f”o
il . s ™
P T e /A e R —
L 7 )
derecho ’
P i ; i 3 ~
= 1< 1, Unilateral Sio de.sconf)c;da (_za! + 3«;) | oz _% )
" { n )
izquierdo g5 N ’
El tipo de hipétesis nula debe Versi Z estd Ver si el valor media
plantearse de acuerdo al enunciado de dentro del muestral estd dentro del
cada problema intervalo intervalo

En las siguientes escenas se ofrece una esquematizaciéon de los pasos
a dar en un contraste de hipdtesis para una media en los casos de
contraste bilateral, unilateral derecho o unilateral izquierdo.

En dichas escenas se pueden variar si se quiere manualmente los
controles correspondientes a la media, al nivel de significacion y
también se puede elegir en el menu de opciones los casos de
desviacion tipica poblacional conocida o desconocida.
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Puedes practicar tanto como desees. Es recomendable observar lo
que ocurre con un contraste de una media para distintos niveles de
significacién y también si varia mucho o poco la opcién de desviacién
tipica poblacional conocida o desconocida.

Contraste de hipotesis bilateral para la media

Planteamiento general:
Queremos contrastar si la media poblacional es iqual
a ‘2 con un nivel de significacion de f(0‘05

Contraste de hipotesis bilateral para la media.

e opcién ‘ v

Planteamiento de hipotesis

Region de aceptacion/rechazo

Calcula estadistico de contraste

Resultado del contraste

Elig
. Genera muestra aleatoria y calcula media

Redaccion de conclusiones otro ejemplo

\ J

Escena 9.7. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla (RED Descartes)
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Contraste de hipotesis unilateral derecho para la media

Planteamiento general:
Contrastar si una media poblacional es menor o iqual

a

10,53

con un nivel de significacion de 0,05

Contraste de hipotesis unilateral derecho

para la media.
Elige opcion ‘ v‘

Planteamiento de hipotesis

Region de aceptacion/rechazo

Genera muestra aleatoria y calcula media
Calcula estadistico de contraste
Resultado del contraste

Redaccién de conclusiones otro ejemplo

Escena 9.8. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla (RED Descartes)
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Contraste de hipodtesis unilateral izquierdo para la
media

Contraste de hipdtesis unilateral izquierdo
para la media. nota
Elige opcion ‘ VI

Planteamiento de hipdétesis

Region de aceptacion/rechazo

Genera muestra aleatoria y calcula media
Calcula estadistico de contraste
Resultado del contraste

Redaccion de conclusiones otro ejemplo

1\ J

Escena 9.9. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafas Escamilla (RED Descartes)

9.4 Error en un contraste de hipotesis.

Todo lo que tiene relacion con la Estadistica Inferencial esta
acompafnado de forma natural por el error. En los contrastes de
hipotesis esto se pone mucho mas de manifiesto ya que debemos
elegir entre dos proposiciones antagdnicas a partir de los datos que
se reflejan en una determinada muestra aleatoria.
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Asumiendo que la eleccion esta en gran parte supeditada a estos
valores concretos escogidos de una muestra especifica, el error se
antoja como algo natural y por tanto consustancial al propio proceso
del contraste de hipdtesis. Puesto que el error es protagonista
irrenunciable, aprendamos a convivir con él, estudiarlo, acotarlo y
por supuesto utilizarlo.

Lo primero de lo que podemos darnos cuenta es que existen dos tipos
de errores que pueden ocurrir en el contraste y que uno de ellos es
mas facil de manejar que el otro. Pensemos en el ejemplo de la
moneda que no sabemos si esta cargada o no. Si la prueba que
realizamos para comprobar si esta moneda es buena o no es realizar
por ejemplo 10 lanzamientos y nuestra regla de decisién es que si
salen entre 1y 9 caras la consideramos buena y si por el contrario
salen 0 caras o 10 caras la consideramos cargada. pensemos en lo que
puede ocurrir.

=  Una moneda buena la lanzo 10 veces vy si existe la posibilidad
de que me salgan 0 caras o 10 caras. Por tanto hay posibilidad
de considerar cargada una moneda buena. Ahora bien; la
probabilidad de que eso ocurra se puede calcular
perfectamente mediante un ejercicio muy simple con una
binomial B(10, 0, 5). Estamos controlando pues el error que
se comete. Por cierto ;cudl es la probabilidad de que al lanzar
una moneda normal me salgan 0 caras o 10 caras?

= Una moneda cargada que lanzamos al aire tiene bastante
probabilidad de que los resultados obtenidos estén en el
margen de 1 y 9 caras de nuestra regla de decisién y que por
tanto nuestra prueba no la detecte como mala.

391



Ahora bien, la probabilidad de que una moneda cargada se lance 10
veces y obtengamos entre 1 y 9 caras no puedo calcularla ya que no

sé qué probabilidad de salir cara tienen las monedas cargadas. El
error por tanto no puedo controlarlo como antes, no tiene la misma
naturaleza que el primero.

Este ejemplo puede ilustrar los dos tipos de errores que se pueden
cometer al realizar un contraste de hipoétesis.

Cuando se efectua pues un contraste de hipdtesis pueden ocurrir
varias situaciones que conllevan a los denominados errores:

1. Aceptar la hipétesis nula siendo cierta (CORRECTO).
Aceptar la hipotesis alternativa siendo cierta (CORRECTO).

3. Rechazar la hipétesis nula siendo cierta (ERROR TIPO | O
ERROR ALFA) la probabilidad de cometer este error es el nivel
de significacion del contraste.

4. Aceptar la hipotesis nula siendo falsa (ERROR TIPO Il O
ERROR BETA). No se conoce, al valor de uno menos beta se le
denomina potencia del contraste.
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En la siguiente tabla se resumen todas las situaciones y errores
posibles al realizar una prueba de contraste de hipétesis.

LI Aceptamos Rechazamos
Verdadera Error tipo 1
v' Decisién I
correcta
Falsa Error tipo II
B v' Decision
correcta

9.4.1 Error tipo l. (error alfa)

Como ya se ha mencionado, el error tipo | se comete cuando
rechazamos la hipétesis nula pero en realidad no tendriamos que
haberlo hecho puesto que era cierta. La probabilidad de que esto
ocurra es el nivel de significacion, valor que podemos controlar de
antemano puesto que aparece en las premisas del contraste. Es
interesante que sea un valor pequeno y a su vez lleve a un equilibrio
de todo el proceso, puesto que un valor exageradamente pequeno de
este nivel de significacién conducira practicamente siempre al mismo
resultado de aceptacion de hipétesis nula del contraste.

Elvalor de "'z" estd en la zona de| | Elvalor de "z "estd fuera de la
aceptacion. Aceptamos Ho. zona de aceptacion. Rechazamos

e H | (POSIBLE ERROR TIPOIT Ho. (POSIBLE ERROR TIPO D) iy

: ‘
Z (Aceptacion) f

Z éﬁechazo)
Errora rror o
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Los valores mas usados para el nivel de significacion en los trabajos
de inferencia suelen ser.

a=0,05
a=0,01
a=01

El hecho de que el error tipo | se pueda controlar da pie a que en
muchos casos en los que no se observa bien lo que debe considerarse
como hipétesis nula, incluso existen problemas en editoriales
diferentes con el mismo enunciado y con dos versiones distintas.

En este sentido se pueden dar las siguientes sugerencias para el
planteamiento adecuado de un contraste:

= Cuando el problema de manera expresa pide que se contraste
una hipodtesis con determinado nivel de significacién, la

hipotesis que contrastamos es la hipotesis H,

= Cuando el problema pide explicitamente que seamos nosotros
quienes planteemos las hipotesis, para decidir qué poner en
Hy y qué en Hi, se pueden tener en cuenta las siguientes
indicaciones:

o En H; siempre debemos colocar lo que realmente

gueremos investigar con seguridad o demostrar ya que,
repetimos que el error g, el que fijlamos de antemano se
controla y se comete cuando optamos por Hi y nos

equivocamos.

o  También por convenio, en la hipétesis Hj los signos
siempre deben ser : = (igual) o < (menor o igual que) o >
(mayor o igual que).
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e En caso de duda, siempre elegir un test con dos colas, sélo
cuando el planteamiento es muy claro se elige un test de una
cola.

En las siguientes escenas puedes aclararte un poco con el concepto
de error tipo I.

Hay una escena por cada tipo de contraste, bilateral, unilateral
izquierdo y unilateral derecho.

Puedes cambiar los controles con los valores que desees. Trata de
interpretar las distintas situaciones que van apareciendo. Quizas el
control mas determinante sea el de las "medias muestrales".

A medida que este control aumenta o disminuye, el valor del
estadistico "z" sale o entra en laregion critica.

Observa también que la imagen que aparece pequena en la parte
superior derecha de la escena, cambia en el momento en el que "z"

sale o entra en la regidn critica. Intenta dar una explicacién a dicho
cambio.
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Situacion general de error tipo | en contraste bilateral

-

Ho: p= |1.00 R 1 00 Medias 211 g5

I 0sS muestrales Y.
H.T. = ’J 7‘—' 1100
Z (Aceptacion)
Error a/2 Error a/2
-1,9605 1,9605
Region de
aceptacion
Nivel de A
- - —0,05

( 1,9605 z 1,9605) Confianza v

\ J

Escena 9.10. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla (RED Descartes)
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Situacion general de error tipo | en contraste unilateral

izquierdo
4
i ]
| A .
Ho: p> (3,00 = (1,00 Medias 211,38
._ |Fe S muestrales Y.
H:: pu< (3,00
acl
Error a
1,645
Region de
aceptacion
Nivel de A!
S o =10,05
(o0 ; -1,6446 ) Confianza Y.

\.

J

Escena 9.11. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla (RED Descartes)
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Situacion general de error tipo | en contraste unilateral

derecho
-
A
Ao Medias A @
Ho: p< 1,04 ¢ =[1,00 v |1.66
OsS muestrales .Y
. tamano
Hi: p> 1,04 muestral
Z (Aceptacion)
Errora
1,645
Region de
aceptacion
Nivel de A
(-o0 ; 1,6451) Confianza "
J

\.

9.4.2 Error tipo Il. (error beta)

Escena 9.12. Escena desarrollada por Juan Jesus Cafias Escamilla (RED Descartes)

Cuando no se rechaza H,, siendo falsa, se puede cometer el error
denominado error tipo II.(tambiéndenominado error beta).
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Pero ;cudl es beta? De hecho, seria una informacion ciertamente
relevante poder comunicar en un estudio de contraste el valor de
este tipo de error. En los paquetes estadisticos no se da informacion
de este error ya que seria necesario concretar el valor de H;. Sin
embargo si que se puede especular un poco con el error tipo Il
haciendo alguna suposicion mas o menos dirigida.

Supongamos que queremos demostrar que la edad media de los
asistentes a cierto concierto es mas de 18 anos con un nivel de

significacion del 4, 5%.

Se sabe que la desviacion tipica poblacional es 3, 6 anos. Para ello se
consideré una muestra de 36 individuos para la que se obtuvo una
media de 19.

Planteando el problema, se tendra:

H e 18
Contraste unilateral derecho
H, :u>18
Regidn de aceptacion
v
Za= 1,6957

: 1,696

Region de

aceptacion

Nivel de A|
-oo » 16957
(it ) Confianza "|"(m5
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Estadistico de contraste:

2= 218 _ 1 666

3,6
(%)
1,666 € (—oo, 1,6957)

Aceptamos por tanto la hipétesis nula. La hubiéramos aceptado
siempre que:

<1,6957 = X — 18 < 1,01742

— X < 19,01742

Es decir, hubiéramos aceptado la hipétesis nula para cualquier media
muestral menor de 19, 01742.

Ahora y haciendo una suposicion no estadistica de que en realidad |la
media de edad de los asistentes era mayor de 18 (nos quedamos con
un valor cercano y redondo por ejemplo de 20) ;Cudl seria la
probabilidad de que en la distribucion de las medias muestrales de
tamano 36 de una poblacion en la que p = 20 nos encontremos

medias de menos de 19, 01742

X - N<20, 3,0 ) — p(X < 19,01742)

v 26
19,01742 — 20
=[z< 75 =p(z < —1,64) = 0,0505
/26
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p(z< -1,640 )= 0,0505

LN

1,64
Por tanto el valor del error 3 con esta suposicién, repito no sujeta a criterio estadistico alguno
de 1t=20 seria =0.0505

La potencia del contraste seria por tanto (1— )=1-0,0505 =0.,9495

La siguiente imagen ilustra la situacion tipica para el error de tipo Il

En las siguientes escenas se plantean las situaciones habituales de
error tipo Il para contraste unilateral izquierdo y unilateral derecho.
En la escena se ha propuesto de antemano una H; mas o menos

alejada de la Hy sin ningun criterio estadistico claro, salvo quizas el

de que se aprecie claramente la situacion que se produce en tanto al
error tipo .
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En las escenas debes observar los controles y como influyen en el
resultado del contraste. También es importante que aprecies que en
el momento en que se acepta la hipdtesis nula por estar el valor del
estadistico "z" dentro de la zona de aceptacién, en la parte inferior

aparece el calculo del posible error tipo Il. Importante también es
entender que en el momento en que se rechaza la hipétesis nula,
desaparece la posibilidad de calibrar el error tipo Il.

Situacion general de error tipo Il en contraste
unilateral izquierdo

— D
Ho: p> 200 i ={1‘00 Medias
0sS muestrales _‘_

H:: p< 2,00
H: Z (Apeptacion)
_ -1,645
Region de Error g = 0,1961
aceptacion
Nivel de i
-0 ; - 0,05
eSS e i, Confianza v

Escena 9.13. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla (RED Descartes)
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Situacion general de error tipo Il en contraste

unilateral derecho

&7

Hi :

>

0,99

0,99

A |

Medias % 1,59
muestrales

Region de
aceptacion

(-0 ; 1,6451 )

V4 (Acepracid’)',’i

1,645
Error B= 0,1963

Nivel de 7'\

0,05
Confianza h 4

Escena 9.14. Escena desarrollada por Juan Jesus Canas Escamilla (RED Descartes)
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9.5 Problemas resueltos

A continuacién tienes el enunciado de diferentes problemas.
Trabdjalos y una vez los hayas resuelto puedes hacer clic sobre el
botdn para ver la solucién.

&7

5. Problemas resueltos I

A continuacion tienes el enunciado de diferentes problemas. Trabajalos y una vez los hayas resuelto puedes hacer
clic sobre el botén para ver la solucion.

1. Unaempresafarmacéutica afirma ensu publicidad que uno de sus medicamentos
reduce los sintomas de alergia en el 90% de la poblacién.
Se ha experimentado el farmaco en una muestra de 200 pacientesy se ha obtenido
mejoriaen 170 personas. Determinasi se puede ace ptar como cierta la publicidad de
la empresaa un nivel de significacion del 3,75%.

2. Se sabe que el 45% de los escolares suele perderal menosun dia de clase por motivo
de enfermedad. Un estudio realizado a 1000 escolares, revelaque en el dltimo mes
hubo 465 en esas circunstancias. Analiza sl se puede aceptar con un nivel de
significacion del 4% que el porcentaje del 45% es un dato cierto.

3. Se conoce que el tiempo de espera (enminutos) hasta ser atendido en el servicio de
urgencias de un hospital, sigue un modelonormal. A partir de una muestra de 100
pacientes, se ha calculado un tiempo medio de 15 minutos con una desviacién tipica
de 2,75 minutos. {Puede afirmarse con un nivel de significacion del 5% que el tiempo
de esperaen este servicio es menor de 16 minutos?
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https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EstadisticaProbabilidadInferencia(v3)/interactivos7/creditos/index.html

Bibliografia

Barnett, V. & Lewis, T. (1994). Outliers in statistical
data. Ed. Wiley.

Calot, G. (1974). Curso de Estadistica Descriptiva.
Madrid: Ed. Paraninfo.

Garcia Pérez A. (1992). Estadistica Aplicada:
conceptos basicos. Madrid: Ed. Universidad
Nacional de Educacion a Distancia.

Garcia Pérez A. (2000). Métodos avanzados de
Estadistica Aplicada. Madrid: Ed.
Universidad Nacional de Educacién a
Distancia.

Quesada V., Isidro A. & Lopez L.A. (1992). Curso y
gjercicios de Estadistica. Ciudad de Mexico:
Ed. Alhambra Universidad.

Taylor, S.J. & Bogdan, R. (1987) Introduccién a los
métodos cualitativos de investigacion.
Barcelona: Ed. Paidds, SAICF.

Tucker, H. (1966) Introduccion a la teoria matematica
de las probabilidades y a la estadistica. Ed.
Vicens Vives.

406






de;!'\educafiva
e alescartes


https://proyectodescartes.org/

