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Prefacio

Este libro digital interactivo se ha disenado con fundamento en la
filosofia del Proyecto DescartesJS: "Trabajando altruistamente por la
comunidad educativa de la aldea global", que sélo busca desarrollar
contenidos educativos para el provecho de la comunidad académica,
esperando Unicamente como retribucién el uso y difusién de estos
contenidos. El contenido del libro, al igual que los objetos interactivos
se han disenado de tal forma que se puedan leer en ordenadores y
dispositivos moviles sin necesidad de instalar ningun programa o
plugin. El libro se puede descargar para su uso en local sin
dependencia con la red, a excepcion de algunos videos incluidos en el
texto. Todos los objetos interactivos se han disenado con el Editor
DescartesJS.

La herramienta Descartes)S se caracteriza por una innata
interactividad, por permitir realizar representaciones de objetos bi y
tridimensionales, por gestionar expresiones de texto y de férmulas, por
integrar objetos multimedia como imagenes, audios y videos, por tener
la posibilidad de reflejar casos concretos y también potenciar la
conceptualizacion de tareas y procedimientos mediante la utilizacion de
semillas aleatorias y controles numéricos, graficos y de texto, y con ellos
poder abordar la evaluacién de manera automatica, tanto la correctiva
como la formativa. Con DescartesJS es posible el diseno y desarrollo de
objetos educativos que promueven el aprendizaje significativo,
posibilitando esa deseada construccidn del conocimiento. !

El libro se ha elaborado con fundamento en el curriculo de la
asignatura "Calculo Integral" de la Institucion Universitaria, pero
ampliandolo con algunas secciones y bloques adicionales con objeto
de poder cubrir las necesidades de cualquier otra Institucion que
incluya en su desarrollo curricular esta materia.

1 \éase https://proyectodescartes.org/iCartesilLibri/descripcion.htm.
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Capitulo |

Antiderivada







1.1 Concepto de antiderivada

La antiderivada es la funcién que resulta del proceso inverso de la
derivacién, es decir, consiste en encontrar una funcién que, al ser
derivada produce la funcién dada.

Una funciéon F' recibe el nombre de antiderivada de f sobre un
intervalo [a, b], para todo x que pertenece a unintervalo [a, b).

F'(z) = f(z) para todo x en I

Asi, decimos que F'(z) es una primitiva de la funcién f(z) si su
derivada es precisamente la funcion f(z).

Cualquier antiderivada de f debe ser de laforma G(z) = F(z) + C,

es decir, dos antiderivadas de la misma funcién pueden diferir a lo
mas en una constante. Por tanto, F'(xz) + C es la antiderivada mas

general de f(x).

1.2 Integral indefinida

Notacion de la integral indefinida, por conveniencia, se introducira la
notacion para una antiderivada de una funcion. Si F(z) = f(x),la

antiderivada mas general de f se representa por:

/ f(z)dz = F(z) + C
El simbolo f fue introducido por Leibniz y se denomina signo integral.

La notacién [ f(z)dz se denomina integral indefinida de f(x)
respecto a x. La funcién f(z) se denomina integrando.

11



El proceso de encontrar una antiderivada se denomina
antidiferenciacion o integracion. El niamero C' se denomina

constante de integracion.

La notacién F'(z) + C representa una familia de funciones; cada
miembro tiene una derivadaigual a f(x).

por ejemplo, la antiderivada mas general de f(x) = 2z es la familia
F(z) = 2% + C,lagraficade la antiderivada

\/

T

Figura 1.1. Familia de antiderivadas de f(z) = 2z.

Siempre que se obtiene la derivada de una funcién, al mismo tiempo
se obtiene una férmula de integracion. Por ejemplo,

Férmula de derivacion Formula de integracion



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/images/cap1/familias.png

Propiedades de la integral indefinida

1. [ kf(z) dz = kF(z) + C,donde k es cualquier constante.
2. [[f(z) £ g(z)]dz = [ f(z)dz £ [ g(x)dx,

donde las constantes C; & (5 se sustituye por una simple C'.

9 Ejercicio. Integral Indefinida.
) Utiliza las formulas y propiedades para calcular la integral
indefinida propuesta en el interactivo. 2

Realiza primero los céalculos y verifica el resultado obtenido
oprimiendo el botén solucion. Por ultimo, oprime el botén otro
ejercicioy repite los pasos anteriores.

o7

Calcula f—5 x“dx

oo jrico | Solcion —

Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio, grupo de investigacion Gnomon.
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O Ejercicio. Integral Indefinida.

) Utiliza las formulas y propiedades para calcular las integrales. 3

Realiza primero los calculos y verifica el resultado obtenido
oprimiendo el botéon soluciéon. Por ultimo, oprime el botén otro

ejercicioy repite los pasos anteriores.

Observar las graficas de una funcion y sus integrales, ademas, de las

graficas de su familia de primitivas.

Calcula
,I'r-E dx

1 MAR neaE a5 ba gratiea e

Zhigs 40 nam=e Dy modificar b escala
del e de ardonadas

=

Cada munddcas represonia la awedsd o

el LR

y 10 unidades en el gje y.

oo o J soucn

| Descarga: Tabla de Integrales.
Tomado de: Calculo Transcendentes Tempranas. D. Zill 4ed.

Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio y Consolacién Ruiz Gil.

14


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/calculadora/index.htm
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/pdf/cap1/tabla_Integrales.pdf
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/interactivos/obj_1_1_3.html

1.3 Introduccion a la Integral definida

1.3.1 El problema de area

Asi como la derivada es motivada por el problema geométrico de
construir una tangente a una curva, el problema histérico que
conduce a la definicién de integral definida es el problema de
encontrar un area.

Histéricamente, el calculo integral surgio de la necesidad de resolver
el problema de |la obtencion de areas de figuras planas. Los griegos lo
abordaron, llegando a féormulas para el area de poligonos, circulos,
segmentos de parabolas, etc.

El método que emplearon consistia en aproximar exhaustivamente la
figura cuya area se deseaba calcular mediante poligonos de areas
conocidas.

Mueve el control Ny observa:

Aproximacion del drea por medio de N poligonos.*

4 Adaptacién de una escena de José Luis Abreu con licencia CC by-nc-sa
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Veamos algo analogo, pero utilizando rectangulos que es como
actualmente se plantea a nivel tedrico, Mueve los controles N,
desplazay zum, y la observa escena:

o7l

4 )

Zum

desplaza : {

] =

A
N v

Aproximacion del area por medio de N rectangulos.>

Este procedimiento original de Eudoxo (406 a.C. - 355 a.C.) fue
utilizado esporadicamente por Euclides (hacia 300 a.C.) y de forma
sistematica por Arquimedes (286 a.C. - 212 a.C.) Hacia el siglo XVI de
nuestra era, este método pasé a llamarse método de exhaucién o
método exhaustivo.

HELLAS

Figura 1.2. Archimedes.

3 Adaptacién de una escena de José Luis Abreu con licencia CC by-nc-sa
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Basandose en ese método, los matematicos del siglo XVII (Newton,
Leibniz, etc.) introdujeron el concepto mas general de integral
definida de una funcién, f, en un intervalo. Este concepto fue

posteriormente mejorado por Cauchy (1789-1857) y por Riemann
(1826 - 1866).

Figura 1.3. Newton.

A continuacion y mediante un ejemplo mostraremos en qué consiste
el método de exhaucion. Aplicando la misma idea introduciremos de
forma intuitiva el concepto de integral definida de una funcién.

El objetivo inicial sera calcular el area del recinto plano limitado por
el eje de abscisas, la grafica de la funcién f(z) y las rectasx = a'y

T = b, siendo a y b niUmeros reales cualquiera. Queremos hallar el
area de laregion coloreada en la figura de laizquierda.

Arquimedes en su método de exhaucién hacia lo siguiente: Para cada
numero natural n dividia el segmento [a, b] en n partes iguales de
longitud b_Ta Sobre cada una de esas partes construia un rectangulo

con la altura de la ordenada maxima (rectangulo superior o

circunscrito). 17


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/images/cap1/Newton.jpg

2 Ejercicio. Introduccién a la integral definida.®
) Calcular el areade laregién sombreada en la figura.

Parainiciar, primero oprime el botén continuar.

Haz clic en el botdn rectangulos superiores y realiza las actividades
propuestas.

Puedes mover la grafica con clic izquierdo o, si lo deseas, puedes
ampliarla o reducirla con clic derecho sostenido.

o]

AREA DE UNA REGION PLANA ; . 7
Suma de rectingulos externos = 15,5 INTRODUCCION A
Suma de rectanguilos intemos = 11 Lﬁ. |NTEGH.IG|L DEF'H'D.‘D\

Area = lim "
nowe L fei)ax =138

=" El objetivo inicial sera calcular el area

del recinto plane limitado por el eje de
abscisas, la grafica de la funcion f(x) y
lasrectasx=ayx=h, siendoayb
numeros reales cualquiera.

Queremos hallar el area de la region
coloreada en la figura de la izquierda.

fi(x)= A L n{ }

0 Deo o s [ Corionr

Cambia la funcion y realiza de nuevo las actividades propuestas con
sus respectivos andlisis.

6 . . , ., o
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio y Consolacién Ruiz Gil.
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Antes de continuar con la solucién del problema de area es necesario
hacer una breve digresion para analizar una notacién util para una
suma de nimeros como:

142434+44+5+6+...+n
1.3.2 Notacioén sigma

i Finaliza en este

| valor de n
n
El simbolo siginifica __Z L
la suma de %’ 4
=1
! Inicia con el
— valor de k

A menudo se usa la notacidn sigma para escribir de manera mas
compacta las sumas de muchos términos. Por ejemplo,

n
Zk2:12—|—22—|—32—|—42—|—...—|—n2
k=1

Férmulas de sumas especiales, particularmente sumas que implican
potencias de enteros positivos del indice de |la suma. Para n un entero
positivo y c cualquier constante,

n

i).ZCZ’I’L'C Zk— n+1)

k= 1

iii). Zkz n+1)6(2n+1) iv). Zk3 Ll)

19
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0 Ejercicio. Sumatorias.
) Calcular el valor numérico de cada sumatoria.”

Realiza primero los calculos y escribe el resultado obtenido, para
verificar pulsa la tecla "enter <4 "

Por ultimo, oprime el botén Otro ejercicio y repite los pasos
anteriores.

o]

En esta actividad practicaras con el calculo de sumatorios.

- Utiliza los teoremas como ayuda a solucionar el ejercicio.

Ejercicio 1

5
Calcula: Z (2i-1) =
i=1

Otro ejercicio

La notacién sigma vy las férmulas de sumas anteriores se usaran de
inmediato en el siguiente analisis.

7 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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1.3.3 Suma de Riemann

:Qué son las sumas de Riemann?

Una suma de Riemann es una aproximacion del area bajo la curva, al
dividirla en varias formas simples (tales como rectangulos o
trapecios).

Mueve el control N y observa la aproximacion del area por medio de
N rectangulos.®

A
07l
5
Z\f'(ﬁ',.']('l..—.a,._ ) =8.66]
— 'r:]d.-—ﬂ =

Seay = f(z) una funcién definida sobre un intervalo cerrado |a, b],
donde:

< Sedivide el intervalo [a, b] en n subintervalos [zx—1, xx] de
anchos Az, = z — z_1 donde:

a=2) <1 <9< ... <Tp1<x,=0b

8 Adaptacién de una escena de José Luis Abreu con licencia CC by-nc-sa
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< Se escoje un nimero z; en cada subintervalo [x;_1, zx| que
se denominan puntos muestra, estos n nimeros.

A menudo se usa la notacidon sigma para escribir de manera mas
compacta las sumas de muchos términos, por tanto, de lo anterior se
forma la suma:

k=1

Sumas que corresponden a varias particiones de [a,b] que se

denominan sumas de Riemann en honor del famoso matematico
aleman Georg Friedrich Bernhard Riemann.

La suma representa el area
total de los rectangulos vy el \
resultado de esta suma se ,
aproxima numéricamente al \
areabajolacurva f.

Desde luego, la aproximacion
al area bajo la curva mejora
muchisimo en la medida que
el nimero n de particiones

sea mayor. De esta manerala —
suma converge al drea bajo la
curva, cuando el nimero n de

particiones tiende a infinito.

la grafica nos muestra la aproximacién del drea bajo la curva f, entre
las abscisasx = —2yx = 4.

22



@'Refuerza lo aprendido.

Aplicacion de la suma de Riemman.
Analiza los siguientes ejercicios resueltos y practica.

©

Imprimir

Ejercicio 1.

) . 4-1 3 (3)
Se tiene que, Lpr=—— = — ¥ =1+|-—]1
mn mn

4 n 9 3
2, o ALY LY a
/1. (2" +5)dr = lim 3 (ﬁ (n.)? - {n?]z )'(n)
n

= m (2)3 (6+ Qi+ ()
e \n ) n n?
. 3 n ﬁ n ) g n -

_n]'l_n;lc (E) [!=16‘+ H;z—mgﬂ]

— lim E) b - 6n(n+1) N In(n + ”EEH +1)
n—o0 \ 71 In fAnl

_ lim [13—9(1—1) +_9(1+1)(__1)]
n—ax _ ! 2 n n

=18+9+9

23


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/interactivos/web/ej_riemman.html

-2 Ejercicio. Sumatorias.
) Calcular el valor numérico de cada sumatoria segun el grafico

dado.?

Primero, observa que el drea buscada es la de un trapecio. Segun los
datos dados ;Cudl es valor del ancho de cada rectangulo (Ax;)?

Escribe el valor y pulsa la tecla "enter <4 "

Oprime el botén otro ejercicio para practicar con otras funciones,
donde podras modificar el valor de ny de a.

o]

(Recuerda que el area del frapecio debajo]  T(X) = #+2 Funcién lineal
de la linea verde es:

Ejercicio 1.

Observa gue el area buscada es la de
un trapecio de Altura: b=4

Si dividimos el intervalo [a. b] en siete (7)
subintervalos.

cCual es el valor de Ax?

= b . - . . o~
/ Usa el simbolo “/ para fracciones, por ejemplo —2047

o »
a4 b d b

Puedes mover la grafica con clic izquierdo o, si lo deseas, puedes
ampliarla o reducirla con clic derecho sostenido.

9 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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De tal manera la siguiente definicion indica que la integral definida de
una funcion integrable puede aproximarse dentro de cualquier grado
de exactitud mediante la suma de Riemann.

Definicion.°

Si f es una funcién continua definida para a < z < b, dividimos el
intervalo [a, b] en n subintervalos, con Az igual ancho Sean a =
xo0,x1,x2, ..., Ln, = b los puntos extremos de estos subintervalos y
sean zj, 3, ..., Z, los puntos muestra en estos subintervalos, de
modo que x} se encuentre en el i-ésimo subintervalo [z;_1,x;],
Entonces la integral definida de f, desde a hasta b, es

b n
/ f@)de = im 3" f(z:).00
a i=1

b—a
n

donde, Ax = y T, =a+ 1.z

1.3.4 El area como integral definida

Aplicacion de la integral
definida, el area bajo una - ~
curva acotada por rectas
verticales y el eje de abscisas.

Aproximacion del area bajo la /
curva f, entre las abscisas _— AN
x=ayxz =D A

10 Definicién tomada de: Calculo de una variable. Conceptos y contextos. J. Stewart 4Ed.
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Exploracic’)n. Aproximaciones del drea.!!
e

Aproximacion del area de la region, observa el grafico, haz clic
en el botén rectangulos interiores y en los botones de conclusion.

¢{Que conclusiones podemos obtener?

A
107
Aplicacion de la integral definida
El drea bajo una curva, acotada por rectas verticales y el eje de abscisas

iPodemos aproximarnos al area
de la region de la figura!

a0 [blos| o[ IT_[blso]
nd__ I be]

Tenemos dos tipos de aproximaciones:

con rectangulos superiores cuya suma

la denominamos S, v otra inferior cuya

suma denominamos s .

Si llamamos A al valor del area buscada
. observa los valores que se oblienen al
AN al modificar los controles para a, by n:

§,=1152 s =958 A=1062

A ”

Teorema.
Si f es una funcién continua sobre el intervalo cerrado [a,b] y

f(x) > 0 para toda z en el intervalo, entonces el drea A bajo la
grafica sobre [a, b] es

A:/abf(a:)d:c

11 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Aproximemos el area de la region de una figura dada.!?

¢Que conclusiones podemos obtener? Identifica la grafica de la
funcion y observa la integral del area bajo la curva, ingresa una nueva
funciony pulsa la tecla "enter <4 ",

Aplicacion de la integral definida
Cambia la funcién por otras expresiones ;Qué sucede con f{x) = -x+37

a4 |

a e

Recuerda:

A= fb fix) dx , con f{x) > 0
a

Ingresa una nueva funcion y luego

haz clic en la tecla (enter) (J:

50 .
A= fas ((0.5)%x +1)dx =10.7

Teorema fundamental del calculo.
Si f es una funcién continua sobre el intervalo [a,b] y F' es una

antiderivada de f sobre el intervalo, entonces

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a)

12 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Definicién.t3
Si y = f(x) es continua sobre [a,b], entonces el drea total A
acotada por su graficay el eje x sobre el intervalo esta dada por

/ @) dz

La definicién anterior se puede proceder asi, usando la propiedad
aditiva del intervalo de la integral definida:

/ab |f(z)| dz = /aclf(w)\der/cb\f(m)‘dw
= A1 + A

Si f es una funcién que asume valores tanto positivos como negativos
sobre [a, b], entonces la integral definida f; f(x) dz no representa el
area bajo la grafica de f sobre el intervalo.

y =110 |
y = f(x)

b b
j f(z)dz: No es area j |f(z)|d=: €8 area, A =A1+ Az

Figura 1.4. Area bajolacurva f.

13 Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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=

Ejercicio. Aplicacion de la integral definida.
) Calcula el drea de la region dada utilizando la integral definida.4

Ingresa el valor obtenido, oprime el botén soluciéon y verificar tu
respuesta. Si tu respuesta es correcta, oprime el botén otro ejercicio

y repite los pasos anteriores.

o]

Aplicacién de la integral definida
Calcula el drea utilizando la integral definida

Recuerda:

b
A= fa f(x) dx , con f{x) >0

x=0 x=5 Calcula el area de la region mostrada
en la figura. Ingresa el valor obtenido
(con aproximacion a una cifra decimal).

{Recuerda separar las integrales
para valores de f(x) negativos)

A= f:{-l—;mx:

GeoGebra. Utiliza el software para graficar y verificar.
Clic Aqui. Grafique otras funciones.

Para utilizar el software de GeoGebra, escriba la expresién a graficar
en la barrade entrada, por ejemplo  y = x? + 4 se escribe:

Entrada... X2+ 4

14 . . .
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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(=

2 Ejercicio. Area bajo la curva.
Calcular el area bajo la grafica de la funcion dada. *°

Ingresa el resultado obtenido y pulsa la tecla "enter <d" para
verificar la respuesta.

Calcula el area bajo la grafica de la funcion

flx)=x+10

en el intervalo [-3,4]
Plantea y resuelve la integral definida, y

anota el resultado a continuacion.
En su caso, usa dos cifras decimales

Area = u

Otro Ejercicio

iRecuerda!
Utilizar propiedad aditiva en las integrales para valores
negativos de f(x).

b
La integral definida / f(x) dz no siempre representa el drea bajo la
a

grafica de f sobre el intervalo [a, b]. Comprueba aqui

15 Escena disefiada por Juan Guillermo Rivera Berrio. CC by-nc-sa
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1.3.5 El area de una region entre curvas

Exploracion.

Identifica las funciones f y g, observa como encontrar las
intersecciones entre las curvas y verifica los resultados dados
haciendo clic en el botén verificar. ¢

Continua con la explicaciéon, oprime el botén continuar hasta
encontrar la expresién que calcula el area entre las curvas, por
ultimo, observa el resultado. Ten presente la indicacion dada
oprimiendo el botén jAlerta!

&7

El rea de una regitn entre curvas

-

iDebemos encontrar los puntos de
interseccion de las curvas!

Los puntos de interseccion los podemaos
encontrar, igualando las ecuaciones de
las dos funciones:

X =4x - le
lgualando a cero obtenemos:
2 - 4x =0,
Factorizamaos: 2x(x-2) =0,
cuya soluciones:  x, =0yx,=2,
los puntos son: (0,0) vy (2, 4)

Haz clic para verificar:

b Verificar

16 Escena disefiada por Juan Guillermo Rivera Berrio. CC by-nc-sa
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En lo visto hasta ahora, definimos y calculamos areas de regiones que
estan bajo las graficas de funciones, ahora usaremos integrales para
calcular las areas de regiones que quedan entre las graficas de dos

funciones fyg.

f (2,4)

(0,0)

Figura 1.5. El rea de una region acotada por las curvas f(z) = 4z — 22 y g(z) = z?.

Definicién.'’
Si f y g son funciones continuas sobre un intervalo [a, b], entonces
el drea A de la region acotada por sus graficas sobre el intervalo
esta dada por

b
A= / () — gle)) de

7 Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Exploracién. Area entre curvas.
v- . 7 .
Observa la region comprendida entre las dos curvas. 18

Mueve los controles a y b para Maodificar la regién comprendida
entre las dos curvas. Oprime el botén otro ejemplo para ver mas
ejemplos.

Aplicacién de la integral definida
El &rea de una regién entre curvas

iObserva la region comprendida

— T 1
oA 1113 B entre las dos curvas!

gix) = x* - 0

=
-~
-

En esle caso, es necesario calcular por
1 separado el area de cada region:

Regian izquierda:

i
f— 1010} (g(x)=f(x)dx = 111

Regian derecha:
110

T [ (F=glapdx =077
]

fix) = — -l

V£l
A g8 Otro ejemplo
rea= |1,

En ocasiones es dificil, o hasta imposible, determinar los puntos
donde se cortan exactamente las dos curvas.

GeoGebra. Utiliza el software para graficar y verificar.
Clic Aqui. Grafigue otras funciones.

18 Escena disefiada por Juan Guillermo Rivera Berrio. CC by-nc-sa
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Como se muestra en los ejemplos anteriores, con la ayuda de una
calculadora para graficar o de una computadora, podemos encontrar
valores aproximados de los puntos de interseccién, y luego proceder
como antes.

En ocasiones la necesidad de hallar el area se facilita utilizando la
construccion de utilizar rectangulos horizontales.

Algunas regiones se manejan mejor si se considera a £ como una
funcion de y. Si una regidn esta acotada con curvas de ecuaciones
z=f(y),z=9(y),y=cyy=d, donde f y g son continuas y
f(y) > g(y) parac < y < d, entonces su area es

- ¥

0

Figura 1.6. El drea de una regién acotada con x como una funcion de y.%?

19 Tomada de: Calculo, Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Area del elemento horizontal:
A = [gréfica derecha — gréfica izquierda) - ancho

Ejemplos.
Calculo de area encerrada por dos funciones.?°

Analiza la solucién del drea comprendida por las funciones f(x)y
g(z) y delimitadas por lasrectasz = ayz = b

Para ver direfentes funciones, oprime el botén otros valores y
observa la grafica que forman las funciones y las rectas que delimitan,
oprime el botdn ver grafica.

'

Hallar el area comprendida entre las graficas f(x) y g(x).

f{x) = x* -5x -1 :
g(x) = -2x -3 Delimitada por las rectas x=-2, x=4

b
Recordemos que: A = fa { f{x) - g{x) ) dx . entonces

4
Alx) = f-z ( x- 3x+ 2) dx , donde el intervalo de integracion es [-2, 4].

Integrando:
_ 1 3%’
A(x) = 3 x - = + 2x, evaluando la integral en b=4, a=-2 en su valor absoluto

32 =76
Se tiene que: A(b) = r3 Ala) = !

1

portanto, el areaes: A= % =18.33

iObserva la grafica, analiza si la solucidn es correcta!

20 Escena de Consolacién Gil Ruiz, adaptada por el autor.
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Ejercicio 1. Area entre curvas.
) Aplicacién de laintegral definida. !

Calcula el areade laregion dada utilizando la integral definida.

Ingresa el valor obtenido del area de la regidon sombreada, pulsa la
tecla "enter <d "y verificar tu respuesta. Si tu respuesta es correcta,
oprime el botdn otro ejercicio.

b
Recuerda que A = fa ( f(x) - g(x) )dx

Dadas las siguientes funciones:
f(xi=e" y gx)=x

Calcula el area de la region mostrada
en la figura. Ingresa el valor oblenido
(con aproximacion a una cifra decimal)

// y luego haz clic en la tecla (]:

Para facilitar tu trabajo, te mostramaos algunos
x
puntos de interseccion o, si lo prefieres, haz clic
sobre el punto para conocer sus coordenadas.

A=

iRecuerda!
El 4rea acotada por las curvas esta dada por:

b
A= / ) — gl e

2! Escena disefada por Juan Guillermo Rivera Berrio. CC by-nc-sa
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0 Ejercicio 2. Area entre curvas.
) Hallar el area encerrada por dos funciones.??

Observa la region sombreada formada por las dos funciones,
determina los limites de integraciéon para encontar el area de la
region.

Resuelve el ejercicio propuesto y luego verificar tus resultados,
oprimiendo el botén solucion.

Para realizar otro ejercicio, oprime el boton ejercicio.

Halla el area encerrada por las funciones
y=6x"- 12x+5
y=6x+5

Solucion

22 Escena de Consolacién Gil Ruiz, adaptada por el autor.
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@'Practica lo aprendido.
Ejercicio 1. Seleccione falso o verdadero. %

Lee el enunciado y despliege el control de seleccion e indique si el
enunciado es falso o verdadero y oprime el botén verificar al finalizar.

A
o]
Aplicacion de la integral definida
Calcula el érea utilizando la integral definida

1.Sif(x) = x y g(x) = x_ + 1, el &rea entre las curvas de estas dos ul
funciones es menar que 100.

2. Es indiferente qué curva va par encima o por debajo para el ~
calculo del area entre dos curvas.

3. El area entre dos curvas debajo del eje de |las abscisas v
es negativa.
4. Los puntos de interseccion de dos curvas, determinan los limites W

de integracion para el calculo del area encerrada por las curvas.

Ejercicio 2. Seleccién multiple con Unica respuesta..

Responda las preguntas a continuacion, seleccione la respuesta
correcta, con ayuda del interactivo, ingresa la funcién dada, sus
limites de integracion y observe la region generada.

2 Escena de Consolacién Gil Ruiz. CC by-nc-sa

38


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/interactivos/obj_10_1_4.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/

Preguntas. Seleccion multiple con Gnica respuesta.

% Escena Haz click sobre la respuesta correcta.
pliar

&7

6 4
Al evaluar la integral I{x) =fI {'x? - 6x° + 6 ) dx se obtiene:

_ 2
q. (x)= 89.5u
. l00= 745.830°
I(x) = -169.8 u°
I(x) = 270.9 u*
o’
Ingrese la funcion fix) =
3x-4
3 E |
[ (@x-4) @
-4
J 4 (3x-4) dx
iRecuerda!

El AREA corresponde a la region azul menos la region
3.0 b : 30

'Y
4
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1.3.6 Volumen de un cuerpo de revolucion

Cuando tratamos de calcular el volumen de un sélido, enfrentamos el
mismo tipo de problema que al determinar areas. Intuitivamente
sabemos lo que significa un volumen, pero es necesario precisar la
idea usando el calculo, a fin de dar una definicién exacta de volumen.

Rotamos las siguientes figuras, o lo que es lo mismo, rotar una
funcion f(x) en unintervaloy giramos su grafica alrededor del eje de

abscisas, generandose una superficie de revolucién.?*
o7l
SUPERFICIES DE REVOLUCION
-_-___-_-_______-—-

Revolucidn de un

Superficie de revolucién

Las superficies de revolucién son figuras que se forman al girar 360°
una linea recta o una curva contenida en un plano, llamada
generatriz, alrededor de un eje de rotacion, contenido también en el
mismo plano.

24 Escenas (pag. 40,41) de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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SUPERFICIES DE REVOLUCION

Mend de funciones

i{x) se v

Comota supe e

Sélidos de revolucion o cuerpos de revolucion

Los solidos de revolucién son figuras que se forman al girar 360° una
region de un plano alrededor de una recta, o eje de rotacion,
contenido también en el mismo plano.

Bl

SALIDD DE REVOLUCION

it i pad i

air .
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1.3.7 Volumen de revolucion de un cuerpo sélido

Exploracion. Solidos de revolucion.
v- . 7 ’ .
Volumen de revolucién de un cuerpo sélido. %

iUsa los controles para observar cémo se genera el volumen!

Un volumen de revolucion se genera cuando una seccidon rota
alrededor de un eje, para este caso la region de color amarillo la
rotaremos alrededor del eje x.

aea

Aplicacién de la integral definida O
Calcula el drea utilizando la integral definida

Miouse Izquiardo scotende gim ka figura e A

Ejo ¥

El la siguiente escena interactiva, sigue los pasos y observa la region
formada por el solido de revolucién.

25 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Exploracién. Solidos de revolucién.
v- . 7 . . 7
Region formada por el solido de revolucion. 26

Observa laregion formada por el solido de revolucion.
Oprime el botén Paso 1y sigue las indicaciones dadas en cada paso.

Puedes girar la grafica con clic izquierdo o, si lo deseas, puedes
ampliarla o reducirla con clic derecho sostenido.

Haz clic en el baton "paso 17, observa coma se forma el
volumen de revolucion,

Siunaregion R en el plano xy se hace girar alrededor de un eje L, se
genera un sélido denominado sélido de revolucion.

26 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Figura 1.7. Sélido de revolucion (Tronco de cono)

El volumen de este solido es A(xi)Az, de modo que una
aproximacion a la concepcioén intuitiva del volumen de la i-ésima
rebanada S; es:

V(S;) ~ A(zi) Az

Al sumar los volumenes de estas rebanadas, obtenemos un valor
aproximado del volumen total (es decir, a lo que pensamos
intuitivamente que es un volumen). Esta aproximacién parece ser
cada vez mejor cuandon — oo.

Definicién.?’

Sea S'unsdlidoqueestaentrexz = ayx = b.Siel drea de la seccidén
transversal de S en el plano P,, a través de = y perpendicular al eje
z, es A(x), donde A es una funcién continua, entonces el volumen
de Ses

b n
V= / A(z) de = lim ;A(aci).&x

27 Definicién tomada de: Célculo de una variable. Conceptos y contextos. J. Stewart 4Ed.
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Método del disco

Como se acaba de analizarse, el volumen V' de un sélido puede

encontrarse por medio de una integral definida siempre que se
conoce una funcién A(z) que proporciona el drea de una seccion

transversal formada al hacer pasar un plano por el sélido de forma
perpendicular a un eje. En el caso de encontrar el volumen de un
solido de revolucion, siempre es posible encontrar A(x); el eje en
cuestion es el eje de revolucién L.

-

a / #\ [) U T ‘r
Ye—1 Xp X
_.,.I |‘_
Avp= xp—x
a) Region b) Disco c) n discos d) Sélido de revolucion

Figura 1.8. Superficie de revolucion 28

Cuando el elemento rectangular rojo en a) gira alrededor del eje x se
genera el disco circular rojo en b), donde es area de es disco circular
es:

por tanto,

V= / da:—/aﬂ'f( :E—?T/f

28 Definicion tomada de: Célculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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b
Volumen, V= 71'/ f(x)*dzx

0 Ejercicio 1. Area bajo la curva.
) Integral definida - Calculo del 4rea bajo la curva. %?

Calcula el drea bajo la curva.
Ingrese la funcién y pulsa la tecla "enter <4 "y observa los resultados.

e

| 3.0 i = K |r|:1.'2f|.
Area= J'rnn 3*sin{x/2) dx ) :

A =558

Suma superior = 7.69
Suma inferior = 4.64

JC1 CERCIT Ploo)t 4| [ 3EE

27 Calculo Integral, Proyecto Pi. Edicién grupo de Investigacion Gnomon. Instituto
Tecnologico Metropolitano (ITM), Colombia, Medellin.
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Ejercicio 2. Volumen de un solido de revolucion.
) Integral definida - Calculo del volimen de un sélido. *°

Calcula el volumen del solido de revolucion. Ingrese la funciéon y pulsa
la tecla "enter <4 "y observa los resultados.

™
~ 3.0 _ , fix}= | 3"sin{x2)
v-nfu ( 3*sin(x/2) )* dx
V= 40.42

Suma superior = 48,92
Suma inferior = 32.04

Rectangulos supenores

n ] LAERIL | LR [N

Aplicaciones de la integral definida. Practica con varias funciones
para calcular el drea bajo la curva y el volumen de revolucién.

30 Caleulo Integral, Proyecto Pi. Edicién grupo de Investigacion Gnomon. Instituto
Tecnologico Metropolitano (ITM), Colombia, Medellin.
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1.3.8 Volumen de revolucion de seccion hueca

Exploracién. Sélido de revolucion.3!

Un volumen de revolucion se genera cuando una seccidon rota
alrededor de un eje, para este caso la region de color amarillo la
rotaremos alrededor del eje x.

iUsa los controles para observar cémo se genera el volumen!

6]

de la integral definida 0.J
Célculo del volumen de revolucidn de seccifin hueca

Ln vnlumen de ravnlurcicn ce seocion
husca se ganara cuando una seccian
larrmadis por dos Curvias roli aredoda
e un e

Er ‘o pscend se obserea una regicn
farmada por las tuncicnes

fix)=2 1..-'"1 T = -.'.-"';-c
que rolaremos arededar del gje s

Ll=a s controles para obzarear 2l
desarrallo del welurmen do reeclucion.

Purdes miar 2l coerpo ohienido ron
clic derecha wostenido.

Para rotar el solido formado, oprime en el mouse clic izquierdo
sostentido y arrastra, o para cambiar |la escala, oprime en el mouse
clic derecho sostentido y arrastra, sobre el sélido.

31 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Exploracién. Sélido de revolucion.
v- . 7 . . 7
Observa la region formada por el solido de revolucion. 2

Oprime el botéon Paso 1y sigue las indicaciones dadas en cada paso.

Puedes girar la grafica con clic izquierdo o, si lo deseas, puedes
ampliarla o reducirla con clic derecho sostenido.

o]

Aplicacitn de ia definida
Cadcurl il wolurmen de revolscion de seosiin hecs

En la wscena de la izguierda bay
LN SECCiOn conformaca por dos
funcinnas ¢ ur sRgMEntn vRricA
[x= b}, Cambia la posicion de
ol soymen o o i oo d
cesplazarmienta al laaar quea
draers, lweqn grnera &l /odlidn

de revalucidn ¢ Que chservas?

b 13

Haz clic en ol batén "Contnuar” v ebeerva camo so
forma el volumen de revolucion de seccion hueca

Para rotar el solido formado, oprime en el mouse clic izquierdo
sostentido y arrastra, o para cambiar la escala, oprime en el mouse
clic derecho sostentido y arrastra, sobre el sélido.

32 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Método de la arandela

Sea R la regién acotada por las graficas de las funciones continuas
y= f(x),y =g(x) y las rectas x = a y z = b, que se hace girar
alrededor del eje . Entonces una rebanada perpendicular al eje x del
solido de revolucién en z; es una circular o anillo anular. Cuando el
elemento rectangular de ancho Az gira alrededor del eje x, genera
una arandela. El area del anillo es

A(z;) = drea del circulo — Grea del orificio

a) Region b) Arandela c) Solido de revolucion
Figura 1.9. Superficie de revolucion 33

Cuando el elemento rectangular rojo a) gira alrededor del eje x se
genera la arandela circular roja b), entonces el volumen del sélido es

b b
V= [ (4@ - @) do = [ n(f@) - 9@ do

33 Definicién tomada de: Célculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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b
V=r [ (He) - 9@ do

0 Ejercicio. Integral definida.
Calculo del volimen de un sélido formado por dos funciones.3

0

Ingresa el valor obtenido, pulsa la tecla "enter <d"y verificar tu
respuesta, si tu respuesta es correcta, oprime el botén otro ejercicio.

&7

El s0lido de seccion hueca que se ohserva, se formao

al rotar la region acolada por;

f{x) = x, g(x)= ; a=0,b=3.00

El volumen es igual a V= F 3

34 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Refuerza lo aprendido.
Aplicacién del area bajo la curva y el volumen de un solido de
revolucién. Analiza los siguientes ejercicios resueltos y practica.

©

o7l

Imprimir
Ejercicio 1. \
Calcular el area de una "lu
region acotada por la curva \
flz)=2*+5 \
"I
y las rectas N
Ir = 1, r=4 L F
Solucién.

A:f:f(m}dmzf(mﬂmdx

g 4

1 T
Azf(:r2—|—5}d.1:=——|—5a:
1

3 1
43 12

=5 +5(4) - (? + 5(1))
63

=3 +15 =236
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Capitulo Il

Técnicas de Integracion







2.1 Integracion directa

Se utiliza haciendo uso de recursos algebraicos, propiedades y de las
formulas que se encuentran el la tabla de integrales de formas
basicas y que fueron trabajadas a principio del texto.

Integracion de potencias
]

I x"dx =— +C (n#—1)

- n+1

Integracion de constantes

| cf(x)dx = ¢ | f(x)dx l kdx=kx+ C

Suma de funciones Integracion logaritmica
. M 9 N ]

| [f() + g@)]dx = | () dx + [ g(x) dx ~ de=lnfz] +€
] . . i
Integracion exponencial _

- L] {I"

| edx=e"+C ‘ a*dx=——+C
. . Ina

Integracion algebraica

1 3 1

| = dx =tan"'x + C l ————dx=sen'x+ C
el R T

Integracion trigonomeétrica

| senxdx = —cosx + C ‘ cos xdx =senx + C

I secxdx =tanx + C ‘ cse’xdx = —cotx + C

| sec xtan xdx =secx + C ‘ cscxcotxdx = —cscx+ C
| senhxdx = coshx + C ‘ coshxdx = senhx + C

/(z.. Enla parte superior derecha de este texto encontramos una
(Jfe
<77 Tabla® mas ampliada de férmulas de integracion.

35 Tomada de: Calculo: Transcendentes Tempranas. D. Zill. 4Ed.
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. x— 2
Ejemplo. Evaluar N

/(a: — 2z Vde = [ 2P dx -

i
5
3
3V
~ 5

ot
3N

N
29+
3

/ 13 dg
+C

0 Ejercicio. Integral indefinida - Directas.
) Resuelve integrales de forma directa y observa su solucion. 3¢

Calcula _[5 x“dx

Otro ejercicio Solucion

o]

36 Escena de Consolacién Gil Ruiz. CC by-nc-sa
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iRecuerda!
La antiderivada o integral indefinida se representa por:
/f(:r)da: =F(z)+C

2.2 Integracion por sustitucion.
Integracion por sustitucion o cambio de variable.

Cuando se presentan funciones compuestas, en las que ya no es
posible una integracion directa, puede ser que con un cambio de
variable se transformen en integrales inmediatas.

A menudo se encuentra una integral que no puede clasificarse en una
forma conocida como la de la tabla de integrales o integrales que
pueden llamarse inmediatas.

Por ejemplo, no es posible evaluar mediante la aplicacién inmediata
de cualquiera de las formulas de la tabla anterior la integral

/m5(:1:6 —3)%dz

No obstante, al aplicar una técnica de integracién algunas veces es
posible reducir una integral como ésta a una forma conocida.

En muchas ocasiones, cuando la integracion directa no es tan obvia,
es posible resolver la integral simplemente con hacer un cambio de
variable adecuado. Este procedimiento se conoce como integracion
por sustitucion.

En este caso las formulas de integrales se las puede observar no solo
se utilizan en terminos x sino para otra variable.
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Regla de sustitucion. Si u = g(z) es una funcién derivable cuyo
rango es un intervalo I y f es continua sobre I, entonces

[ #6(@))d @) do = [ w)du

Procedimiento sugerido.

1. Seleccione unasustitucion u = g(z).

Por ejemplo, de / z°(2® — 3)® dx,tomaremos  u = x5 — 3

2. Hallar du = ¢g'(z)dz por tanto, du = 6z°dz

3. Reescribir la integral en términos de la variable u, entonces la

1
integral sera 6/(11,)8 du

4. Evaluar laintegral resultante en términos de u, por tanto,

por ultimo, regresamos a la variable original x.

6

_ 99
/w5(w6—3)8dw:(w5—43)+0

iRecuerda!
El método de integracion por sustitucion o cambio de
variable tiene como origen laregla de la cadena de |la derivada.
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0 Ejercicio 1. Integral indefinida - Sustitucion
) Calculalas siguientes integrales. 37

Resuelve el ejercicio propuesto y verificar tu respuesta, oprime el
botdn solucidn. Realiza otros ejercicios oprime el botdn ejercicio.

o]

Calcular la siguiente integral: T 68 neEin

f 352" dx

el .
Consullar labla de inlegrales

La regla de sustitucion para la integracion aplica la regla de la cadena
para la derivaciéon. Por tanto, observe que, si u = g(ac) entonces

du = ¢'(z)dz.

37 Escena de Consolacién Ruiz Gil, Carlos Mario Restrepo Restrepo, Miguel Angel Cabezén
Ochoay Juan Guillermo Rivera Berrio.
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|
A
(=}

Ejercicio 2. Integral indefinida - Sustitucién
Calcula las siguientes integrales. 38

Parainiciar oprime el botén ejercicio.

Resuelve el ejercicio propuesto y verificar tu respuesta, oprime el
botén solucidn. Realiza otros ejercicios oprime el botdn ejercicio.

o]

LA RECGLA DE SUSTITUCION

Algunas reglas para calzular la arlidenvada 185 puadas coosultar hasientdn elis &9 &l
ban “tabla®, Yo ohstante . ostas reglig no o0 suficientes para eealuarintesg ales

iy ) 2w i,r-" g5 0 ilw Sapoc osaresnnes wncaslio b eanisalbe, S pan e gue o= g

erionces podermos expresal ¢ diferencial dew as du = 2xiix

VaMas & OrganiZar NUestra integral pars &l cambio de vanabla: | 4 x'=2 2xdx
flra, palende: suslitudr o la waiialile oy sioodferencial, oblaniando.

— & -

[ o i, ey silien e i i =
. 1'._' 1 i ¥ :.I o = ? La
A sustrtur por a BEfIeE N BN X, @cianramas |a salucan hnal & nuestrs ||'||"FH; ‘al

rax /K8 dn e 8
«zzs Tt -

Se debe tener presente al utilizar el método, que la dificultad se
puede presentar sino se escoge un cambio Util, ya que, en caso

contrario, la integral resultante puede ser de mayor dificultad que la
integral inicial.

38 Escena de Consolacién Ruiz Gil, Carlos Mario Restrepo Restrepo, Miguel Angel Cabezén
Ochoay Juan Guillermo Rivera Berrio.
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[0 Ejercicio 3. Integral indefinida - Sustitucion
) Calculalas siguientes integrales. 37

Parainiciar oprime el botén ejercicio.

Resuelve el ejercicio propuesto y verificar tu respuesta, oprime el
botdn solucidn. Realiza otros ejercicios oprime el botdn ejercicio.

[ 7I|
O
Seleccwona ol npa de ; ..
Buncian a integ rar Halla ‘,lll‘:':;"'- F41 iy

W

soveon

:Que sucede con las integrales definidas?

El método de cambio de variable es un poco mas complicado cuando
se aplica en integrales definidas porque al cambiar la variable, deben
actualizarse los extremos de integracién. Una forma de evitar este
problema es resolver primero la integral indefinida.

39 Escena de Consolacién Ruiz Gil, Carlos Mario Restrepo Restrepo, Miguel Angel Cabezén
Ochoay Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Cuando se evalua una integral definida por sustitucidon, pueden
solucionarse de dos formas:

<4 Una forma, es evaluar primero la integral indefinida v,
enseguida, aplicar el teorema fundamental, por ejemplo:

wino

! 1 [ . 1
/\/2w+1dw:§/u§du:§(2w+1) =
0

< Otra forma que suele ser preferible, es cambiar los limites
de integracién cuando se cambia la variable, por ejemplo:

u=2z+1ldondeu=2(0)+1=1,u=24)+1=9

1 29
/\/2az—l— daz—l/ 5du=l(u)§}
2 3 1
1 2 1 >
— 2(9)F — Z(1)3
HORRELE
%
3

Regla de sustitucion. Si g’ es continua en [a, b] y f es continua en el
intervalo de u = g(x), entonces

b g(b)
2)).d (2)dx = uw) du
/af(g( )).g'() /g(a) f(x)
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2.3 Integracion por partes

Toda regla de derivacion tiene una correspondiente regla de
integracion. Por ejemplo, la Regla de sustitucion para integracién
corresponde a la Regla de |la cadena para derivacion. La regla que
corresponde a la Regla del producto para derivacién se denomina
regla para integracion por partes.

Pasos para utilizar la integracion por partes:

1. Se realiza la elecciéon de u y dv en la integral dada, donde u es
igual a una de las expresiones de la integral de tal forma que su
derivada sea una expresion mas simple y la funcién dv suele ser
el factor mas complicado en el producto que puede integrarse.

2. Luego se diferencia el factor v y se integra la funcién dv.

Derivar

u=f(z) ——du= f(2)

dv = ¢'(z)de ——— v = /g’(x) dzx

Integrar

3. Luego expresamos los datos obtenidos en la expresion:

J:r dv = v — Ju
1

se integra
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2 Ejercicio 1. Integral indefinida - Por partes. °
, Resuelve el ejercicio propuesto y verificar tu respuesta, oprime
el botdn solucion. Realiza otros ejercicios oprime el botdn ejercicio.

o]

Escoja una apeldn

O npckon =

Elig= =l tipo de prokdama gue prafisras,

Consideremos otra regla nemotécnica que nos va a guiar en la
eleccion, a priori, mas adecuada para selecionar la funcién u, es la

palabra LIATE, que se un acrénimo de:

L ogaritmicas.

| nversas.

A lgebraicas.

T rigonométricas.
E xponenciales.

40 Escena de Consolacién Gil Ruiz. CC by-nc-sa
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Formula de integracion por partes:

Judv =uv- vva

e Ejercicio 2. Integral indefinida - Por partes.
) Calcula las siguientes integrales. 4

Oprime el botdn clic para iniciar, resuelve el ejercicio propuesto y
completa la respuesta. Oprime el botdon ver la solucién y verifica,
realiza mas ejercicios oprime el botén otro ejercicio.

&)

ko sipieries s, | EJRTCICIOS de integracidn por partes
Arsrs eealyar b omiraen

g e oo, leear gl cyaden

b lemlempr v i mprme o= ey

werars ge By deeesia

Sy pem g Suew ol
S dr Fak gmnes ulicga
S B It iingddy T, et
gl a8 %6
Finalergria,. com o badla
‘mrleE ey e el pr
W resEueia

41 Escena de Consolacién Gil Ruiz. CC by-nc-sa

67


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/calculadora/index.htm
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/images/cap2/imagen10.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/interactivos/obj_4_1_2.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/

2.4 Potencias de funciones trigonométricas

Como integrar potencias superiores de senx y cosx, productos de
potencias de senx y cosz, se usan identidades trigonométricas para
integrar ciertas combinaciones de funciones trigonométricas.

Esta técnica es utilizada para integrales de la forma
/Senm(w).Cos”(x) dz

Para evaluar integrales de este tipo se tienen dos casos:

Caso I: Si m on es entero positivo impar.

Se utliza una de las siguientes identidades:

4 Sen?(z) =1— Cos?(z)
4 Cos*(z) =1— Sen’(z)

Caso ll: Sim y n son enteros positivos pares.

Se utliza una de las siguientes identidades de angulo dobles (ambas si
se requieren):

4 Sen’(z) =
4 Cos®(z) =

(1 — Cos(2z))
(1+ Cos(2x))

[T Y

Para cada caso, una vez transformada la integral mediante la
identidad trigonométrica apropiada, ésta se resuelve de manera
directa o usando la técnica de sustitucion.
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Supongamos Cos™(z), donde m es impar, o sea m = 2k + 1,
entonces:

Cos™ (x)=Cos?* (x) - Cos (x) — Se descompone
(Cos? (x))* - Cos (x) — Se reorganiza
(1-Sen? (x))*(x) - Cos (x) — Se Utiliza identidad Cos® (x)

/(1 — Sen?(z))*(x).Cos(z) dz = /(1 —u?)fdu

donde,u = Sen(z)ydu = Cos(z)dz.

-2 Ejercicio 1. Potencias de funciones trigonométricas.
) Calcula las siguientes integrales. 42

Halla ft:ns’ndx_.

42 I . . . . ,
Escena de Héctor Javier Herrera Mejia y Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Sea Sen™(x),donde m es impar, o seam = 2k + 1, entonces:

SenZkH(x) en2k (x) - Sen (x) — Se descompone
ko

(Sen” ( ) en(x) — Se reorganiza
(1-Cos? (x)) Sen( ) — Se Utiliza identidad Sen® (x)

/(1 — Cos*(z))*(z).Sen(z) dz = — /(1 —u?)rdu

donde,u = Cos(x) ydu = —Sen(z)dz.

-2 Ejercicio 2. Potencias de funciones trigonométricas.
) Calcula las siguientes integrales.

Halla _,|'r5|3n5x dx .

43 I . . . . ,
Escena de Héctor Javier Herrera Mejia y Juan Guillermo Rivera Berrio.
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0 Ejercicio 3. Potencias de funciones trigonométricas.
) Calcula las siguientes integrales. 44

Ejercicio 3y 4, del tipo Sen™ (x)Cos"(z), conm o nimpar.

Halla | (sen’x-cos'x)dx ,

Ejemplo. EvaIuar/Sen3(x)Cos6(a:) dz

/Sen3(x)0036(x) dr = /Sen(x)Sen2(zc)C’osﬁ(m) dz

= /Sen(a:)(l — Cos*(z))Cos®(z) dx

Sea u = Cos(x), entonces du= —Sen(z)dx

44 . . o . . ,
Escena de Héctor Javier Herrera Mejia y Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Por tanto, la integral con cambio de variable es:

/Sen(m)(l — Cos*(z))Cos®(x) dz = — /(1 — ut)ubdu

u’ b
=——+—+C
7 i 8 i
7 8
/Sen3(:c)0036(:c) dr = —0087 () + 0088 (@) +C

2 Ejercicio 4. Potencias de funciones trigonométricas.
) Calculalas siguientes integrales. %

Halla I,Ir (cos"x-sen™x)dx |

D G

45 . . o . . ,
Escena de Héctor Javier Herrera Mejia y Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Coémo integrar productos de potencias de T'an(z) y Sec(z), se usan

identidades trigonométricas para integrar ciertas combinaciones de
funciones trigonométricas.

Esta técnica es utilizada para integrales de la forma
/Tcmm (x)Sec™ (z) dx

Para este tipo de integrales se usan las identidades:

1. mparyn € R,seutiliza
1 + Tan?(z) = Sec?(z) y sustituir u = T'an(z)
2. nimparym € R,se utiliza
Tan?(xz) = Sec?(x) — 1y sustituiru = Sec(z)
3. mimparyn = 0, utilizar integracion por partes, donde
u = Sec™ 2(z)ydv = Sec*(z)dz
4. mimpary n par,se utiliza
Tan?(z) = Sec?(x) — 1,y emplear integracion por partes.

5. m=0yn € Z*,seutiliza
1+ Tan?(z) = Sec?(z) y sustituir u = Tan(z)

Observaciones.

<4 Para los dos primeros casos, una vez transformada la
integral median te la identidad trigonometrica apropiada,
ésta se resuelve usando la técnica de sustitucion.

< Parael cuarto caso, al usar la identidad indicada, la integral
se reduce al tercer caso.

73



O Ejercicio 3. Potencias de funciones trigonométricas.
) Calcula las siguientes integrales. 46

Resuelve el ejercicio propuesto y verificar tu respuesta, oprime el
botdn solucidn. Realiza otros ejercicios oprime el botdn ejercicio.

o]

Halla [ (tan’x-sec®x)dx ,

Para resolver integrales que incluyen combinaciones entre
cotangentes y cosecantes se procede de manera idéntica a la
planteada en la tabla usando las identidades de la cotangente y
cosecante.

6 Escena de Miguel Angel Cabezon Ochoa, Héctor Javier Herrera Mejia y Juan Guillermo
Rivera Berrio.
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Veamos ahora productos de funciones trigonométricas escritos
como sumas Yy restas, donde aplicamos otras identidades
trigonométricas, observa los siguientes ejemplos, oprime el botdn de
la identidad deseada:

e

Inlegrakes duee se resueiven aphcandn senbidades de o iormeas

[

f Sen[mx) Cos(nx) dx = senfa + b) + senja - b) = 2 senfa) cos{b)
- _f Cos{mx] Cos{nz) dx= = cos{a + b} + cos{a - b} = 2 cos{a) cos(b)
1 j Sen(mx) Senfnx] dx = cos{a + b) - cosfa - b) = 2 senfa) senib)

fid

il

Ver sjlemplos, oprme 2 bowon siguisme wer ejernplos

‘Ampiiar

-0 Ejercicio. Potencias de funciones trigonométricas.
) Calcula las siguientes integrales. 4/

i:llm

Inlegizbkes que 5o resushven aplcando oenbdades de ko lomeac

[

f Sen[mx} Cos{nx) dx = sen{a + b) + sen{a - b) = 2 senia) cos{b)
- _f Cos{mx] Cos{nx) dz = cos{a + b} + cos{a - b} = 2 cos{a) cos(b)
1 _,l’ Sen(mx) Sen{nx] dx = cos{a + b) - cosia - b) = 2 senfa) senib)

full

ul

Ver ejemplos, oprme & hoton siguisne wver ejemplos

47 escenas de Miguel Angel Cabezon Ochoa, adapatadas por el autor.
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Veamos otra técnica de sustituciones trigonométricas utilizando el
Teorema de Pitagoras.

Casol. 72 =aqa? — 2

En integrales que contienen
expresiones del tipo

va? — x2. 3

x
Donde, Senf = —, entonces X
a
suponemos r = a.senb \IEI
En el triangulo se observa -
que:
s T
va?2 —x?2 = a.cosf con —3 <6< 5
Casoll. 72 =a? + 22
En integrales que contienen
expresiones del tipo o o
va? + x22. \/J': +a
x
Donde, Tanf = —, entonces X

a
suponemos = = a.tant

\B
En el triangulo se observa a
que:

vaz +zx2 =a.secd con —

o] 3
IN
)
IN
S



Casolll. a? = r?2 — g2

En integrales que contienen
expresiones del tipo
a2 — 12

Donde, Secl = f entonces

suponemos r = a.sect

En el triangulo se observa
que:

-
S

\e

Y

a-Xx

va? —z? = fatanf con 0<60< 7 5<0<m
Observa los siguientes ejemplos.
o]
(=

Xy

il

Ver gjemplos, oprme 2 botdn Siguicnie

wer gjemplos

Inlegiakes gue S resushen aplcando denbdades de la lormee

. f sen[mx) Cos(nx) dx = sen{a + b) + sen{a - b) = 2 sen{a) cos(b)
_f Cos[mx) Cos{nz) dx = cos{a + b} + cos{a - b) = 2 cos{a) cos(b)
. Ji’ Sen(mx) Sen{nx) dx = cos{a + b) - cos{a - b) = 2 senfa) sen{b)
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INTEGRALES que contienen expresiones del tipo v/a2 — z2

=

Imprimir

Tabla. Sustituciones Trigonométricas.

j dz -] &

=s8in~ = —

a2 — 22 a

f i:?d.'ﬁ - = = ﬂ?—lg
a? — z?

f 22 da __I‘IHI'II-E—IE a._z._lf
Va2—22 2

a -z )3;‘2

f‘/j 3

fsz:“l (f

@ Descarga:

Tabla de Integrales: Sustituciones trigonométricas.
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0 Ejercicio. Sustitucion trigonométrica.

) Calcula las siguientes integrales. 48

Calcula las siguientes integrales, utilizando la regla

dx = sin~* (g) +C

| o=

Resuelve el ejercicio de emparejamiento, encuentra las parejas,
arrastrando las flechas de la integral de la columna izquierda a la
solucién de la columna derecha.

Verificar y realiza otro ejercicio, oprime el botén otro ejercicio.

1 al-x

Lisando esia regla: _||'r dx = san l{ij +C
l
encuanira las pargas, anasiandn Bs lechas de lainlagral
de la columna izquicrda a ke salucidn de la calumna derccha
iLa columna derechs debe quadar =1 szul clarod

1
—ilx R

At it —san 22+ 0
'lll." -4 3 J f 2 ]

-1 __|Ix__* Loan i34, 4 0
R F3en 50+ 0

,.l ol . 1 .1, 2x LC
e Fsen (=]
%Iﬂi‘: | T LSEI_I.]_[.II._:{] +C
'lll." 16-Ox 4 3

48 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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2.5 Integracion en fracciones parciales

En la integraciéon por descomposicion en fracciones parciales,
integramos funciones racionales (razones entre polinomios) al
expresarlas como sumas de fracciones mas sencillas.

., . b\xr ., .
Cuando una funcién racional ﬁ es una fraccién propia, o sea que
q(x
el grado del numerador es menor que el grado del denominador, se
recomienda usar el metodo de fracciones parciales.

Fracciones parciales:

Si una fraccion propia puede escribirse como la suma de fracciones
cuyos numeradores son de grado menor que el grado del
denominador de la fraccion dada, cada una de esas fracciones
sumadas se llaman fraccién parcial de la fraccién originalmente dada.

Procedimiento:

1. Analizar la Fracciéon Parcial, verificar que el polinomio del
numerador sea de menor grado que el denominador. En caso
contario, se transforma la fraccion a una forma mixta, usando el
Teorema de la Division (Prueba de la division).

2. Factorizar el denominador si no lo esta. Siempre es conveniente
tener el denominador en factores.

3.Determinar las constantes, dependiendo del sistema de
ecuaciones que se obtenga se procede a resolverlo para
determinar el valor de las constantes del sistema.

4.Reemplazar las constantes, se sustituyen los valores de las
constantes determinadas para la expresion.
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Se presentan varios casos, segun los factores presentes en el
denominador:

Caso I. Factor lineal
Es un factor de la forma ax + b. En este caso la fraccién parcial
correspondiente es de la forma:

A
ar +b

Caso Il. Factor lineal repetido.
En este caso se deben asignar n fracciones parciales y tiene la forma:

< Paraelcaso z™, las n fracciones son:

< Paraelcaso (ax + b)", las n fracciones son:

4 B, ¢ 4
ar+b (ax+0b)? (ax+b)3 7 (ax+b)"

Caso lll. Factores cuadraticos.
En este caso la fraccion parcial correspondiente es de la forma:

< Factor cuadratico no factorizable. Es todo factor de la
forma (az? + bz + ¢) con b*4ac < 0.

Az + B
ax? +bx+c
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< Factor cuadratico no factorizable repetido. Es todo factor
de la forma (az®+bx+c)" con b*4ac <0, las n

fracciones parciales son:

Ax + B Cz+ D Mx + N
+ + ...
az’? +bzx+c (ax?+ bz + c)? (az? + bx + c)”

En todos los casos A,B,C,D,..,.M y N son constantes a
determinar por medio de un sistema de ecuaciones.

9 Ejercicio. Fracciones parciales. %’
) Resuelve el ejercicio propuesto y verificar tu respuesta, oprime
el botdn solucion. Realiza otros ejercicios oprime el botdn ejercicio.

o]

Integracion de unciones rmcionales

Descompsican en racciones simpley
el
|Il I'—"L:I"
P T s
AL TR Y A ke iyal
) A rnna e Ll TVYTVI S A V) AR L,
[ LI R T T LN
t I TR L L i !
5 T
folnide # 50 s
4 @ I-: i

47 Escenade Miguel Angel cabezén Ochoa con licencia CC by-nc-sa
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Para esta actividad encontaremos integrales de funciones como:

4x + 3 d
x3 — bhx? —40x + 34 T

Esto te obligara a practicar, a su vez, factorizacion de polinomios, aqui
encontraras algunas escenas de factorizacion.

9 Ejercicio. Fracciones parciales.
) Calculalas siguientes integrales.”®

Resuelve el ejercicio propuesto y verificar tu respuesta, oprime el
botdn solucidn. Realiza otros ejercicios oprime el botdn ejercicio.

o]

O

Calcular la siguiente integral: | NP

Pracihcar Enchnnraciiie T

Prachicar sctonescion 2

Praciicar Eachnnraciiie 3

0 Escenade Miguel Angel cabezén Ochoa con licencia CC by-nc-sa
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Caso. Grado del numerador igual o mayor al denominador

Si el grado del numerador es igual o mayor al del denominador, la
fraccion debe reducirse a una expresion mixta dividiendo el
numerador para el denominador. Para ello se aplica el "Teorema de la
Division" (Prueba de la division):

— P(x) = Resultado(z) + R?S?duo(w)
divisor(x) divisor(z)
314
Ejemplo. Evaluar/ m2 + dr
z + 4

Como el grado del numerador es mayor que el del denominador,
utilizamos Teorema de la Divisién, expresando la fraccién en mixta:

a2 +4  |2?+4
—z — Ax T
4 —4x

donde: 23 — 4z = (4 — 4z) + z(z? + 4) dividiendo por x* + 4
toda la expresion, se tiene que:
’ —4dr  4— 4 N z(z? + 4)
z2+4 244 x2 4+ 4
z® — dx _4—-4x
w2+4  z2+4

+x

La nueva integral quedaigua a:

x3 +4 4 —4x
/x2+4dx—/x2+4dw—l—/xdx
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Se presentan dos integrales, donde la [ z dz es de solucion directa:

2
x
/wdmz;—l—cl

—4xr + 4

La otra integral, _
8 / x2 +4

irreductible z2 +4. En consecuencia, la descomposicion en
fracciones parciales es de la forma:

—4x +4 B Az + B
x2+4  x2+4+4

dxr presenta un factor cuadratico

Entonces, al igualar los cieficientes, se obtiene que:

—4r+4=Ax — B
A=—-4 y B=4

En consecuencia, la integral se convierte en:

/Ax+Bd_/—4x—|—4d_/—4a:d+/4d
2+ 4 T x2+4 T= 2+ 4 v 2+ 4 :c

iRecuerda! Utilizando la formula de integracion:

1 1
/ ————dx = —.Tan_l(f) +C

x2 + a? a a

Z

= —2.Ln|z® + 4| + 2.Tan"( 5

) +c2
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En consecuencia, la solucidon de la integral esta dada por:

x2 +4 2

3 2
4
/ T =T o Lnja® 44+ 2.Tan_1(§) +C

Resumen. Casos de fracciones parciales

Factor ™ Formadel factor

Forma de la Fraccion parcial

n=>0 A = constante No existe

n=1 ar +b %ikb

n=1 (az + b)" o5 T mp T eyt
n =2 azx? +bx +c #}?ﬁw

n=2 (az® + bz + o) | A2 + (awg—f;:_ce—c)z +

Entodosloscasos A, B,C, D, ..., son constantes a determinar
por medio de un sistema de ecuaciones.

@ Descarga:

Tabla Resumen. casos de fracciones parciales.
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2.6 Integrales impropias

Se ha estudia la integral de una funcion f acotada y definida en un

intervalo [a, b, donde a,b reales.

Ahora intentaremos generalizar este concepto de integral para

funciones que no verifican que:

4 Los limites de integracidén eran nimeros finitos, y que

< La funcién f era continua sobre [a,b] o, en caso de ser
discontinua, que estaba acotada sobre el intervalo.

™
v -
v -

Exploracion.>!

:Se puede utilizar directamente el teorema fundamental del calculo?

'

Para calcular

o7

£Podras utilizar directamente el
teorema fundamental del calculo?

Claro que NO, la funcién no esta
definida para x = 0, luego debes
acudir al uso de los limites.

Como la funcion esta definida a la

derecha de cero, puedes escribir
la integral como:

lim f;

=0

3

1
— dx
X

51 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Ahora puedes utilizar el teorema fundamental del calculo y luego la
teoria de limites para solucionar la integral. Esto se puede ver, por
ejemplo en:

1. La integral de una funcién no acotada, definida en un intervalo
acotado, por ejemplo:

f(z) = = en (0,d]

Z

2.La integral de una funcién acotada, definida en un intervalo no
acotado, por ejemplo:

f(x) = % en [1, +oo]

3. La integral de una funcién acotada, definida en un intervalo no
acotado, por ejemplo:

f(z) = i en (0, +o0]

iEstudiaremos!

El concepto de una integral definida en el caso donde el
intervalo es infinito y también en el caso donde f tiene una

discontinuidad infinita en [a, b].

En uno u otro de estos dos casos la integral se denomina integral
impropia. A continuacion, veamos los casos que se pueden
presentar para solucionar este tipo de integrales.
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2.6.1 Tipo l. Intervalos infinitos (no acotado).

Si el integrando f esta definido sobre un intervalo no acotado, hay
tres integrales impropias posibles con limites de integracién infinitos:

Definicion.’2 Intervalos no acotados.

1.Si f es continua sobre [a, +00), entonces

" e = hm/f

a b——+oo

2.Si f es continua sobre (—o0, b, entonces

b b
| t@da=im_ [ f@)d

3.Si f es continua sobre (—o0, +00), entonces

—+00

f(z) dz /_ Cf@) et [ f(z)da

+00

Las integrales impropias f;oo f(z)dzy f_boo f(z) dz se denominan
convergentes si existe el limite correspondiente y divergentes si el
limite no existe.

Para la definicion (3), la integral fj;o f(x) dz es convergentes si las
dos integrales convergen, de lo contrario, es divergente.

32 Definicién tomada de: Célculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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El area sombreada en la figura representa el valor de la integral
impropia:

Figura 2.1. Funcién continua en [a, +00) y en (—o0, b

Observa en la siguiente escena®® algunas integrales de este tipo.
:Determina si convergen o divergen?

o]
Integrales impropias

53 . . ,
Escenas de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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iRecordemos!
El area sombreada en la figura representa el valor de la
integral, expresada como:

A:/abf(:c)da:

Exploracion. Integrales impropias.
v- . .
Integrandos infinitos.

Observa el drea de la regién comprendida por la curva f(z), oprime
el boton Ampliar grafica

Oprime el botén Otro ejemplo para ver otra funcién f(x).

Area de la regién comprendida por la curva :

4>

) =2 1
X fx)=— en (1,+x)
.

+
esta dada por: A= fl - is dx
X

expresada como, lim f — dx
b=+

th

A 1 1
ath || oasifioi)ez
- 21b 2
Ampliar grafico Otro ejemplo

Usa el control a para cambiar el limite de integracion.
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iRecordemos!
La regla para calcular limites que tienden a +-0o, donde n es

un entero positivo, entonces:

. 1
lim — =0
z—o0 "

Ejemplo - Evaluar la integral, ; Converge o diverge?

1
2

T
00 b 1 b
/ Ed:c: lim / ;dmz lim z % dx
2 2

Resolviendo y evaluando la integral, se tiene:

i [~527 ), = i [~ 55 + 30070) -
botso L 222 12 boiee L 2(0)2 ' 2(2)2) T
Evaluando el limite:

SESE T ST S /S
2 b>too (B)2  2bo+o00 4 2 24

> 1 1
/ —3d$:—
9 X 8

Esto significa que la integral Converge.

Por tanto,
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2.6.2 Tipo ll. Integrados discontinuos.

Discontinuidades infinitas

Se dice que es impropia si f no esta acotada sobre [a, b], es decir, si f

tiene una discontinuidad infinita en algun ndmero en el intervalo de
integracion, sus definiciones se resumen como:

Definicion.>* Integrandos discontinuos.

1.Si f es continua sobre [a, b) y discontinuaen b™, entonces

/ab f(z)dx = tlirg} /atf(:c) dz

2.Si f es continua sobre (a, b] y discontinua en a™, entonces

b b
/ f(z)dz = lim [ f(z)dx

t—at t

3.Si se tiene una discontinuidad en ¢, para un c en (a,b) y f es
continua en los demas niumeros en [a, b] , entonces

/abf(x)dx:ch(x)dx+/cbf(x)dx

. . . b . .
Las integrales impropias fa f(x) dz se denomina convergentes si
existe el limite correspondiente y divergentes si el limite no existe.

>4 Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Para la definicion (3), la integral fab f(x) dz con c una discontinuidad
entre [a, b] son convergentes si las dos integrales convergen, de lo

contrario, es divergente.

Exploracion. Integrales impropias.

v - . .
Integrandos discontinuos. >

Observa la funcién f(z) y oprime el botén Calcula Limite y observa
el analisis de la solucion correspondiente.

Oprime el botén Otro ejemplo para ver otra funcion.

1
f(x) =—
xZ

Calcula Limite

o]

b
Recuerda gue A = JI'- f(x)dx
“a

El Area de la region comprendida por

| )
la curva f(x)=— vy el eje x, entre x=0
X

2.0
y x=2.0 esta dada por: A= fu fx)dx

f—

lim . 2.0
Ex decir: - / Fix)dx
r

Usa el control b para verificar que dicha
area no es finita, asi camhbie el valor de b

Si b=2.0 entonces A= 0O

Otro ejemplo

55 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Descomposicion en fracciones parciales
(Factor lineal y cuadratico no repetidos):

5x-x+25 _5x-x+25 _ A Bx+C _ A(x +25)+x(Bx+C)

Otro ejemplo

LA
X'+ 25x x(x¥*+25) % x'+25 X (x +25)

Sistema de ecuaciones: 5x°-x+25=(A+B )X’ + Cx + 25A donde
(1).A+B=5 > B=4
(2).c=-1
(3).25A=25 - A=1

Se tiene, entonces:

202 1,2 1 B
fﬂ —5“(2 X+25dx= lim 5% -X+25 "*25:1:{: lim f (i+ 4x-1 )dx

x° + 25x Ut x(x*+25) Tt Xy +25

t—0 t—0

1 1 1
im [ “Llax + tim 4f ——ox - lim [ le ax =
r X r r

lim Ln|x|+iLn|x2+25|-£Tan'1(i) !z
2 5 51|

3

=0

+

. 4 4 1 all].1 af t
lim |Ln(1)-Ln|t] + ZLn(26) - —Ln [* + 25] - —Tan™ | = |+=Tan™| =
m (1)-Ln|t] > (26) > | | 5 (5) = (5)

=[Ln(1) - o] + %[Ln{ZE] - Ln(25)] -[%Tan'l%) +Tan*(0)] =

1e.2
X X254 - Significa que la integral

De donde, fﬂ = ;
X"+ 25x es Divergente
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O Ejercicio. Integrales impropias.
) Integrandos discontinuos.

Ingresa el valor obtenido, pulsa la tecla "enter <4 "y verificar tu
respuesta, si tu respuesta es correcta, oprime el botén otro ejercicio,

para ver otra integral.

o]

Recuerda que

f{x) = (x-1) ‘

b )
A= ja f(x)dx si f(x)>0

4
Calcula la integral

n .
.f=f" (x=1 " dx

Utiliza una cifra decimal para tu
respuesta si la integral converge.

si diverge, Haz clic en el botan

Observa el planteamiento del calculo de la integral impropia:

33 1 33
| — [ S [ ——a
0 @1 Soo@-1F N @-

il =

t 33

1
= lim [ ———dz + lim — _dz
t—1- 0 (:U _ 1)5 t—1+ ¢ (ZC _ 1)

(S

Completa el proceso y concluye, ;diverge o converge?

56 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Evalua lo aprendido, resuelve el siguiente test respondiendo a las
cinco preguntas propuesta.

Preguntas. Seleccidn la respuesta correcta.

%y Escena Haz click sobre la respuesta correcta.
pliar

5 preguntas . ©
Selecciona la respuesta correcta 2z
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Capitulo I

Coordenadas Polares







3.1 Introduccion

Hasta ahora se a utilizado el sistema de coordenadas rectangular o
cartesiano para especificar un punto P o describir una curva C' en el

plano. Podemos considerar este sistema como una reticula de lineas
horizontales y verticales. Las coordenadas (a, b) de un punto P estan

determinadas por la interseccion de dos rectas: una recta x = a es
perpendicular a la recta de referencia horizontal llamada el eje , y la
otray = b es perpendicular a la recta de referencia vertical Ilamada
el ejey.

&7

Otro sistema son las coordenadas polares, que ofrecen un modo
alternativo de localizar puntos en un plano. Son utiles porque, para
ciertos tipos de regiones y curvas, las coordenadas polares dan
descripciones y ecuaciones muy sencillas. Las principales
aplicaciones de esta idea se presentan en calculo de varias variables:
la evaluacién de integrales dobles y la derivacion de las leyes de
Kepler del movimiento planetario.
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Para establecer un sistema de coordenadas polares empleamos un
sistema de circulos centrados en un punto O, denominado polo, y

lineas rectas o rayos que emanen de O. Tomamos como eje de

referencia una media linea horizontal dirigida hacia la derecha del
polo, a la cual se le nombra eje polar.

Para especificar una distancia r dirigida (con signo) desde O y un
angulo 6 cuyo lado inicial es el eje polar y cuyo lado final es el rayo
OP, se identifica el punto P mediante (r, 6).

Se dice que el par ordenado (7, €) son las coordenadas polares de P.

&7

Sisntema de . g - Coordenadas
L] L]
Coorgdenadas Polares de P
Polares
™ ] ] ] . 1 H
TP
- e d
Pi'r i)
polo Eje pola
ik
v
X 5 Vo

2 punts P an gl Sisemin 08 coordananas

Usamos la convencidén de que un angulo es positivo si se mide en
direccién contraria al giro de las manecillas de un reloj desde el eje
polar, y negativo si se mide en direccién de las manecillas de un relo;j.
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Si P = O, entonces r = 0y convenimos que (r, #) representa el polo
para cualquier valor de 6.

Definicion.?” Convenciones en coordenadas polares

1. Los angulos € > 0 se miden en el sentido contrario al de las
manecillas del reloj a partir del eje polar, en tanto que los
angulos 8 < 0 se miden en el sentido de las manecillas del reloj.

2.Para graficar un punto (—r,#), donde —r < 0 se miden |r|
unidades alo largo del rayo 8 + .

3.Las coordenadas del polo O son (r,6), donde 8 es cualquier
angulo.

Nétese que (—r, 6) representa el mismo punto que (7, 6 + 7).

» P(r,0)
6+7r__| S
B _i-,TO0
v _o- >
polo Eje polar

P(-r,0)

Figura3.1.(r,0)y (—r, 6) estan sobre la misma recta pasando por O .

>7 Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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3.2 Grafica de puntos polares

La representacién polar de un punto P en el plano también tiene una
interpretacion visual, donde r es la distancia a la que se encuentra el
punto P desde el origen, y 6 mide el angulo que forma el segmento
desde el origen hasta el eje x positivo, ver grafica:

5w
12

N
=
- N

a ‘ P(r.0)=(r.7)

w|§

172V 197

Figura 3.2. Sistema de Coordenadas Polares.

Observemos la grafica de los siguientes puntos:

< Gréficadel punto P(2, §)

P(2,%)
- Su unidad de medida es 2 unidades a lo
2 largo del segmento % con el eje polar como
> se muestraen la figura.
Eje polar
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< Gréficadel punto P(-3, 2?”)

Sumedidaes | — 3| = 3 unidades a lo largo
del segmento 27” + T = ‘%” con el eje polar.
De manera equivalente, pueden medirse 3
unidades a lo largo del segmento
extendidas hacia atras a través del polo. Se
observa en la figura que el punto no esta en
el mismo cuadrante que el lado final del
angulo.

< Gréficadel punto P(4, %)

P(4,7)

Su unidad de medida es 4 unidades a lo

largo del segmento %’ con el eje polar,

como se muestra en la figura.

Representacién de los tres puntos en el sistema de coordenadas.

*‘

Figura 3.3. Los tres puntos graficados en el sistema de coordenadas polares .
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Exploracion.

v -
Coordenadas polares.

Grafica de un punto P en el

. }."
sistema de coordenadas N
polares.ss P(x,y) Rectangular
Ll * P(r,0) Polar
<
Mueva los controles, observa ;
el punto P en Coordenadas = g - - Y
polares, encuentra su Eje polar
equivalente en Coordenadas
rectangulares
A
o7
Sistema de
Coordenadas Polares
Conrdenadas del punto P
FPolares: (r, @)
| — . r v % & F
™ P Pir.ag) P{ & ' E )

Cartesianas: [¥, y)
P{ § ‘ ® )

%8 Red Educativa Digital Descartes. Proyecto Un_100 Unidades didacticas Interactivas
Autor: Elena E. Alvarez Saiz, Universidad de Cantabria, Espafa.
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En el sistema de coordenadas cartesianas todo punto tiene sélo una
representacion, pero en el sistema de coordenadas polares cada
punto tiene numerosas representaciones, por ejemplo:

5% 3 137
P(l, —)=P(1l,——)=P(1, —) = P(—1, —
(1,%0) = P(1, %) = P(1, =) = P(-1,])
S7m 0
4//0 Eje polar / 7. Ele polar=
- ._-4
P PL-7
4 \ <5 Eje po|ar' ,."0 Eje polar ~
y
P11 P (1.2

Figura 3.4. Grafica del punto p con varias representaciones

iRecordemos!
Una rotacion completa en sentido contrario al giro de las
manecillas de un reloj estd dada por un angulo de 2.

El punto P representado por coordenadas polares P(r,6), con n
cualquier entero, también esta representado por:

P(r,0) = P(r,0 + 2nw) = P(—r,0 + (2n + 1)7)
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3.3 Conversion de coordenadas

La relacion entre coordenadas polares y cartesianas:

P(x)y) Rectangular
P(r,0) Polar

: y =rsen(e)

. o

X=r COS(H) Eje po]ar

Figura 3.5. Grafica del punto p en los dos sistemas

Donde, el polo corresponde al origen O y el eje polar es el eje positivo
de las x, entonces el punto P tiene coordenadas cartesianas P(z, y)
y coordenadas polares P(r, 0).

Cuando sobreponemos un sistema de coordenadas rectangulares
sobre un sistema de coordenadas polares o visceversa, se puede
hallar, conocidas = y y, o conocidos 7 y 6 podemos expresar un punto

P en cualquiera de los dos sistemas de coordenadas, para esto,
utilizamos la trigonometria del triangulo rectangulo.

s . Co

en xX= E

h C
Co a
C X= —

0s h
_Co
Tan x= Ca
Ca

Figura 3.6. Relaciones trigonométricas de un tridngulo rectangulo.
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3.3.1 Coordenadas rectangulares en polares

Para expresar un punto P de coordenadas cartesianas (z,y) a
coordenadas polares (r, 8), las siguientes ecuaciones son verdaderas
para el punto P:

Para hallar r y € cuando x y y se
conocen, usamos las ecuaciones:

P(r,0)
r? = a? + 4 (1)
- Tan(0) = Z (2)
Eje polar Yy

Ejemplo - Convierta las coordenadas rectangulares (1,—1) en
coordenadas polares.

Conz = —1yy = 1yremplazando en la ecuacion (1), se tiene:
r? = 2% + ¢ - rP=(=1)*+1)?
— r2=2
—~  r=4V2

Ahora, utilizando la ecuacién (2), se tiene:

r -1
Tan(f) = —1
0 = Tan ' (-1)
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Y Con r=4+2 y Tan(f) = -1 y

3 tomando dos de los muchos angulos
(=11 4 que satisfacen T'an(8) = —1, como
¢ —~1  son:
T | €)e
T h polar 3 T
1 Y 7

como se ve en la grafica, por tanto, dos posibles representaciones en
coordenadas polares de (1, —1) son:

3T T
Pl(\/§7Z) Yy P2(_\/§7?)
|
h
da\
(1 1\)\| V2
= . 0
RE R

3=

Figura 3.7. Los puntos graficados en el sistema de coordenadas polares.

110


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/images/cap3/img37a.png

3.3.2 Coordenadas polares en rectangulares

Para expresar un punto P de coordenadas polares (r,6) a
coordenadas cartesianas (z,y), a partir de las relaciones
trigonométricas:

Cos(0) =2 y Sen(d) =Y
T

r

1 . Para hallar x y y cuando r y 0 se
: ) conocen, usamos las ecuaciones:
r :
' y = rsen(o) z = r.cos(0) (1)
0 . -
X =1 cOS(6) y = r.sen(0) (2)

Ejemplo
Convertir coordenadas polares en coordenadas rectangulares.

iRecordemos!
Cada punto en el plano tiene un numero infinito de

representaciones en coordenadas polares. Sin embargo,
cada punto en el plano tiene solo una representacién en el sistema
de coordenadas rectangular.

Las coordenadas polares (2,%) y (2, ) representan el punto
(1,4/3) en el sistema rectangular. Ademas, el valor de r puede ser
negativo.
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Por lo tanto, el punto con coordenadas polares (—2, 4?”) también

representa el punto (1, \/§) en el sistema rectangular, verifiqguemos
usando las ecuaciones (1) y (2)

x = r.cos(6)

™
— —2.cos(~
cos(3)
1
= 2(-2)=1
(~3)
y = r.sen(0)
4
= —2.sen(—
()
3
= —2(—£) =3
2
2m E\ ka
3 3
N .
\\\
\\ \/§
~ \/Boe| o
’ \
s

Figura 3.8. Los puntos graficados en el sistema de coordenadas polares.
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Exploracion.

v - .
Punto P en el sistema de coordenadas polares y rectangulares.

Ejemplo.>®

Para iniciar, oprime el botén Ejemplos y observa la conversién entre
los sistemas de coordenadas polares y rectangulares (o cartesianas)
de un punto P, haciendo clic en los botones ver ejemplos, visualiza |a

grafica del punto P en los dos sistemas.

o7l
Conversion de
coordenadas

Honam oy brrreeewy las BT pppes pelmrmn @y 5 en b @ S P g wmpas

9 Red Educativa Digital Descartes. Proyecto Un_100 Unidades didacticas Interactivas
Autor: Elena E. Alvarez Saiz, Universidad de Cantabria, Espafa.
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3.4 Grafica de una ecuacion polar

La grafica de una ecuacién polar expresada como 7 en funcion de 6 es:

r=1(6)

O mas generalmente F(r,0) = 0, consiste de todos puntos P que
tienen al menos una representacién polar (r, ) cuyas coordenadas
satisfacen la ecuacion.

Representacion grafica de la ecuacion » = a en un circulo con centro
,donde, 6 no se especifica, entonces, un punto (a, 0) yace

oy radio |a
sobre la graficade r = a para cualquier valorde 8y a

3n

T
2

Figura 3.9. Laecuacionr = a.

El punto (a, ) se encuentra a a unidades del origen, ver grafica.
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Simetria en curvas polares y ecuaciones

Consideremos la curva generada por la funciénr = f(6):

< (Eje y). La curva es simétrica respecto a la recta vertical
6 = 5 si para cada punto (r,6) en el gréfico, el punto
(r,m—@) también esta en el grafico. De manera similar, la
ecuacion r = f(0) no cambia cuando 6 se reemplaza por
T—0.

< (Eje x). La curva es simétrica sobre el eje polar si para cada
punto (7, ) en el grafico, el punto (r, —f) también esta en
el grafico. De manera similar, la ecuacion r = f(6) no
cambia al reemplazar 6 por —6.

< (Origen o). La curva es simétrica sobre el polo si para cada
punto (7, ) en el grafico, el punto (7,7 + 8) también esta
en el grafico. De manera similar, la ecuacion r = f(6) no
cambia cuando se reemplazar con —r,060 conm + 6.

(r.8)
(r.0)

N

Q
/‘N
90
2o
g -

Q

X X
eje 0 eje
polar polar

] (—r, 0)
(r. —6)
a) Simetria con respecto b) Simetria con respecto c) Simetria con respecto
al eje y al eje x al origen

Figura 3.10. Simetrias de una grafica polar r = f(6).°

60 Tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Construccion de graficas en coordenadas polares

En un curso de calculo de funciones, se aprendié que un posible
procedimiento para construir la grafica de una funcion y = f(z) es

utilizar una tabla, como seilustra en la siguiente grafica:

Funcién [REEERNENNREREEEEEEEN

y = 2x?

TP Y =
18 i’"'i L[]
18

_____JIIIIIIII :H:‘:‘:‘:‘:H:‘i

Figura 3.11. Grafica en coordenadas rectangulares de y = 222

1
2
-2
3

3

En el caso de las coordenadas polares, la construccion de la grafica de
r = f(6) auxilidndose de una tabla de valores, como en el caso de
coordenadas cartesianas.

Por ejemplo, construyamos la grafica de » =1+ 2cos(f) en un
sistema de coordenadas polares con ayuda de una tabla de valores.

Una manera de graficar esta ecuacidon es incorporar unos cuantos
puntos bien escogidos correspondientes a 0 < 8 < 27, como se ve

en la siguiente tabla,
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Tabla de valores de r =1+ 2cos(6).

2.41 -041 -1 -041 2.41

3 +x P,
R g 7

Figura 3.12. Valores parala graficade r = 1 + 2cos(6).

iRecordemos!
Cuandor < 0, el punto debe dibujarse a un angulo (6 + ).

Figura 3.13. Graficade lacurva polarr = 1 + 2cos(0).
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Exploracion.

V= , s
Ver graficas con la calculadora graficadora de GeoGebra.

G Para ver la animacion oprime el botén ® . Observa como se
forma la grafica de la funcion (r, €) en coordenada polares.

&7

S8

14

Funcion =1 + 2cos(x) -

® |

Utiliza la escena para verificar las graficas de las funciones en
coordenadas polares (r, 6).
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Graficas de funciones polares, Caracteristicas de las graficas.

GRAFICAS EN CODRDENADAS POLARES

CIRCLINFERENCIAS

Esdio &

re=a r = Ia senil) r= lacos@

r r
- . % #
Caring B ol Emrnm; Cenro en ol s polar
CARDICIDES O LIMACDONES
r=a i b“’ﬂl"llm‘t_ﬂﬂl: r o=@ & b ool Smeires oon el s poler
CARDOCHDE S
Griticas “en forma de corandn” guer pasan por @ oeigen, smdrtices oo o e, p-lrr"-: = ]
bim| = ||
Fos b m genid) F = @ i as| @)
i
F oo - gl Fm | = acan| i)

‘ @Descarga:

Resumen. Grdficas de las curvas polares.
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Plano en coordenadas polares

Utiliza la escena para graficar curvas (7, 6), para ingresar el simbolo 6
combina las teclas Alt + t.

&7

-

GeoGebra. Utiliza el software para graficar en coordenadas
cartesianas y comparar las funciones en los dos planos.
Clic Aqui.
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3.5 Area en coordenadas polares

El problema de determinar el area de una region acotada por graficas
polares no es tan directo como lo fue en el desarrollo de encontrar e
area apartir de aproximaciones con rectangulos, ahora, en lugar de un
rectangulo usamos un sector de un circulo, el area A de un sector
circular es proporcional al angulo central 8, medido en radianes, y ya

que el area del circulo completo es 72, entonces se tiene:

0 1
@ _ 7 o) A= =r%0
mr: 27 2

Teoremas.?
Area en coordenadas polares.

Si r = f(#) es una funciéon continua no negativa sobre [a, 5],
entonces el area acotada por su graficay losrayos @ =ay 0 =0

estan dados por:
1 1 P

Area acotada para dos graficas

Si las funciones f y g son continuas sobre [a, 8]y f(0) > g(0) sobre

el intervalo, entonces el area acotada por las graficas de r = f(H),
r=9(0),0 =ayf = Ses:

1

B
5 | 1) =~ (o)) as

¢! Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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.9 Ejemplo.
) Calcular el area de laregion de color azul comprendida:
Dentrode r = 3sen(6)yfuerader = 2 — sen(6)

Solucién - Grafica formada por las dos curvas, donde el problema
plantea calcular el area de la region sombreada:

r=2—sen(0)

Figura 3.14. Gréafica del 4&rea sombreada.

Encontramos los puntos de interseccién entre las dos curvas:

3sen(0) = 2 — sen(0)

3sen(0) + sen(f) = 2
4sen(f) = 2

1

sen(f) = 3

1

— -1(Z
6 = sen (2)
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Por lo tanto, se tienen que los intersectosson: 6 = £y6 = ‘%T

Como el drea acotada por las graficas es simétrica respecto a 7,

entonces se calculara desde § a 5 y se multiplica por 2, se expresa:

A= %/;([33671(0)]2 — [2 — sen(6)]*) do

— % /j (9sen?(0) — 4 + 4sen(h) — sen?(0)) db

= lfr%(8sen2(0) + 4sen(6) — 4) do

Ahora, utilizamos la identidad sen®(8) = =222 'y remplazando,

tenemos:

Al [T%(§(1 ~ c0s(20)) + dsen(0) — 4) b

_ % / ’ (4sen(0) — 4eos(26)) df
— %[—4cos(0) — 2sen(260)] j

6

1 T T \/g \/g 3
= 5ldcos(%) +2sen2(3)] = 2(5) + () = 5\/5

Por lo tanto, el area de la regién acotada por las curvas es 2A4,
entonces

A=3V3 u?
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0 Ejercicio. Area encerrada por una curva.
) Area encerrada por una curva o curvas

Encuentre el area encerrada por la curva propuesta, oprima el botén
solucidn para verificar la respuesta. Realice la grafica de la curva para
encontrar los limites de integracién, oprima el botdon ver grafica.

Oprima el botén otro ejercicio para ver otra curva..

&7

1. Caloular el Ares encerrada por la curva . 1= 2 Sen (8)

Sugerencia; [Oprima Graficar)

Grangue &l Area rncerrana poer A rurea oorureas y deduzea ns Hmikess de intsgracinn.
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Capitulo |V

Sucesiones y series







4.1 Sucesiones
:Que es una sucesion?

Es un conjunto ordenado de elementos que pueden ser numeros,
letras o figuras o una combinacién de las anteriores. Estos elementos
se caracterizan por seguir una determinada regla de formacién. Se
puede denotar por:

ai,as,as,ad, ..., ay

El entero n recibe el nombre de indice de a,,. Los términos de la
sucesion se forman cuando el indice n tomavaloresde 1, 2, 3, ....

El nimero a; es el primer termino, as el segundo termino y asi hasta
llegar a a,,, termino n-énesimo o termino general de la sucesion.

Definicion.%2

Una sucesidn es una funcién cuyo dominio es el conjunto de enteros
positivos.

Noétese que para todo entero positivo n hay un correspondiente
numero a,, entonces una sucesiéon se puede definir como una funcién
cuyo dominio es el conjunto de enteros positivos.

Notacion y términos:
Una funcién sucesion se denota como {ay, }, donde el dominio es el
conjunto {1, 2, 3,4...n}

2 Definicién tomada de: Célculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Los valores ay, as.as, aq, ...a, se llaman términos de la sucesion.
El nimero a,, se denomina el término n-ésimo, {a,, } es equivalente a:

ai, a2, as, a4,...a, = Rango

T T

1 2 3 4 .n = Dominio

o Ejemplo.
" Sea la sucesion f(n) = {

n—+1
2n —1

}, donde los terminos de la

sucesion son:

F)=2 fQ)=1, [B) =5, FW) =2, [B) =5 -

Los pares ordenados son:

4 5) 2
(172)7 (2’2)’ (3’ 5)7 (47?)’ (5’5)

por lo tanto, los elemento de la sucesién pueden escribirse como:

2 n—+1

2,1 >
Y Y Y 77 37 ) 2n_1

TN

iTen presente!

En algunas circunstancias es conveniente tomar el primer
término de una sucesion como ay Yy la sucesiéon es entonces

ap,a1,0a2.a43,04, ...ay
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Una sucesidon se puede describir por medio de una formula que
representa el termino n-esimo.

0 Ejemplos.
) Observa la formula de la sucesiéon y los primeros terminos para

n=1,234,..

ak

@ iTen presente!
Cuando se presentan los términos con alternancia en los

signos, positivo y negativo, se presenta una multiplicacion por
potencias de (-1):

< El factor (—1)" significa que la sucesion empieza con
signo negativo.

4 El factor (—1)»! o (—1)"*! significa que la sucesion
empieza con signo positivo.
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Definicion del limite de una sucesion.

Una sucesion {a,, }, tiene el limite L y se escribe

lim{a,} =L o {a,} = L cuandon — oo

T—00

Si n toma valores suficientemente grandes, entonces, si lim {a, }
T—00

existe, decimos que la sucesion converge ( o es convergente), de lo
contrario, se dice que la sucesion diverge ( o es divergente).

Las leyes de los limites tambien se cumplen para los limites de
sucesiones:

o]
S1 {an} y {bn} son sucesionas convergentes v & constants, entonces:
. }'112 flz) £g(z) = !.il:,% flz) = }ln%g(:r:}
. }ﬂilg k- f(z) = k*}ir‘% f(z)
. 1!:112 flz)glz) = 1111} f(z) }illlggl:atj

_ li
 tim 1% — rflﬂf(m)
T+l g[:a?) %]I% g(.l:)

lim g(z)

lim £(2)9<) = [lim f(2)}""

« lim [f(z)]f = [lim f(x)?

£ £I—ra
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0 Ejemplo 1.

]

n
2n + 1

Determine si la sucesion { } es convergente o divergente.

Al sustituir {a, } = {2 71 : } por lim{a,}, setiene:
n T—00

d

-\
lim v = lim #: lim — =
z—oo 2 + 1 T—>00 d_y(Zx + ]_) x—o00 2

—_

1

1+ L'Hopital

L 1
Por lo tanto, se concluye que la funcién converge y que converge a 5.

S Ejemplo 2.

3

. L |er .
Determine si la sucesion { — } es convergente o divergente.
n

en
Al sustituir {a, } = {—2} por lim{a,}, setiene:
n

T— 00
. e’ . iy(ex) . %(em) . e’ 1 0
hm—2:11md N = ; 2:11m?:§e = 0
T—00 L r—00 @(w ) T—00 d_y(w ) T—00
0 + L' Hopital

Por lo tanto, se concluye que la funcion diverge.
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Definicién.6®

< Una sucesion {a,} se denomina creciente si a,, < a,1
paratodan > 1,esdecir,sia; < as < az < ....

< Unasucesion {an} se denomina decreciente sia, > ant1
paratodan > 1,esdecir,sia; > as > a3z > ....

Una sucesion es mondtona si esta es creciente o decreciente.

0 Ejemplo.

]

ak

n

Verificar si la sucesion { 1 } es creciente.

n +

Se debe demostrar que a, < an+1, por lo tanto, se tiene la
equivalencia:

n <n—|—1
n-+1 n -+ 2

Esta desigualdad es equivalente a la que obtenemos al multiplicar
cruzadamente:

nn+2)<(n+1)(n+1)
22470 <n*+72n+1

0<1

Por lo tanto, la desigualdad es verdadera, entonces la sucesion es
creciente.

%3 Definicién tomada de: Célculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Qué es una sucesion recurrente

Las sucesiones recurrentes son aquellas cuyos términos se obtienen
operando con los términos anteriores.

Por ejemplo, en la sucesion:
{0, 1,1,2,3,5,8,13, 21, }

En este caso, a partir del tercer término, cada término se obtiene
como la suma de los dos términos anteriores. El siguiente término de
esta sucesion seria 34, ya que es la suma de los dos anteriores, es
decir, 13 + 21.

Exploracion.
v = .
Sucesiones - Recurrentes.

# 5 e | 15

R L
a, = w 14,00 as cbkdars Lo -spraastcaziarn
[] il B0 Ebaciaaa
I " —_— I i |
4, - [Tl AT 14 SOmix) r——
- . . i .
Teowdlanes a. o pdarlle d=l lernitne gl
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0 Ejercicio. Sucesiones.
» Analicemos la convergencia o divergencia de uan sucesion.

Encuentre los términos de a,, y determine si la sucesidon converge o

diverge, si es creciente o decreciente, oprima el botdn solucién para
verificar la respuesta.

&7

n

1. Encuentra los 6 primeros términas de la sucesion: a, = -

. R, Escena

‘Ampliar
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@ iRecordemos!

Si n es un entero positivo, el simbolo n!, que se lee “n
factorial”, es el producto de los primeros n enteros positivos:

n! =1x2x3x4x.xn.

Por ejemplo, 6! =1x2x3x4x5x4 =720

Una propiedad importante del factorial esta dada por:
n!l=(n—1)xn

Enunciada de una manera diferente, es equivalente a:

(n+1!'=nl(n+1)

Preguntas. Seleccidon la respuesta correcta.
% Escena Haz click sobre la respuesta correcta.

Ampliar

5 preguntas
Selecciona la respuesta correcta
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4.2 Series

El concepto de una serie se relaciona estrechamente con el concepto
de sucesion, una serie es la suma infinta de los términos de una
sucesion.

Se llama serie infinita, o simplemente una serie a la expresion:
a1+ as2 +as + ..... + an + ...

donde, se denota con el simbolo:

[
5

Por ejemplo,
i1—1+1+1+1+ +1+
n:12"_2 4 8 16 T 2n 7

Sucesioén de sumas parciales.

Asociada con toda serie finita Y -, ay, existe una sucesion de sumas
parciales { Sy, } cuyos términos estan definidos por:

S1:a1
S2 = a1 + ay
53:a1—|—a2—!—83

Sn:a1+a2+a3+a4+...+an:Zak
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ak

0 Ejemplo.

o0

La sucesion de sumas parciales {.S,, } , para la serie Z —
k=1
1
5125
1 1
=51y
1 1 1
53_§+Z+§
g 1+1+1+1
T 274787 16
S—1—|—1+1—i—1—|— —i—l
"2 4 8 16 2k

Definicion.

Sea {a,} unasucesiony s, = > .7 ar =a; +az+az+ ... +a
la n-ésima suma parcial de la sucesion.

Si la serie Y | a,, es convergente si la sucesién de sumas
parciales S,, es convergente; esto es,

lim {S,} = lim Z ar =

n—00 n—0o0

Si lim {S, } no existe, entonces se dice que la serie es divergente.
n—00
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Serie Geométrica

Este tipo de serie puede probarse como convergente o divergente a
partir directamente de su sucesidén de sumas parciales que tiene la
forma:

o0
Z a(r)" P =a+ar+ar*+ar’+.. +ar"t + ..

n=1
Donde,

< a: Primertérmino de laserie.

¥ 7 : Se denomina la razén comun y, su magnitud determina
si una serie geométrica converge o diverge.

La razén(r) de una serie geométrica se calcula dividiendo términos
consecutivos:

An+1
anp

Teorema.®*

Si|r| < 1,entonces una serie geométrica converge y su suma es

> a
§ :a,,rnfl — :

—T
n=1

Si|r| > 1, entonces una serie geométrica diverge.

¢ Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Exploracion. Serie geométrica.
o . . s
Situacién problema.

Observa la siguiente situacién problema, oprime el botén soluciéon A
o solucién B para verificar las respuestas.

o7l

Lina persana desea ahorar cada mas e indefinidameante el 60% da 1o aharrada
en el mes antarior, Suponga que comienza el akora con & millones.

m Siouante dinera habra ahorrada cespuss ce n mesess
L =R e sucede si aharra a larga plarn?

Andlisis de la situacion.

Planieamies |1 siluacion dada de la siguienls Tooma:

v Conddad de dinero ahorradoe on ol n-esime moes.
» Cantidad total ahorrada on dicho mes,

i,
=

[

Eh consecuencia, sotera que 5, = E a,

=1
[+
Exprasarmns @l 0% da o ahoarrada corna

0
Froggresion de 1 sarie nomeses:;
a, -6 = G (0.6)"
A, = & (0.6) = & [0.4) - G (06"
Ay = Az (L8] = B [[L6]) [D.5) = & I;III.E.J:
Ay = A (0.6) = & [DUE]) [D.6]) [0.6) =G I,'LU"_"L‘_I3
a =a,_, 06 =6 {0E8] (0a)] 08 08 = GI0EY"

L R, Escena

‘Ampliar
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ak

0 Ejemplo.

o

Verificar sila serie 2(22”)(31_”) es convergente o divergente.

n=1

Expresemos la serie dada en una serie geométrica, utilizamos
propiedades de |la potenciacién:

3 4" 4\"
22n 31—17, —gqn = -3 —3| =2
e = =3y = 3(3)

Multiplicamos la expresion por %, se tiene,

OGO OGO

Por lo tanto, se tiene la serie geométrica:

i(f“)@l”) - fj4(§)

4 -
donde, r = 3 > 1 entonces,laserie diverge.

En general:

Todo decimal repetido es una serie geométrica convergente.

1 1 1
1,931313131... = 1,9 + 51 3 LI

103 10° i 107
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Teoremas.®>
1. Condicidn necesaria para convergencia.
0

Silaserie E ar converge, entonces lim a, = 0

n—00
n=1

2. Prueba del término n-ésimo para divergencia.

0

Si lim a,, # 0entonces la serie g a; diverge
n—oo 1
n=

3. Muiiltiplo constante de una serie.
Si c es cualquier constante distinta de cero, entonces las series

(0.0} o0
E apy E cay, convergen ambas o divergen ambas.

n=1 n=1

4.Suma de dos series convergentes.

0 (0.)
Si Zak y Zbk convergen a S; y Ss, respectivamente,

n=1 n=1
o0
entonces Z(ak + by ) convergena S; + Ss.

n=1

5.Suma de una serie convergente y una divergente.

0 0 0
Si Z ai converge y Z br. diverge, entonces Z(ak + br,)

diverge.

% Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Serie Armonica

La serie arménica es la suma de los reciprocos de los enteros
positivos:

(e o]

Zl—1+3+3+1+ Ly
S=l4 gttt ot

n=1

Nicole Oresme demostré que la serie armdnica es divergente, esto
€s, Su suma crece sin parar, no tiene limite.

Esta divergencia de la serie armdnica pese a que % tiende a cero a
medida que n aumenta da lugar a resultados curiosos.

L > Ejemplo. Demostracién de que la serie armdnica diverge.

. Famosa demostracion de que.. ﬁ

Visr mas ta Conmpartii

e - T
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Serie Telescopica

Una serie es telescdpica cuando viene dada por la forma:

o0
g ap — Qp+1
n=1

Observe que la suma parcial n-ésima es:
o0
Sn = g ar — ax+1 = (a1 — az2) + (a2 — a3) + (a3 — a4) + ...
k=1

Los paréntesis se han colocado solamente para mostrar céomo
aparece cada sumando.

Quitando los paréntesis se hace evidente que se eliminan casi todos
los terminos excepto el primero y el dltimo. En definitiva la n-ésima
suma parcial nos queda

00
Sn — E ap — Ap+1
n=1

Se tiene que una serie telescépica converge siy soélo si a;, tiende a un
numero finito cuandon — oo.

Siuna serie telescépica converge, su suma esta dada por:

S=a — lim a,_;
T—00
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0 Ejemplo 1.

]

o0

1
Laserie S,, = Z 5
n’+n

n=1

;convege o diverge?

(Utilizando fracciones parciales), se tiene que:

La suma parcial n-ésima es:

S”:(l‘nL)

Entonces, su suma esta dada por:

limSnzl—lim( L ):1—0:1

T—00 z—oo \n + 1

por tanto, la serie es convergente.

0 Ejemplo 2.

J

Determinemos si la serie E es convergente o divergente. Si

5n

es convergente, encuentremos Su suma.
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oo

Una condicion para que la serie E a; sea convergente, es que
n=1

lim a,, = 0, es decir,
n—oo

—_

d
lim —o :limddy#:lim—:—#O
z—oo Hr + 1 T—00 d_y(5;c—|-]_) x—00 5 5

1+ L'Hopital

Por lo tanto, se concluye que la serie diverge

" Ejemplo 3.
» = (1 3\"" .
Laserie S,, = ; (n2 e +4 <Z> > iconvege o diverge?
o0
e Lasucesion S, = ; T convergeal

o) n—1
3
e Lasucesion S, = E 4(1) es geométrica,con r = 3 <1

n=1

4
1 —

luego converge, entonces, susumaes: S = =16

[N [IY

En consecuencia, lasuma de la serie es

00 1 3 n—1
S:;<n2+n+4<1> >:1—|—16:17
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4.2.1 Prueba de la Integral

Esta técnica es importante porque se utiliza para demostrar la
divergencia o convergencia de muchas otras series. Esta prueba,
llamada prueba de la integral, compara una suma infinita con una
integral impropia. Es importante tener en cuenta que esta prueba
solo se puede aplicar cuando consideramos una serie cuyos términos
son todos positivos.

Teorema.®® Prueba de la integral.

(0.¢]
Suponga que Z ar €s una serie de términos positivos y f es una
n=1
funcién continua que es no negativa y decreciente sobre [1, 00) tal
que f(k) = ay parak > 1.

o0
1. Si 1+oo f(x)dz converge, entoncesZak converge.
n=1
(0.9)
2. Si 1+°° f(x)dx diverge, entonces Z ay, diverge.
n=1

Para ver como funciona la prueba de la integral, usaremos la serie
armonica

oo

Zl—1+1+1+1+ Ly
e R R e

n=1

como ejemplo, para demostrar que diverge.

% Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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1
Sea f(x) = — conz € [1,00), f es una funcidn continua, positiva

T
) <1 1 )
y decreciente | — >

n n—+1
+oo
Evaluemos () dz, entonces, se tiene:
1
400 400 1 b 1
(:U)da;:/ —dx = lim | —dz
lim [ =dz= lim [Ln(:c)}
b—oo J1 T b—oo 1
= lim [Ln(b) — Ln(1)]
b—oo
— 1. —_—
im [Ln(b)] = +o0

+00
Por lo tanto, la integral / —dxz  diverge. Por la prueba de la
1 x

. =1
integral, se deduce que IaserleE — diverge.
n

n=1

Figura4.1. Lasuma de las dreas de los rectangulos.
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La p-serie

La prueba de la integral es particularmente atil en cualquier serie de
la forma

(6.9]

I R +1+
np 20 ' 3p | 4p

n=1

La serie anterior se denomina p-serie.

1 .
Sea la p-serie Z p—t donde deducimos que:

n=1

< Lap-serieesconvergentesi p>1

< Lap-serieesdivergentesi p < 1.

Por ejemplo,

o0

1 1
La serie Z T es equivalente a Z i y es divergente,

n=1

ya que es una p-serie,donde p = 5 <1

J .1
La serie g —; €s convergente, ya que es una p-serie,
n
n=1

dondep=4>1
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4.2.2 Prueba de comparacion

Sabemos exactamente cuando convergen o cuando divergen las
series geométricas, armonicas, p-series. Vamos a ver como usar la
convergencia o divergencia de estas series para probar Ia
convergencia o divergencia de otras series, utilizando un método
llamado prueba de comparacion.

Teorema.®’ Prueba de comparacion.

0 0
Suponga que Z apy Z by, son series de términos positivos.

n=1 n=1

0 (0.¢]
1. Si E b, es convergente y a, < b,, entonces E ay
n=1 n=1
tambien es convergente.

(0.9) (0.0)
2. Si Z by, es divergentey a,, > b,,, entonces Z aj, tambien
n=1 n=1
es divergente.

La idea de la prueba de comparacién es tomar una serie convergente
o divergente conocida y se multiplica cada uno de sus términos por
algin namero, luego la nueva serie también converge o diverge. No
importa si el multiplicador es grande o pequeno, ya que cualquier
nuimero de la suma finita de la serie original es también un nimero
finito. Una serie es como un multiplo de otra serie.

¢7 Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.

151



_"" Ejemplo.

o

1
Determinemos si la serie Z ﬁ

es convergente o divergente.
n* +

n=1

Tomemos la serie

gue es una p-serie,donde p = 4 > 1 entonces es convergente.

Ahora comparando con la serie original, se tiene que

1 1
2nt +1 <n4

para cada entero positivo n.

o0
1
Por lo tanto, podemos concluir que la serie dada Z 2n4—+1 e

n=1

S

convergente.

(0.9)
Se cumple que: Si Z b, es convergente y a,, < b,, entonces

n=1
00

E ai tambien es convergente.

n=1
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Prueba de comparacion del limite
Otro tipo de prueba de comparacion implica tomar el limite del
(0.]

cociente entre el término general de la serie E ap y el término

n=1
(0.0}
general de la serie de prueba E br, que se sabe que es convergente o
n=1

divergente.

Prueba de comparacion de limite.
o0 o0
Suponga que E ary E b;. son series de términos positivos. Si
n=1 n=1
a'n

lim — =1L

n—oo by,

donde L es finitay L > 0 entonces las dos series son ya sea ambas
convergentes o ambas divergentes.

Retomando el ejemplo anterior, tomamos como:

B 1 b 1
an_2n4+1 Y Y
Se tiene que:
1
li 2"1“ = lim ?—4 — 1
n—oo g n—oo 2n* + 1 2

Por tanto, se compueba que son convergentes las series.
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La siguiente tabla resume la prueba de comparacién directa.

0 0
Sea E aj, una serie de términos positivos y E b, una serie que se

sabe que converge o diverge (una serie de pruebas).

Comparaciénde términos  Serie de prueba  Conclusion sobre

a, <b, Converge Converge
a, <b, Diverge Ninguna
a, > b, Diverge Diverge
a, > b, Converge Ninguna

La prueba de comparacién funciona muy bien si podemos
encontrar una serie comparable que satisfaga la hipotesis de la
prueba. Sin embargo, a veces encontrar una serie apropiada puede
ser dificil. .
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4.2.3 Pruebadelarazonylaraiz

Estd prueba es muy util para determinar si una serie dada es
absolutamente convergente.

Pruebade larazon.
0

Suponga que E aj es una serie de términos positivos donde

n=1

0 An+1
lim =L
n—oo  Qp

1. SiL < 1,laserie es convergente.
2. SiL > 1oL = oo,laserie es divergente.

3. SiL = 1,laprueba no proporciona ninguna informacion.

’I’L
Por ejemplo, sea la serie E — determlnemos si la serie converge o

n=1
diverge, tenemos
3TL+1 1
. Qpyl R CE)) . 3" in!
L = lim :11m3—n—11m—

Setieneque (n + 1)! = nl(n+ 1), entonces

n+1
L=lim—— = lim —— —
nsoo 3*(n+1) nocom+1

como L < 1,laserie es convergente.
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Pruebadelaraiz

La prueba, implica tomar la raiz n-ésima del término n-ésimo.

Pruebade laraiz.

0
Suponga que Z aj, es una serie de términos positivos donde
n=1
lim {/a, = lim = (a,)" =L

n—oo n—oo

1. SiL < 1,laserie es convergente.
2. SiL > 10L = oo,laserie es divergente.

3. SiL = 1,laprueba no proporciona ninguna informacion.

e n
Por ejemplo, sea la serie E — determinemos si la serie converge o
n

n=1
diverge, tenemos

3\ " 1/n
L= lim = (a,)"" = lim ((—) )
n—00 n—00 n

como L < 1,laserie es convergente.
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4.2.4 Series alternantes

Cualquier serie cuyos términos alternan entre valores positivos y
negativos se denomina serie alternante.

Se puede escribir una serie alternante, donde a,, > 0 para todos los
enteros positivos n como

00
Z(—l)"an = —a; +ay —as+aqg — ...
n=1
Z(—l)"“an =a1—a2+ a3 — a4+ ...
n=1

Se observa que el n-ésimo término de una serie alternante es de la
forma

b, = (-1)"a, o b, =(-1)""a,

donde b,, es un nimero positivo

Por ejemplo,

] , i 1\" 1 N 1 1 N 1 N ,
a serie — — = ——= - — — Y ... €S Uha serie
o 3 3 9 27 81

1
geométrica convergente,yaque 1 =|— g\ <1
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Prueba de la serie alternante

Las pruebas de convergencia que hemos visto hasta aqui aplican sélo
a series con términos positivos. En esta seccion se trabajara con
series cuyos términos no son necesariamente positivos.

Prueba de la serie alternante.

Si la serie alternante > (—1)""'a, =a; —as + a3 — aqg + ...
satisfase que

1. Sia,i1 <a, paratodan

2. lima,=0
n—oo

La serie es convergente.

n+1

1
= Z Conocida como

1 1
Paralaseriel — =+ - — = +

2 3 4
Serie armonica alternante. Se observa gue mientras la serie
armonica diverge, la serie armoénica alternante converge.

Entonces, se tiene que se satisfase que:

1
1. ni1 < anp, donde < — ue
Gntl = @ n+1 n 4
. .1
2. limag,=Ilim — =0
n—00 n—oo M,

Por lo tanto, la serie serie armdnica alternante es convergente, por la
prueba de la serie alternante.
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O Ejercicio.Series.
) Convergentes o divergentes

Determine si la serie converge o diverge, oprima el botén solucion
para verificar la respuesta.

o7l

1. Determinar sila serie es convergente o divergente: o __1
= 6n+l

i

‘ Descarga:

Resumen. Criteros de pruebas de convergencia o divergencia para series.
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