En el video de la Motivacion vimos que para la definicion del &rea de un
., , base xaltura . p
triangulo como area = ————, es esencial notar que el area de un

triangulo solo depende de su base y de su altura, las longitudes de los
otros dos lados no son importantes. Claramente se muestra que si
dejamos la base y la altura fijos, y movemos el vértice superior hacia
derecha o izquierda, entonces el perimetro cambia, pero el area
permanece igual. Sin embargo esto no es una demostracion. A lo largo
de la leccion se demostro esto y mas. A continuacién haremos una
sintesis de los resultados demostrados.

En el Inicio se demostr6 una afirmacion similar a la anterior pero para un
paralelogramo. Por medio de su diseccion, “el area de cualquier
paralelogramo de base b y altura h es igual a la de un rectangulo de lados
by h". Es decir que cualquier paralelogramo con base b y altura h, tiene
un area que se calculacon area = b X h

El area de cualquier paralelogramo de base b y altura h
es igual a la de un rectangulo de lados b y h.

Esto puede demostrarse por diseccion, reduciendo cada caso a uno anterior, hasta llegar al rectangulo,
Elija un caso, realice las acciones de Cortar, Trasladar y Reducir y repita hasta llegar al rectangulo.
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Puede cambiar el paralelogramo

fasene arrastrando los puntos A y C.
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Luego se demostro que cualquiera de los lados del paralelogramo puede
servir como base para calcular su area, es decir, si un paralelogramo tiene
lados b y b’ y sus alturas correspondientes son h y h’, entonces bh = b’h’
Cabe aclarar que esta expresion no denota igualdad sino equivalencia.

Para que esta expresion sea una igualdad numérica hay que suponer que
existe una funcion de area con las siguientes propiedades:

1. El area de una unién de figuras ajenas es la suma de sus areas.
2. El area de un rectangulo es el producto de sus lados.



Es decir que lo que demuestra Euclides es que un rectangulo con lados b
y h puede descomponerse en partes que pueden a su vez recomponerse en
el rectangulo con lados b’y h’, donde b y b’ son los lados de un
paralelogramo. En esta demostracion Euclides nunca usé que el area de
un rectangulo es el producto de sus lados.

L En un paralelogramo con lados b, b' y alturas respectivas h, h'" (Y
. b-h=b"h' -

El paralelogramo se puede partir y recomponer en un rectangulo de
lados b, i ytambién en uno de lados b’ ii" Asique b“Ii' = bl

Por lo tanto se puede definir el drea del paralelogramo como b-h
donde b es cualguiera de sus lados y /1 es la altura correspondiente.
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Finalmente se demostrd que un paralelogramo siempre puede disectarse
en dos tridngulos iguales. Por lo tanto el area de cada uno de estos
triangulos es la mitad del area del paralelogramo, es decir que el area del

triangulo es b. h/2

} Tedo tridngulo puede inscribirse en un paralelogramo
- al que le caben exactamente dos copias del tridngulo
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Por lo tanto el area A del tridangulo se puede definir como la mitad de |a del paralelegramo,
es decir como la mitad de |a del rectangulo de lados b y . Portanto: A= b—,h
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De estas tres afirmaciones y su demostracion, se ha demostrado que:



El area de un triangulo es la mitad del area de un paralelogramo en
el que este triangulo se inscribe y que tiene la misma base y la misma
altura, y por lo tanto, cualquier tridngulo con la misma base y la
misma altura tiene la misma area, como se afirma en el video de la
Motivacion.

En el Desarrollo se da la demostracién que dio Euclides en la
Proposicion 47 del Libro | de Los Elementos. Esta demostracion esta
basada en la obtencion de areas de tridngulos con la formula que ya se
demostro en el Inicio.

Teorema de Pitagoras. Demostracion de: ﬂ
Euclides, Los Elementos, Libro |, Proposicion 47,

Construimos cuadrados sobre los catetos y sobre
la hipotenusa, tedos exteriores al tridngulo,

Damos nombres a alguncs puntes de la figura y
trazamos los segmentos ZG y AL 1 BG.

El area del triangulo ZBG es la mitad de a porque
subase ZB ysualtura BA son ambas iguales a a.
Los tridngulos ZBG y ABD son congruentes
porque « ZBG = ¢« ABD Yy tienen lados adyacentes
iguales: ZB=AB=a y BG=BD=c.

Asi que el area de A ABD es igual a la del A ZBG

y portanto BD-DL~a" .

En la siguiente escena se demuestra la Férmula de Herdn, con la que se
calcula el area de un triangulo del cual se conoce la longitud de sus lados
Y No se conocen sus alturas.

ﬂ La Formula de Herén tj
El drea de un tridngulo a partir de sus lados.

Foérmula de Herdn
A=s(s-a)(s-b)(s-¢) .donde §=

Sean a, b, ¢ los lades del A ABC. Llamemes /i ala
altura correspondiente a la base ¢. Sea x la distancia
delpuntc B alpié P de h,

@ +b+c

Aplicando el Teorema de Pitdgoras al A CPB:

7.5 3
X +h ~a

Aplicando el Teorema de Pitdgoras al A APC:

P S Sty )
(c—x) +h =b

Restando la segunda ecuacion de la primera se tiene

2 ¢ RN ety
xX—(c—x) “a—->b



Luego se usa el area de un triangulo y el Teorema de Pitagoras para
demostrar la Ley de las proporciones. Este resultado se discutio en la
segunda escena del Inicio. Se esta tomando como hipdtesis que existe
una funcién de area con las propiedades 1 y 2, mencionadas
anteriormente, para demostrar la proporcionalidad de tridngulos
semejantes.

a Demostracion de la Ley de las proporciones para
triangulos semejantes usando areas y el Teorema de Pitagoras

Los rectangulos de ladosa b” y a’b,
tienen areas iguales,
SLab'=a’h (A)
Esto demuestra que
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Usando ¢l Teorema de Pitagoras y (B).
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Por lo tanto:

Lo cual demuestra la ley de las
proporciones para triangulos rectangulos.



