7 Semellanza e trigonometria

Obxectivos
Antes de empezar.

Nesta quincena aprenderas a:

1.Semellanza ........ccooeeeiiiiiiiiiaa.... pax. 4
e Recofiecer triangulos Teorema de Tales
semellantes. Triangulos semellantes
e Calcular distancias inaccesibles, Teorema de _Pltagqras
aplicando a semellanza de Calculo de distancias
triangulos.
e Nocions basicas de . . L )
X . 2.Razéns trigonomeétricas ............... pax. 8
trigonometria. o
Definicidon
e Calcular a medida de todos os Relaciéns fundamentais
lados e os angulos dun
triangulo rectangulo a partir de
dous datos. 3.Resolucién de triangulos
rectangulos .........oooiiiiiiiiiiiiiinn pax. 11
Dous lados

Un cateto e un angulo agudo
Hipotenusa e un angulo agudo
Exercicios para practicar
Para saber mais
Resumo

Autoavaliacion
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Antes de empezar

'- - Tales mediu a
~A altura dunha
piramide coa
sombra dunha

Os exipcios no seu afan por [ Unha corda con doce nés
mellorar a agricultura era unha ferramenta para

desenvolveron a xeometria. | trazar perpendiculares.

Hai centos de
demostracions do
teorema de Pitagoras.

Medindo sombras e angulos }
Eratéstenes calculou o radio
da terra fai 2200 anos.

!Con calculos de trigonometria
', demostrouse que a terra
" lestaba achatada polos polos.

Investiga xogando

Como facer carambola a unha banda?

Se xogaches ao billar, saberas que facer carambola a unha banda
significa que a bdla lanzada debe dar unha vez no marco da
mesa antes de facer carambola. Abonda aplicar a semellanza
para conseguilo, como?

Cara a onde debemos dirixir a béla amarela para que despois de
rebotar na banda vaia & bola vermella?
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1. Semellanza

So cando as rectas azuis son paralelas,
Se obtefien segmentos proporcionais

Teorema de Tales OA'__ OB
OA OB

O teorema de Tales pbédese ver na dereita, afirma que Paralelas 4/2
cando se cortan ddas semirrectas con duas rectas
paralelas, os segmentos que se obtefien en cada
semirrecta gardan a mesma proporcion.

B
Ly
. , .z ~ £
Este teorema indicanos que se dous tridngulos tefien O/
os angulos iguais, os lados son proporcionais. <
A

O reciproco tamén é certo, polo que se poden deducir
os criterios de semellanza de triangulos. Non Paralelas 37

Triangulos semellantes

Duas figuras son semellantes se por homotecias e
movementos coinciden. En poligonos significa que os

lados han de ser proporcionais e os angulos : .
iquais 1. Angulos iguais
9 : En {con dous basta)
b Os angulos iguais Y E=f v B=B
= ' o= a’  \b ¥
L | o ) v N 2. Un angule igual e
= Os lados proporcionais B»_.E—\,n os lades gue o
o ‘ byb=cfc .. . forman proporcionais
. A A=y L=t
Polo teorema de Tales para que dous triangulos a¥ \pr B
sexan semellan-tes_ abonda con que se cumpra g A g 3. Ladas proparcionais
algun dos tres criterios da dereita. £ a _b _c
a b

Teorema de Pitagoras

O teorema de Pitagoras di que nun triangulo
rectangulo, de catetos a e b, e de hipotenusa c, = ‘6 4

cumprese que b 2 /;8 ZS
A imaxe é unha demostracion grafica do teorema. 55 s
x=+/62+8% =10 x=+/10%- 826
a? e | T
c c2 b2 /d// [/ c1r, 6
. 12 \\\____///
Na dereita vemos algunhas aplicaciéns deste d=+/(8-2)°+(9-1" | (x-c,)+(y-¢,)*=r"

teorema, utilizado para calcular hipotenusas, catetos,
distancias entre puntos e ecuacions de
circunferencias.
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EXERCICIOS resoltos

OA _OA' _ OA' _ OB

1. Acha nos casos a) e b) as proporciéons @ 98 0B oA OB

——) v
Soluciéns: a) 3_9 e 9_12 b) —
4 12 3 4

2. Contesta razoadamente:

a) Son semellantes?

|
AN BN W |
|
|

l

Si, posto que os lados Non, os angulos son iguais Non, os angulos non son
estan en proporcion 2/3 e pero os lados non son iguais.
os angulos son iguais. proporcionais.

b) Un tridngulo cun angulo de 30° e outro de 40°, é forzosamente semellante a un
triangulo cun angulo de 30° e outro de 110°?

Si, pois como os angulos dun triangulo suman 180°, concliese que os angulos dos
dous triangulos son iguais e polo criterio 1, son semellantes.

c) Un triangulo de lados 3, 6 e 7 cm, € semellante a outro no que os lados miden 9,
36 e 49 cm?

Non pois os lados non son proporcionais.

d) Un cuadrilatero de lados 3, 4, 5 e 6 cm, é necesariamente semellante a outro de
lados 6, 8, 10 e 12 cm?

Non pois ainda que os lados son proporcionais, en poligonos de mais de tres lados
isto non abonda para que aconteza a semellanza, han de ser ademais os angulos
iguais.

e) Dous triangulos que tefien un angulo de 20° e os lados que os forman miden 6 e
15 cm no primeiro e 4 e 10 cm no outro. Son semellantes?

Si, polo segundo criterio, xa que a proporcién entre os lados que forman o angulo
igual € en ambos os dous casos 2/5.
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EXERCICIOS resoltos (continuacion)

) Dous poligonos regulares co mesmo nimero de lados, son semellantes?

Si, os angulos son iguais, (n°® de lados-2)180°/n°® de lados, e os lados,
proporcionais.

g) Os lados de dous triangulos miden 3, 6 e 7 cm, nun, e\/ﬁ,% e7+2 noutro. Son
2

semellantes?

Si, pois os lados son proporcionais: V18 = 3- \/5; % = %

e en triangulos abonda con esta condicién (criterio 3)

3. Os tridngulos da figura son semellantes, acha a medida do lado x

5=E:>x=5
4 8
10
/\
4 8

4. Acha a altura da arbore

in = X=2,16-£:3,6
_ 216 0,84 0,84
J.4m
Sombra=0,84m
Somora=2,16m
5. Calcula a hipotenusa no triangulo da 6. Calcula o cateto no triAngulo da figura
figura (a solucion vese dando a volta a (a solucion vese dando a volta a folla)
folla)
Sl =X
gL =X"gL=X
=X =X
%\- gee € X SOLUBLLINS 3
12 SOLEWINS 3
- =X
Pyl +18= X 6F- LEl =,
% SOPEIDE S0 SOLIEINIIED SOPBINED S0 SOLEND|ED
gl + 6= el gl =%
sejofield ap | ojad selofend ap | ojod

6
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EXERCICIOS resoltos (continuacién)

7. Calcula a distancia entre os dous
puntos da figura (a solucién vese
dando a volta & folla)

(5,9)

LEL -=X*LEL =X
9--2
bbb =X
X

sejofeyd ap 1 o
1,2 asea)de sojund snop aqua
5.1 BIILEISID B IENIED BIEY

9. Para calcular a distancia dende a praia
a un barco tomaronse as medidas da
figura. Calcula a distancia ao barco.

e

X 70

140 7

x:M::moo m

11. Calcula a profundidade do pozo

8. Calcula a ecuacion da circunferencia da
figura (a solucion vese dando a volta &
folla).

raio : 4

“BIIUAIALNI
Ep UDIaENIE B8 Bls]

b= (e + (1)

(x, v) e
=

=, (e} -A)+ 1)
alel ae |enfil e oquan oe

ElauaRLIN e oqund
elanhbied ap elauBSIp Y

entre as

10. Calcula a distancia
arbores A e B.

X 10m

12. Acha a lonxitude x da
estd na auga.

Polo T. De Pitagoras a=5 e por T. de Tales
X-4,3m _3m

:>x—4,3m=§m:x=8,5m
7m 5m 5

edod
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2.Razons trigonometricas
Definicion

A razén ou cociente entre dous lados dun triangulo
rectangulo determina a sta forma.

Estas razons, denominadas razons trigonométricas,
resumense na taboa seguinte,

Razoéns trigonométricas seno | coseno  tanxente

Abreviaturas sen tan
o sen @ = n::at_etn:n oposta
& hipotenuza
[m]
] __cateto contiguo
= tos = hipoteriLss
i
i b _ cateto oposto
cateto contiguo tane = cateto contiguo

Son importantes tamén as razons inversas asi a razon
da hipotenusa entre o cateto contiguo € a secante,
memoriza os tridngulos da dereita que seran moi

Utiles para resolver triangulos mais adiante.

Relaciéns fundamentais

Se se aplican a semellanza e o teorema de Pitagoras
aos triangulos rectangulos "basicos", é dicir, con
hipotenusa=1 ou con cateto contiguo=1, obtéfense
as relaciéns fundamentais da trigonometria:

Os triangulos OBA e OB'A' son semellantes:

Selx tan . sena
= entod | tana =

cosr 1 cosa

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo OBA
da figura obtemos:

serfo +cos’ o =1

Triangulos semellantes,
mesma razon = mesma forma

COs O

Cateto contiguo a o

o o
c
']

semellantes seca = 1

tan a

sena
oS o

A

tan a

\!

serfe+cos?a =1
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Nun triangulo
equilatero os
angulos miden 60° -
Co Teorema de [ /*
Pitagoras calculase a

altura 1 \\
I 1 % \‘\ b}
2 {7 \
X = 12—(EJ :E ;,fg 112 A
v 2 2 {1l el

Nun cadrado de lado
1

co Teorema de 2
Pitagoras calculase a A

diagonal /

diag=\112+12 =\/§ / y

\
Coa calculadora

e Dado un angulo o obter as
sUas razons trigonomeétricas.
Por exemplo o sen 28° 30’

Pon a calculadora en modo DEG
Teclea28°'"/30°"" |sen
Obtemos: |0,477158760

Nalgunhas calculadoras hai que
pulsar a tecla lsen antes de
introducir o é&ngulo, comproba
como funciona a tda.

Se gueremos obter o cosa ou a
tano procederemos da mesma
forma pero pulsando as teclas
cos e ftan respectivamente.

e Dada unha razén obter o
angulo a correspondente.

Co mesmo valor gue tes na
pantalla:  0,477158760

Comproba que a calculadora
segue en modo DEG

Teclea SHIFT| sen

Obtemos: 28,5 en graos, se
queremos graos, minutos e
segundos, pulsamos SHIFT © * "
obtendo 28° 30"

edod

Razéns de 30°, 45° e 60°

Os angulos de 30°, 45° e 60° aparecen con bastante
frecuencia, fixate como se calculan as suas razéns a
partir da definicion buscando os triangulos axeitados.

30° 450 60°
sen 1/2 272 372
cos J372 S22 1/2

Memorizar esta tdboa é doado se observas a orde que
gardan. Unha vez aprendidos os senos coas raices
consecutivas, 0s cosenos saen en orde inversa.

EXERCICIOS resoltos

13. No tridngulo da figura calcula:

a) sen a d) sen B > 3
b) cos a e) cos B
c) tan a f) tan B )
a) sena:§=0,6 d) senB:£:0,8
5 5
4 3
b) cosa=—=08 e) cosp=—=—=0,6
) @=c ) p E
c) tana:%:0,75 ) tanﬁzgzlé

14. Obtén coa calculadora:
a) sen 30° = 0,5
b) cos 60° = 0,5
c) tan 45° =1

15. Obtén coa calculadora os angulos o e  do
exercicio 5.

6 SHIFT sen— 36,87°
B: Tecleamos O | . | 8 SHIFT sen— 53,13°
Observa que certamente suman 90°.

o: Tecleamos O
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EXERCICIOS resoltos

16. Decide que razons do angulo a corresponden aos lados a, b e ¢

Solucién: a=tana b =sena c=cosa

17. No seguinte triangulo calcula o sen a, cos a e tan a

sen o =8/17
17 8

cos o =15/17

tan a =8/15
15

18. Comproba no angulo a do triAngulo da figura que se cumpren as relacions
fundamentais

5

5 5 [3j2 (4}2 9 16 25 _ sena
sen“a + Cos< a = g +| = —=1

= — 4+ — = = =
5 25 25 25 cosa

E =tana
4

ol |orjw

19. Calcula o coseno e a tanxente dun &ngulo agudo a tal que sen a=0,3

sena 0,3
tano = =

cos® o =1-sena = cosZ o =1— 0,32 =1-0,09=0,81 = cosa =+0,81 =0,9

1
cosoo 09 3

20. Comproba que se cumpre a relacion: 1 + tg® a=sec’ a

2
o sena, sena  cos? o + sen‘a 1 .
l+tan“a=1+ =1+ 7 = z = >— =Sec’a
cosa cos? a cos? o cos? o

Lembra o triangulo:

10
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Calcular a altura do monte.

X = 650- sen 30° =650 - 0,5

Calcular a altura da torre.

X = 20-tg 45° = 20-1=20m

Resolver o triangulo.

Ll

hipotenusa =72 +10% = /149

Coa calculadora: atan(0,7)=35°
E o outro angulo: 90°-35°=55°

3. Resolucién de triangulos
rectangulos

Resolver un triAngulo rectangulo consiste en calcular
os datos descorfiecidos, lados ou angulos, a partir
doutros cofiecidos.

Vexamos 0s casos que se poden presentar.

a) Cofecidos un angulo e a hipotenusa

Para achar os catetos dun tridngulo rectangulo do que
se cofiecen as medidas da hipotenusa e dun angulo
agudo, pensaremos no triangulo:

que multiplicamos pola

sen o
hipotenusa Cc

cos o

C - sena

f1e’ 90°
C - COSsa

b) Cofiecidos un angulo e un cateto

Para achar os lados dun tridngulo rectangulo do que
se cofiecen as medidas dun cateto e dun angulo non
recto, pensaremos no triangulo:

sec o tan o due multiplicamos polo
cateto contiguo

c - tana

c) Cofiecidos dous lados

Para achar o outro lado do triangulo aplicarase o
teorema de Pit4goras.

O angulo determinarase como:

cateto oposto

cateto contiguo

. cateto oposto
Ou ben como o arco cuxo seno é -
hipotenusa

O arco cuxa tanxente é

dependendo dos datos iniciais.

Para calcular o outro angulo abonda restar de 90°.

edod
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EXERCICIOS resoltos

21. Calcula as polgadas e o formato dunha pantalla a base da cal mide 64 cm e a sua
altura 36 cm

=36 cm

Polo teorema de Pitagoras, a diagonal mide,
N G

647436743600 =60
O gue en polgadas & 60 0,39=23 4

Para facer este exercicio debes saber gue:

Atanxente de a, —a2- simplificada d& —=-
1 cm = 0.30 polgadas e formato de pantalla = tan(a) 36 g
As] nunha pantalla de 25 polgadas en formato 16:9 )
|| tan{a)=16/9 & a sia diagonal mide 25 polgadas. Exercicio | 16:9 € © formato da pantalla.

22. No seguinte triangulo rectangulo calcula a medida dos seus lados e dos seus

angulos.
Solucién: O outro angulo é de 90° - 39° = 51°.
Utilizamos o tridngulo basico da tanxente para calcular os
outros lados
7-sec3 7-tan 39°
39" SEC (X 39°
@Ena
|4 7

23. Resolve o triangulo da figura.
Solucién: O outro angulo é de 90° - 31° = 59°.

Utilizamos o tridAngulo basico do seno para calcular os
outros lados

9-sen31®

31 o sen o 31 o

cos a 9-cos31°
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“\E‘}' Para practicar

1. Acha x en cada caso

22 19

6 \ 15 | 13 '\

24 \26\

2. As medidas de tres lados homoélogos de
dous cuadrilateros semellantes son:

4 cm X cm 7 cm
20 cm 10 cm y cm
Achaxey

3. A base dun monte obsérvase a unha
distancia de 5,6 km. Mobvese unha
regreta de 29 cm ata cubrir con ela
visualmente a base e nese momento a
distancia da regreta ao ollo do
observador é de 1 m.

Calcula a anchura da base

do
monte. [ g

5. Calcula a profundidade do pozo.

6. Por onde se ha de cortar a folla para
que o anaco da esquerda sexa
semellante & folla enteira?.

19cm

T
|
|
|
|

XxXcm |

: 9cm
|

7. Debuxa no teu caderno un tridngulo
cun angulo de 69° e un dos lados que o
forman de 9 cm. Son semellantes todos
os tridngulos que cumpren estas
condiciéns?

8. Debuxa no teu caderno un tridngulo
cun angulo de 56° e o cociente dos
lados que o forman igual a 3. Son
semellantes todos o0s triangulos que
cumpren estas condiciéns?

9. Calcula o lado da base da piramide.

edod
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

14

a) sen 30°

Calcula a altura da piramide en cada
caso.

Acha a distancia entre os puntos ( -3,
4) e (5, -2).

Ecuaciéon da circunferencia de centro
(0,-1) e radio 3.

Acha coa calculadora as seguintes
razons trigonométricas:

b) cos 67° c) tan 45°

Un angulo dun triangulo rectangulo
mide 47° e o cateto oposto 8 cm, acha
a hipotenusa.

A hipotenusa dun triangulo rectangulo
mide 26 cm e un angulo 66°. Calcula
os catetos.

Un angulo dun triangulo rectangulo
mide 44° e o cateto contiguo 16 cm,
calcula o outro cateto.

O cos dun angulo agudo é 3/4, calcula
0 seno do angulo.

A tanxente dun angulo agudo é 12/5
calcula o seno.

O sena =3/5g¢0 € un &ngulo agudo,
calcula a tan a..

A apotema dun poligono regular de 9
lados mide 15 cm, calcula o lado.

O lado dun exagono regular mide 30
cm, calcula a apotema.

A sombra dunha arbore cando os raios
do sol forman coa horizontal un angulo
de 36°, mide 11 m. Cal é a altura da
arbore?.

360
Tim

MATEMATICAS Orientadas as Ensinanzas Aplicadas 4° ESO

23.

24.

25.

26.

27.

O fio dun papaventos mide 50 m de
longo e forma coa horizontal un angulo
de 37°, ¢a qué altura voa o
papaventos?.

P

P .
g
-~
Ly

Para medir a altura
dun edificio midense os
angulos de elevaciéon
dende dous puntos
distantes 100 m. Cal é
a altura se os angulos
son 33° e 46°7?.

<100>

Duas persoas distantes

entre si 840 m, ven
simultaneamente un h
avion con angulos de
elevacion respectivos
de 60° e 47°, sa qué
altura voa o avion?.

60° 47°
<——840 —>

Cun compas os brazos

do cal miden 58 cm,
trazamos unha circun- ¢
ferencia. Se o angulo
que forman os seus
brazos é 56°.

Cal é o raio da circun-
ferencia?

=

Cun compas trazamos
unha circunferencia
de 11 cm de radio. Se
0 angulo que forman
0s seus brazos é de
22°. Ccal é a lonxitude
dos brazos do J
compas? 11

20,

edod



Para saber mais |wjs

A tradicion atrible a Thales (600 anos antes da nosa era) a
introducion en Grecia da xeometria exipcia.

Xeometria

Thales foi un precursor sobre todo preocupado de problemas
préacticos (calculo de alturas de monumentos con axuda dun bastén e
da proporcionalidade das sombras).

A xeometria grega que foi un éxito asombroso da ciencia humana
dando probas dun enxefio excepcional, estivo marcada por ddas
Escolas: a de Pitagoras e a de Euclides.

Ver mais en:
http://perso.orange.fr/therese.eveilleau/pages/hist_mat/textes/h_geom.htm

Se utilizaches algin programa de son probablemente teras visto que se representa por
ondas. As ondas son funcidns trigonomeétricas, que representan puntos da forma (x, senx):

ANNA) /N
\V/ NA A

7

Na paxina interactiva “para saber mais” a que corresponde este texto podes construir, cun
aparello de facer gréficas, diversas ondas. Nesa mesma paxina podes atopar un programa
co que producir distintos sons cunha mesma nota e ver a sUa grafica.

A forma de onda é a caracteristica que nos permitir4 distinguir unha nota da mesma
frecuencia e intensidade producida por instrumentos diferentes. A forma de onda ven
determinada polos harmonicos.

Forma de onda (ou timbre) da trompeta, en Forma de onda (ou timbre) dunha frauta, a nota
concreto a nota LA, DO4
Trompeta (Mota Lad) Frauta Dod

(1]

g 3

= =

2 £

] E ™ na &) |I o e (C .0 m

Recoméndase visitar a paxina http://www.xtec.es/centres/a8019411/caixa/ondas.htm
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N

| Lembra
O mais importante

c

-__.-'
a/ b
Poligonos semellantes ,ﬂf )
~ . . . o f '_-

Se tefien e os lados proporcionais e os angulos B .:

iguais. .
Triangulos semellantes 4 N
No caso dos triAngulos abonda que se cumpra un BT A

dos tres criterios:

Teorema de Pitagoras a®+b?=c?

1. Angulos iguais
{con dous basta)

A=h y B=B"
2. Un angule igual e

05 lados qua a
forman proporcionais

r ™~ b C
A=Ay ——=—r
¥ b o
3. Lados proparcionais
a _b _ ¢
a' b’ c'

a2

b2

a
r. S paralelas > — = ——
b

Teorema de
Tales

b’

v O seno é o cociente entre o sena cateto oposto
o - = T
g cateto oposto e a hipotenusa. hipotenusa
v 5 i .
2 o) € o cociente entre o cateto contiguo
° cateto contiguo e a hipotenusa. cosa = :
8 ) , hipotenusa
& v A tanxente é o cociente entre o
: © cateto oposto e o cateto tano — cateto oposto
cateto contiguo contiguo. cateto contiguo
seno Relaciéns 1 sen o
tana = serfo+cofa=1
cosa .
fundamentais coSs oL
30° 45° 60°
0
seno i/2 Sz J3i2 45
coseno /2 J2/2 1/2 60°

c-tan a

c-senao

Resolver un triangulo rectangulo
consiste en achar as medidas dos
seus seis elementos: tres lados e
dous angulos (o terceiro é 90°),
cofiecidos un lado e un angulo ou
dous lados.

16
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3

(]~ [rzem ]
4

XM o)
5
6
7
8

10.

Autoavaliacion ?

. Aplica a semellanza para calcular o valor de x.

. Sabendo que os éangulos dun cuadrilatero suman

360°, calcula o angulo A.

. Os poligonos da figura, ¢son semellantes?.

. Como a venta da casa de en fronte é igual que a

mifia podo saber a sua altura, e coa visual dunha
vara calcular a anchura da rda. Calculaa.

. A xeratriz dun cono recto mide 6,8 cm e o radio da

base 3,2 cm. Acha a altura dun cono semellante a
este realizado a escala 1:2.

. Calcula o valor de tan A no triangulo ABC da figura.

. Calcula a area do tridngulo da figura.

. Se sen a = 0.8, e o é un angulo agudo, calcula a

tan a.

. A altura de Torre Espafia é de 231 m, ¢canto mide a

slla sombra cando a inclinacién dos raios do sol é de
30°?

Calcula a area dun triangulo equilatero de lado 4 cm.
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Soluciéns dos exercicios para practicar

a) 143/6 b) 646/21

x=2 y=35 g
1624 m / |
64,75 A\ |
5,94 m 690 |

a=9cm
4,26 cm

5 [+]
a=9cm

Prob. 7 Prob.8

Non tefien porque ser semellantes

Son semellantes
1,12
1,70

. 97,98 m
. X2+ (y-1)2=9

. a)0,5b)0,39¢c) 1
14.

10,94cm

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

23,75 cm e 10,58 cm
15,45 cm
0,66
12/13
3/4
1°,92 cm
25,98 cm
7,99 m
30,09 m
174,16 m
556,34 m
54,46 cm
22,82 cm

© ©® N o o b W

10.

Soluciéns

AUTOAVALIACION
1.
2.

4
66°

Non son semellantes
91/19 m =4,78 m
3cm

0,47

165,19 u®

4/3

400,10 m

6,93 cm?
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