Objectius

En aquesta quinzena aprendras a:
e Reconeixer triangles semblants.

e Calcular distancies
inaccessibles aplicant la
semblanca de triangles.

e Nocions basiques de
trigonometria.

e Calcular la longitud de tots els
costats i I'amplitud dels angles
d'un triangle rectangle a partir
de dues dades.

Semblanca i trigonometria

Abans de comencar.

1.Semblanca .........cccccoooiiii i pag. 4
Teorema de Tales
Triangles semblants
Teorema de Pitagores
Calcul de distancies inaccessibles

2.Raons trigonometriques ..................... pag. 8
Definici6
Relacions fonamentals

3.Resolucié de triangles
rectangles .......occoociiiiiiii, pag. 11
Coneguts dos costats
Coneguts un catet i un angle agut
Coneguts la hipotenusa i un angle agut
Exercicis per practicar
Per saber-ne més

Resum

Autoavaluacio6

edod
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Abans de comencar

Tales va mesurar I'altura
d’una piramide amb 'om-
N bra d’una estaca

Sk

Els eqgipcis, amb &l seu afany | Una corda amb 12 nussos era
una eina per trasar perpendi-

per millorar 'agricultura wan y
culars

desenvolupar |2 geometria

Hi ha centenars de
demostratracions del
teorema de Pitagores

Mesurant ombres i angles kAl
Erastdstenes va calcular el
radi de laterra fa 2200 anys.

Investiga jugant

Com fer caramboles a una banda?

Si has jugat al billar, sabras que fer carambola a una banda
significa que la bola llangcada ha de donar un cop al marc de la
taula abans de fer carambola. N’hi ha prou amb aplicar la
semblanca per aconseguir-ho. Com?

Cap a on hem de dirigir la bola groga per a que després de
rebotar a la banda vagi a la bola vermella?
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1. Semblanca

Teorema de Tales

El teorema de Tales, que s'explica en I'escena de la
dreta, afirma que quan es tallen dues semirectes amb
rectes paral-leles, els segments que s'obtenen en

cada semirecta guarden la mateixa proporcio.

Aquest teorema ens indica que si dos triangles tenen

els angles iguals, els costats sén proporcionals.

La reciproca també és certa, per la qual cosa es
poden deduir els criteris de semblanca de triangles

que s'enuncien en la pagina seguent.

Triangles semblants

Dues figures son semblants si per homotécies i
moviments coincideixen. En el cas de poligons
significa que els costats han de ser proporcionals
i els angles iguals.

o 4‘% N

-
i
C -

Els angles iguals
o=a .
Els costats proporcionals
o ; b/b =c'/c ...

Pel teorema de Tales, per tal que dos triangles
siguin  semblants n’hi ha prou amb que es
compleixi algun dels tres criteris de la dreta

Teorema de Pitagores

El teorema de Pitagores diu que en un triangle
rectangle, de catets a i b, i dhipotenusa c, es
compleix que

a®+b*=c?

La imatge és una demostraci6 grafica del teorema.

a2

2
c C b2

A la dreta veiem algunes aplicacions d’aquest
teorema, utilitzat per calcular hipotenuses, catets,

distancies entre punts i equacions de circumferencies.
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Només quan les rectes blaves sén paral-leles,
s’obtenen segments proporcionals
OA’

OA~ OB

No Paral-leles 3/2'= 8/3,

1. Angles iguals
(amb dos n’hi ha prou)

¢ A
y B=B'
a D | 2. Unangle igual i els costats
que el formen
c
é
p

prooorcionals
b ¢

ybl_cl

3. Costats proporcionals

B' a b ¢
a' b ¢
//w //
y 5 1077 |x
e e
2 2
x=-/6"+8" =10 x=-/10%- 8°=6
49.8) - (xv)
- / r
/d/ | 5. C
s b /
]
o \\_//

d=-/(8-2)2+(9-1)? [:c-t:1]2+[y-c2]2=r2
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EXERCICIS resolts

OA _OA' OA' _ OB

OB o8B ! 0OA OB

1. Troba en els casos a) i b) les proporcions

p— v

Solucions: a)% =— i

2. Contesta raonadament:

a) So6n semblants?

i
|
|
|

l

Si, ja que els costats No, els angles sén iguals No, els angles no sén
estan en proporcié 2/3 i pero els costat no soén iguals.
els angles son iguals. proporcionals.

b) Un triangle amb un angle de 30° i un altre de 40°, és forcosament semblant a un
triangle amb un angle de 30° i un altre de 110°?

Si, ja que com els angles d’'un triangle sumen 180°, se conclou que els angles dels
dos triangles son iguals i pel criteri 1, sén semblants.

c) Un triangle de costats 3, 6 i 7 cm, és semblant a un altre els costats del qual
mesuren 9, 36 i 49 cm?

No, doncs els costats no s6n proporcionals.

d) Un quadrilater de costats 3, 4, 5i 6 cm, és necessariament semblant a un altre de
costats 6, 8, 10i 12 cm?

No, doncs encara que els costats s6n proporcionals, en poligons de més de tres
costats amb aix0 no n’hi ha prou per a que hi hagi semblanc¢a, han de ser a més els
angles iguals.

e) Dos triangles que tenen un angle de 20° i els costats que els formen en un
mesuren 6 i 15 cm, i en l'altre, 4 i 10 cm. S6n semblants?

Si, pel segon criteri, ja que la proporcié entre els costats que formen I'angle igual és
en ambdos casos 2/5.
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EXERCICIS resolts (continuacio)

) Dos poligons regulars amb el mateix nombre de costats, s6n semblants?

Si, els angles so6n iguals, (nre. de costats-2)180°/nre. de costats, i els costats,
proporcionals.

0) Els costats de dos triangles mesuren 3, 6 i 7cm, en un, i 18, % i 742 enun
2
altre. S6n semblants?

a5 12 622
V18 = 3-4/2; 7

Si, doncs els contats sén proporcionals:
i en triangles amb aquesta condicié n’hi ha prou (criteri 3)

3. Els triangles de la figura s6n semblants, troba la mida del costat x

x 10
—=—=X=5
10 4 8
A
4 8

4. Troba I'altura de I'arbre

x 14 2162 _36

216 0,84 0,84

5. Calcula la hipotenusa en el triangle de 6. Calcula el catet en el triangle de la
la figura (la solucié es veu donant la figura (la soluci6 es veu donant la
volta al full) volta al full

o =_X
'p SEL §EC =, ZLf =X TLm
LUSLUm S By NG ER
/ PPl + LB =X BF- LTl = X
jEapenb S wagean S8 IpEn b Spb WSTE R L
[ IEL+EE-21 fi1ELL=ix
aunfigyd op RUGIGa | |8 SRIn0ES B0 BULBIDG] |24
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EXERCICIS resolts (continuacio)

7. Calcula la distancia entre els dos punts
de la figura (la solucié es veu donant
la volta al full)

(6,8) 0L =x
A 00 /> =X~ 001 = X
ZS +Zg =zx

:3a400E)d ap ewal0s] |8
el de s sund sop anus
E|JUEISID B JE|N2ED 184

9. Per calcular la distancia des de la platja
a un vaixell s’han pres les mesures de la
figura. Calcula la distancia al vaixell.

8. Calcula 'equacié de la circumferencia
de la figura (la solucié es veu donant
la volta al full).

radi |4

‘BIAUEIBILND|D
gl ap 0laenba,| sa elsanhy

= (E+A) + (1)

V=

) :a[(g')"ﬁ‘]"'z[ L -¥]
el B |ERAL S8 80U |

ElaUalaINIL Bl ap Und
|oaBs[ERb 8p BloUELSID B

10. Calcula la distancia entre els arbres A

x=@m=35m
12

X _10m N
30m+12m 12m

12. Troba la longitud x de la llinya que ng
esta a l'aigua.

Pel T. de Pitagores a=5 i pel T. de Tales
X-4,3m _3m

:x—4,3m=£m:>x=8,5m
7m 5m 5

edod
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2.Raons trigonometriques Triangles semblants,

mateixa rab=mateixa forma
Definicio 1
e e R o N
La raé o quocient entre els dos costats d'un triangle
rectangle determina la seva forma.

0
w\f‘“/i -
Aquestes raons, denominades raons trigonometriques, A(/ =

es resumeixen en la taula segient,

CoOs
Raons . . Catet adjacent a o
Sinus Cosinus tangent

trigonomeétriques
Abreviatures sin tg

cin & = catet oposat |
~  hipatenusa —
Oposatag
it il =]
&= Thipotenusa =
1

tg o = catet oposat Catet adjacent a o

=
é\l')

e

catet oposat

S6n importants també les raons inverses aixi la ra6
de la hipotenusa entre el catet adjacent es diu secant, semblants seca 1
memoritza els triangles de la dreta que seran molt

utils per resoldre triangles més endavant.
o
A
a

cos a

tga

Relacions fonamentals

Si s'apliguen la semblanca i el teorema de Pitagores e
als triangles rectangles "basics", és a dir, amb
hipotenusa=1 o amb catet adjacent=1 , s'obtindran
les relacions fonamentals de la trigonometria:

Els triangles OBA i OB’A’ s6n semblants:

tg o

i sina
ﬂ:tﬂ aleshor | tga=
cos 1 cox

\

Sirfo+ cos?

=1

Aplicant el Teorema de Pitagores al triangle OBA de la
figura obtenim:

sina +coa =1
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En un triangle [
equilater els angles I .
mesuren 60° | | — Raons de 30°, 45°i 60°
Amb el Teorema de f ; . .
Pita lcula | | /-/\\\ Els angles de 30°, 45° i 60° apareixen amb prou
. 12_(1]23'_“{@ . X freqiiéncia, fixa't com es calculen les seves raons a
B 2) 2 ; X ‘\\ partir de la definici6 si busquem els triangles
HE \ adequats.
30° 45° 60°
sin 1/2  «2/2 AE/2
En un quadrat de 1
costat 1 | cos J372 S22 1/2
amb el Teorema de P4l
Pitagor Icula /
diag = y13adidgonsl x/
/ Memoritzar aquesta taula és facil si observes I'ordre
i que guarden. Un cop apresos els sinus amb les arrels
"l 1 S consecutives, els cosinus surten en ordre invers.
J EXERCICIS resolts

Amb la calculadora

. 12. En el triangle de la figura calcula:
e Donat un angle o obtenir les

seves raons trigonomeétriques. - a) sin o d) sin f
Por exemple el sin 28° 30~ 3 b) cos a e) cos
f 0 tga N tg p

Posa la calculadora en mode DEG
Tecleja28 °©“*“/30° "' “ Isin
Obtenim: | 0,477158760

En algunes calculadores s’ha de

a) sinuzgzo,G d) sinB:%:O,S

4 3
clicar la tecla [sin abans b) cosa = Eh 0,8 €) cosP = == 0,6
d’introduir I'angle, comprova com
funciona la teva. 3 4 =
) ) c) tga=—=0,75 f) tg p=—=13
Si volem obtenir el cos ao la 4 3
lampracedicemiNee Bl SRR mAc e 13. Troba amb la calculadora:
forma pero clicant les tecles [cos| i . o _
tan respectivament. a) sin 30°=0,5
e Donada una raé obtenir b) cos 60° = 0,5
I’angle o corresponent. c) tg 45° =
Con el mateix valor que tens a la
pantalla : [ 0,477158760 14. Troba amb la calculadora els angles o i p de
Comprova que la calculadora I’'exercici 5.

segueix en mode DEG
Clica |[SHIFT| sin

a: Cliquem O | . | 6 SHIFT| sin — 36,87°
B: Cliguem O | . | 8 SHIFT| sin| —» 53,13°

Obtenim : | 28,5 | en graus, si

volem graus, minuts i segons Observa que en efecte sumen 90°.
teclegem SHIFT P ‘ | obtenint

28° 30"
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EXERCICIS resolts

16. Decideix quines raons de I'angle o corresponen als costats a, bic

Solucié a=tg a b=sin «a C=CO0Ss o

17. Al seglent triangle calcula el sin o , cos a i tg o

17 sin o = 8/17
8  cosa=15/17
o
tg o = 8/15
15

18. Comprova en I'angle a del triangle de la figura que s’acompleixen les relacions
fonamentals

> 3
4
2 2 . 3
. 3 4 9 16 25 in 3
sinfa+cosla=|2| +|=| ==+=2==2=1 S “:%zéztga
5 5 25 25 25 cosa ¢ 4
19. Calcula el cosinus i la tangent d’'un angle agut a tal que sin a=0,3
cos?a =1—sin?a = cos?a =1-0,3> =1— 0,09 = 0,81 = cosa = /0,81 = 0,9
. sina. _ 03 _1
cosa. 09 3
20. Comprova que es compleix la relacié: 1+ tg® a=sec® a
. 2 ) 2 2
sin sin Cos“a +Sin 1
1+tg2a=1+[ aj =1+ za: ¢ - E —=sec’a
cosa. cos“a cos“a. cos“a
Recorda el triangle:
sec O tg o
(0
1

10
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90°
b a
o B

C
Calcular l'altura de la muntanya.

X = 650-sin 30° = 650:0,5=325

Calcular I'altura de la torre.

X = 20-tg 45° = 20-1=20m

Resoldre el triangle.

L

hipotenusa = 72 +10? = /149

Amb la calculadora: atan(0,7)=35°
I I'altre angle: 90°-35°=55°

3. Resolucid de triangles
rectangles

Resoldre un triangle rectangle es calcular los dades
desconegudes, costats o angles, a partir dels
coneguts.

Veiem els casos que es poden presentar.

a) Coneguts un angle i la hipotenusa

Per trobar els catets d'un triangle rectangle del qual
es coneixen la longitud de la hipotenusa i I'amplitud
d'un angle agut, comparem amb el triangle:

on es multiplica per
la hipotenusa

sin o

cCos a

cC-sina

C: -Ccosa

b) Coneguts un angle i un catet

Per esbrinar els costats d'un triangle rectangle del
qual es coneixen la longitud d'un catet i I'amplitud
d'un angle agut, comparem amb el triangle:

On es multiplica pel

sec o .
g @ catet adjacent

c-tga

c) Coneguts dos costats

Per trobar l'altre costat del triangle s'aplicara el
teorema de Pitagores, i l'angle es determinara com
catet oposat

catet adjacent
catet oposat
hipotenusa

I'arc que té per tangent

0 bé com l'arc el sinus del qual és

depenent de les dades inicials.

Para calcular I'altre angle n’ha prou amb restar de

90°.

edod
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EXERCICIS resolts

21. Calcula les polsades i el format d’'una pantalla la base del qual mesura 64 cm i la
seva altura 36 cm

Solucio

Peltearema de Pitagares, |2 diagonal mesura, en cm:
J 842+ 362-4/3600 =60

Aixd en polsades &3 60-0,39= 23,4

Perfer aguest exercici has de saber que La tangent de a, &4 simplificacia dona L
1cm =0.39 polsades i format de pantalla = tg{a) 36 E
Alxl, enuna pantalla de 25 polsades en forrmat 16:9

tg(a)=16/9 i la diagonal mesura 25 polsades. Exercici 16:9 es el format de la pantalla.

22. Al seguent triangle rectangle calcula la mesura dels seus costats i dels seus angles.

Solucié: I'altre angle és de 90°-39°=51°.
Utilitzem el triangle basic de la tangent per a calcular els
altres costats

7:5ec3 7 .t9390
sec tg o

39° 39°

23. Resol el triangle de la figura.

Solucié: l'altre angle és de 90°-31°=59°.
Utilitzem el triangle basic del sinus per a calcular els
altres costats

9-sin31°

31

31 o > sin O
9.cos31°

COos O
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T\E‘? Per practicar

1. Troba x en cada cas

5. Calcula la

22 19

6 \ 15 | 13 \

24 \26\

2. Les mesures de tres costats homolegs
de dos quadrilaters semblant son:

4 cm X cm 7 cm
20 cm 10 cm y cm
Troba xiy

3. La base d'una muntanya s’observa a
una distancia de 5,6 km. Es mou una
regleta de 29 cm fins a cobrir amb ella
visualment la base i en aquest moment
la distancia de la regleta a I'ull de
I'observador és de 1 m.

Calcula l'amplada de la base de la
muntanya.

profunditat
del pou.

6. Por on s’ha de tallar el full per a que el

tros de I'’esquerra sigui semblant al full
sencer?.

19cm

Scm

7. Dibuixa al teu quadern un triangle con

un angle de 69° i un dels costats que el
formen de 9 cm. S6n semblant tots els
triangles que compleixen aquestes
condicions?

. Dibuixa al teu quadern un triangle amb

un angle de 56° i el quocient dels
costats que el formen igual a 3. SoOn
semblants tots els triangles que
compleixen aquestes condicions?

. Calcula el costat de la base de la

piramide.

edod
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

14

a) sin 30°

Calcula l'altura de la piramide en cada
cas.

Troba la distancia entre els punts
(-31 4) I (51 _2)

Equacio6 de la circumferencia de centre
(0,-1) i radio 3.

Troba amb la calculadora les seguents
raons trigonometriques:

b) cos 67° c¢) tg 45°

Un angle dun triangle rectangle
mesura 47° i el catet oposat 8 cm,
troba la hipotenusa.

La hipotenusa d’un triangle rectangle
mesura 26 cm i un angle 66°. Calcula
els catets.

Un angle d'un triangle rectangle
mesura 44° i el catet adjacent 16 cm,
calcula l'altre catet.

El cosinus d'un angle agut és 3/4,
calcula el sinus de I'angle.

La tangent d'un angle agut és 12/5
calcula el sinus.

El sina=3/5 i a és un angle agut,
calcula la tg a.

L'apotema d’'un poligon regular de 9
costats mesura 15 cm, calcula el costat

El costat d’'un hexagon regular mesura
30 cm, calcula 'apotema.

L'ombra d’'un arbre quan els rajos del
sol formen con I’horitzontal un angle de
36°, mesuren 11m. Quina és l'altura de
I'arbre?.

<360
11m

MATEMATIQUES Orientades als Ensenyaments Aplicats 4t ESO

23.

24.

25.

26.

27.

El fil d’'un estel mesura 50 m de llarg i
forma amb [I'horitzontal un angle de
37°, a quina altura vola I'estel?.

Per mesurar l'altura d’'un
edifici es mesuren els
angles d’elevaci6é des de
dos punts distants
100m. Quina és Il'altura
si els angles s6n 33° i

46°7.

<100>

Dues persones distants
entre si 840 m, veuen
simultaniament un avié
amb angles d’elevacio
respectius de 60° i 47°,
a quina altura vola
I'avio?.

60° 47°
<——840 —>

Amb un compas els /5B
bracos del qual / \58
mesuren 58cm,
tracem una
circumferéncia. Si
I'angle que formen
els seus bracos és
56°. Quin és el
circumferéncia?

| =

radi de la

Amb un
tracem una ;
circumferéncia  d’11 N
cm de radi. Si I'angle A
que formen els seus

de 22°. o

compas /e,

bracos és
Quin és la longitud
dels bragos del compas?

edod
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Per saber-ne més |%®

La tradici6 atribueix a Tales (600 anys abans de la nostra era) la

GEOI’HETT'iCI introducci6 a Grecia de la geometria egipcia.
Tales va ser un precursor sobre tot preocupat de problemes practics
(calcul d'altures de monuments amb [l'ajuda d'un bast6 i de la

proporcionalitat de les ombres).
&é La geometria grega que va ser un éxit sorprenent de la ciéncia
b,_,___ : humana donant proves d'un enginy excepcional, va estar marcada

per dues Escoles: la de Pitagores i la d'Euclides.

Veure més a:

Si has has fet servir algun programa de so probablement hauras vist que aquest es

representa per ones. Les ones sOn funcions trigonometriques, que representen punts de la
forma (X, sinx):

Wl AN
\/ VAR

A la pagina interactiva “Per saber-ne més” a la que correspon aquest text pots construir
amb una graficadora diverses ones. En aquesta mateixa pagina pots trobar un programa
amb el que produir diferents sons com una mateixa nota i veure la seva grafica.

La forma d’ona és la caracteristica que ens permetra distinguir una nota de la mateixa

fregléncia i intensitat produida per instruments diferents. La forma d’ona ve determinada
pels armoénics.

Forma d’ona (o timbre) de la trompeta, en concret Forma d’ona (o timbre) d’una flauta, la nota DO4
la nota LA,

Trotmpeta (Mota Lad)

Flauta og

Amplitud
Arnplitud

% LEE] ==

Es recomana visitar la pagina http://www.xtec.es/centres/a8019411/caixa/ondas.htm

edod
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Recorda

19 el més important

Poligons semblants

Si tenen els costats proporcionals i els angles iguals.

Triangles semblants

En el cas dels triangles n’hi ha prou que s’acompleixi

un dels tres criteris:

Teorema de Pitagores

a®+b’=c?

a2

b2

-
]
8 v El sinus és el quocient entre el
o . .
o catet oposat i la hipotenusa.
-
% v El és el quocient entre
o el catet adjacent i la

hipotenusa.

v' La tangent és el quocient entre
el catet oposat i el -catet
adjacent.

sina .
tga = sirfa+cofa=1
cou
30° 450 60°
Sinus 1/2 272 J3/2
cosinus | 43/2 Jf2/2 1/2

c-tga

c-sina

1. Angles iguals (amb 2 n’hi ha
prou)

(@])

i B=B"
R 2. Un angle igual i els costats que
el formen proporcionals

o4 i b_c
b ¢
a’ b’ i
. 3. Costats proporcionals

a b c

Teorema de

Tales
r, s paral-leles = L
'SP b b
. catet oposat
sino=——
hipotenusa
catet adjacent
cosg=——"———
hipotenusa
. catet oposat
catet adjacent
Relacions .
SN O
fonamentals
Cos o
45° 60°
Resoldre un triangle rectangle

consisteix a trobar les mesures dels
seus sis elements: tres costats i dos
angles (el tercer és 90°), coneguts un
costat i un angle o dos costats.

16
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10.

Autoavaluacio | &

. Aplica la semblanca per calcular el valor de x.

. Sabent que els angles d’'un quadrilater sumen 360°,

calcula I'angle A.

Els poligons de la figura, sén semblants?.

. Com la finestra de la casa de davant és igual que la

meva puc saber la seva altura, i amb la visual d’'una
vareta calcular 'amplada del carrer. Calcula-la.

La generatriu d’'un con recte mesura 6,8 cm i el radi
de la base 3,2 cm. Troba l'altura d’un con semblant a
aquest realitzat a escala 1:2.

. Calcula el valor de tg A en el triangle ABC de la

figura.

. Calcula I'area del triangle de la figura.

. Si sin a= 0,8, y a és un angle agut, calcula la tg a.

L'altura de Torre Espafia és de 231 m. Quant mesura
la seva ombra quan la inclinacié dels rajos del sol és
de 30°?

Calcula I'area d’un triangle equilater de costat 4cm.

edoaod
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1. a) 143/6 b) 646/21

2. x=2 y=35 F,
3. 1624 m / '.‘
4. 64,75 AN
5.594m 690 |

a=9cm

6. 4,26 cm Prob. 7
7. No tenen perque ser semblants
8. Sb6n semblants

9. 1,12
10. 1,70
11. 97,98 m

PR
w N

Solucions dels exercicis per practicar

X2+ (y-1)%=9
. a)0,5 b)0,39 ¢) 1
14.

10,94cm

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

23,75 cm i 10,58 cm
15,45 cm
0,66
12/13
3/4
1©,92 cm
25,98 cm
7,99 m
30,09 m
174,16 m
556,34 m
54,46 cm
22,82 cm

© ©® N o o b W

10.

Solucions

AUTOAVALUACIO
1.
2.

4
66°

No s6n semblants
91/19 m =4,78 m
3cm

0,47

165,19 u®

4/3

400,10 m

6,93 cm?
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