Progressions

Objectius
Abans de comencar.

En aquesta quinzena aprendras a: )
1.Succession
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Definicié. Regla de formacié
Terme general
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infinita. Suma de tots els termes
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Trobar el producte dels termes
d’una progressio geometrica 4.Aplicacions ...............ccccecveiieeennne. pag. 9

finita.

Resoldre problemes amb I'ajut
de les progressions.

Resoldre problemes d’interés
compost.

Interpolacid

Interes Compost

Resolucié de problemes
Exercicis per practicar
Per saber-ne meés
Resum

Autoavaluacio

Activitats per enviar al tutor

edod
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Progressions

Abans de comencar
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Per comencar, et proposem un joc sezill, es tracta d’esbrinar la fitxa de
domino que falta en cada cas.
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1. Successions

Definicio.
Una successid és un conjunt ordenat de nombres

reals:
a11 a21 a31 a41 a51 a61 L]

Cada element de la successi6 es diu terme de la
successio. Per escriure’ls es fan servir subindexs.

Els termes de les successions es poden determinar a
partir d’'un determinat criteri, que es diu regla de
formacio.

Terme general

e Diem terme general d'una successié al que
ocupa un lloc qualsevol, n, s'escriu a,.

e En algunes successions, el terme general és una
expressid algebraica, que ens permet saber
qualsevol terme de la successié si coneixem el lloc
que ocupa, n.

e En d'altres, cada terme s'obté a partir dels
anteriors, es diu que estan donades en forma
recurrent. Una relacidé de recurréncia és una
expressid algebraica, que dona el terme n en
funci6 dels anteriors.

4,7,10, 13,...

Primer terme: a;=4
Segon terme: a,=7
Tercer terme: az=10
Quart terme: a;=13

Cada terme s’obté de I'anterior
sumant-li 3.
a=a,+3=4+3=7
a3:a2+3:7+3:10
as=az;+3=10+3 =13

4,8,12, 16,...

Cada terme s’obté multiplicant el
lloc que ocupa per 4

as=14=14 a=24=8
az3=34=12 a,=4-4=16

EXERCICIS resolts

1. El primer terme d’'una successio és 4. Escriu els seus quatre primers termes si:

4

“Cada terme és igual a I'anterior més el lloc que ocupa”:

Sol:a, =4 a,=4+2=6 a,=6+3=9 a,=9+4=13

Escriu la regla de formaci6 de la successio seguent: 3, 8, 13, 18,...

Sol: “Cada terme és igual a I'anterior més 5”

Escriu els cinc primers termes de la successioé formada pels quadrats dels nombres

naturals

Sol:a, =1 a,=2°=4 a,=3°=9 a,=4°=16 a,=5"=25

Calcula els 4 primers termes de la successi6 de terme general: a, = n :
n+
Sol: _i—l = 2 —g = 3 =— a —i_i
T2 271273 3T137a 2 T14s

Escriu els 5 primers termes d’'una successié amb regla de formaci: “Cada terme és

la suma dels dos anteriors” a=3 i a-=7

Sol:a, =3 a,=7 a,=3+7=10 a,=7+10=17 a =10+17 =27

Escriu el terme general d’aquestes dues successions:

a) 2,3,4,5,6,.... Sol:a, =1+n

MATEMATIQUES orientades als Ensenyaments Académics 3r ESO

b) 2,4,8,16,32,....

Sol:a, =2"
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2,5,8,10,... »d=2>0

Creixent

7,5,3,1,... -od=-2<0

Decreixent

Per a obtenir la diferéncia només cal

restar dos termes consecutius.

3,5,7,9,11, ...
a;=3 d=2
a,=3+ (n-1)-2
Aixi per exemplo:

Q0= 3 + 9.2 =21
Q100= 3 + 99-2 =201

2,4,6, 8,10, 12

2+12=14
4+10=14
6+8=14

2,4,6,8,10,12

S=a1+ann=2+126=42
2 2

edod

2. Progresions Aritmetiques
Definici6
e Una progressio aritmetica és una successio
en que cada terme (llevat del primer) s'obté

sumant a l'anterior una quantitat fixa, d, que
es diu diferéncia de la progressio.

e Si d=O0 els nombres cada cop s6n més grans,
es diu que la progressio és creixent.

e Sid<O els nombres cada cop s6n més petits,
es diu que la progressio és decreixent.

Terme general

En una progressiéo aritmética cada terme és igual a
I'anterior més la diferéncia. Observa:

a2=a1+d

az=—a+d=a+ 2.d
a4=a3+d=a]_+ 2d+d =a;+ 3-d
as=au+d=a;+3d+d=a;+4-d

i aixi successivament, arribem a:
a, =a; + (n-1)d

El terme general d’'una progressio aritmeética és:

a,=a; + (n-1)-d

on a; és el primer terme i d la diferencia.

Suma de n termes

En una progressio aritmética finita de n termes, la
suma de termes equidistants dels extrems és igual a
la suma d'aquests extrems.

a,+a, = ax+an.1= aztan = ...

Si apliguem aquesta propietat s'obté que la suma,

S,= a;+ay+....... +a,, dels n primers termes d'una
progressio aritmetica, és:
J’_
S = u.n
2
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10.

11.

Determina la diferéncia de les progressions aritmetiques segients:

a) 114,7110,13.... SOI: d:as_aél =a4_a3 =a3—a2 =a2_a1
d-13-10-10-7-7-4-4-1-3

b) 816,412,0,.... SOI: d:aS_a4 :a4_a3 =a3—a2 :a2_aj_
d=0-2-2-4-4-6-6-8=-2

c) 2,6,10,14,18,.... Sol: 9=% & =X "AH =8 -3 =3 -7
d=18-14=-=14-10=10-6=6-2=4

Escriu el terme general de les progressions aritmétiques seguents:

a) 4,6,8,10,.... Sol: a,=a,+(n-Dd=4+(n-1)2=2n+2
b) 3,-1,-5,-9,.... Sol: a,=a,+(n-Dd=3+("n-1D-(-4)=-4n+7
c) 5,8,11,14,.... Sol: a,=a,+(n-Dd=5+(n-1)3=3n+2

Calcular la suma dels 10 primers termes de la progressi6é aritmeética:
2,4,6,8,10,...

a,=a +(10-1)d=2+92=20
Sol:
S:alJZrannzerzo

10 =1110 =110

Calcular la suma dels 20 primers termes de la progressié aritmeética:
3,7,11,15,19,...

a,=a +(20-1)d=3+192=41
Sol:
S:a142r8,1lr]=3+41

20 = 2220 = 440

El primer terme d’una progressio aritmetica de diferencia 5 és 4 i I’Gltim terme és
499. Calcula la suma de tots els termes.

a =4 d=5 - 4,9,14,19,....
Hemde calcular el nombre de termes

Sol: a,=a,+(n-1)d >499=4+(n-1)5=5n-1
5n =500 —» n =100

S=alz%n=4+2499loo=¥1oo=zs15o

edod



3, 6, 12, 24, 48, ...
3,6,12,24,48 ,.....
[_6_12 24 48 _
3 6 12 24

1,3,9, 27,81, ...

r=3 a1=1

a,= 3"
1,2,4,8,16,32 r=2,;n=6
S:aﬁ-r—1:32-2—1_§:63

r-1 2-1 1

_ a (" -1) _ 1.(2° -1 _63

= - 63
r-1 2-1 1
1618a412,1, ...... 5 r:l
2
S=i=£=g=32
1-r 1 1
1-=— =
2 2

1,2,4,8, 16, 32
1-32=32
2:16=32
4.8=32

P—y(1.32f = 2% 215

edod

3. Progressions Geometriques
Definicié

Una progressié geometrica és una successio en qué
cada terme (llevat del primer), s'obté multiplicant

I'anterior per una quantitat fixa r, que es diu rad de
la progressi6.

La rad s'obté en fer el quocient entre dos termes
consecutius:

& &
& &

25
&

Terme General

En una progressié geometrica cada terme és igual a
I'anterior multiplicat per la raé:
a=ag-r az= a,'r = ay-r’
a,=asgr=a;-rr=a-r
i si seguim aixi, s'obté:
El terme general d'una progressié geomeétrica de
primer terme a; i rad r és:

a, =ar""

Suma de n termes

La suma dels n primers termes d'una progressio
geomeétrica deraé r és:

r-1 (" -1
s=T"2 o bé S=—al( )
r-1 r-1

Suma de tots els termes

La suma dels infinits termes d'una progressio
geometrica deradr, és:

S=-2_
1-r

Producte de n termes

En una progressié geameétrica el producte dels termes
equidistants dels extrems és igual al producte dels
extrems: a;-a, = a-a,.1= az-ano = ...

A partir d’aquesta propietat s’obté que el producte
dels n primers termes d'una progressio

P=y(a2a)
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

EXERCICIS resolts

Determina la rad de les progressions geometriques seglients:

2% %4 & B

a) 1,2,4,8,16.... Sol: a, & a &

16 8 4 2

r=2_°2_%2_%_»

8 4 2 1

r=% _%_3&%_&

b) 81,27,9,3,1,....  Sol: a a8 a a
L_1.3_9 271 1
3 9 27 81 3

Escriu el terme general de les progressions geometriques segients:
a) 4,12,36,108,.... Sol: a, =a "' =43""

b) 8,16,32,64,.... Sol: a, =a "' =82"" =232t =22

Calcula la suma dels 10 primers termes de la progressié geometrica:
1,2,4,8,16,...

1) 1.(2°-1) 1024-1
2-1

Sol: r=2=3:2—>8=a1'(r _
a 1 r-1

=1023

Calcula la suma dels termes d’'una progressié geometrica finita de primer terme
1, ra6 3 i dltim terme 243:

=364

Sol: a, =1 ; a,=243 ; r=3 oA =, ZEEO L (A
r-1 3-1 2

Calcula la suma de tots els termes de la progressio geomeétrica: 8,4,2,1,...

:l_)szi:il:
2 1-r 11
2

Sol: &, =8 ; r= =16

(o) IFN
N |00

Calcula el producte dels 8 primers termes de la progressié geometrica:

8 MATEMATIQUES orientades als Ensenyaments Académics 3r ESO
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Interpolar 4 mitjans diferencials
entre 4 i 44.

4, X1, X2, X3, X4, 44
Progressié aritmeética
44=4+(6-1)-d > 40=5d —» d=8
4,12, 20, 28, 36, 44

Interpolar 2 mitjans geomeétrics
entre 3 i 24.

3, X1, Xz, 44
Progressié geometrica
24=3.r > 8=r® > r=2

3,6,12, 24

ER Yaant €S converteix@n 2660 €™

PAYHERARLALHAARS AR

7 t
C, =Coll+—
100

5

4

. 1000-(1 + —j =1216,65 €
100

O
Il

EXEMPLE 1

Troba la fraccié generatriu de
0,2

EXEMPLE 2

Una persona fa almoina durant
17 dies, el primer dia va donar
10€ i I'dltim 26€, quant ha donat
en total, si cada dia donava 1€
més que el dia abans?.

edod

4. Aplicacions
Interpolaci6

Interpolar significa col.locar uns altres nombres entre
dos de donats. Donats dos nombres a i b,

Interpolar n mitjans diferencials entre a i b és
trobar Xx;, X», .., X, nombres de manera que
a, Xi, Xz, .. , Xp, b formin una progressio
aritmetica.

Interpolar n mitjans proporcionals entre ai b
és trobar X;, X, ..,X, nombres de manera que
a, Xi, Xz, .., X, b formin una progressio
geometrica.

Interés Compost

Si en invertir un capital durant un periode de temps t,
a un redit r%, no es retiren els interessos en acabar
el periode d’inversidé sind que s’afegeixen al capital
diem que és un interés compost.

El capital final C¢ obtingut en invertir un capital C, al
redit r %, durant t anys, a interés compost es
calcula amb la féormula:

Si el temps ve donat en
mesos o dies, n’hi ha
prou amb substituir r
pel rédit mensual o diari
i t pel nre de mesos o
dies.

t
r
Cf = Co[l + mj

Resolucio de problemes

Observa alguns exemples de problemes resolts amb
progressions

v SOLUCIO

0,2=0,2+0,02 +0,002-.... =

2 2 2

=+ —
10 100 1000

Es la suma dels infinits termes d’una progressié
geometrica de primer terme 0,2 i ra6 0,1.

02 02 2

S= =22
1-01 09 9

v SOLUCIO

Les quantitats que ha donat:

10, 11, 12, ..., 26

formen una progressin aritmética de primer terme 10
i diferéncia 1.
El total és la suma dels 17 termes:

S:¥.17:306 €

MATEMATIQUES Orientades als Ensenyaments Académics 3r ESO 9



18.

19.

20.

21.

22.

10

Interpola 3 mitjans aritmeétics entre 4 i 29

5,X,,X%X,,X%X;,29
Sol: 29=5+(5-1)d—>24=4d—->d=6

X, =5+6=11 X, =11+6=17 x, =11+6=17

Interpola 4 mitjans geometrics entre 1 i 243:
2, X1, %X,,%X5,X,,486
Sol: 486 =2r° -5 243=2r> >r=3
X, =23=6 X,=63=18 x, =183=54 X, =543=162

Calcular el capital obtingut en invertir 2000 € al 3 % d’interés compost anual
durant 5 anys.

7 t 3 5
Sol: ¢, =Cy{1+——| =2000{1+—— | =2318,55€
100 100

Un arbre de creixement rapid multiplica la seva altura per 1’2 cada any.Si en
comencar I'any feia 0’75 m, quina altura tindra d’aqui a 8 anys?

Sol: a4 =0'75; a,=0'751'2 ; a, =0'751'2%..... —a,=0'751'2® =3'22 m

Llancem una pilota al llarg d’'un passadis. En cada bot que fa avanca una distancia
igual a la meitat de la distancia anterior. Si al vuité bot caigués en un clot de terra i
s'aturés, quina distancia haura recorregut si abans del primer bot ha recorregut 2
metres?

1
a1=2;a2=1;a3:§;a4: yeeennn ; Qg = —
Sol: La distancia que ha recorregut és la suma de totes

. N8 1 -255
Ao 2((\%) _1j B 2[256 _1j _ 2(256) _ZEEE S

5
=3'98m
r-1 %_1 1 1 256 64

2 2




1. Completa les successions amb els

termes que falten:

a) 3,7,11,15, _, ...
b) 3,6,12,24, , ,....
c) 32,16,8,4, ., ...

d) 5,10,17,26, , ...

. Calcula els 4 primers termes de la
successio de terme general:

a) a, =n+5
b) a = 2"

c) a ="¥n+2
d) a, =5n

. Calcula el terme general de les
successions:

a) 1,2,3,4,5,....

b) 1,4,9,16,25,....

. Troba el terme 100 de la successi6 de
terme general:

a) a =3n+2

b) a, :2n+1
n-1
)"

Cc =

) &, n+1

edod

Per practicar | N

5. Esbrina la llei de recurréncia de

cadascuna de les successions:
a) 3,7,10,17,27,....
b) 3,6,12,24,48,....
c) 3,7,11,15,19,....

d) 9,3,6,-3,9,....

. Calcula el terme general de Iles

progressions aritmetiques segients.
a) 4,7,10,13,16,....

b) 1,3,5,7.9,....

c) 7,11,15,19,23,....

d) 3,4,5,6,7,....

. Calcula el terme general de Iles

progressions geometiques seglents.
a) 4,8,16,32,64,....

b) 1,3,9,27,81,....

) 16,8,4,2,1,....

8

d
) 27

wIN
©lh
oo||-\
RO

. Calcula la diferéencia d’'una progressio

aritmetica si se’n coneixen:
a)a,=301i a =-6

b) a,, =951 a,, =45

MATEMATIQUES Orientades als Ensenyaments Académics 3r ESO 11



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

12

.Calcula la raé

d’una
geometrica si se’'n sap:

progressio

a) a, =801 a; =16
b) a, =40 i a, =5

Calcula el primer terme d’una
progressié aritmética si se’'n sap:
a)a,=341i d=7

b) a,, =13 i d=3

Calcula el primer terme d'una

progressié geometrica si se’n sap:
a)a,=3201 r=2

b) a, =915 ir=3

Calcula el nombre de termes d’una
progressio aritmetica finita si el primer
és 100, I'tltim 420 i la diferéncia és 4.

Calcula la suma dels primers 101
termes de la progressio:
1,4,7,17,20,....

Calcula la suma dels multiples de 3
menors que 1000 i majors que 100

Calcula la suma dels primers 8 termes
de la progressio6: 1,2,4,8,16,....

Calcula el producte dels primers 8
termes de la progressio:
111
—,—,—,12,....

8 4 2

Calcula la suma dels infinits termes de
la progressio: 16,8,4,2,1,....

Calcula el producte dels primers 10
termes de la progressio 16,8,4,2,1,....

MATEMATIQUES orientades als Ensenyaments Académics 3r ESO

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Dipositem 6000 € al 5 % d’interés
compost anual. Quants diners tindrem
al cap de 3 anys?

Determina el capital
interes compost del
produeix 200 € en 4 anys.

que amb un
5% anual,

Troba el capital obtingut en invertir
100 € al 3 % d’interés compost anual
durant 4 anys.

Interpola 6 termes entre 1 yi 10
perque formin una progressio
aritmetica.

Interpola 3 termes entre 1 i 16 perqué
formin una progressié geometrica.

En un examen la primera pregunta
valia dos punts i cadascuna de les
segients valia tres punts més que

I'anterior. Si en total hi havia 50
preguntes, quants punts valia
I'examen?

El nombre inicial de mosques d'una
poblaci6é és de 50 i cada tres dies es
duplica el nombre de mosques.
Quantes mosques hi haura al cap de
30 dies?

Escriu la fraccié generatriu de 1'2,
aplicant la suma d’una progressio.

En una progressid geomeétrica el sise
terme val 64 i el quart és 16. Troba el
terme general.

Els angles d'un triangle estan en
progressié aritmética. Si el més petit
és de 40° , quina és la mesura dels
altres dos?

edod



-

Per saber-ne més |"J®

Successio de Fibonacci
Una de les successions més conegudes és la successio
de Fibonacci.

1,1,2,3,5,8,13,21,34,....

La successio és la solucié al problema que es planteja a
la seva obra Liber abaci

Férmula de recurréncia:

aﬂH—Z = an+1 + an

Terme General:

i(lﬂu@}"_ 1 [1—@

2 B2

5

5

]n

Una parella de conills triga un mes en arribar a I'edat
fertil. Cada cop engendra una parella de conills que,
a la vegada, quan son féertils engendren cada mes
una parella de conills. Quantes parelles hi haura al
cap d'un nombre determinat de mesos?

hes Pares Fills Nits Besnéts Farelles
1 1
2 ® 1
3 & 2
4 & @ 3
5 & L1 3]
6 & S0S & 8
{7 & SODD L1 13
@ Farella fartil Farella na fertil

Espiral de

Fibonacci

Leonardo-de P-jéa
(Fibenacci):

Nombre d’or:

Si dividim cada nombre per
I'anterior, la successi6 de
quocients s’acosta al nombre
d’or:

_1+\/§

2

¢

ed C:d MATEMATIQUES Orientades als Ensenyaments Académics 3r ESO
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| i | Recorda el més important

Progressié Geomeétrica

Es una succéssi6 tal que cada terme és
igual a l'anterior multiplicat per una
quantitat constant anomenada ra6é de la
progressio.

Terme general

Suma de n termes |S =%
S-= ar—-a
r-1

Suma dels infinits termes

S=i -1<r<1

1-r

Termes equidistants dels extrems

BB =8y, =88, =

Producto de n termes P =./(3,-a,)"

Successio:
Es un conjunt d’infinits nombres donats
de manera ordenada.

Terme d’una successio:
Es cadascun dels nombres que la
formen.

Successio6 decreixent:
Es aquella en qué cada terme es menor
que l'anterior.

Successio creixent:
Es aquella en qué cada terme es major
que l'anterior.

Progressio Aritmetica

Es aquella successié en qué cada terme
és igual a l'anterior més una quantitat
constant anomenada diferéncia de la
progressio.

Terme general ‘an =a +(n- 1)d‘

Termes equidistants dels extrems

Bt =a +B A, =

s=&*&,
2

Suma de n termes

14 MATEMATIQUES orientades als Ensenyaments Académics 3r ESO

Interpolacié
Donats nombres a i b, interpolar n mitjans

(diferencials o geometrics) entre a i b és
trobar Xx;,X;, . X, nombres de forma que
a,X1,Xz,. Xn,b  formin una  progressio
(aritmeética o geomeétrica)

Interés Compost

El capital final C; obtingut en invertir un
capital C, al rédit r %, durant t anys, a
interés compost ve donat per la formula:

t
cf=co(1+LJ

100

edd




Autoavaluacio 2

1. Escriu el terme 95 de la successio: %,ﬂ 12 %,

!51

2. Escriu el terme general de la successi6: -4,-7,-10,-13,....

3. Escriu el terme general de la successié: 1,2,4,8,....

4. Escriu el sisé terme de la successi6: 1,4,16,64,....

5. Troba la suma de tots els termes de la progressio:
8,4,2,1,....

6. Troba la suma dels 100 primers termes de la progressio:
1,4,7,10,....

7. Troba el producte dels 8 primers termes de la progressio:
4096,512,64,8,....

8. Quants diners em tornara el banc sii faig una imposicié de
3000 € a termini fix durant 5 anys al 3% d’ interés compost
anual?

9. Calcula la suma de tots els multiples de 3 de tres xifres.

10. El pare d’en Joan decideix guardar un euro el dia que en Joan
fa un any. Anira duplicant la quantitat en tots els aniversaris
del seu fill. Quants diners haura estalviat el dia que faci 13
anys?
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Solucions dels exercicis per practicar

1. a) 19i23b) 4896 11. a)5 b)s
c)2i1 d)37i50
2. a) 6,7,8,9,.... b) 1,2,4,8,.... 12,761
& V2. 94,46 %. .. 13. 15100
d) 5,10,15, 20,.... 14. 165150
3.a)a =n b)a =n 15. 511
oa=L ga -0t 16. 16
n n+2 17. 32
= _ 201
48 &g =302 b) 3 -5 18. 1/32
.
©) &, =151 19. 6945775
5. aa,=a,+a b)a, =23 20. 928705
9 .= +4 d) 21. 112755

an+2 = at"H—l _an
16 25 34 43 52 61

6.a)a =3n+1 b)a =2n-1 22. AR AR
c) a = 4::3 d) a :n+nz1 ey g

- a=2 P & =3 ) 24. 3775
c) a,=2"" d) a, = @] 25. 16000

8. a4 55 26. 11/9

9. a5 b2 27. & =2t

10. a)-99  b) -77 28. 60180

Solucions
AUTOAVALUACIO
1. 104/97

2. a,=-1-3n

a, = on-1
1024

16
14950
4096
3477°82

© ©® N O o bk~ W

165150
10. 8191
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