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Abans de comencar

Recorda
Un poliedre és un cos tancat limitat per poligons.

Cadascun d'ells rep el nom de cara. Els costats de
les cares son les arestes del poliedre i els
extrems de les arestes son els vertexs del
poliedre.

En tot poliedre simple (sense forats) es compleix
la relaci6é d'Euler:

El nombre de cares d'un poliedre (C) és igual al
nombre d'arestes (A) menys el de vertexs (V) C=6 V=8 A=12

meés 2. A-V+2=12-8+2=6=C
C=A-V+2

Un cos de revolucié és qualsevol figura
geometrica construida en fer girar una
figura plana al voltant d'un eix contingut
en el mateix pla.

Eix de rotacio
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1. Poliedres regulars

Definicions

Caracteristiques

Direm que un poliedre és
regular quan es compleixen les
seglents condicions:

e Les seves cares son poligons
regulars iguals.

Empacuetament de boles
enforma de tetraedre.

e En cada vertex concorren el
mateix nombre de cares.

Només hi ha cinc
regulars (anomenats
Sélids Platonics):

poliedres
també

e Tetraedre: 4 cares (triangles
equilaters)

Cristalls cubics de pirita
{Sulfur de ferro FeSz)

¢ Hexaedre o cub: 6 cares
(quadrats)

e Octaedre: 8 cares (triangles
equilaters)

¢ Dodecaedre: 12 cares
(pentagons regulars)

Cristalls octaédrics de fluorita

(Fluorur de Calci CaFz)

e lcosaedre: 20 cares
(triangules equilaters)

Desenvolupaments

Es diu que un cos geometric és Eduardo Torroja (Madrid)
desenvolupable si es pot
construir a partir d'una figura
plana formada per totes Iles

SEVes cares.

Tots els poliedres regulars son
desenvolupables i en aquest
apartat et mostrarem les figures
que permeten la seva construccio

Estructura icosaédrica
d'unvirus

Institut de la Construccio

Desenvolupament

Tetrasdre

Cares: 4 triangles equilaters
Arestes: 6 Vertexs: 4

Hexaedre o Cub

Cares: 6 quadrats
Arestes: 12 Veértexs: 8

Cares: 8 Miangies equiaters
Arestes: 12 Vertexs: 6

Cares: 12 pentagons regulars
Arestes: 30  Veértexs: 20

lcosaedre

Cares: 20 triangles equilaters
Arestes: 30  Vertexs: 12
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Cossos geometrics

Plans de simetria

Un pla de simetria és aquell que divideix un cos en
dues parts iguals que es corresponen de manera

exacta.
Els poliedres regulars tenen els seglients plans de
simetria:
Tetraedre 6
Cub 9
Tetraedre Octidedre 9
e 6 plans que passen pef una Dodecaedre 15
aresta i pel punt™mitja de

Icosaedre 15

|'aresta oposada.

Hexaedre o cub

e 3 plans paral-lels a
dues cares oposades.

e 6 plans que passen
per dues arestes
oposades.

Octaedre

® 3 plans que passen
per quatre vértexs.

® 6 plans que son

perpendiculars a

parells d’arestes

paral-leles.
Dodecaedre

® 15 plans que passen
per dues arestes
paral-leles.

Icosaedre

e 15 plans que passen
per dues arestes
paral-leles.

ed@d MATEMATIQUES Orientades als Ensenyaments Academics 3r ESO B 5



Poliedres duals

Es diu que dos poliedres son duals si el nombre de
vertexs del primer coincideix amb el nombre de cares
del segon i a l'inrevés. A més ambdds han de tenir el
mateix nhombre d'arestes.

Si dos poliedres sén duals poden construir-se I'un a
partir de l'altre unint amb segments els centres de
cada dues cares contigles.

A les seguents imatges es mostra que el cub i
'octaedre so6n duals, el dodecaedre i I'icosaedre
també i que el tetraedre és dual amb ell mateix.

Tetraedre: nre. de vértexs = 4 = nre. de cares.

Nre. de cares del cub =6 = nre. de vertexs de I'octaedre
Nre. de cares de I'octaedre = 8 = nre. de vértexs del cub

Nre. d’arestes del cub = 12 = nre. d’arestes de I'octaedre.

Nre. de cares del dodecaedre=12 =nre. de vértexs de l'icosaedre
Nre. de cares de I'icosaedre =20=nre. de vértexs del dodecaedre

Nre. d’arestes del dodecaedre = 30=nre. d’arestes de I'icosaedre
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2. Altres poliedres

Prismes

Un prisma és un poliedre amb dues cares paral-leles
que son poligons iguals i els costats dels quals
s'uneixen mitjancant paral-lelograms. Les cares
paral-leles sén les bases i els paral-lelograms sén els
costats.

e Si els costats sén rectangles és un prisma

recte, en cas contrari és un prisma oblic.
e Si las bases so6n paral-lelograms és un

paral-lelepipede i si las bases i els costats
Prisma recte sén rectangles és un ortoedre.
Ortoedre e Si les bases d'unlprisma recte son poligons
regulars diem que €s un prisma regular.

f 0

Prisma oblic

Prisma regular pentagonal

J U

Prisma oblic _ ]
Paral-lelepipede Prisma regular triangular
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Desenvolupaments, arees i volums de prismes regulars

Els prismes sén cossos desenvolupables. En particular, els prismes regulars tenen un
desenvolupament molt senzills, format per tants rectangles iguals com costats tingui i dos
poligons regulars que formen las bases. Aix0 facilita el calcul de les seves arees i volums.

1. Desenvolupament i area d’'un prisma regular pentagonal:

PRISMA PENTAGONAL

ap = apotema del pentagon p=perimetre=5-a

fArea de labase = AB = P'Zi =5'1J

Area d'un costat = a-H

Area lateral = AL = 5-a-H

a = aresta de les bases = base dels rectangles laterals
H = altura del prisma = altura dels rectangles laterals

2. Volum d’un prisma pentagonal regular:

Observa el prisma de I'esquerra.

Areatotal=2-AB+AL=5-a-ap + 5-a-H =5.a-(ap+H)

Podem considerar gque esta format per una série apilada
de prismes del mateix tipus I'altura del qual és la unidad.

El volum de cadascun d"aquests petits prismes és igual a

V=AH
essent H I'altura del prisma.

PRISMA PENTAGONAL

V=B = Lalz'aE.H

I'area de la base, A, després el volum del prisma gran sera:
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Piramides

Una piramide és un poliedre amb una cara formada
por un poligon qualsevol sobre els costats del qual
s'aixequen triangles que s'uneixen en un punt comdu.
El poligon és la base de la piramide, els triangles sén
els costats i el punt comu és el veértex.

L'altura és la distancia del
vertex al pla que conté
a la base.

Si la piramide és rectala
altura uneix el vértex amb /|

Si el vertex es projecta verticalment sobre el centre
el centre de la base.

de la base és una piramide recta, en cas contrari, és
una piramide obliqua.

Si la base d'una piramide recta és un poligon regular
diem que és una piramide regular. En aquest cas,
els costats son triangles isosceles i tots iguals. El
tetraedre és un cas particular de piramide.

Piramide octogonal recta

Una piramide truncada, o
tronc de piramide, s'obté
tallant el seuvértex amb un
pla paral-lel a la hase.

L'altura és la distancia del
vértex al pla que conté a
la base.

El poliedre resultant té dues
bases semblants i paral-leles,
perd de diferent mida.

L altura del tronc de piramide
és la diferéncia entre I'altura

Piramide pentagonal obliqua de la piramide inicial i la de la
piramide gque hem tret.

Desenvolupaments, arees i volums de piramides regulars

Les piramides sén cossos geométrics desenvolupables. En particular, les piramides
regulars tenen un desenvolupament molt senzill, format per tants triangles isosceles
iguals com costats tingui i un poligon regular que forma la base. Al igual que en el cas
dels prismes aixo0 facilita el calcul de les seves arees i volums.

3. Desenvolupament d’una piramide regular pentagonal:

PIRAMIDE PENTAGONAL

a = aresta de la base
AP = apotema de la piramide = altura de cada costat
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4. Area de una pirdmide regular pentagonal:

PIRAMIDE PENTAGONAL

a = aresta de la base
AP = apotema de la piramide = altura de cada costat

B= p-ap _ 5-a-ap

de la hase = A 3 3

BiAR AR TOTAL —AB:AL = 2iREB o WAP . S'E

Area d'un costat = 3 3 3 3

a-AP

Area lateral = AL = 5 - 5

5. Volum d’una piramide regular pentagonal:

El volum de qualsevol piramide és sempre igual a la
tercera part delvolum d'un prisma que tingui la mateixa
base i la mateixa altura, és a dir,

V=—AB-H

1
3

essent, AB I'area de la base i H I'altura de la piramide

PIRAMIDE PENTAGONAL

Area de la base = p-:p =B '“E' an

5-a-ap _ S-a-ap
2 . [ A

el
Volum = 3
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Plans de simetria en prismas i piramides
regulars

Si N es el nombre de costats de les bases d’un prisma
regular o de la base d'una piramide regular:

e El prisma té N+1 plans de simetria. Un és el
pla paral-lel a les bases que passa pel punt
mitja de l'altura i els altres N son aquells que
contenen els eixos de simetria de les bases.

e La piramide té N plans de simetria, que sén
els que contenen els eixos de simetria de la
base i el vertex d’aquesta piramide.

Plans de simetria en prismas i piramides oblics
de base regular

La majoria dels prismes oblics de base regular no tenen cap pla de simetria. Només,
en tindran un, aquells que compleixin que la direccié d’inclinacié coincideixi amb la d’un
eix de simetria de les seves bases. Aquest pla passa per aquest eix i és perpendicular a
les bases.

Per exemple en el prisma pentagonal podem distingir només dues direccions
diferenciades en les quals aquests prismes tenen un pla de simetria (els altres s‘obtenen
de les anteriors mitjangant girs d’amplitud 720=360°/num. vértexs)

BT
loo 4

Passa el mateix en les piramides obliqlies de base regular.

B
‘Oo
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Poliedres semiregulars

Un poliedre semiregular és un poliedre les cares del
qual sén poligons regulars de dos o més tipus, de
forma que en cada vértexs concorren els mateixos
poligons (en nombre i en tipus).

Es poden obtenir amb certa facilitat poliedres
semiregulars a partir dels poliedres regulars
mitjancant la técnica del truncament.

Truncar un poliedre consisteix en suprimir un dels
seus vértexs mitjancant I'aplicacioé d'un tall pla.

Tetraedre truncat
Poliedre semiregular amb 4 hexagons regulars i 4 triangles
equildters. En cada vértex corflugixen 2 hexagons i 1 triangle.

Tetraedre truncat

Octasdre regular.

Cub truncat
Faolizsdre semiregular amb B triangles equildters | & octdgons
regulars. En cada vértex corflueixen 2 octogéns i 1triangle.

Cub truncat
Cuboctaedre. Format per & quadrats i 8 triangles equilaters.
En cada vértex corflusixen 2 quadrats i 2 triangles.

Octaedre truncat
Poliedre semiregular amb
8 hexagons regulars i 6

quadrats. En cada vértex conflusixen gons i 1 quadrat,

Octaedre truncat
Cuboctasdre. Format per
& guadrados | Btriangles

equilaters. En cada vertex conflusixen drats i 2 triangles.

Dodecaedre truncat
Poliedre semiregular amb
12 pentagons i 20 triangles
equildters. En cada vértex conflusixen 2 pertagons | 2 triangles.

Dodecaedre truncat
Poliedre semiregular amb
12 pertagons i 20 triangles

equilaters. En cada vértex conflusixer 2 pentagons i 2 triangles.

Icosaedre truncat
Poliadre semirsgular amb
12 pentagons i 20 triangles

equildters. En cada vertex conflusix; gons i 2 triangles
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EXERCICIS resolts

6. Determinar la longitud de l'aresta d’un tetraedre, d’'un octaedre o d’un icosaedre
que s’ha de truncar a partir d’un vertex per obtenir un poliedre semiregular.

El triangle adjunt representa una
cara d'un tetraedre, octaedre o
icosaedre regular.

Movent el punt vermell se simula el
truncamient dels vértexs.

La figura resultant és un hexagon,
fue ha de ser regular perqué el poliedre
que busquem sigul semiregular.

Aixd s'aconsegueix quan
X = aresta - 2x
0 Sigul, quan
aresta = 3x

Per tant el tall ha de produir-se
a una distancia del vertex d'un
terg del total de I"aresta.

X aresta - 2X X

7. Determinar la longitud de I'aresta d’un cub que s’ha de truncar a partir d’un vertex
per obtenir un poliedre semiregular.

El quadrat adjunt representa una
cara d'un cub.

Movent el punt vermell se simula el
truncament dels vertexs.

Altruncar ohservem que la figura
resultant és un octdgon, que

ha de ser regular perqué el poliedre
que busquem sigui semiregular.

Aixd s'aconsegueix gquan

X+/ 2 = aresta - 2x
0 sigui, quan
_ aresta

2 S
% 2+.2

X - £K X

8. Analitza la dualitat de poliedres regulars quan es trunquen per la meitat de I'aresta.

El cub i el octaedre sdn duals. El dodecaedre i I'icosaedre son duals.
En amhbdds casos s'obté un En amhdos casos s"obté un
CUBOCTAEDRE ICOSIDODECAEDRE
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3. Cossos de revolucio

Cilindres

Un cilindre és un cos generat per un segment
(generatriu) al girar al voltant d'una recta paral-lela
al segment (eix). El cilindre és un cos
desenvolupable.

Un cilindre té 3 cares: dues d'elles sén cercles
paral-lels i iguals (bases) i I'altra és una cara corba
(cara lateral) que desenvolupada es transforma en
un rectangle.
Elements del cilindre
o A El radi del cilindre és
/——D el radi de qualsevol
de les seves bases i
deneratru I'altura del cilindre és
s G la longitud de la
generatriu.

Qimel ior La Cara Iateral

desenvolupada és un
rectangle, la base del
qual és la longitud de la circumferéencia que envolta la
base i I'altura del qual és la generatriu.

Cons

Un con és un cos generat per un segment
(generatriu) al girar al voltant d'una recta sobre la
gue es recolza un dels seus extrems (eix). El con és
un cos desenvolupable.

Un con té 2 cares: un
cercle (base) i una cara
corba (cara lateral) que
desevolupada es
£ transforma en un sector
circular.

Elements del con

Generatriu
Altura
Cara lateral

El punt de recolzament de
la generatriu sobre I'eix és
el vértex del con. El radi
del con és el radi de la seva
base i I'altura del con és la
distancia del vertex al

Radi ase

centre de la base.

La cara lateral desenvolupada és un sector circular el
radi del qual és la generatriu i I'amplitud del qual és la
longitud de la circumferéncia de la base.

14 MATEMATIQUES Orientades als Ensenyaments Académics 3r ESO

Area de la base = AB =TT+ °
Area lateral = AL = B-h=2-m-r-h

Areatotal=2-0B+ AL=TT-F+2-TT-r-h

Conos

L"area lateral és I'area d'un

sector cil
amplitud

I'angle central del sector
2nr

ésa=

AL = ;—-gz-u =TT-g-r

firea de labase = AB = TT-1°

> |
e

]
d

Igual que en el prisma, el
volum d'un cilindre és igual a
I'area de la base per I'altura:

V=AB-h

Comi que la base és
un cercle, tenim:

V=mrh

Dezarrollo del cono

h=g°-r
B = 2111

Igual que en les piramides, el
volum d'un con és la tercera
part del volum del cilindre
que tingui la mateixa base
ila mateixa altura:

rcular de radigi
B = 211, per tant

g b bertant,

=1.aB
V= 3-AB-h

Com que la base és un cercle
tenim;

Breatotal =
AB+AL = -/ + m™myg-r 3

V=l.mrih
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Casquet esféric:
Cadascuna de les
reqions en gué
queda dividida
una esfera al
sertallada
perun gla.

tegid de l'esfera
limitada per dos
plans parallels
gue |3 tallen.

Esferes

Una esfera és un cos generat per un cercle al girar al
voltant de qualsevol dels seus diametres.

El radi d'una esfera és el mateix que el radi del cercle
que la genera i coincideix amb la distancia del centre
de l'esfera a qualsevol dels punts de la seva
superficie. Aquesta propietat caracteritza a l'esfera:
I'esfera és el conjunt de punts de Il'espai que
equidisten d'un punt fix, anomenat centre.

Les esferes no son desenvolupables. Per aquest
motiu I'elaboraci6 de mapes és un problema
important. Analitzarem aquest problema amb més
detall en I'Gltim capitol.

e Area de I’esfera

L'area d'una esfera de radi r és
igual l'area lateral del cilindre
que la circumscriu.

Com que el radi d’aquest cilindre
també és r i la seva altura 2r,
I’area de l'esfera és:

A=2-n-r-2r=4-n-r?
A més l'area d'un casquet esferic
o d'una zona esférica també és
igual a l'area lateral del cilindre
que la conté.

Area del casquet=2-n-r-h1

Area de la zona=2-1-r-h2

e Volumen de la esfera
4

Ve=—'m-r
3

El volum del cilindre circumscrit és:

Vo=n-r?-2r = 2--r3
Por tant el volum de l'esfera equival als dos tergos del
volum del cilindre circumscrit.

Com el volum d’un con del mateix radi i altura és la tercera
part del volum del cilindre:

Ve + Veo = V¢
La mateixa relacid val pel volum d’una zona esférica:

El volum d’una zona esférica és igual al volum del cilindre
que l'envolta menys el volum del tronc de con que queda al
seu interior.

VZE=n-r2-h2 - VTCO

edod
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Cercles a I’esfera

Quan un pla talla una esfera la interseccio
d’ambdues figures produeix sempre un
cercle. Si aquest cercle conté al centre de
I’'esfera es diu que és un CERCLE MAXIM.

Les circumferéncies que limiten als cercles
maxims tenen la propietat de que sén els
camins més curts entre dos punts qualsevol
de la superficie de l'esfera.

CERCLE CERCLE

CERCLE MAXIM

1

Planos de simetria en cuerpos de revolucion

Todos los cuerpos de revolucion tienen infinitos planos
de simetria. Son todos los planos que contienen al eje

de revolucion.

En el cilindro, ademas, hay un plano mas que
es el plano paralelo a las bases que pasa por el
punto medio de la altura.

En la esfera, adicionalmente hay una infinidad
de infinitos planos de simetria ya que por su
especial forma tiene infinitos ejes de
revolucién. Todos los planos de simetria pasan
por el centro de la esfera

[
40

Un cilindre és recte quan la recta que
uneix els centres de les seves bases és
perpendicular a elles. En qualsevol altre
cas és oblic. La direccié d’inclinacio és la
projeccid d’aquesta recta sobre una base.

Només hi
perpendicular a les bases i conté la recta
que passa pels seus centres.

Planos de simetria en cilindros y conos oblicuos

centre

cas és

ha un pla de simetria. Es

Un con és recte quan la recta que uneix el

de la base amb el vertex és

perpendicular a la base. En qualsevol altre

oblic. La direccio d’inclinacid és la

projeccioé d’aquesta recta sobre la base.

A

Només hi
perpendicular a
centre i pel vértex del con.

ha un pla de simetria. Es
la base, passa pel seu

16 m MATEMATIQUES Orientades als Ensenyaments Académics 3r ESO
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A la imatge pots veure una representacid
del conjunt de satél-lits que utilitza el
Sistema de Posicionament Global (GPS)
per localitzar amb precisid6 persones,
objectes o vehicles.

La parella de nombres (longitud,
latitud) formen el que s'anomena
coordenades geografiques d’un
indret.

Aquestes coordenades
determinen de forma precisa la
posici6 sobre la Terra d’una
poblacid, un vaixell, un avio, un
cotxe e inclls un telefon mobil.

Pol Nord

Pol Sud

LONGITUD: 30° O
LATITUD: 45° N

4. L'esfera terrestre

Coordenades geografiques

La Terra té una forma quasi esferica. Gira sobre una
linia anomenada eix. Els punts en quée I'eix talla a la
superficie de la Terra sén els pols geografics.

Els plans que contenen l'eix, tallen a la Terra en
cercles maxims les vores dels quals sén
circumferéncies anomenades meridians.

El pla perpendicular a I'eix que passa pel centre de la
Terra la talla en un cercle maxim la vora del qual és
I'Equador. Els plans paral-lels al pla de I'Equador
tallen a la Terra en cercles que ja no s6n maxims. Les
seves vores son els paral-lels.

e Longitud i latitud

Percada punt de la Terra passa un meridid i nomeés un. La seva
distancia angular respecte a un meridid de referéncia (Meridia 0o
deGreerwich) s anomena longitud. E= mesura en graus i s'ha
dindicar si és Est ("E) 0 Oest P00, La longitud varia entre 07§ 180°
Per exermple, Yalladolid t& una longitud de 570,

+ 30°0

Longitud

Fercada punt de a Terra passa un paral-lel i nomeas un. La seva
distancia angular respecte a 'Equador s anomena latitud.

Es mesura en graus i cal indicar si és Mord o Sud.

La latitud minima s obté en qualseval punt de I'Equador i és de 0%
La latitud maxima s'obté en els pols 90°M y 90°5.

Fer exermnple, Yalladolid t& una latitud de 41°HK.

Paral el

edod
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10.

18

EXERCICIS resolts

Encara que ara s’‘usa una definici6 més precisa, el metro és, aproximadament, la
deumilionésima part del quadrant d’'un meridia qualsevol. Aixo significa que tots els
cercles maxims sobre la Terra mesuren, aproximadament, 40.000.000 de metres
(en particular, tots els meridians i I'Equador). A partir d’aquesta dada calcula la
longitud del radi de la Terra, la seva superficie i el seu volum.

SOLUCIO:
40.000.000 m = 40.000 km. Com que la longitud d'una circumferéncia és 2mr, tenim gue

_ 40000

= = 6366 km
2

L"area de la seva superficie (usant la formula de I'area d'una esfera) és:

A=4.1r = 4-3,14-6366° = 509.000.000 km’

| el seuvolum és:

4-3,14-6366°

v=2.0pP= =

3

= 1,08-10" km® = un bilié de km®

Excepte I'Equador, els paral-lels no sén cercles maxims i calcular la seva longitud
requereix I'Us d'unes eines que no veuras fins el curs que ve. En canvi, en alguns
casos concrets i amb I'ajut del nostre vell amic, el Teorema de Pitagores, podem
fer-ho. Calcula la longitud en km del paral-lel de 45°N.

SOLUCIO: R = radi de la Tierra = 6366 km

L’horitzontal superior representa el diametre del paral-lel 45°M

m El complementari de 45° és 45°, per tant el triangle rectangle de
la figura té els dos catets iguals i un d'ells és el radi del paral-lel
R 457
45°
2 R 6366
P+P=R%, = r= = = 4501 km

2. 2

La longitud del paral-lel 45° és doncs:

long = 2-1m-r = 2-3,14-4501 = 28281 km
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Un fus esferic és la regié de la superficie
de l'esfera limitada per dos cercles
maxims.

En el caso de la Terra diem FUS HORARI
a un fus esferic limitat per dos
meridians.

Amplitud i|1 5 {uso h Husa15°E: 13h

Fusos horaris

Un dia és el temps que triga la Terra en girar sobre si
mateixa. Aixi, en qualsevol punt és migdia quan el
Sol passa pel meridia del lloc. Aixo fa que fins i tot
localitats properes tinguin hores diferents.

Per evitar aquest problema s'ha dividit la Terra en 24
zones que tenen la mateixa hora. Aquestes zones
s'estableixen aixi: Centrat en el meridia 0° es forma
un fus esferic de 159 (360°0:24h=159). En tots els
punts d'aquest fus sera migdia quan el Sol passi pel
meridia 0°. A partir d'ell amb girs de 15° es formen
els altres 23 fusos horaris. El Sol triga una hora en
creuar cada fus.

EXERCICIS resolts

11. Tenim una esfera de 9 cm de radi. Calcula la superficie d’'un fus esféric sobre
aquesta esfera de 62° d’amplitud.

SOLUCIO:

La superficie de I'esfera és A = A = 4:314- g = 1017,88 cm’

La superficie d'un fus esféric de 1° de amplitud és i

360

A

Per tant, la superficie del nostre fus és de —z5- - 62 =175,3 cm’

12. La ciutat A té una longitud de 170°E i la ciutat B de 102°0. Calcula I’'hora que és a
la ciutat B quan a la ciutat A sén les 10 hores.

SOLUCIO:

Dividim les longituds per la amplitud d'un fus horari (15°). Si el residu és menor de 7° 30° el
gquocient és la diferéncia de fusos horaris de cada ciutat amb el meridia 0°. Si el residu és
major llavors s'ha de sumar una unitat al quocient:

170° = 15° - 11 + 5° per tant la ciutat A esta 11 fusos horaris aI' Est del merid. de Greenwic

102° = 15° - 6 + 12° per tant la ciutat B esta 7 fusos horaris a I" Oest del merid. de Greenwit

Per tant, la diferéncia horaria entre AiB és de -18 hores,

aixi a B son les 16 hores del dia anterior .

edod
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5. Mapes

Projeccions de I'esfera sobre un pla
Un mapa és una representacio de I'esfera terrestre sobre un pla.

Zom sshem gue I'esfera no 85 una supetficie desenvolupable
arribem & la conclusio gue els mages no poden Sermes gue
representacions aproximades de la realitati mai exactes.

En aguest apartat anem a analizar algunes de lestéenigues emprades
per canstruir mapes, Totes elles cansisteixken en projectar els punts de
I'esfera sobre un plaitotes elles tenen avantages | inconvenients.

YVaUrem en cada cas quing son aguests avantatoes i inconvenients i
descriurer la seva construccis.

En l'actualitat se solen emprar técnigues mes cornplexes per reduir

els inconvenients tant corm es pugui. Aguestes tecnigues solen barrejar
unes guantes de les descrites agui perd, malgrat tot, no sconsegueixen
eliminar completament els errors.

Projeccio de Mercator

(Iﬂu‘,.r,ﬁ’u #‘rmlq,r_,.,(,,--__ww .6!1‘: R Sy )

T
AR, PO o e ARTIERT WORLT, wirk el HODENN %400

Projeccid cilindrica des del centre de la Terra, inventada per Gerardus Mercator en 1569,
Caracteristiques: Els meridians es representen mitjiangant rectes vericals separades per
distancies iguals. Els parallels es representen mitjangant rectes horizontals més separades

amesura gue ens alllunyem de I'Egquadar.

Avamtatges: Manté |a forrma real dels continents | facilita l'establiment de rumbs constants

de navegacio.

Incorvenients: Disminueix |a seva precisid a mesura gue ens allunyem de 'Equador, el gue fa
gue la supetficie dels paisos d'Europa i América del Mord sembli molt més gran del gue és en

realitat.

60"

45"

Jor

15"

o°
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Projeccio de Gall-Peters

Frojeccia cilindrica des de l'infinit.

Caracteristiques: Els meridians es reprasentan mitjangant rectes verticals separades per distancies
iguals. Els paral-lels es representen mitjiangant rectas horizontals meés juntes a mesura que ens
alluryem de 'Equadar.

Avantatges: Aquesttipus de projeccid conserva les arees, &5 g dir, 13 supetficie dels continents tal com
esvel en el mapa és la correcta d'acord amb l'escala del mapa.

|ncumenients: A diferéncia de la projeccid de Mercatar, en aguest cas no es manté |a forma correcta
dels continents. Per mantenir les arees, les zones properes a I'Equadar es veuen més estretes

i largues de I'hahitual i les zones properes als pols es veuen més amples i aplanades.

s

Projeccié Conica

Projeccid sobre un con tangent a 'esfera al llarg d'un paral-lel.

Caracteristiques: El mapa apareix en el deservoluparment del con. Els meridians es representen
mitjangant generatrius del con separades per distancies angulars iguals. Els parallels es
representen mitiangant arcs de circumferéncia perpendiculars als meridians.

Avantatges: Es molt adequat per representar mapes zonals. Es molt precis a prap del paral-el

de tangéncia.

Incomvenients: lgual que en els casos anteriors, les distarsions augmenten en allunyar-nos del

parallel de tangéncia.

JT
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Projeccié Azimutal

Frojeccid sobre un pla tangent a 'esfera en un dels pols,

Caracteristiques: El mapa és circular. Els meridians es representen com radis del cercle
separats per distancies anaulars iguals. Els paral-lels sdn circumferéncies concéntrigques mes
separades a mida gue ens allunyem del pol.

Avantatges: E= molt adequat per representar mapes polars. Es molt precis a prop del pol.

Inconvenients: Les distorsions augmenten en allunyar-nos del pol.

A

- et - %
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Calcula l'area total del tetraedre truncat
sabent que la seva aresta mesura 12 cm.

Calcula l'area total d’un prisma recte sabent
que les seves bases sén rombes de
diagonals D=26cm i d=14cm i la seva altura
de h=26cm.

Calcula I'area lateral d’un tronc de piramide
quadrangular regular sabent que el costat
de base major és B=26cm. El costat de
base menor és b=14cm i I'aresta lateral és
a=13cm.

Calcula I'area total del recipient de la figura
esquerra sabent que el radio de la base és
r=7cm i l'altura és h=13cm.

Quants litres de pintura es necessiten per
pintar la paret exterior d'un observatori
astronomic (figura de dalt) sabent que té un
radi de 5m, que l'altura del cilindre és de
9m i que amb cada litre es poden pintar 10
metres quadrats?

Una bola de Nadal de 3cm de radi es vol
cobrir parcialment amb pa d’oro de forma
que la franja coberta tingui una amplitud de
60° des del centre de la bola. Calcula la
superficie de la bola que es pintara.

10.

11.

Per practicar

Calcula el volum del tetraedre regular de la
figura sabent que la seva aresta AB=10cm.
(El triangle APB t'ajudara)

El cub de la figura t¢ 10 cm d‘aresta.
Calcula el volum del tetraedre de vértexs
BCDG i comprova que és la sisena part del
volum del cub.

Calcula el volum dels dos prismes en que
queda dividit el prisma regular triangular de
la figura al ser tallat per un pla
perpendicular a les bases que passa pels
punts mitjans de las arestas. AD=20m i
AC=15m.

Calcula el volum d’un tronc de piramide
quadrangular sabent que l'aresta de la base
major és EF=20cm, l'aresta de la base
menor és AB=8cm i l'altura del tronc és
PQ=15cm.

ol

Calcula el volum de la pega de dalt sabent
que el diametre de la circumferencia
exterior és de 10cm, el diametre de la
circumferencia interior és de 5 cm i l'altura
és de 10 cm.

edoaod
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Cossos geometrics

12.

13.

2=

14.

Les figures representen un vas cilindric de
6cm de diametre i 8 cm d’altura i una copa
amb forma de tronc de con amb 7cm de
diametre major, 5 cm de diametre menor i
8 cm de generatriu. Quin té més capacitat?

1

Un recipient cubic de 10 cm d‘aresta esta
ple d'aigua. S’introdueix en ell amb compte
una bola de vidre de 5 cm de radi i després
es treu amb compte. Calcula el volum de
I'aigua que s’ha vessat i l'altura a la que
queda l'aigua quan es treu la bola.

Calcula la distancia entre dos punts de la
Terra, A i B, situats al mateix meridia, si la
latitud de A és de 38° 5’ S i la de B és de 7°

28" N.

15. El punt A es troba en el meridia 7°E i el
punt B en el meridia 94°0. Si a A son les 23
hores, quina hora és a B?

16. Els punts A i B es troben sobre el paral-lel

450N i les seves longituds es diferencien en
180°. Un aviéo ha d"anar des de A fins B,
quina ruta és més curta: seguint el paral-lel
o seguint el meridia pel Pol Nord?

24 m MATEMATIQUES Orientades als Ensenyaments Académics 3r ESO
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Altres tipus de mapa

Com hem vist hi ha diferents tipus de mapes
basats en projeccions disferents de |'esfera
sobre diferents tipus de superficie. Aqui et
mostrem alguns altres tipus:

Per saber-ne meés

La mesura de la
Terra

La mida aproximada
del nostre planeta es
coneix des d’antic.

En el segle III a C.
Eratostenes va calcular el radi de la Terra
amb una precisido molt bona.

Sabia que les ciutats egipcies de Siena i
Alexandria estaven en el mateix meridia i
que el dia del solstici d’estiu la llum del
Sol arribava al fons d’un pou a Siena i, el
mateix dia, a Alexandria els obeliscos
projectaven ombra amb
un angle de 79.

Al dibuix pots veure que
I'angle de I'ombra
coincideix amb la
diferéncia de latitud
entre les dues ciutats.

Eratostenes va
contractar un home per a que mesurés la
distancia entre ambdues ciutats que va
resultar ser d'uns 800 km.

Si 7° de meridia tenen una longitud de
800 km, el meridia sencer de 360°
mesurara 800/7-360 = 41143 km, d’on el
radi de la Terra seria:

R = 41143/(2n) = 6548 km.

iUna excel-lent aproximacié per I'época! El radi mig
real és d’'uns 6400 km.

Geodesiques i loxodromes.

Una geodésica és una linia que uneix dos punts d'una superficie pel cami
més curt. Sobre la Terra les geodésiques son els cercles maxims. Una
loxodroma és una trajectoria sobre la Terra que talla a tots els meridians
amb un angle constant. Es fan servir molt a la navegacié aérea i
maritima. En I'enllag adjunt pots veure una loxodroma de 720°.

edoaod
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¢ | Recorda
LN el més important

Poliedres

Requlars: Les seves cares son poligons regulars
iguals i en cada véertex concorre el mateix nombre de
cares.

Semireqgulars: les cares sén poligons regulars
diferents i amb el mateix nombre i tipus de cares en
cada vertex.

Prismes: les bases sén poligons regulars iguals i els
costats son paral-lelograms.

Piramides: la base és un poligon regular i els costats
sén triangles concurrents en un vertex comd.
Tots es poden desenvolupar.

Cossos de revolucio

Cilindre: generat per un rectangle en girar al voltant
d'un dels seus cotats.

Con: generat per un triangle rectangle en girar al
voltant d'un dels seus catets.

El cilindre i el con son desenvolupables.

Esfera: generada per una circumferéncia en girar
sobre un dels seus diametres.

L'esfera no és desenvolupable.

Arees i volums

A. lat. | A. total Volum
Prismes p-h B+p-h B-h
Piramides (p-a)/2  B+(pa)/2 (B-h)/3

Cilindres = 2nrh 2nr’+2nrh| nrch
Cons ngr | nr’+ngr | (nr*h)/3
Esferes 4nR?>  [(4nR3)/3

perimetre de la base,

= area de la base,

= altura, a = apotema (piramide),

r = radi de la base (cons i cilindres),

R = radi (esfera), g = generatriu (con)

o WT

Poliedres:

L’esfera terrestre

Meridians: cercles maxims que

passen pels pols. Es numeren de
0° a 18090 Est i Oest a partir del
Meridia de Greenwich. El meridia
d'un indret és la seva longitud.

Paral-lels:cercles perpendiculars

a l'eix de la Terra. Es numeren
de 0° a 90° Nord i Sud a partir
de I'Equador. El paral-lel d'un
indret és la seva latitud.
Fusos horaris: la Terra es
divideix en 24 fusos horaris de
150 d'amplitut amb una hora de
diferéncia entre ells.

Huso 30°0: 10h Huso 30PE: 14h

Hora en Greenwich: 12 h (huso horario 07)

Mapes

Un mapa és una representacio de
I'esfera terrestre sobre un plan,
obtinguda mitjangant alguna
forma de projeccié. Les més
habituals sén les seglents:

== (

Froj. cilind. central Proj. cilind. irfinit

L'area d'un poliedre és sempre igual a la suma de les
arees dels poligons que formen les seves cares. El
volum es calcula descomponent el poliedre en prismes
i/o piramides i sumant els seus volums.

e ety

Froj. conica Proj. azi mital

edd
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a) Mapa de Mercator

1] Els paral lels son cercles i els meridians radis.

b) Mapa de Gall-Peters

2) Els meridians i parallels son rectes perpendiculars i els
paral-lels estan mes separats com mes [luny de |'Equador.
) Mapa azi mutal

3) Els paral lels son arcs de circumferencia i els meridians
son rectes convergents.

d) Mapa conic

4] Els meridians i paral lels son rectes perpendiculars i els
paral-lels estan mes junts com mes |luny de I'Equador.

edod
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Autoavaluacio

Indica quin poliedre s’obté al truncar les arestas d’un
dodecaedre per la meitat i indica el nombre de cares
arestes i vertexs que té.

Els catets d’'un triangle rectangle mesuren 12 cm i 16
cm. Troba quin con té major area total: el que s’obté
fent girar el triangle al voltant del primer catet o el que
s’obté al girar sobre el segon.

Calcula I'area total del poliedre semiregular de la imatge
sabent que la seva aresta és a. (Expressa el resultat en
funcié d'a)

Calcula I'area del triangle de la figura sabent que l'aresta
del cub és a. (Expressa el resultat en funcié d'a)

La “zona tropical” de la Terra esta situada,
aproximadament, entre els paral-lels 309 N i 30° S. Quin
percentatge de la superficie de la Terra esta situada en
la zona tropical?

Una piramide de base quadrada es talla amb un plano
paral-lel a la base per la meitat de Ilaltura de la
piramide, obtenint una piramide més petita i un tronc de
piramide Quantes vegades es més gran el volum del
tronco amb respecte al volum de la piramide petita?

Es talla una semiesfera de radi R amb un pla paral-lel a
la base de la semiesfera, a una altura de 2/3 del radi.
Troba el volum de la major de les dues zones en que
queda dividida. (Expressa el resultat en funcié de R)

Una milla nautica és la distancia entre dos punts situats
sobre el Equador amb una diferéncia de longituds de 1’
¢A quants km equival una milla nautica si el radi de la
Terra és de 6366 km?

Boston esta al meridia 71° O i Frankfurt en el meridia
90E. Un avid surt de Frankfurt a las 23 hores i triga 8
hores en arribar a Boston. Quina hora és a Boston quan
arriba?

Associa els diferents tipus de mapa amb les seves
caracteristiques.
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Solucions dels exercicis per practicar

PR R
N PO

13.
14.
15.
16.

© © NO O R~ WDNPRE

1899,54 cm?
922,6 cm?
1050,4 cm?
43,98 litres
56,54 cm?
117,85 cm?
500/3 cm?®

El petit 162,37 m* i el gran 487,13 cm®.

3120 cm?.

. 589,04 cm?

mateixa capacitat.

S’han vessat 523, 59 cm?® d’aigua. L’altura final de l'aigua és de 4,76 cm

5061 km.

A B sén les 17 hores.

Pel meridia s6n 10.000 km i pel paral-lel sén 14.172 km.

. La copa té un volum de 226,49 cm? i el vas de 226,19 cm?>. Tenen practicament la

Solucions AUTOEVALUACIO

1.

2.

10.

Es un icosidodecaedre amb 32 cares, 60
arestes i 30 vertexs.

El que gira sobre el primer: 576z cm? en
front a 384r cm?.

6a2 + 3a2y3

a3

2

50%

El tronc és 7 vegades major que la
piramide petita.

467R3
81

1,85 km

Es la 1 de la matinada del dia segient.

a2, b4, c1, d3

28
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